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Sabado 4.

A. Dinamica de mercados financieros. El modelo de
Samuelson, Merton & Karatzas (SMK).

B. El modelo original de Black Scholes.

A.  Consideremos un mercado con n activos cuyos precios estin
modelados por MBG generalizados. Esto es, sus procesos de precios
S,(t), ..., S, (t) estan gobernados por el sistema de EDE

45,(5) = $; Ol Ot + Y 0y, (AW, ©)]
j=1

45y (6) = Sy la (D + ) 0, (AW, (©)]
j=1

Aqui, n = numero de activos ~ “tamario del mercado”; y
m = numero de “fuentes de incertidumbre”
Comentario : es un modelo muy general. Si se quiere que los precios sean

estrictamente positivos y los procesos que los representan sean semi —

martingalas, entonces necesariamente tienen la forma de arriba (ver Shreve
(2004), vol II).

Comentario : el modelo de Bachelier para el proceso de precios :

St)=b+&W(t)
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Comentario : otros modelos (a tiempo discreto, procesos de Levy, MBT,
rezagos y adelantos).

Metateorema de Bjork : el mercado SMK es, genéricamente

(i) sin arbitraje & m >n
(ii) completo S n=>2m
(iii) completo y sin arbitraje < n=m

Fijemos de ahora en adelante, una ‘base estocdstica’ o ‘espacio de
probabilidad filtrado’

(Q)T) (Tt)tE[O,T]’P)

donde F, representa el acervo informacional hasta el instante t. Usualmente
la filtracion es la generada por un MB de dimension m.

Hipotesis técnicas del modelo SMK

Los coeficientes son progresivamente medibles y satisfacen :

L Te®1 + llo®lI?lde <o (¥)
donde

U=, tn); o =]0p]i=1,.n
=1,...m

i
k

Ver Tudor (1997) o Karatzas (1997).
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Definicion : un portafolio es un proceso adaptado q:[0,T] = R™ cuyas
componentes son las cantidades de activos A4, ...,A, del mercado en
consideracion.

Comentario : para consideraciones técnicas mds precisas, ver Karatzas
(1997), 6 Karatzas & Shreve (1998).

Definicion : El valor del portafolio es

VD® =) a®S® = @(®),5®)

Ejemplos.

1)  Portafolios de inversion : 20 entradas con digamos, oro, divisas,
treasuries, CETES, acciones Apple, acciones Telmex, etc. Los de
bancos centrales pueden tener varias decenas de componentes.

2)  Black Scholes : q(t) = (a(t),b(t)) donde a(t) es la cantidad de
activo riesgoso y b(t) la cantidad de bono o activo no riesgoso.
Tenemos

V@) (@) = a®)S(t) + b(t)B(¢)
donde S(t) es un MBG, y dB(t) = rB(t)dt, conr
la tasa libre de riesgo (CETES o ‘Treasury bills’).

Hipotesis de riqueza positiva : para cada t € [0,T]
(Vq)() =0, c.s.

Comentario : Ventas al descubierto 0 en corto (‘short sales’).
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Definicion : un portafolio es admisible o auto-financiable sii

dVg)(t) = Xz, q:(©)dS;(t) = (q(t),dS(b)), i.e.

n n
1
> si®da® +5 Y dlsua]® =0
i=1 ij=1
Comentario : interpretacion.

Definicion : Un portafolio de arbitraje es un portafolio q(t) que satisface lo
siguiente . existe T € (0,T] tal que

(i) P[(Vg)(0) =0] =1
(ii) P[(Vg)(r) 2 0] =1

i) P[(V)(x) > 0] > 0

Si en lugar de (iii) se cumple
(ii)*  P[(Vg)(r) > 0] =1

a ese portafolio se le [lama arbitraje fuerte.

Comentario : varias definiciones de arbitraje (NFLVR).
En estas notas solo utilizaremos la definicion de arriba.

Definicion : un mercado es viable o libre de arbitraje sii no existen
portafolios de arbitraje. Lo denotamos como NA.
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Definicion : una medida martingala equivalente (MME) es una medida de
probabilidad Q en (Q,F) tal que Q~P, y el proceso de precios descontado
resulta ser una Q — martingala, i.e.,

ECe™TOS()|F] =S@W), c.s. w<t)
Comentario : factores de descuento generalizados.

Definicion : el mercado es completo si y solo si para cualquier funcion borel
medible ® en R", existe un portafolio replicante, i.e., un portafolio auto-
financiable g tal que

(S(T)) = (Vq)(T)

Ejemplo 1: para el modelo binomial a un periodo se cumple:
NA & completez & d<(1+r)<u

No Arbitraje fuerte & d<(1+r)<u

Ejemplo 2 : el mercado BS (activo, bono) es completo.
Demostracion : esbozo en Bjork (2005), pp; caso general y demostracion
rigurosa en Karatzas (1997) y Williams (2006). En estas ultimas referencias

se encuentra la prueba del siguiente :

Criterio de Karatzas & Shreve : el mercado SMK, bajo la hipotesis (*) es
completo siy solo sin=m, y

o(t) esinvertible c.s. Vt € [0,T]
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Teoremas auxiliares importantes en finanzas matemdticas y aplicaciones al
modelo de Black Scholes.

El Teorema de Girsanov, dimension uno. Sea W (t) un browniano en un

espacio de probabilidad filtrado (O, F,{F }eejor, P), v O(t) un proceso
adaptado. Definase

Z(t) = exp {— f 0(s) dW (s) % f 0(s)? ds}
0 0

Yy supongamos que se cumple

E|f] 0(s)? Z(s)?ds| < o».

Definimos Z = Z(T) y
QA) = fA ZdP (AeF)

We(t) = W(t) + f, 0(wdu.

Entonces, E[Z]=1; Q es una medida de probabilidad en (Q,F)
equivalente a P, y W (t) es un movimiento browniano con respecto a Q.

Ver demostracion en Oksendal (2005).

Comentario : Teoria de Cameron — Martin — Girsanov.

Aplicacion al mercado de Black Scholes :
dB(t) = rB(t)dt;
dS(t) = uS(t)dt + aS(t)dW ().

Ejercicio : Si f(t) es deterministica y C1, y el proceso X(t) tiene diferencial
estocastica dX (t), entonces
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d(f(DX(®) = X' (©)dt + f(£)dX (¢)

Aplicando lo anterior,

d(e tS(t)) = —re "tS(t)dt + e TS (¢)
= (u—r)e "S(t)dt + oe TS (t)dW (t)
= oe SO |5 at + aw (1))

Def: el precio del dividendo es O(t) = BT

o .

Ahora aplicamos el T. De Girsanov, cuyas hipotesis se cumplen obviamente
para O(t). Entonces Q~P,

We(e) =—t+ W,
es un movimiento browniano c.r a Q. Tenemos
dwe(t) = ?dt + dw (b),

entonces
d(e "S(t)) = oe S (£)dW e (b),
e "tS(t) = S(0) + [ ce TS (W) dW @ (w).

Asti, el proceso de precios descontado es una Q - martingala. Ademads, con
respecto a Q,
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dS(t) = uS(t)dt + aS(t)dW (t)
= uS(t)dt + aS(t)[—%dt +dwe(t)],

i.e., el “milagro de BS” ocurre :
dS(t) = rS(t)dt + aS(t)dw (),

en vez de que la dinamica del precio dependa del retorno que representa al
activo riesgoso, es decir u, con respecto a al nueva medida Q, depende del
coefiente que representa al activo no riesgoso, i.e., la tasa libre de riesgo r.

Teorema de Representacion de Martingalas. Sea W (t) un browniano en un
espacio de probabilidad filtrado (Q, F,{F }iejor), P). Entonces, dada una
una {F}epor] - martingala M(t), existe un proceso adaptado T'(t) en [0,T]
tal que

M(t) = M(0) + [, T(s) dW(s).

Ver demostracion en Oksendal (2005).

Comentario : Teoremas de representacion. Breve comentario historico de este
teorema.

Aplicacion a BS.

Sea @1 una v.a. Fy — medible. Por ejemplo, @ = (S(T) — K)™, el perfil de

pago para una opcion de compra europea. Considérese la funcion de
valuacion

d(t) = EQ[e_T(T_t)<PT|Tt],
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y sea M(t) = e "t ¢p(t). Entonces M(t) es O- martingala, pues si 0 <
s<t<T,

E°[M(D)|F] = EC[E®[e™ @7 |F]IF]

= E%[e™ " or|F] = M(s).

Sobre el modelo y la formula de Black Scholes

A. Esta formula fue establecida por Fisher Black y Myron Scholes (Black &
Scholes, 1973), en colaboracion parcial con Robert C. Merton. A los tres se
les considera como los iniciadores de las finanzas matematicas en su época
reciente. Black murio en 1995. A Merton y Scholes se les otorgo el premio
nobel de economia 1997, por sus contribuciones relacionadas con la
derivacion y uso de la formula.

La formula responde a una pregunta milenaria : ;como debe valuarse una
opcion de compra? Este intrumento financiero se ha comercializado desde
hace mucho en diversos mercados. Aparecen referencias a las opciones (y/o
instrumentos muy similares) en el codigo de Hammurabi y en el antiguo
testamento. Sin embargo el mercadeo de las mismas se hacia sin una “base
racional” hasta 1973, pues nadie conocia una formula universalmente
aceptada para calcular el precio de las opciones.

A partir de la introduccion de la formula de BS y de la apertura y
ampliaciones de los mercados de opciones (especialmente el CBOE, fundado
el mismo ano de 1973), la consideracion de diversos aspectos relacionados
con los derivados financieros (no solo opciones sino también futuros, swaps,
quantos, y una verdadera jungla de diversas opciones ‘exoticas’) ha jugado
un papel de primera importancia en los mercados financieros, y el papel
central en finanzas matemadticas. Esta activa drea matemdtica, muy
desarrollada a lo largo de los ultimos cuarenta anos, tiene como referencia
principal, como ‘benchmark’ al modelo y la formula de BS. Casi todos los
desarrollos posteriores son perfeccionamientos, generalizaciones o criticas a
ellos. De manera que el modelo de BS es el modelo matematico mds
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importante de las finanzas, y uno de los mas importantes de la economia y las
matematicas aplicadas.

Un dato curioso : la formula de BS es el unico resultado conocido de
matematicas aplicadas que tiene una cantidad considerable de
demostraciones diferentes (alrededor de 10). Algunos autores consideran que
es la formula mas usada de la historia, pues se ha utilizado, a lo largo de 40
anos, en millones y millones de operaciones financieras, ya sea directa o
indirectamente o al menos como referencia parcial.

B. Opciones financieras. Una opcion de compra europea (‘european call’) es
un contrato entre dos partes, A (quien vende o escribe la opcion) y B (quien
compra la opcion), tal que le da a B el derecho, pero no la obligacion, de
comprarle a A un cierto activo (‘asset’), por una cierta cantidad de dinero
prefijada (que se denomina precio de ejercicio, en inglés ‘exercise price’ o
‘strike’) y en una fecha determinada (tiempo de maduracion o vencimiento, en
inglés ‘maturity’).

Denotemos al tiempo presente por t =10, al precio actual del activo (o
activo subyacente) por s, al precio de ejercicio por K, y a la fecha de
vencimiento por T. De manera que la opcion vive en el intervalo [0,T) y
madura en el tiempo T. El precio de la opcion se denota por ¢ = c(t), para
0 <t <T.Como veremos enseguida, c(T) es conocido, y el problema es
encontrar ¢(0), y mas en general c(t) para cualquier t.

Ejemplo. Una opcion de compra europea escrita sobre acciones de Telmex.
Da al comprador el derecho de adquirir un paquete de 100 acciones por
20,000 pesos en julio de 2014. Aqui, s = 150 X 100 = 15,000, mientras que
K = 20,000, y T = 6 meses. La tasa libre de riesgo puede tomarse como la
tasa de los CETES, r = 4.1%. EI valor historico de la volatilidad de las
acciones principales de Telmex es 0 = 12%.

S(0) =15,000; K=20,000; T=6meses

A B

Escribe, vende la opcion Compra la opcion
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Tiene la obligacion de vender Tiene el derecho, pero no la
S(T) en T por K $ si B ejerce obligacion, de comprar S(T)
en Tpor $ K

Recibe la prima c(0) por el riesgo Paga la prima c(0)
que corre.

El problema :

(ec(0) =77

Mas en general, ;cudnto vale c(t), t <T?

El perfil de pago (‘pay-off’) de una opcion de compra europea estda dado por

c(T) = (S(T) — K)* = max{S(T) — K, 0},

donde S(T) es el precio que tendra el subyacente cuando t =T.
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c(T)

45

S(T)

De manera que al comprador de la opcion (B) le conviene ejercer la opcion si
S(T) > K, pues en ese caso compra el subyacente por K, lo vende en el
mercado por S(T), y se gana la diferencia S(T) — K. En caso de que
S(T) < K, entonces el comprador (B) no ejerce la opcion.

Obviamente este contrato es asimétrico en cuanto al riesgo. A puede ganar
una cantidad no acotada de antemano y B puede perder la misma cantidad.
Por ello, para que el contrato sea justo, B tiene que pagar una cierta cantidad
por la opcion, que se llama precio o prima, y es lo que hemos denotado con
c(0). De manera que el perfil de pago de la opcion, desde el punto de vista de
B, es el de la figura de arriba, pero desplazada verticalmente hacia abajo en
¢(0) unidades.

C. El modelo de Black Scholes. El objetivo es valuar la opcion, es decir
encontrar un valor “justo” para c(0). Se asumen las siguientes hipotesis :



)

2)

3)

4)
S)
6)

7)
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El precio del subyacente s(t) evoluciona de acuerdo a la dinamica
estocastica de un MBG :

dS(t) = uSt)dt + o S(t)dW (t)

En particular el rendimiento y la volatilidad del subyacente son
constantes conocidas.

El mercado BS consta del subyacente (mercado de capitales) y del
mercado de dinero representado por un bono cuya dinamica

dB(t) = rB(t)dt

donde r es la tasa libre de riesgo o neutral al riesgo, y v < L.

El subyacente y el bono se pueden mercadear continua y
divisiblemente, es decir, en cualquier instante del intervalo 0 <t < T
y en cualesquiera cantidades reales.

El subyacente no paga dividendos.

La tasa de interés libre de riesgo es conocida y fija.

No hay costos de transaccion ni impuestos.

En el mercado BS no hay arbitraje.

Con base en estas hipotesis y utilizando un poco de cdlculo estocastico,
incluidas la aplicacion de los Teoremas de Girsanov y de representacion de
martingalas, se deduce la formula de BS, mediante el ‘método de la
martingala’. Lo haremos un poco después.

Sin embargo, la primera prueba de la formula, la que aparece en el articulo
B&S de 1973 utiliza un enfoque diferente : mediante la hipotesis de no
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arbitraje y la formula de It6 se deduce una EDP que debe ser satisfecha por

la funcion C(t,s), es decir, el precio o prima de la opcion como funcion del
tiempo y del valor actual del subyacente, i.e., s = S(t). La EDP de BS es

ac ac Z ,0%C

s2

Z4rs=+Is2 = —1r(C=0;
t s 2 0

c(T,S(T)) = (S(T) —K)*
La solucion de esta EDP con la condicion de frontera es precisamente la
formula de BS que deduciremos mas adelante, por un método completamente
diferente, el ‘método de la martingala’.

Comentario sobre las hipdtesis. Como en cualquier modelo, las hipotesis
siempre tienen ventajas y desventajas, y en caso de que haya razones para
ello, pueden ser sustituidas por otras mads apropiadas (de acuerdo a ciertos
criterios) y desarrollar el modelo correspondiente a las nuevas hipotesis.

En el caso del modelo BS, todas las hipotesis pueden mejorarse, pero ninguna
ha sido tan criticada como la primera. Se han hecho grandes esfuerzos por
sustituir la hipotesis de que el precio del subyacente sigue un MBG.

Se han considerado coeficientes (U, o) deterministicos pero variantes con el
tiempo, o estocasticos, e incluso se han introducido otros procesos realmente
diferentes para modelar el precio, como el modelo hiperbolico de Levy.

Con tales extensiones del modelo se han obtenido avances importantes, tanto
teoricos como en lo que respecta al principio de verificacion cientifica, es
decir, el cotejar los resultados del modelo con los datos de los mercados (algo
completamente ignorado en la mayor parte de la teoria econdmica). Sin
embargo, en no pocas ocasiones el modelo original de BS arroja resultados
similares en calidad y cantidad a los de modelos mas sofisticados y es mucho
mas facil de utilizar.

En resumen, el modelo de BS se ha convertido en un ‘benchmark’, en la
referencia central de toda la subdrea de derivados financieros.

Consideraciones generales sobre la formula y su impacto global pueden
encontrarse en Stewart (2012).
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Domingo 5.

A. La formula de Black Scholes.

B. Los dos Teoremas Fundamentales de Finanzas (o de
Valuacion de activos).

A. En lo que sigue completaremos la valuacion de una opcion de compra
europea. El método utilizado (método de la martingala) tiene aplicaciones y
alcances que van mucho mas alla de este caso particular.

El portafolio BS : q(t) = (a(t),b(t)) donde la primera entrada
corresponde a unidades del activo riesgoso, el cual sigue un MBG

dS(t) = uS(t)dt + aS(t)dwW (t); S(0) =S5,

v la segunda entrada son unidades del activo no riesgoso, un bono gobernado
por

dB(t) =rB(t)dt; B(0) =1
El valor del portafolio es
V() = V@) = a®)S(®) + b(t)B(¢)

= a(t)S(t) + b(t)e™.

Definimos el valor descontado del portafolio como

Vp(t) = e ™V (t) = e "ta(t)S(t) + b(t)

Suponemos que el portafolio es auto-financiable :
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dV(t) = a(t)dS(t) + re™b(t)dt.

Como
dVp(t) = —re "V (t) + e "tdV (t)
se obtiene
dVp(t) = e "ta(t)[dS(t) — rS(t)dt]
= ge "ta(t)S(t)dW(t)
0 sea

Vo (t) = Vp(0) + [ ce ™ a(w)Sw)dWw (w).

Entonces, el proceso del valor del portafolio descontado es una Q —

martingala. Luego, para t < T,

e TtV () = EQ[e TV (T)|F,]

de donde obtenemos la importante formula general de valuacion para
portafolios en este mercado BS :

V(t) = EQe " T-OV(T)|F,]

Vamos a juntar ahora todas las piezas para valuar una opcion europea de
compra, escrita sobre un activo subyacente S(t) gobernado por el MBG con
parametros u,o. El precio, prima o costo de la opcion al tiempo t, con

S(t) = s lo denotaremos por C(t,s) = C(t,S(t)).

El valor terminal o de maduracion de la opcion es
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C(T,S(T)) = (S(T) — K)*.
Decimos que el portafolio q(t) = (a(t),b(t)) replica la opcion sii
V(1) = (Vg)(T) = C(T, (1) = (S(T) — K)*.

Vimos que por el TRM, si @1 = (S(T) — K)™, se tiene

E%[e™™(S(T) — K)*|F] = M(D)

= M(0) + [, T(s) dW?(s)

por otra parte
t

Vo (6) = V, (0) + f se-"ta(u)S(w)dW e (u)
0

De manera que el portafolio replicard a la opcion y de hecho para todo
t €[0,T]sii V(t) = C(t,S(t)) y esto ultimo se cumple pues V,(0) = M(0),
y si igualamos los dos integrandos en las integrales de arriba :

F'(w) = ge ™ a(u)S(u),

o bien

_e"'T(t)
oS’

a(t) 0<t<T.

Bajo estas circunstancias obtenemos que

C(t) = e T OEC[(S(T) — K)*IF] (%)
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Comentario : obsérvese que setamos obteniendo el ‘peso’ del portafolio
correspondiente al activo. Se puede obtener el peso correspondiente al bono
usando el lema de Ito.

Ejercicio : obtener el otro peso.

Comentario : abusos de notacion :

c() =c(t,s)=C(t,S®) =C(t, 1K, s,0) et

Resta evaluar esta esperanza condicional en (*). Para ello se necesita solo
un poco de teoria de probabilidad y calcular algunas integrales complicadas,
las cuales todas se reducen a utilizar la integral de Louiville :

I=f e dx =1

[ Prueba :
L=V = (7, e an) ([, e ay)

N ey

= \/ [T e rdrde = VT .

Para los detalles, ver el apéndice de abajo. El resultado final es

C(t) = sN(d,) — Ke "°N(d,)

la muy célebre formula de Black Scholes, alias “la formula mds usada en la
historia”.
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En Stewart (2012), en el ultimo capitulo, vienen consideraciones interesantes
acerca de la formula y del uso de la matematica en finanzas en general.

Comentario : la herramienta para esta prueba, conocida como ‘método de la
martingala’ empezo a gestarse en el periodo 1979 — 1981 en los trabajos

seminales de Harrison, Kreps & Pliska (ver Harrison & Kreps (1979);
Harrison & Pliska (1981)).

(*) Apéndice : cdalculo detallado de la esperanza condicional.

Seguiremos muy de cerca Shreve (2004) vol. 1. Tenemos que

C(t,s) = e "TDEC[(S(T) — K)*|F,]

para t € [0,T], y S(t) =s. Entonces,

S() =S(0) exp Kr - %2> t+ UWQ(t)],
de donde
S(T) = S(0) exp Kr - %2) T + oWQ(T)
= S(t) exp {<r — 072> (T—1)
+o(W(T) —WO(t)y
Luego,

S(T) = S(t) exp [(r — 672)1' — oVt Y],
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con T=T—t,ydonde
Y =-WeT) -wot)/VT ~ N(O1).

Entonces, para cualquier t € [0,T], la v.a. S(T) es el producto de la

variable aleatoria S(t), la cual es F.- medible, con la v.a. & = exp [(r —

072) T—oVT Y], la cual es independiente de F, pues (WO (T) — WO(t)) es
independiente de W (t).

Por lo anterior, la esperanza condicionada a F; es una esperanza usual con
respecto a Q :

C(t,s) = e " EQ[(S(t)E — K)*].

Lema (Th. 1.5.1, Shreve (2004) vol Il) : Sea Y una v.a. en (Q, F, P) con fdp
continua f(y), v g:R —= R continua y no negativa. Entonces

Flat] = [ g0)f Gy
Aplicamos esto a lav.a. Y, para la cual

FO) = (=) exp (-2).

Luego C(t) =

1

(\/?) [ e T (S(t)E — K)* exp (— yz—z) dy =

e e )

(-2



El integrando es diferente de cero ( positivo) sii

v<di=(1og(2)+(r-5))

por lo que C(t) =

B e B

()

-

S

V2r

-exp(

2

f_djo 5 exp [‘()’2/2) - %ZT — oVt Y] exp (— y?) dy
- (J%) [92 e K exp[—(y?/2)] exp (— y;) dy

)| : exp[~G) + VDR dy — KeN(ds)

y haciendo u =y + o1, du = dy en la integral :

C(t) = (L) f_i:wﬁexp <— u_2> du — Ke " N(d,)

aqui

21 2

N(u) = (\/%_n)f_ exp <— %) dt.

74
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2
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Escribiendo d; = d, + o\t =

(10g(2) + (-+2)) 7.

obtenemos finalmente

C(t) = s N(dy) — Ke "N (dy)

APENDICE : COMPLEMENTOS SOBRE BS
La formula de BS, dada por
f(r,K,t,s,0) =sN(d,) — Ke ""N(d,)

es una funcion
RS
fiRyy = Ry,

donde R,, = {x € R:x > 0}. Resulta que [ es una funcion real — analitica
de cinco variables, definida en el primer ortante de R .

UNIDADES. Este es un tema que todos los economistas y la mayoria de los
financieros ignoran olimpicamente. Sin embargo, en varios sentidos
importantes es una de las bases de la ciencia e ingenierias, y algo se puede
hacer en finanzas. Veamos.

Claramente, tanto s como K tienen unidades de dinero, digamos dolares. Asi

log (=) es a — dimensional. El tiempo se mide en cualesquiera unidades de
K

tiempo. En finanzas son dias, meses ¢ afios. Por otra parte, las tasas de interés
tienen unidades 1/ tiempo, ya que :
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A — ety
Como

r2(At)?
(AD” . .

rAt _
e =14+7rAt + o

y éste debe ser a — dimensional, la inica denominacién conveniente es : At
1

dim(At)’
sean también a — dimensionales y por
ello,

sin dimensiones, i.e. dim(r) = Lo anterior fuerza a que ¢t y oVt

dim(o) = 1/dimvz.

4 oqe 4 P _1 ~ _1
Asi, la volatilidad esta dada en Vdia ,+Vafos ,etc.

LIMITES. Los siguientes limites son elementales (en alguno de ellos se
ocupa la regla de L Hopital) y tienen interpretacion financiera :

1) limg_,,c = oo; lims_,c = 0.

11) limg_c = 0; limg_,c =s.

i)  limgy,C = S; limy_oc =s—Ke™".

iv)  lim,,C =5; lim,_oc = sN(dy|,=9) — Ke "*N(d;|,=0).
v)  "limLec=5"; lim._o,c=(s—K)"

Ejercicio : probar los limites y hacer la interpretacion financiera.
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Problema abierto : Calcular todos los limites multivariados de la funcion de
BS, cuando dos 6 mas de las variables tienden a cero o a infinito. Por
ejemplo :

limgo k-0 oowf (@K, 1,5,0)=:727

DERIVADAS o ‘greeks’. Las derivadas de mdas abajo se calculan con la
ayuda del siguiente :

Lema. sN'(d,) =Ke "°N'(d,).
Aqui N’ es la derivada de la normal acumulativa.
Ejercicio : demostrarlo.

Con ayuda del lema se obtienen fdcilmente los ‘greeks’, que también dejamos
como ejercicio elemental.

1) Rho: @=2°=Kte ""N(dy)
2) % — _e""TN(dy)
oK 2
2 , _
3) Theta: O = a—i = —[%N (dy) + rKe ™" N(d,)]
dc
4) Delta: A= Py N(d,)

5) Vega: v = 2—; = sVt N'(dy)
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Comentario : las cantidades anteriores tienen interpretacion financiera y se
usan bastante en diversas técnicas de ingenieria financiera. Ver por ejemplo
Hull (2005).

Volatilidad implicita, soluciones en forma cerrada y formulas aproximadas.
Todos los parametros de los que depende el valor de ¢ en la formula de BS son
observables (medibles), excepto la volatilidad. Este es un parametro tan
elusivo, que en ocasiones los ‘traders’ prefieren estimar u observar los precios
de opciones en el mercado, y obtener de alli el valor de la volatilidad. A esto
le llaman “invertir la formula de BS”, y desde el punto de vista matematico
consiste en lo siguiente. Consideremos la funciéon F:R¢, — R dada por

F(r,K,t,s,c;0) = f(r,K,t1,5,0) — C

y el problema F(r,K,t,s,c;0) = 0. Se cumple que

oF of ,
%—%—sﬁN(dl);tO

en todo su dominio de definicion. Entonces, por el TFIM, para todo

0 — . 6
p° = (10, Ko, To, S0, Co; 00) € RY4

tal que F(p°®) =0, existe una vecindad U, = VXW c R3,xR,, y una
unica funcioén analitica ¢@:V — W tal que para (r,K,1,s,c) €V setiene

F(r,K,t,s,c;p(r,K,1,5,¢)) =0,
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es decir,
f(r,K,t,s,0(r,K,1,5,¢)) =, si (r,K,1,s,¢c) €V.
A ¢ selellama /a volatilidad implicita en la formula de BS.

Soluciones en forma cerrada para la volatilidad implicita. No se conocen y
se conjetura que no las hay. Mdas aun en muchos libros y articulos afirman
descuidadamente que ‘“es imposible obtener formulas explicitas para la
volatilidad implicita”. El punto importante es que esta afirmacion 6 la
negacion de la misma carecen de sentido si no se especifica cuidadosamente /a
familia de funciones con las cuales se quiere construir dicha formula
explicita. Quien conozca un poco de teoria de Galois y el teorema de
imposibilidad para obtener raices de polinomios en términos de los
coeficientes entenderd facilmente el punto.

Soluciones aproximadas. Para fines practicos, lo que puede hacerse, mediante
diversos procedimientos es obtener ‘formulas aproximadas’ para la volatilidad
implicita. Hay muchas de ellas en la literatura, por ejemplo la muy conocida y
muy simple :

(ver Brenner & Subrahmanyam 1988). Desafortunadamente, la mayoria de
estas formulas no estiman el error que se comete al hacer la aproximacion.
Una excepcion es la de Chargoy & Ibarra (2006) :

en donde se estima cuidadosamente la magnitud del error.
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El problema de la sonrisa. Después de la crisis financiera de 1987 se empez6
a observar en los mercados un fendbmeno curioso : contrariamente a una de las
hipotesis del modelo de BS, la volatilidad obtenida en los mercados de
opciones parecia variar al mover el precio de ejercicio. Mas dun, empezaron
a obtenerse graficas en forma de U o parte de una U, con la volatilidad en el
eje vertical y el strike en el horizontal. Esto motivé la denominacion de
‘sonrisa’, y el consiguiente problema de explicar por qué se generaba. La
mayoria de las propuestas consisten en cambiar el modelo de BS por un
modelo mas complejo que dé cuenta de este fendmeno. Hasta ahora continta
siendo un problema tedrico y metodologico abierto.

Volatilidad

Actualmente la alumna Liz Arleth Carrasco de la MCMAI se encuentra
terminando una tesis de maestria sobre este tema, la cual contendra mucha
informacion sobre el problema, a varios niveles. Contacto
lizarletl S@hotmail.com
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B. Los dos Teoremas Fundamentales de Finanzas

Observacion importante : aqui nos restringiremos al contexto del modelo de
mercado SMK, y a un nivel como el de Williams (2006), pero los dos
teoremas fundamentales se han establecido en contextos mucho mds
generales. Ver Delbaen & Schachermayer (1994, 1998, 2006); Bdttig &
Jarrow (1999). El libro Elliot & Kopp (2005) presenta una sucesion de
versiones, con complejidad creciente, de los teoremas fundamentales

El primer teorema fundamental (PTFVA)

Recordemos, en el modelo SMK, la definicion basica.

Definicion : Un portafolio de arbitraje es un portafolio q(t) que satisface lo
siguiente . existe T € (0,T] tal que

(iv) P[(Vg)(0) =0] =1
v) P[(Vg)(r) =0] =1
(vi) P[(Vg)(r) >0] >0

Comentario : varias definiciones de arbitraje, NFLVR.

Definicion : un mercado es viable o libre de arbitraje sii no existen
portafolios de arbitraje. Lo denotamos como NA.

Definicion : una medida martingala equivalente (MME) es una medida de

probabilidad Q en (Q,F) tal que Q~P, y el proceso de precios descontado
resulta ser una Q — martingala, i.e.,

ECemTOS()|F] =S@W), c.s. w<t)

Comentario : factores de descuento generalizados.
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Primer Teorema Fundamental de Valuacion de Activos : un mercado es
viable si y solo si existe (al menos) una medida martingala equivalente.

Sea M* la coleccion de las MME. Podemos reescribir el PTFVA como
NA & M*#0
Ejercicio: Probar la implicacion <.
La implicacion reciproca, en el caso general, requiere de una fuerte dosis de

analisis funcional y andlisis estocastico y cerca de 100 pdginas de

estimaciones y razonamientos delicados (Delbaen & Schachermayer 1994,
1998).

Brevisima cronologia del PTFVA :
e Harrison & Pliska (1981, 1982);
e Dybvig & Ross (1987),

e  Delbaen & Schachermayer (1994, 1998).

Importancia del teorema :
e Teodrica
e JValuacion

o Alcances de los modelos.

El segundo teorema fundamental (STFVA)

Definicion : el mercado es completo si y solo si para cualquier funcion Borel
— medible ® en R", existe un portafolio replicante, i.e., un portafolio auto-
financiable g tal que
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(S(T)) = (Vq)(T)

Comentario : como escribimos en el caso del modelo de mercado a 1 periodo,
la completez del mercado representa una especie de ‘riqueza de
posibilidades’ en el mismo, de tal manera que combinando apropiadamente
los activos de que consta, puede replicarse casi cualquier comportamiento
financiero. Notese que la familia de funciones Borel medibles es realmente
muy grande.

Por otra parte, en la practica empieza a ser usado el concepto, de manera no
muy precisa pero alrededor de la misma idea basica, relacionado con
cuestiones de liquidez, posibilidades de produccion de ciertas mercancias, etc.

El resultado basico sobre completez en este contexto matemadtico es el
Segundo Teorema Fundamental de Valuacion de Activos (STFVA, Bittig &

Jarrow (1999); Bjork (2005); Williams (2006)) : el mercado es completo si a
lo mds hay una MME, i.e.,

Completez = #(M*) <1

Comentarios.

1. El resultado ‘redondo’ seria : el mercado es completo y libre de
arbitraje si y solo si existe una unica medida martingala equivalente :

Completez & No arbitraje & #(M*) =1

2. Teorema de Jacod y puntos extremos. Un resultado de J. Jacod, logra
identificar las MME con los puntos extremos de cierto subconjunto de
un espacio infinito dimensional. Esto conecta el STFVA con los
teoremas tipo Krein — Milman y Choquet de Andlisis Funcional
Convexo. Ver Protter (2005).



Brevisima cronologia del STFVA :

e Ross, 1976

e  Harrison & Pliska, 1981 — 1982
o  Miiller, 1987

e Jarrow & Biittig 1999

o Jarrow & Madan 2001

84
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Domingo 5, plus

Modelos de tasas de interes.

Introduccion. Como serialabamos en la primera sesion, una de las grandes
subdreas de las finanza matematicas se dedica al estudio de modelos
estocasticos dinamicos para tasas de interés.

Las tasas son uno de los instrumentos mds importantes en los mercados
financieros y en los mercados en general. En particular constituye una
herramienta crucial de politica financiera y econdomica para los bancos
centrales de diversos paises.

Las tasas de interés se estudiaban usualmente dentro de la teoria macro —
economica, y bajo una tradicion esencialmente deterministica y de modelado
muy simple. Esto dio lugar, a lo largo de décadas, a modelos y formulas muy
sencillos que tenian ciertas virtudes pero también muchos defectos. Estaban
muy lejos de poder modelar minimamente la gran complejidad real que rodea
a estos instrumentos financieros.

Una vez que en finanzas matemdticas se establecio el estandar de utilizar
ecuaciones diferenciales estocdsticas de Ito para modelar los precios de
activos y derivados financieros, este enfoque se llevo de manera natural a las
tasas de interés. El primer modelo de este tipo, el de Vasicek, en fecha tan
temprana como 1978, desperto un gran interés, y a partir de alli se
sucedieron muchos otros, orientados a subsanar las que se consideraban
entonces como las principales deficiencias de ese primer modelo, en
particular el hecho de que las tasas pudieran ser estrictamente negativas con
probabilidad estrictamente positiva. En 1978 esto era inconcebible.

Le siguieron modelos cada vez mas sofisticados : Hull & White; Cox,
Ingersoll & Ross, Ho & Lee; Heston; y a un nivel todavia mas sofisticado, el
modelo de Heath — Jarrow — Morton, que muchos consideran mds como un
marco de referencia muy general, y cuya naturaleza matemdtica es infinito —
dimensional.

La busqueda, muy recientemente, de una teoria mds comprehensiva para
enmarcar y generalizar estos modelos de tasas de interés, involucra las ideas
y las herramientas matematicas desarrolladas por investigadores muy
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destacados, en especial T. Bjork, D. Filipovic, J. Teichmann, D. Carmona, y
varios otros. El marco matemdtico que se ha desarrollado en los ultimos arnos
es muy impresionante, bastante dificil e involucra fuertes dosis de analisis
infinito — dimensional, asi como ideas y herramientas de geometria
diferencial, teoria matematica del control y ‘cdlculo conveniente’,

Ademds de la mayor dificultad intrinseca del tema, hay una situacion crucial :
no se tiene un ‘benchmark’ universalmente aceptado como el caso del
modelo de Black Scholes en el drea de derivados financieros. Simplemente,
no hay criterios, claros, definitivos, para decidir, dados dos 6 mds modelos,
cual es mejor. Al final haremos una propuesta tentativa en esta direccion.

DERIVADOS
FINANCIEROS

Modelos
_tasas de

interés
CENTRO :
MODELO

Black Scholes

Vasicek
Cox Ingersoll Ross
Heston

Hull & White

Heath Jarrow Morton

NO HAY
CENTRO

FUTUROS
OPCIONES
SWAPS

Referencias :

Bjork (2005); D. Filipovic (2009); Carmona & Tehranchi (2006).



87

A continuacion presentamos muy brevemente las definiciones basicas, asi
como algunos de los modelos mas importantes. Al final hacemos una
propuesta de investigacion, dirigida a clasificar la ‘bondad’ de los diferentes
modelos.

Definiciones basicas.
Seguiremos muy de cerca los libros de Bjork y de Filipovic.

Las dindmicas de las tasas de interés son equivalentes a los movimientos
financieros del mercado de bonos. Un bono con cero cupones que paga 1 $ al
tiempo de madurez, T, tiene un precio p(t,T) para cada t <T. Las
hipotesis basicas sobre este mercado son las siguientes :

e Paracada T >0 existe un mercado sin fricciones de T — bonos.

e p(T,T)=1

o p(t,T) esdiferenciable en T.
La estructura de plazo del mercado de bonos no es muy informativa
visualmente. Una mejor medida para ello son las tasas de interés implicadas.

Hay una gran variedad de ellas.

A. La tasa ‘forward’ simple (o LIBOR) es la solucion a la ecuacion :

p(t,S)

1+(T_S)L=p(t,T)

B. La tasa ‘forward’ continuamente compuesta es la solucion a la
ecuacion

eR(T_S) — p(t' S)
p(t,T)
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Esta terminologia se usa normalmente en los mercados. Ambas tasas son
equivalentes. En términos matematicos, tenemos la siguiente serie de
definiciones.

1. Latasa ‘forward’ LIBOR para [S,T] se define como

P(t,T) — P(t,S)
(T —S)P(t,T)

L(t;S,T) =

2. La tasa de contado simple para [S,T] o tasa LIBOR de contado es

P(S,T)—1

LS. =~ oD

3. Latasa ‘forward’ continuamente compuesta para [S,T] contratada en t
se define como

logP(t,T) — logP(t,S)

R(t;S, T) = — T =5

4. La tasa ‘de contado’ continuamente compuesta para [S,T] se define como

logP(S,T)

RS = -7 5

5. La tasa instantanea ‘forward’ con madurez T, contratada en t se define
como

dlogP(t,T)

f(t' T) = - oT
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6. La tasa corta instantdnea al tiempo ¢ esta dada por

r(t) = f(t. 1)

Comentarios : las tasas ‘spot’ son tasas ‘forward’ en las que el tiempo de
contrato coincide con el inicio del intervalo sobre el cual la tasa es efectiva,
ie, t =S8 La tasa ‘forward’ instantinea es el limite de la tasa ‘forward’
continuamente compuesta cuando S — T. Entonces puede ser interpretada
como la tasa de interés sin riesgo contratada en t, y efectiva sobre el intervalo
infinitesimal [t, t + dt].

Por otra parte, el proceso de la ‘cuenta de dinero’ se define como

B(t) = exp {fotr(s)ds},

este proceso puede ser estocastico, y no solo variable en el tiempo.

Como podemos ver, la tasa neutral al riesgo que utilizamos para valuar
derivados financieros, es unicamente una de las varias tasas posibles a
considerar, y ademas bajo hipotesis muy restrictivas.

Las principales relaciones dinamicas.

Para lo que sigue, asi como pruebas heuristicas ver Bjork (2005). Mas
rigurosamente se encuentra este material en Filipovic (2009). Supondremos
que :

Dindamica de la tasa corta :

dr(t) = a(t)dt + b(t)dW (t) (*)

Dinamica del precio del bono :

dp(t,T) = p(t, T)m(t, T)dt + p(t, T)v(t, T)dW(t) (**)

Dinamica de la tasa ‘forward’ :
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df(t,T) = a(t,T)dt + a(t, T)dAW(t) (***)

Observacion 1 : las diferentes magnitudes pueden ser vectores o matrices, en
particular el MB puede ser vectorial.

Observacion 2 : se supone que las diversas funciones involucradas son
continuamente diferenciables con respecto a la variable T, y que son
suficientemente regulares en esa y en las otras variables para derivar bajo el
signo integral e intercambiar los ordenes de diferenciacion e integracion.

Bajo las anteriores hipotesis, tenemos el siguiente

Teorema : suponiendo (*), (**), (***), las relaciones dindmicas basicas son
como sigue.

) atT) = LR v T) -
i) o(t,T) - 280,
i) a(t,T) = L+ a(t,0);

iv) b(t) =o(t,t);
v dptT) =p(tT) {r(®) + A T) +5 ISt DI}

+ p(t, T)S(t, T)AW (t)

donde

T

A(t, T) = —f a(t,s)ds ;

t
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T

S(T) = — f o (¢, 5)ds.

t

Comentario : la demostracion rigurosa de las relaciones anteriores es un
egjercicio no trivial de cdlculo estocdstico que involucra, ademas de las
herramientas basicas como la formula de It6, algunos teoremas avanzados
como la version estocdstica del Teorema de Fubini. Ver Filipovic (2009),
seccion 6.1.

Los principales modelos de tasas de interés.

1. El modelo de Vasicek.
dr(t) = (b + B r(t))dt + o dW (t)

Tiene solucion explicita :
b t
r(t) = r(0)ef" + E(eﬁt —1)+ aeﬁtf e Ps dW (s)
0

Ejercicio : verificarlo.

Se sigue que 71(t) es un proceso gaussiano con media y varianza,
respectivamente :

b o2
r(0)eft + E(eﬁt - 1); E(ezﬁt - 1)

de donde se sigue (;por qué?) :

Plr(t) <0] >0
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Comentario general importante : el enfoque que mds se ha desarrollado para
estudiar los sistemas dindmicos estocdsticos que representan los principales
modelos de estructura de plazo consiste, via las definiciones y relaciones
fundamentales de mas arriba, en un interjuego entre dos situaciones : la
dinamica de las tasas y la dindmica de los precios de los bonos. En ocasiones
se resuelven los problemas en una de ellas, y después se aborda la otra. O si
no hay soluciones explicitas, los andlisis cualitativos y tedricos se llevan a
cabo en una, otra o ambas.

La dindmica general para los precios de los bonos se supone de la forma :

F(t;r;T) = exp(—p(t,T) — B(t,T) 1)

2. Elmodelo CIR (Cox — Ingersoll — Ross).

dr(t) = (b+ B r(t))dt + o /r(t) dW(t)

La ecuacion de estructura de plazo se convierte en

0B(t,t) o? _ _
= 7Bz(t,T) —BB(tT)—1;, B(T,T)=0

la cual es una ecuacion de Riccati, que tiene solucion explicita :

2(e?T=9 — 1) _
=By —1)+2y ’

B(t,T) =

donde y =./B?+ 2y?. E integrando se obtiene el otro factor de los
exponentes para el proceso de los precios del bono :
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2h 9o (r-B)(T-0)/2
t,T) =—1
p(tT) =3 log <(V—B)(6V(T‘” —1)+2y>

Enseguida listamos otros seis modelos famosos, muy utilizados en la
literatura y en la practica. Desarrollos relativamente detallados de los

mismos y de sus principales propiedades pueden encontrarse en Filipovic
(2009), Bjork (2005) y Shreve (2004) vol. I1.

3. El modelo de Dothan.

dr(t) = Br(t)dt + o r(t) dW(t)

4. Black — Derman — Toy

dr(t) = B(t) r(t)dt + o r(t) dW (t)

5. Black — Karasinski

de(t) = (b(t) + B(t) £(t))dt + o AW (t)

6. El modelo de Ho — Lee

dr(t) = b(t)dt + o dW (t)

7. El modelo de Hull — White, extension de Vasicek.

dr(t) = (b(t) + (&) r(t))dt + a(t) AW (t)
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8. El modelo de Hull — White, extension del CIR.

dr(t) = (b(t) + (&) r(®))dt + a(t)/r(£) dW (¢)

La metodologia de Heath — Jarrow — Morton.

En principio esta basada en las expresiones generales :

f, T)=f(0,T)+ fta(s, T)ds + fta(s, T)dW (s)
0 0

t t

a(s, t)dt+f a(s, t)dW (s)
0

r© =60 = 0.0+
0

pero la metodologia es un enfoque bastante profundo, donde, de acuerdo a
muchos autores, aparece claramente la naturaleza infinito — dimensional de
los modelos de tasas de interés. El articulo principal Heath, Jarrow &
Morton (1992) dio lugar a una respuesta muy entusiasta y a diversos
desarrollos, tanto financieros como metodologicos y matematicos. Por
ejemplo, los autores necesitaban para una de las demostraciones una version
especifica del Teorema de Fubini estocdstico, que en ese momento no estaba
disponible en la literatura, y lo incluyeron en un apéndice del mismo articulo.
Este tema puede estudiarse apropiadamente en el libro de Filipovic (2009), y
a un nivel mas profundo, en el de Carmona & Tehranchi (2006), aunque éste
ultimo requiere bases matematicas fuertes en analisis funcional.
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(*) Una propuesta de investigacion.

Estudiar la robustez* de estos modelos con respecto a propiedades
especificas (estabilidad, algunas cotas superiores para la solucion,
estimaciones de probabilidades, etc.).

Digamos que se considera la propiedad P. Si el modelo A es robusto con
respecto a P y el modelo B no lo es, decimos que A es un mejor modelo que B
(en este sentido preciso).

Un problema en esta direccion :

En el modelo de Vasicek, estimar el orden de magnitud en términos del tiempo
de

P[r(t) < 0]

e investigar si ésta es una propiedad robusta del modelo de Vasicek.

(*) Definicion : una propiedad P de un modelo M es robusta sii se cumple
para una familia de modelos ‘cercanos’ a M y prefijada de antemano.

(**) EIl ejemplo mds importante, historicamente : Teorema de Kharitonov
(1978) acerca de la estabilidad robusta de familias de polinomios. Es como
sigue.

Estabilidad robusta de familias de polinomios. Dado un polinomio

p(x) =a, x™+ -+ ay,
su estabilidad, equivalente a que todas las raices tengan parte real
estrictamente negativa, puede analizarse, por ejemplo, mediante el criterio de
Routh — Hurwitz.

Aqui la familia de modelos seria la coleccion C de polinomios

q(x) = by x™ + -+ + by,
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donde by € [, url, 0 <k <n, y desde luego los coeficientes de p(x) se
encuentran dentro de esos intervalos : a; € [l,uy], 0 < k < n.

De hecho cada uno de esos intervalos puede considerarse como un ‘entorno’
de los respectivos coeficientes a;, pero no son arbitrariamente pequefios, ni
siquiera tienen que ser ‘pequefios’, estdn dados por las condiciones reales,
practicas y son fijos (por ejemplo, digamos que la condicion inicial para una
EDO es x(0) = 10. Un intervalo del tipo que estamos considerando podria
ser [8.5,11], lo cual puede ser bastante realista).

La familia completa de esos polinomios C es una “vecindad” del polinomio
original p(x). Obsérvese que C es una coleccion infinita de polinomios (de
hecho es no numerable). Entonces, aqui tendriamos que la estabilidad del
polinomio p(x) es una propiedad robusta, sii todo q € C es estable. ;Como
dar condiciones necesarias y suficientes? ;CoOmo comprobar simultineamente
la estabilidad de una familia tan grande? [Pregunta matematica : /jcudl es
exactamente la cardinalidad de C?]

Solucion al problema de estabilidad robusta. La sorprendente respuesta que
encontrd Vladimir Kharitonov es que basta con estudiar la estabilidad de 4
polinomios.

Teorema de Kharitonov, 1978 : p(x) es robustamente estable, con respecto a
C, siy solo si los siguientes cuatro polinomios son estables:

Ky(x) =lg + Lix + upx? + ugx® + Lx* + Iox® + -

Ko (x) = ug +ugx + Lx? + Lx3 + ugx* + ugx® + -+
Ky(x) =l +uix + upx? + a3 + Lx* + ugx® + -
Ka(x) = ug + Lix + Lx? + usx® + ugx* + x> + -

Observacion importante : solo debe verificarse la estabilidad de CUATRO
polinomios, no importa qué tan grande sea n.
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Breve epilogo

A pesar de que la teoria econdmica tiene tantos defectos y problemas, como es
patente todos los dias con los constantes ajustes de cifras y figuras, con las
predicciones fallidas y con las explicaciones contradictorias dentro de la
misma disciplina, algunas dreas de la misma (0 quizds deberiamos pensar en
‘disciplinas muy relacionadas con ella’) como las finanzas matematicas
tienen bases mucho mas solidas y se desenvuelven dentro de tradiciones mads
cercanas a las ciencias ‘duras’ como la fisica.

De hecho en finanzas se tiene una gran oportunidad para intentar hacer
“ciencia de verdad” e ‘“ingenieria de verdad”, debido a varias razones. Las
dos principales son el alto nivel de sistematizacion y desarrollo técnico que
han alcanzado las herramientas matemdticas involucradas, y por otro lado,
en las ‘finanzas practicas’ se dispone de datos de gran calidad y
confiabilidad, a diferencia de lo que ocurre en el resto de la economia. Mds
aun, exceptuando los ‘indices’ y ‘estimaciones’, los precios bdsicos de los
activos financieros son ‘exactos’. No solo muy aproximados como en fisica,
sino exactos.

Por otra parte, los mercados financieros, incluidos los mercados de
derivados, en los cuales se gesto en buena medida la crisis financiera de 2008
— 2010, no van a desaparecer. Muy al contrario, crecerdn e irdn
incorporando instrumentos cada vez mds complejos. De manera que para
poder entenderlos, estudiarlos y usarlos adecuadamente se necesitan mds
matemdticas y mds enfoque cientifico, y de ninguna manera menos
matemdticas, como afirman los economistas que irresponsablemente achacan
la culpa de la crisis financiera a los modelos matemadticos sofisticados. De
acuerdo a lan Stewart (2012) esto es casi como culpar a las computadoras y
los lapices utilizados. La culpa debe buscarse en las decisiones que tomaron
los economistas asociados al poder politico, los cuales tienen nombre y
apellido : Alan Greenspan, Larry Summers, Robert Rubin, Harry Poulson,
Tim Geithner, Ben Bernanke, y decenas de economistas asociados a ellos.
Las finanzas requieren de un desarrollo mas amplio, sofisticado y cercano a
las ciencias duras y a la ingenieria. Y para ello se necesitan matemdaticas
sofisticadas. Es el precio que hay que pagar. Por esto, se necesita formar
muchos mas matematicos y otros profesionales que entiendan y manejen las
herramientas bdsicas del tema, de las cuales se ha intentado mostrar un
poquito en este mini curso.

Pero hay que advertir que lo que se ha construido, ‘descubierto’ o ‘inventado’
en el drea de finanzas matemdticas es muchisimo mds y que se necesita
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estudiar bastante y muy seriamente para poder dominar aunque sea una parte
del mismo.
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