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Cards y Cleas

Analogias, teoremas, Galois

Aussi nous savons, nous, ce que cerchait &
deviner Lagrange, quand il parlait de
métaphysique & propos de ses travaux
d’algébre; c’est la théorie de Galois, qu’il
touche presque du doigt, & travers un écran
qu’il n’arrive pas & percer. La ou Lagrange
voyait des analogies, nous voyons des
théorémes. Mais ceux-ci ne peuvent s’énoncer
qu’au moyen de notions et de ‘‘structures’ qui
pour Lagrange n’étaient pas encore des objets
mathématiques. ..

(André Weil en De la métaphysique a la mathématique (1960).
Mencionado por Yves André en Ambiguity Theory, Old and New.
Bollettino U.M.L. 2008) |




Medlo siglo de ¢

Los, Morley, Shelah...

o Desde hace 50 afios la columna vertebral de la
teoria de modelos ha sido la categoricidad y su
transferencia: como el que una teoria (o una
clase) sea categdrica en un cardinal A puede
implicar que termine siendo categdrica en
muchos otros cardinales.

o UNIdimensionalidad de las descripciones

o Versiéon muy “contundente” de completud.
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Medio siglo de categoricidad

Teoria de modelos, en medio de varias cosas

La teoria de modelos, las clases elementales abstractas, la
categoricidad:

(m)AEC
Repr./Tannaka conj Sh/Sch
\t{ aces
Teo Mod

\ o

GMTh m



Los, Morley, Shelah...

Hace 100 afios, Steinitz demuestra que “la geometria algebraica es
categorica”™
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Los, Morley, Shelah...

Hace 100 afios, Steinitz demuestra que “la geometria algebraica es
categoérica”: precisamente, demuestra que todo par de cuerpos

algebraicamente cerrados de misma caracteristica y mismo cardinal
no numerable deben ser isomorfos.
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Los, Morley, Shelah...

Hace 100 afios, Steinitz demuestra que “la geometria algebraica es
categoérica”: precisamente, demuestra que todo par de cuerpos
algebraicamente cerrados de misma caracteristica y mismo cardinal
no numerable deben ser isomorfos.

En los afios 1920, 1930 Gddel, Carnap, Skolem, estudian la muy
conocida incompletud de estructuras “fijas”, la completud de
estructuras “flexibles”, y en tltimas, emerge la categoricidad como
una versiéon muy especial de completud.
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Los, Morley, Shelah...

Hace 100 afios, Steinitz demuestra que “la geometria algebraica es
categoérica”: precisamente, demuestra que todo par de cuerpos
algebraicamente cerrados de misma caracteristica y mismo cardinal
no numerable deben ser isomorfos.

En los afios 1920, 1930 Gddel, Carnap, Skolem, estudian la muy
conocida incompletud de estructuras “fijas”, la completud de
estructuras “flexibles”, y en tltimas, emerge la categoricidad como
una versiéon muy especial de completud.

A mediados de la década de 1950, basado en muchas otras
observaciones Lo$ propone su conjetura para la légica de primer
orden: una teoria de primer orden en lenguaje numerable solo puede
tener 4 espectros de categoricidad:

1) (Xo) (> N,) (Cardy).
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Medio siglo de ca

La conjetura de Shelah clasica

Problema test clave en teoria de modelos de las dltimas dos o tres
décadas: encontrar versiones del Teorema de Morley y el Teorema de
Shelah de Transferencia de categoricidad para contextos mas
amplios: clases elementales abstractas (extensiones semanticas de
teoria de modelos de Ly+ (,(Q)).
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Medio siglo de ca

La conjetura de Shelah clasica

Problema test clave en teoria de modelos de las dltimas dos o tres
décadas: encontrar versiones del Teorema de Morley y el Teorema de
Shelah de Transferencia de categoricidad para contextos mas
amplios: clases elementales abstractas (extensiones semanticas de
teoria de modelos de Ly+ (,(Q)).

Conjetura (Shelah)

Dado A, existe uy tal que si\ es una sentencia de L, , que satisface
un “teorema de Lowenheim-Skolem descendente hasta A\” y es
categorica en algtin cardinal > 1, entonces es categorica en todo
cardinal mayor que .




Medio siglo de

Clases Elementales Abstractas

Fijamos un lenguaje de primer orden T.
Sea X una clase de T-estructuras, <==< una relacion binaria en X.

Definicién

(K, <) es una clase elemental abstracta si

K, <x son cerradas bajo isomorfismo,
MNeX,M<x N= MC N,

< es un orden parcial,

(TV)M C N <5 NNM <9 N= M <% N, ...

(\LS) Ik = LS(X) > N, tqVM € K,VA C IM|, IN <5 M con A C [N y
[INI| < |A] + LS(K),

@ (Uniones de <x-cadenas) Una union de una < -cadena en X pertenece a X,
es una < -extension de todos los modelos en la cadena y es el sup de la cadena.

8
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La Conjetura de Shelah, fraccionada.
Medio siglo de categoricidad

Ejemplos de CLEAs

Ejemplo

e (Mod(T), =), T PO,

o (Espacios Normados, <"°™), espacios de Banach (con inmersiones
isométricas) no son CLEAs.

(Mod(\), <5), ¥ € F un fragmento de Ly, o,
(Mod*°™(T), <), T PO,
(Grupos loc. fin., <),

(X1, <), K; anillos noetherianos locales con ideales maximales
principales,

0 (Kexpy <x.,)> la clase de Zilber (2001).
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Medio siglo de ca

El teorema de presentacion

Teorema
Toda CLEA es PCT'.

Mas precisamente,

Teorema

Si K es una CLEA en T, y|t| < LS(X),

entonces existen un t' D T, una t'-teoria de primer orden T y un
conjunto T de T’ -tipos, con |T| = 2% tal que

K={M |LIMET yM omiteT}.

=



Ventajas de PCI’

Varias construcciones que a priori no parecerian funcionar con
nuestra definicién original de CLEAs ahora es posible:

@ Modelos de Ehrenfeucht-Mostowski (técnicas de indiscernibles)
@ Omisi6n de tipos (a la Morley)

o Construccion de extensiones no-rompientes
]

Pero hay clases PCT" que no son CLEAs (Silver).




La Conjetura de Shelah,
Medio siglo de cal

AP - Amalgamacion
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Medio siglo de ca

AP

Definition (A-AP)

Una CLEA X tiene la A-AP si para todo M,, M;, M, € X de cardinal
A, con M, <g My, My <g M,,

existen M; € X, y K-inmersiones f; : M, — M, f, : M, — M, tales
que fi [ Mo =f, | Mo.

Nota: amalgamacion sobre subconjuntos arbitrarios es mucho mas
exigente.
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La Conjetura de Shelah, fraccionada.

Medio siglo de categoricidad

AP

Definition (A-AP)

Una CLEA X tiene la A-AP si para todo M,, M;, M, € X de cardinal
A, con M, <g My, My <g M,,

existen M; € K, y K-inmersiones f, : M, — M,, f, : M, — M, tales
que fi [ Mo =f; | Mo.

Definition (AP)
Una CLEA X tiene la AP si tiene la A-AP para todo A.

Nota: amalgamacion sobre subconjuntos arbitrarios es mucho mas
exigente.

=
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La Conjetura de Shelah, fi
Medio siglo de catego:

AP como compacidad débil - Ejemplos

La propiedad de amalgamacion es un substituto débil de la
compacidad. Junto con la JEP (Joint Embedding Property) permiten
obtener resultados mas facilmente que en el caso general.

@ Sea Tuna teoria de PO. La clase Mod(T) con <y entendido
como < tiene la AP (por el teorema de consistencia de
Robinson).

@ Sea Tuna V3-teoria. La clase de modelos e.c. de T con <y
entendida como “submodelo” tiene la AP ssi T es una teoria de
Robinson.

@ Las construcciones de Hrushovski producen CLEAs con

modelos arbitrariamente grandes y AP. w




Medio siglo de cal

Mas ejemplos

@ El conjunto de los modelos de una teoria de PO T que omitan
cierto conjunto fijo de tipo I', con <4 entendida como < puede
no tener AP. Cuando tiene AP, tiene modelos homogéneos
arbitrariamente grandes (equivalentemente, amalgamaciéon
sobre conjuntos). Esta es la teoria de modelos homogénea -
Shelah, Lessmann, Hyttinen, Buechler.

@ Dada una L, -sentencia 1, la clase Mod(\), con
L4-submodelo elemental es una CLEA, que puede no satisfacer
AP. Si K es homogénea o excelente, tiene AP.

O La clase (Kexp, <x,,,), (clase de Zilber de 2001) es el mejor
analisis modelo-tedrico de (C,+, -, 0, ex). Satisface AP. La
teoria de modelos enfatiza el rol de una conjetura clasica sobre

exponenciales - la conjetura de Schanuel. =
[ B



La Conjetura de Shelah, fraccionada.

Medio siglo de cal

Tipos de Galois

La nocion correcta de tipo en una CLEA (con las propiedades de amalgamacion AP,
propiedad de encajes conjuntos JEP y sin modelos maximales NMM):




La Conjetura de Shelah, fraccionada.

Medio siglo de cal

Tipos de Galois

La nocion correcta de tipo en una CLEA (con las propiedades de amalgamacion AP,
propiedad de encajes conjuntos JEP y sin modelos maximales NMM):

@ Primero se construye un modelo
“monstruo” (universal y
modelo-homogéneo) C en la clase - el

analogo del modelo universal de A. Weil

en geometria algebraica.
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“onjetura de Shelah

Medio siglo de

Tipos de Ga101s

La nocion correcta de tipo en una CLEA (con las propiedades de amalgamacion AP,
propiedad de encajes conjuntos JEP y sin modelos maximales NMM):

TN @ Primero se construye un modelo
C N\ “monstruo” (universal y
/ \ modelo-homogéneo) C en la clase - el

analogo del modelo universal de A. Weil
' en geometria algebraica.
\ @ Definimos
~ | ga— tp(a/M) = ga— tp(b/M) siy solo

‘ si existe f€ Aut(C/M) tq fla) =

\ . - | @ Por lo tanto, los tipos de Galois sobre M
(bajo las tres hipotesis AP, JEP y NMM)

- M son las orbitas bajo la accion del grupo
\ / Auty(C), los automorfismos del
\ / monstruo que fijan puntualmente M.
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La Conjetura de Shelah, fraccionada.

Docilidad y cortitud

Localizar, recortar, pegar: (1) docilidad

Una CLEA X es (k, A\)-décil si
VM e K)\Vp+# qe S(MINe K talqueN<Myp| N+#q | N.

La definicion admite variantes obvias: una clase X también puede ser
o (< Kk,A)-docil
@ (< k,A)-docil para n-tipos
e (< Kk,A)-docil para Itipos
@ plenamente < k-docil (i.e. (< k,A)-docil VA > «, VI, etc.

=



Docilidad y cortitud

Localizar, recortar, pegar: (2) tipo-cortitud

Una CLEA X es (k, A)-tipo corta para modelos de tamario | si
VM € K,Vp # q € SNM)II C A de tamario k tal que p' # q.

Al igual que antes, la definicién admite variantes obvias: una clase K
también puede ser
@ (< k,A)-tipo corta para modelos de tamafio p,

@ < Kk-tipo corta para modelos de tamaro 1 ((< k,A)-tipo corta
para modelos de tamario p, VA > k,
@ plenamente < k-tipo corta (i.e. (< K, A)-docil VA > k, V, etc.

=



Docilidad y cortitud

Coherencia y exactitud - algo de historia

La propiedad de docilidad (tameness) fue aislada por Grossberg y
VanDieren hacia 2002 como parte de su prueba de transferencia de
categoricidad a partir de un cardinal sucesor. Habia sido usada por
Shelah como paso importante en una prueba de transferencia de
categoricidad “hacia abajo” - sin embargo, en el articulo de Shelah
aparece oculta la nocion en medio de construcciones y
demostraciones complicadas [Sh394].

=



Docilidad y cortitud

Coherencia y exactitud - algo de historia

La nocion dual de tipo cortitud fue aislada por Boney en su articulo
Tameness from Large Cardinals en 2013. La combinacién de las dos
nociones resulta mucho mas poderosa que cada una de las nociones
de manera aislada.

Zalamea observa que la combinacién es analoga al paso de prehaz a
haz (coherencia y exactitud): una de las construcciones
fundamentales de toda la geometria algebraica de los dltimos 50
afos:
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La Conjetura de Shelah, fraccionada.
Docilidad y cortitud

Coherencia y exactitud - algo de historia

La nocion dual de tipo cortitud fue aislada por Boney en su articulo
Tameness from Large Cardinals en 2013. La combinacién de las dos
nociones resulta mucho mas poderosa que cada una de las nociones
de manera aislada.

Zalamea observa que la combinacién es analoga al paso de prehaz a
haz (coherencia y exactitud): una de las construcciones
fundamentales de toda la geometria algebraica de los dltimos 50
afos:

Haces CLEAs dociles y tipo cortas
Prehaces CLEAs




Dualidades - Intentos anteriores

Docilidad y tipo cortitud: conexiones sencillas

Hay conexiones entre docilidad y tipo cortitud que van més alla de
la dualidad obvia:

Proposicion (Dualidad bajo categoricidad)

Sea K una clea (con NMM, AP, JEP) que sea A-categorica y (< k, A)-docil para tipos de
longitud (1. Entonces X es (< K, A)-tipo corta para tipos sobre modelos de tamario (.

Demostracion:
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jetura de Shelah, fraccionada.

Dualidades - Intentos anteriores

Docilidad y tipo cortitud: conexiones sencillas

Hay conexiones entre docilidad y tipo cortitud que van més alla de
la dualidad obvia:

Proposicion (Dualidad bajo categoricidad)

Sea K una clea (con NMM, AP, JEP) que sea A-categorica y (< k, A)-docil para tipos de
longitud (1. Entonces X es (< K, A)-tipo corta para tipos sobre modelos de tamario (.

Demostracion:

@ Sean N € X un modelo de tamafio |, y p = gatp(M,/N) # gatp(M,/N) = g,
donde |M,| = |M,| = A. Hay que encontrar I C A tal que p' # ¢.

=
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jetura de Shelah, fraccionada.

Dualidades - Intentos anteriores

Docilidad y tipo cortitud: conexiones sencillas

Hay conexiones entre docilidad y tipo cortitud que van més alla de
la dualidad obvia:

Proposicion (Dualidad bajo categoricidad)

Sea K una clea (con NMM, AP, JEP) que sea A-categorica y (< k, A)-docil para tipos de
longitud (1. Entonces X es (< K, A)-tipo corta para tipos sobre modelos de tamario (.

Demostracion:

@ Sean N € X un modelo de tamafio |, y p = gatp(M,/N) # gatp(M,/N) = g,
donde |M,| = |M,| = A. Hay que encontrar I C A tal que p' # ¢.

@ Como X es A-categérica, existe f: M, =5 M, un isomorfismo. Spdg,
fe Aut(C).

=



Dualidades - Intentos anteriores

Docilidad y tipo cortitud: conexiones sencillas

Proposicion (Dualidad bajo categoricidad)

Sea X una clea (con NMM, AP, JEP) que sea A-categorica y (< k, A)-docil para tipos de
longitud p. Entonces X es (< K, A)-tipo corta para tipos sobre modelos de tamario L.

Observe que gatp(fIN)/M,) # gatp(N/M,): si fueran iguales, tendriamos

h € Aut(C/M,) tal que h(f{N)) = N. Pero entonces ho f € Aut(C/N),y

(ho (M) = h(fiM,)) = h(M,) = M, atestiguaria que gatp(M,/N) = gaip(M,/N) -
imposible por la hipétesis.

=
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Docilidad y tipo cortitud: conexiones sencillas

Proposicion (Dualidad bajo categoricidad)

Sea X una clea (con NMM, AP, JEP) que sea A-categorica y (< k, A)-docil para tipos de
longitud p. Entonces X es (< K, A)-tipo corta para tipos sobre modelos de tamario L.

Observe que gatp(fIN)/M,) # gatp(N/M,): si fueran iguales, tendriamos

h € Aut(C/M,) tal que h(f{N)) = N. Pero entonces ho f € Aut(C/N),y

(ho (M) = h(fiM,)) = h(M,) = M, atestiguaria que gatp(M,/N) = gaip(M,/N) -
imposible por la hipétesis.

Aplicamos ahora la (< Kk, A)-docilidad: como gatp(f{N)/M,) # gatp(N/M,) debe
existir Mo < M, con |M,| < K tal que gatp(fIN)/M,) # gatp(N/M,).

=



Dualidades - Intentos anteriores

Docilidad y tipo cortitud: conexiones sencillas

Proposicion (Dualidad bajo categoricidad)

Sea X una clea (con NMM, AP, JEP) que sea A-categorica y (< k, A)-docil para tipos de
longitud p. Entonces X es (< K, A)-tipo corta para tipos sobre modelos de tamario L.

Observe que gatp(fIN)/M,) # gatp(N/M,): si fueran iguales, tendriamos

h € Aut(C/M,) tal que h(f{N)) = N. Pero entonces ho f € Aut(C/N),y

(ho (M) = h(fiM,)) = h(M,) = M, atestiguaria que gatp(M,/N) = gaip(M,/N) -
imposible por la hipétesis.

Aplicamos ahora la (< Kk, A)-docilidad: como gatp(f{N)/M,) # gatp(N/M,) debe
existir Mo < M, con |M,| < K tal que gatp(fIN)/M,) # gatp(N/M,).

De nuevo como antes tenemos que gatp(f '(M,)/N) # gatp(M,/N): si fueran
iguales, digamos mediante g € Aut(C/N) tal que g(f*(M,)) = M, - asi,

gof € Aut(C/M,) y como go f(fIN) = g(N) = N,

gatp(fIN)/M,) = gatp(N/M,), contradiccién de nuevo. Con todo esto, como

M, C M,, f*(M,) C M, (indices I). Pero esto muestra que p' # ¢. O ﬂ
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La Conjetura de Shelah, fraccionada.

Dualidades - Intentos anteriores

Mas dualidad

De tipo cortitud nos podemos devolver también a docilidad, como lo
muestra este teorema:

Teorema

Si K es (< k,A)-tipo corta sobre el conjunto vacio, entonces es
(< k,A)-décil para tipos de longitud < A.

La demostracion es casi inmediata: si gatp(a/M) # gatp(b/M) con
M e X,y £(a) = £(b) < A, entonces gatp(aM/() # gatp(bM/(). Por
tipo cortitud, existen a’ C a, b’ C b, X, C M todos de cardinal < k
tales que gatp(a’X,/0) # gatp(b'X,/1). Sea entonces M, < M con
Xo C M, y |M,| < x. Entonces como gatp(a’X,) # gatp(b'X,), se
debe tener gatp(aM,) # gatp(bM,), con lo cual

gatp(a/M,) # gatp(b/M,). O ﬂ
B



Dualidades - Intentos anteriores

Intentos anteriores

Reformulamos entonces la conjetura original:

Conjetura (Shelah)

Dado A, existe Wy, tal que si K es una CLEA con LS(K) = A categérica
en un cardinal > [, entonces es categorica en todo cardinal mayor
que M.

Recuerde que la conjetura es el problema-test mas crucial en CLEASs:

=
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La Conjetura de Shelah, fraccionada.

Dualidades - Intentos anteriores

Intentos anteriores

Reformulamos entonces la conjetura original:

Conjetura (Shelah)

Dado A, existe Wy, tal que si K es una CLEA con LS(K) = A categérica
en un cardinal > [, entonces es categorica en todo cardinal mayor

que Wa.

Recuerde que la conjetura es el problema-test mas crucial en CLEASs:
encontrar versiones del Teorema de Morley y el Teorema de Shelah

de Transferencia de categoricidad para CLEAs (y cubrir muchos
N

casos como L, w, L+ etc.)



Dualidades - Intentos anteriores

Estado de la conjetura a 2013

e Abierto para fragmentos contables de Ly, «. Conjetura:
Ux, = :wl-
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e Abierto para fragmentos contables de Ly, «. Conjetura:
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@ Avances parciales (Shelah, Jarden, etc.). “Marcos buenos”.
wGCH usada en muchos lugares.
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e Abierto para fragmentos contables de Ly, «. Conjetura:
Ux, = :wl-

@ Avances parciales (Shelah, Jarden, etc.). “Marcos buenos”.
wGCH usada en muchos lugares.

e Kolman-Shelah (1995): categoricidad descendente bajo un
medible.



Dualidades - Intentos anteriores

Estado de la conjetura a 2013

e Abierto para fragmentos contables de Ly, «. Conjetura:
Ux, = :wl-

@ Avances parciales (Shelah, Jarden, etc.). “Marcos buenos”.
wGCH usada en muchos lugares.

e Kolman-Shelah (1995): categoricidad descendente bajo un
medible.

e Makkai-Shelah (1990): vale la Conjetura para Ly ( con K
fuertemente compacto.
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La Conjetura de Shelah, fraccionada.

Dualidades - Intentos anteriores

Grossberg y VanDieren: docilidad

Rami Grossberg y Monica VanDieren aislan en 2001 (BOMMT -
articulos aparecen en 2006) la nocién de docilidad (tameness) y
demuestran su version de la conjetura para sucesores:

Theorem (Grossberg-VanDieren)

Sea K una CLEA con amalgamacion, joint embeddings, sin modelos
maximales. Si K es x-docil y N" -categoérica para algin
A > LS(K)" + x, entonces K es p-categorica para todo pL > M.

La propiedad de docilidad ya tenia una version débil en [Sh394]:
habia una propiedad similar para tipos sobre modelos
Galois-saturados, y se desprendia de categoricidad en un sucesor

mayor que :(ZJ(ZLSWQ T ﬂ
B




Cards y Cleas
La Conjetura de Shelah, fraccionada.
Dualidades - Intentos anteriores

Modelos limites: Shelah, Baldwin, Hyttinen, Zambrano,
\%2

Otra linea divisoria aparece con el estudio de existencia y unicidad
de modelos limites ([ShVi 635], [GVV]). Superestabilidad. Frames.
Crucial en estabilidad.

B



La Conjetura de Shelah, fraccionada.
Dualidades - Intentos anteriores

Primer teorema de Boney

Teorema (Boney - 2013)

Sea K una CLEA esencialmente bajo K, con K fuertemente compacto,
tal que K tiene un modelo monstruo. Entonces los tipos estan
determinados al restringir sus dominios a modelos de tamarfio

< (k4 LS(X)™) y sus longitudes a conjuntos de tamafio < K.

Corolario

| A

Si K es fuertemente compacto y X esta esencialmente bajo K y tiene
modelo monstruo, entonces X es plenamente < (k + LS(K)")-décil y
plenamente < k-tipo corta.

o’

=
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La Conjetura de Shelah, fraccionada.

Dualidades - Intentos anteriores

Segundo teorema de Boney

Teorema (Boney - 2013)

Sea K una CLEA esencialmente bajo K, con k medible, tal que XK tiene
un modelo monstruo. Suponga que M = | J, . My eI =Jyo In ¥
p # q € S/(M). Entonces existe algiin o, < K tal que

PI% [ Mg, #PI% [ My,

Corolario

Si k es medible y X esta esencialmente bajo K, entonces X es
plenamente (< k, k)-docil y plenamente (< A, \)-tipo corta para todo
A > LS(K) tal que cf(A\) = k.

| A

v
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Grandes cardinales: regulacion de la logica.

Ultrafiltros, encajes y universo saturado

Definicion

Un cardinal no numerable K es fuertemente compacto

@ ssi todo filtro k-completo se puede extender a un ultrafiltro
K-completo
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Grandes cardinales: regulacion de la logica.

Ultrafiltros, encajes y universo saturado

Definicion

Un cardinal no numerable K es fuertemente compacto

@ ssi todo filtro k-completo se puede extender a un ultrafiltro
K-completo

o ssilas logicas L, ¥ Li« satisfacen el teorema de compacidad

@ ssiVA >k, dj: V— M encaje elemental con punto critico k tal
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Cards y Cleas

Grandes cardinales: regulacion de la logica.

Ultrafiltros, encajes y universo saturado

Definicion

Un cardinal no numerable K es fuertemente compacto

@ ssi todo filtro k-completo se puede extender a un ultrafiltro
K-completo

o ssilas logicas L, ¥ Li« satisfacen el teorema de compacidad

@ ssiVA >k, dj: V— M encaje elemental con punto critico k tal
que j(k) > A y para algiin Y € M de tamario A se tiene j'’A C Y

@ ssi para todo A > k existe un ultrafiltro U fino y kK-completo sobre
P (esto es, un ultrafiltro k-completo tal que para todo x < K se
tiene [ ={X € PA|x € X} € U.

—




Cards y Cleas

Grandes cardinales: regulacion de la logica.

Ultrafiltros, encajes y universo saturado

Definicion

Un cardinal no numerable Kk es medible

@ ssiVA > K, dj: V— M encaje elemental con punto critico K tal
que j(k) > A -

—

o ssi existe un ultrafiltro U k-completo sobre k




Cards y Cleas

Grandes cardinales: regulacion de la logica.

Mas grandes cardinales - versiones de bolsillo

Débilmente compactos < Desdoblables < Fuertemente Desdoblables

Medibles < Fuertemente Compactos < Fuertes < Supercompactos
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lacion de la logica.

Docilidad en la cumbre: fuertemente compactos

Teorema de Lo§, teoremas “de Lo$”

Teorema (Lo$, primer orden)

Sean U ultrafiltro sobre I, L lenguaje y sean (M) icj L-estructuras.
Entonces para cada [filu, -, [fllu € [[Mi/Uy @(x,- -+ yx4) € L,

[IM/UE o(floy- -, o) ssi
{ie I Mik o(£ii),--- , i)} € U.

=



cion de la logica.

Docilidad en la cumbre: fuertemente compactos

Teorema de Lo§, teoremas “de Lo$”

Teorema (“Lo$ para CLEAs” - Kolman-Shelah-Boney)

Sean U ultrafiltro sobre I. Si X una clea de modelos de una Ly, -teoria, L-estructuras.
Entonces
@ (M; € X)ics implica que [[ M;/U € X,
@ (M; € K)icr, (Ni € K)ier y M; < N; para todo i implica que
[1M/U=< []N/U.
@ (M; € K)icr, (N; € K)ic1 y hi : Mi = N; para todo i, entonces

[Th:TIM/U= HN/U con
[T ki envia[i — fli)lvali— hi(fli))




cion de la logica.

Docilidad en la cumbre: fuertemente compactos

Teorema de Lo§, teoremas “de Lo$”

Teorema (“Lo$ para CLEAs” - Kolman-Shelah-Boney)

Sean U ultrafiltro sobre I. Si X una clea de modelos de una Ly, -teoria, L-estructuras.
Entonces
@ (M; € X)ics implica que [[ M;/U € X,
@ (M; € K)icr, (Ni € K)ier y M; < N; para todo i implica que
[1M/U=< []N/U.
@ (M; € K)icr, (N; € K)ic1 y hi : Mi = N; para todo i, entonces

[Th:TIM/U= HN/U con
[T ki envia[i — fli)lvali— hi(fli))

v

Note: hay ejemplos sencillos de CLEAs que no son cerradas bajo ultraproductos: sea
L ={<, ca}a<x,ysea € Lo+  la sentencia que dice que “< es orden lineal sin
minimo y Vx(\/ x < cx)” La clase X = (Mod(\), <) es clea, LS(X) = k y no

<K
es cerrada bajo ultraproductos k-completos no principales. ﬂ



Pegar automorfismos usando f. compactos

Teorema

Sea K una CLEA esencialmente bajo K, con K fuertemente compacto, tal que K tiene
un modelo monstruo. Entonces los tipos estan determinados al restringir sus dominios
a modelos de tamafio < (k + LS(X)™) y sus longitudes a conjuntos de tamario < K.

Demostracion: (esquema)
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rdinales: regulacion de la l6gica.

Docilidad en la cumbre: fuertement mpactos

Pegar automorfismos usando f. compactos

Teorema

Sea K una CLEA esencialmente bajo K, con K fuertemente compacto, tal que K tiene
un modelo monstruo. Entonces los tipos estan determinados al restringir sus dominios
a modelos de tamafio < (k + LS(X)™) y sus longitudes a conjuntos de tamario < K.

Demostracion: (esquema)

@ Sean p, q € S'(M), tales que V(Io, M) € Pl X P 550, M,
p° | My = ¢° | M,. Hay que ver que p = q.



ulacion de la logica.

Docilidad en la cumbre: fuertemente compactos

Pegar automorfismos usando f. compactos

Teorema

Sea K una CLEA esencialmente bajo K, con K fuertemente compacto, tal que K tiene
un modelo monstruo. Entonces los tipos estan determinados al restringir sus dominios
a modelos de tamafio < (k + LS(X)™) y sus longitudes a conjuntos de tamario < K.

Demostracion: (esquema)

@ Sean p, q € S'(M), tales que V(Io, M) € Pl X P 550, M,
p° | My = ¢° | M,. Hay que ver que p = q.

@ Idea:tome X = (x;|i€ )k p, Y= (y;| i € I) E q. Sean, para cada (I,, M,),
Suomy) € Aut(C/M,) tal que fiy, m,)(x:) = yi para cada i
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ulacion de la logica.

Docilidad en la cumbre: fuertemente compactos

Pegar automorfismos usando f. compactos

Teorema

Sea K una CLEA esencialmente bajo K, con K fuertemente compacto, tal que K tiene
un modelo monstruo. Entonces los tipos estan determinados al restringir sus dominios
a modelos de tamafio < (k + LS(X)™) y sus longitudes a conjuntos de tamario < K.

Demostracion: (esquema)
@ Sean p, q € S'(M), tales que V(Io, M) € Pl X P 550, M,
p° | My = ¢° | M,. Hay que ver que p = q.
@ Idea:tome X = (x;|i€ )k p, Y= (y;| i € I) E q. Sean, para cada (I,, M,),
Suomy) € Aut(C/M,) tal que fiy, m,)(x:) = yi para cada i

@ Tome U ultrafiltro fino k-completo sobre PcI X Py g5c)M: tal que

(i, m)] ={(Ly,Mo) | i € I, A\ m € M,} € Upara todo i, m.
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cion de la logica.
Docilidad en la cumbre: fuertemente compactos

Pegar automorfismos usando f. compactos

Teorema

Sea K una CLEA esencialmente bajo K, con K fuertemente compacto, tal que K tiene
un modelo monstruo. Entonces los tipos estan determinados al restringir sus dominios
a modelos de tamafio < (k + LS(X)™) y sus longitudes a conjuntos de tamario < K.

Demostracion: (esquema)

@ Sean p, q € S'(M), tales que V(Io, M) € Pl X P 550, M,
p° | My = ¢° | M,. Hay que ver que p = q.

@ Idea:tome X = (x;|i€ )k p, Y= (y;| i € I) E q. Sean, para cada (I,, M,),
Suomy) € Aut(C/M,) tal que fiy, m,)(x:) = yi para cada i

@ Tome U ultrafiltro fino k-completo sobre PcI X Py g5c)M: tal que
[(i, m)] ={(L,Mo) | i € I, A m € M,} € Upara todo i, m.

@ Tome el promedio f€ Aut([[C/U).
JUlllo, Mo) = glloy Mo)lu) = [(lo, Mo) = fiz, m5) (8(Jo, Mo )l

=



cion de la logica.

Docilidad en la cumbre: fuertemente compactos

Pegar automorfismos usando f. compactos

Teorema

Sea K una CLEA esencialmente bajo K, con K fuertemente compacto, tal que K tiene
un modelo monstruo. Entonces los tipos estan determinados al restringir sus dominios
a modelos de tamafio < (k + LS(X)™) y sus longitudes a conjuntos de tamario < K.

Demostracion: (esquema)

@ Sean p, q € S'(M), tales que V(Io, M) € Pl X P 550, M,
p° | My = ¢° | M,. Hay que ver que p = q.

@ Idea:tome X = (x;|i€ )k p, Y= (y;| i € I) E q. Sean, para cada (I,, M,),
Suomy) € Aut(C/M,) tal que fiy, m,)(x:) = yi para cada i

@ Tome U ultrafiltro fino k-completo sobre PcI X Py g5c)M: tal que
[(i, m)] ={(L,Mo) | i € I, A m € M,} € Upara todo i, m.

@ Tome el promedio f€ Aut([[C/U).
JUlllo, Mo) = glloy Mo)lu) = [(lo, Mo) = fiz, m5) (8(Jo, Mo )l

@ ffija h(M), flh(x;)) = y:; paratodo i € L m



cion de la logica.

Docilidad en la cumbre: fuertemente compactos

foh

N----» HN/U

id

M

id

N

h

ffija h(M): sea m € M. Dado algin (o cualquier) i € I,
[(i,m)] ={(lL,M5) | ie L Am€E My} € Uysi

(I, M,) € [(i, m)], entonces m € M, con lo cual
f(IO,MO)(m) = m. Asi,

(i, m)] C{(loyMo) € PIX Py s+ M| fizm) (m) =mh € U

fo h( ) (IO)M ) HﬁID,MO](’nJ]U: [(IoaMo) — m]U:
h(m).



cion de la logica.

Docilidad en la cumbre: fuertemente compactos

wa»HN/U

id h

M N

id

Asi, se tiene que p =

ffija h(M): sea m € M. Dado algin (o cualquier) i € I,
[(i,m)] ={(lL,M5) | ie L Am€E My} € Uysi

(I, M,) € [(i, m)], entonces m € M, con lo cual
f(IO,MO)(m) = m. Asi,

(i, m)] C{(loyMo) € PIX Py s+ M| fizm) (m) =mh € U

fo h( ) (IO)M ) HﬁID,MO](’nJ]U: [(IoaMo) — m]U:
h(m).

qg.-O0



cion de la logica.

Docilidad en la cumbre: fuertemente compactos

foh ffija h(M): sea m € M. Dado algin (o cualquier) i € I,
N*****HN/U [(i,m)] ={(lL,M5) | ie L Am€E My} € Uysi
(I, M,) € [(i, m)], entonces m € M, con lo cual
f(IO,MO)(m) = m. Asi,
id h
(5, m)] C {(Ly M) € PKIXPT;JrLS(K)*M | fio,mo)(m) = mpe U

M

a N y £o h(m) = [(Toy Mo) = fiso i) (M)l = [(Toy My) = mly =
h(m).

Asi, se tiene que p = q. O

La demostracion en version plena usa modelos monstruos
locales (para poder tomar “ultrapotencias del monstruo”). /\

By



inales: regulacion de la logica.

en la cumbre: fuertemente compactos

Mas Los

Teorema (Boney - teorema “de Lo$” para CLEAS, parte 2)

Sea K una CLEA con LS(K) < k fuertemente compacto. Suponga que
tenemos Ny, <x Ny p € ga— S (N,), con |N,| < k, |[Il < k y un
ultrafiltro k-completo U sobre L. Entonces

Hye [[N/UEp ssi {iclh(i)kple U

La compacidad fuerte de k se usa para “fundir” automorfismos que
atestigiien que las orbitas de los h(i) son todas p ... en una sola gran

orbita. Los detalles requieren de nuevo monstruos locales.



inales: regulacion de la logica.

Docilidad en la cumbre: fuertemente compactos

Reducir hipotesis / cosechar un poco menos

@ Tenemos hasta ahora resultados bajo f. comp. y medibles.
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Docilidad en la cumbre: fuertemente compactos

Reducir hipotesis / cosechar un poco menos

@ Tenemos hasta ahora resultados bajo f. comp. y medibles.

@ Un cardinal no numerable k es débilmente compacto ssi la légica Ly, «
satisface compacidad para conjuntos de tamario < K ssi es IT;-indescriptible.
(TT; “se refleja”.)

@ Es decir, VU C Vi y dado @ sentencia TT; en L = {€, U} se tiene
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@ Se puede codificar una clase elemental abstracta usando predicados (detalles
€ngorrosos).
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cion de la logica.

Docilidad en la cumbre: fuertemente compactos

Reducir hipotesis / cosechar un poco menos

@ Tenemos hasta ahora resultados bajo f. comp. y medibles.

@ Un cardinal no numerable k es débilmente compacto ssi la légica Ly, «
satisface compacidad para conjuntos de tamario < K ssi es IT;-indescriptible.
(TT; “se refleja”.)

@ Es decir, VU C Vi y dado @ sentencia TT; en L = {€, U} se tiene

(Ve, €,U) E @ ssiexiste « < ktq (Va, €, UN Vi) E .

@ Se puede codificar una clase elemental abstracta usando predicados (detalles
€ngorrosos).

@ Teorema: Si K es d. comp., y K es una CLEA con LS(X) < K y k-AP, se tiene

que K es (< K, k)-ddcil para < k-tipos. Usar reflexion.



Grandes cardinales: regulacion de la logica.

La conjetura de Shelah es consistente

La consistencia de la conjetura

Teorema (Boney)

Suponga que K es fuertemente compacto y K es una CLEA
esencialmente bajo k. Si K es categorica en un sucesor \* > LS(K)™*
entonces K es categorica en todo 1L > min{A™, j(zHanﬂLS(K)))+}.

Teorema (Boney)

Si existe una clase propia de cardinales fuertemente compactos,
entonces vale la Conjetura de Shelah para Sucesores.

N

<



Gr

andes cardinales: regulacion de la logica.

La conjetura de Shelah es consistente

Variantes

Teorema (Categoricidad descendente para IT;)

Sea k un cardinal T} -indescriptible. Si X es una CLEA con LS(X) < K, categorica en
K, entonces para todo At < k existe i € (A, k) tal que X es p-categorica.

@ De nuevo, codificar y reflejar.



gulacién de la logica.
La conjetura de Shelah es consistente

Variantes

Teorema (Categoricidad descendente para IT;)

Sea k un cardinal T} -indescriptible. Si X es una CLEA con LS(X) < K, categorica en
K, entonces para todo At < k existe i € (A, k) tal que X es p-categorica.

@ De nuevo, codificar y reflejar.

@ ;Vale arrancando de sucesor? No: los sucesores y limites singulares son
descriptibles en primer orden... Otros:

Teorema (AP disyunta no acotada transfiere hacia abajo para IT})

Sea k un cardinal TT, -indescriptible. Si X es una CLEA con LS(X) < K, satisface
k-dAP, entonces para todo AT < K existe L € (A, k) tal que X satisface n-dAp.




des cardinales: regulacion de la logica.
La conjetura de Shelah es consistente

Variantes

Teorema (Categoricidad descendente para IT;)

Sea k un cardinal T} -indescriptible. Si X es una CLEA con LS(X) < K, categorica en
K, entonces para todo At < K existe i € (A, k) tal que X es p-categorica.

@ De nuevo, codificar y reflejar.

@ ;Vale arrancando de sucesor? No: los sucesores y limites singulares son
descriptibles en primer orden... Otros:

Teorema (AP disyunta no acotada transfiere hacia abajo para IT})

Sea k un cardinal TT, -indescriptible. Si X es una CLEA con LS(X) < K, satisface
k-dAP, entonces para todo AT < K existe L € (A, k) tal que X satisface n-dAp.

Teorema

Sea k un cardinal TT2 -indescriptible. Suponga que K es una CLEA con LS(K) < k y K«
tiene un dinico modelo limite. Entonces para todo A" < k, existe i € (A, k) tal que Ky,
tiene un unico modelo limite.




Grandes cardinal cion de la logica.

Reducir las hipéte: futuro.

A futuro en esta linea

Bajo una clase de cardinales fuertemente compactos, Boney logra
demostrar que

Toda CLEA K con modelos arbitrariamente grandes es docil. (1)

(Y da versiones més débiles de docilidad, logradas a partir de clases
propias de medibles y de débilmente compactos.)

(Qué tanto se puede reducir la hipétesis de grandes cardinales? ;A
Woodins?

=



Cards y Cleas
Grandes cardinal cion de la logica.

Reducir las hipétes uturo.

A futuro en esta linea

Note que

Toda CLEA K con LS(K) < K es (< K, k)-décil (2)

ya implica que V # L. Baldwin y Shelah construyeron un
contraejemplo a (k, k)-docilidad a partir de un grupo casi libre, no
libre, no-Whitehead de cardinal k. En L esto sucede en todo cardinal
Kk regular no débilmente compacto.

Trabajos de Hart-Shelah muestran que tampoco se puede bajar por
debajo de N ,.

=



Grande dinales: re; cion de la logica.

Reducir las hipot uturo.

.Y qué pasa con L?

@ ;Se puede lograr la consistencia en ZFC?




Cards y Cleas
Grandes cardinal cion de la logica.

Reducir las hipétes uturo.

.Y qué pasa con L?

@ ;Se puede lograr la consistencia en ZFC?

@ NO: la (< k, k)-docilidad de K con LS(KX) < k implica que
V # L: hay un contraejemplo a partir de un grupo de
Whitehead de tamafio k casi libre, no libre. En L, esto sucede si
K es regular pero no es débilmente compacto (ver Eklof-Mekler).
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Cards y Cleas
Grandes cardinal cion de la logica.

Reducir las hipétes uturo.

.Y qué pasa con L?

@ ;Se puede lograr la consistencia en ZFC?

@ NO: la (< k, k)-docilidad de K con LS(KX) < k implica que
V # L: hay un contraejemplo a partir de un grupo de
Whitehead de tamafio k casi libre, no libre. En L, esto sucede si
K es regular pero no es débilmente compacto (ver Eklof-Mekler).

o Esa demostracion requiere conjuntos estacionarios que no
reflejan para armar los grupos, y diamantes débiles en
estacionarios para ver que los grupos de Whitehead son libres.

=



La independencia.

Describir independencias, bifurcacion, ruptura.



a independencia.

Dualidades de nuevo: herencia y coherencia.

Dualidad entre herederos y coherederos: similar a la dualidad entre
docilidad y tipo cortitud.



Cards y Cleas
La independencia.

De Poizat a Boney: suavizar la independencia.

Trabajos de Boney y Grossberg.



oney: suavizar la independencia.

iFue un placer dar este curso en

México!
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