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Capitulo 1

La construccion de los
Numeros Reales

Nuestro objetivo en este capitulo es una definicién formal del conjunto de los
nuimeros reales, empezando con el conjunto de los enteros.

1.1 Los Numeros Enteros

Se denota por Z, el conjunto de los enteros.
z={..,—n,—n+1,...,-1,0,1,2,3,...,n,...}

con las operaciones binarias (+) y (), que representan la adicién y la multipli-
cacion, respectivamente. En lo que sigue, si m,n € Z, escribiremos mn en vez
de m - n.

El conjunto Z es un grupo bajo la operacion de adicién, lo que significa que

1) Sim,n € Z, entonces m +n € Z,

2) Existe una identidad, 1 € Z tal que 1 +n =n para cadan € Z (1 =0),

3) Para cada n € Z existe un elemento —n € Z tal que n + (—n) = ¢ (el
elemento —n se llama el inverso aditivo de n), y

4) La operacién de adicién es asociativa, es decir, k+ (m+n) = (k+m)+n.

Pregunta: ;Es Z un grupo bajo la operacién de multiplicacion?

Asumiremos que los enteros ya estan definidos. (En el curso de La Teoria
de Conjuntos se definird formalmente el conjunto de los enteros.)

El conjunto P de los elementos positivos de Z se define por:
P;={1,2,3,...,n,...}

y en base a esta definicién de los positivos se puede definir un orden, < en Z
por
m<n&sn—m=n+(—m) € Py.

5



6 CAPITULO 1. LA CONSTRUCCION DE LOS NUMEROS REALES

Formalmente, un orden (no estricto) < en un conjunto X es una relacién en X
(es decir, un subconjunto de X x X) que satisface las siguientes condiciones:
1) (z <yyy<z) =z <z (transitividad),
2) Para cada z, x < x (reflexividad),
3) Paracadaz,y e X, (z <y y y<zx)= 1z =y (antisimetria).

A partir de un orden no estricto se puede definir un orden estricto <, como
sigue:

a<bea<b pero a#b.

Un orden estricto es transitivo (pero no reflexivo ni antisimétrico).

Un orden < en X es un orden total (o un orden lineal) si para cada a,b € X,
tenemos a < b o b<a. El orden en Z es un orden total.

1.2 Los numeros racionales

Se define formalmente el conjunto Q por
Q={(mn):mneZ y n#0}

donde se identifican las parejas ordenadas (m,n) y (p,q) si mg = np. En
notacién matemadtica, escribimos (m,n) ~ (p,q) < mq = np y entonces se
puede escribir

Q={(mn):mneZ y n#0}/ ~

lo que en palabras significa que Q consiste en un cierto subconjunto de las
parejas ordenadas de Z con la identificacién ~.

o , . P 4
Cuando escribimos un ntmero racional, normalmente usamos la notacién =

en vez de (p,q). Asi es que la identificacién de (m,n) con (p,q) si mqg = np es
simplemente la identificaciéon de dos quebrados iguales.
Por ejemplo:

4

2
Se identifica (2, 3) con (4,6) pues 2-6 =3-4 y obviamente 31§

El conjunto Q tiene dos operaciones, las de adiciéon y multiplicaciéon, denotadas
por + y - las cuales se definen por:

(m,n)+ (p,q) = (mq + np,nq)

(m,n) - (p,q) = (mp,nq).

Tarea: Verificar que estas definiciones coinciden con las operaciones de adicién
y multiplicacién de los quebrados.
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Se define el subconjunto de positivos Pg de Q por:
Py = {(m,n) : mn € Pz},
y un orden en Q por

(m,n) < (p,q) & (p,q) + (—m,n) € Pq.

Lema 1.2.1. Entre cualquier par de racionales distintos, hay otro numero
racional; es decir, si  (m,n),(p,q) € Q y (m,n) < (p,q), entonces existe
(r,s) € Q tal que (m,n) < (r,s) < (p,q).

Demostracién: Sea (r,s) = (m,2n) + (p, 2q); demostraremos que (r,s) es el
nimero racional deseado. Para demostrar que (m,n) < (r,s), debemos probar
que (r,s) — (m,n) = (r,s) + (—m,n) € Pg.

Tenemos que
(m,2n) + (p, 2q) = (2gm + 2np, 4ng) ~ (gm + np, 2nq).
Por lo tanto,

(m,2n) + (p,2q) + (—m,n) = (gm+np,2nq) + (—m,n)
= (gmn+n’p+2(—m)ng,2n’q)

(nzp — gmn, 2n2q) ~ (np — gm, 2nq)

y debemos demostrar que este nimero racional es un elemento de Pg.

Pero (m,n) < (p,q) y por lo tanto (p,q) + (—m,n) € Pgy. Es decir, (pn —
gm, qn) € Pg, lo cual por definicién quiere decir que (pn — gm)gqn € Py.
Por lo tanto, (pn — gm)2nq € Pz, lo cual implica que (pn — gm,2qn) € Pg, es
decir, (m,n) < (r,s).

Un argumento semejante demuestra que (r,s) < (p,q), asi terminamos la
demostracion. O

Tarea: Demostrar que (r,s) < (p, q).

Corolario 1.2.2. Entre dos numeros racionales distintos hay un nidmero in-
finito de numeros racionales.

Demostracion: Tarea.
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1.3 Cotas

Definicién 1.3.1. Se dice que A C Q es acotado superiormente (respectiva-
mente, acotado inferiormente) si existe (p,q) € Q tal que (a,b) < (p,q)
(respectivamente (p,q) < (a,b)) para cada (a,b) € A.

Un subconjunto de Q es acotado si es acotado superior e inferiormente.

Si (p,q) > (a,b) para cada (a,b) € A, entonces se dice que (p,q) es una cota
superior de A.

Si (p,q) < (a,b) para cada (a,b) € A, entonces se dice que (p,q) es una cota
inferior de A.

Definicién 1.3.2. Sea A C Q un subconjunto acotado superiormente; se dice
que (p,q) es el supremo de A (escrito sup(A)) si

a) (p,q) es una cota superior de A, y

b) Si (r,s) es una cota superior de A entonces (p,q) < (r,s).

En otras palabras, el supremo de A (si existe) es la cota superior mds pequena.
Si p =sup(A4) € A, decimos que p es el elemento mdximo de A.

Definicién 1.3.3. Sea A C Q un subconjunto acotado inferiormente; se dice
que (p,q) es el infimo de A (escrito inf(A)) si

a) (p,q) es una cota inferior de A, y

b) Si (r,s) es una cota inferior de A entonces (p,q) > (r, ).

En otras palabras, el infimo de A (si existe) es la cota inferior méds grande. Si

p =inf(A) € A, decimos que p es el elemento minimo de A.

Ejemplo 1.3.4. 0 es el supremo (en Q) de los conjuntos {x € Q : © < 0}
y {x € Q:xz <0} 0 es el elemento mdzimo de {x € Q : x < 0}, pero
{x € Q: z <0} no tiene elemento mdximo.

En lo sucesivo usaremos p, q,r, s, etc. para denotar
ndimeros racionales.
Ahora vamos a demostrar que existen subconjuntos acotados superiormente

en Q que no tienen supremos. Primero necesitamos un lema.

Lema 1.3.5. SircQ y r2<2, entonces existe s€Q, s>r y s2<2.

(2—1?)
10

: claramente s € Q y demostraremos que s2 < 2.

Demostracién: Si r? < 2, entonces
-1
s=r+ —-2

Un simple célculo algebraico produce:

es racional y positivo. Ponemos
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y puesto que r? < 2 y r debe tener un valor entre —2 y 2, vemos que ambos
términos a la derecha son positivos, asi hemos demostrado que 2 —s2 > 0. [

Lema 1.3.6. El conjunto A = {q € Q: ¢*> < 2} no tiene supremo en Q.

Demostracién: Por el lema 1.3.5 si A tuviera supremo, digamos a € Q,
entonces necesariamente a? = 2. Demostraremos que esto es imposible.
Supongamos que tal a existe, digamos a = P donde p, g € Z y no tienen factores
q
p2_p°

comunes. Tenemos — — =2y por lo tanto p? = 2¢%. Esto implica que p?
q

es par. Pero si p? es par, p debe ser par también, pues el cuadrado de cualquier
impar es impar. Si p es par, se puede escribir en la forma p = 2r y por lo tanto,
(2r)? = 2¢%. Pero esto implica que 472 = 2¢?, es decir ¢> = 2r%. Esto en su
turno demuestra que ¢ es par, una contradiccién, pues asumimos que p y g no
tienen factores comunes. O

1.4 Cortaduras de Dedekind

Ahora, vamos a usar los niimeros racionales para construir los nimeros reales.
Estos van a tener la propiedad de que cada subconjunto acotado superiormente
tiene un supremo.
Definicién 1.4.1. Un subconjunto A C Q es una cortadura de Dedekind si
JOICACQ,
1) A no tiene elemento mdzrimo, y
wm) Siqge Ayp<gq, entonces p € A.

Ejemplo 1.4.2. A={z € Q: 2 <0} es una cortadura de Dedekind.

Lema 1.4.3. Si A es una cortadura de Dedekind y q € A, entonces q es una
cota superior de A.

Demostracion: Tarea.

Lema 1.4.4. Siq € Q, entonces A = {zx € Q : z < ¢} es una cortadura de
Dedekind.

Demostracién: Tarea.

Lema 1.4.5. Si A y B son cortaduras de Dedekind, entonces AC B o B C A.
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Demostracién: Si A ¢ B, entonces podemos escoger p € A\ B. Por el lema
1.4.3, p es una cota superior de B. Por lo tanto, g € B = q <p = q € A, asi
hemos demostrano que B C A. O

Corolario 1.4.6. A C B si y sélo si existe p € Q tal que p € B\ A.

Demostracién:

La implicacién = es obvia.

Inversamente, si p € B\ A, entonces B Z A y el resultado se sigue del lema
1.4.5. O

1.5 Operaciones con cortaduras

Supongamos que A y B son cortaduras, entonces:
Definiciones:

1) Se define la suma de A y B por

A+B={p+q:pc A qc B}.

2) —A = {q € Q: —q es una cota superior pero no el supremo de A}.

3) Una cortadura A es positiva si 0 € A.
A es no negativa si A es positivao A ={qe Q:q<0}.

4) Si A, B son no negativas, se define

AB={reQ:resnegativa o r=pq dondep,q>0 ypeAqgec B}.

Se puede verificar directamente que para cualquier par de cortaduras A, B,
A4+ B=B+ A ysi Ay B son no negativas, AB = BA.
Ahora nuestro objetivo es demostrar que A+ B y AB son cortaduras.

Lema 1.5.1. Si A; es una cortadura para cada i € I, entonces | J{A4; : i € I}
es una cortadura o es igual a Q.

Demostracién: Tarea.

Lema 1.5.2. Si A es una cortadura y b € Q, entonces
a) A+b={a+b:a€ A} es una cortadura, y
b) Si A es no negativa y b > 0, entonces Ab = {ab: a € A} es una cortadura.

Demostracion:
a) Debemos demostrar que A + b cumple con las tres propiedades de una cor-
tadura.

1) Puesto que A # (), tenemos A + b # (). Puesto que A # Q, tenemos
g€ Q\ Ay porlotanto, g+ b€ Q\ (A+0).
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1) Supongamos que ¢ = sup(A+b) € A+b; entonces ¢ = r+b para algin
r € A. Por eso, para cada a € A, a+b < r+b, lo cual implica que a < r
para cada a € A. Por lo tanto, r = sup(A) € A, lo que contradice que A es una
cortadura.

w) Sige A+b y p<gq,entonces g=a+bpara algin a € A.
Pero p < ¢ implica que ¢ = p+r donde r es positivo (r € Py).
Por eso,

p=q—r=a+b—r=(a—r)+b.

Puesto que A es una cortadura, a € A 'y a—1r < a, tenemos que a — 1 € A,
lo cual implica que (a —7) +be A+b.

b) Debemos demostrar que Ab cumple con las tres propiedades de una cor-
tadura.

1) Tarea.

12) Asumimos que b > 0 y que ¢ = sup(Ab) € Ab; entonces ¢ =rb para
algiin r € A. Por eso, para cada a € A,ab < rb, y puesto que b > 0, esto
implica que a < r para cada a € A. Por lo tanto, r = sup(A) € A, lo que
contradice que A es una cortadura.

112) Puesto que 0 € A, si p < 0, entonces p € A y por lo tanto si ¢ < 0,

q= (%)b € Ab. Siqge Aby 0 < p < q, entonces ¢ = ab para algin a € A.

ab a
Pero p < ¢ implica que ¢ = pr donde r > 1. Por eso, p = 49 _ (=)b.
rooor r
a a
Puesto que A es una cortadura, a € Ay — < a, tenemos que — € A, lo cual
T r
a
implica que p = (—)b € Ab. O
r

Teorema 1.5.3. Si A y B son cortaduras, también lo es A + B.

Demostracion: El conjunto A+ B = J{A+b:b € B} y ahora se sigue de
los lemas 1.5.1,1.5.2 a), que A + B es una cortadura o es Q.

Para demostrar que A + B # Q, sean g4 una cota superior de A y gp una
cota superior de B; puesto que A y B son cortaduras, g4 € Ay qp ¢ B. Si
ga + g € A+ B, entonces existen a € A y b€ B tales que g4 + g =a+b.
Pero esto implica que g4 —a = b — ¢p, lo cual es una contradiccion pues g4 — a
es positiva, mientras b — ¢g no lo es. Por lo tanto, g4 + qg € A + B, as{ hemos
demostrado que A+ B # Q. O

Teorema 1.5.4. Si A y B son cortaduras no negativas, entonces AB es una
cortadura.

Demostracién: Supongamos que x € AB; entonces x < 0 o x = ab para
. . T
algin 0 <a € A y 0<be B. Sixz <0, entonces x = (Z) b y puesto que

x x
7 <0, = € A, locual implica que z € Ab.
Por otro lado, si x = ab, entonces x € Ab también. Por lo tanto,

AB = J{Ab:be B,b>0}.
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Por los lemas 1.5.1,1.5.2 b), AB es una cortadura o es igual a Q. Para ver que
AB # Q, escojemos cotas superiores g4 v ¢qp de A y B respectivamente;
notemos que A y B son cortaduras no negativas y por lo tanto g4 € A 'y
g € B 'y ademads, qa,qp > 0. Si qaqp € AB, deben existir racionales no
negativos a € A 'y b € B tales que gagp = ab. Pero a < qa, b < qp vy

qA .y
— = — lo cual es una contradiccion. O
a 4B

Definicién 1.5.5. Si A es una cortadura positiva, se define
1 . 1
A7 ={z : z es negativa} U3 — : p > sup(4) ¢ .
p

Lema 1.5.6. Si A es una cortadura positiva, entonces A~ es una cortadura.

Demostracién: Otra vez, tenemos que demostrar que A~' cumple con las tres
propiedades de una cortadura.
2) Si & < 0, entonces x € A~!; por lo tanto A~! # (). Puesto que A es

1
positiva, 0 € A, pero 0 no es el supremo de A. Si 0 < x € A, entonces — ¢ A™1,
x

asf hemos demostrado que A~! # Q.
1) Tarea.
) Si g <0, entonces ¢ € A~1. Ahora supongamos quep € A~y 0 < g < p.

L1 .
Entonces, por definicién, — es un cota superior pero no el supremo de A.

1 1 .
Pero — > - y porlo tanto = es una cota superior y no el supremo de A.
q q

Entonces ¢ € A~ 1. O

Definicién 1.5.7. El conjunto de cortaduras de Dedekind de Q se denota por
R.

Proposicién 1.5.8. Las operaciones () y (-) son conmutativas, asociativas y
distributivas con respecto a cortaduras no negativas.

Demostracion: Dejamos como tarea demostrar que las operaciones son co-
mutativas y asociativas y demostraremos que si A, B y C son cortaduras no
negativas entonces A(B 4+ C) = AB + AC.

Pero A(B + C) consiste en todos los nimeros racionales negativos junto con
todos los racionales de la forma r(s +t) = rs +rt donde r,s,¢t > 0.

Puesto que rs+ 1t € AB + AC, hemos demostrado que A(B+C) D AB+ AC.

Para la inclusién inversa, primero notemos que por la definicién de cortaduras
no negativas, A(B + C) contiene todos los nimeros racionales negativos.
Supongamos ahora que pr + qgs € AB + AC, donde p,g € A, r€ B,s€ Cy
D¢, 8 2 0.
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Tenemos p < g o ¢ <p yporlotanto, pr+gqs < gr+gs=q(r+s) € A(B+C)
o pr+gqs < pr+ps =p(r+s) € A(B+C). En ambos casos, puesto que A(B+C)
es una cortadura, pr4+qs € A(B+C) y por lo tanto, AB+AC C A(B+C). O

Definicién 1.5.9. Sean Op = {¢ € Q : ¢ < 0} (la cortadura cero) y
1lr={q€Q:q<1} (la cortadura 1).

Proposicién 1.5.10. Para cada cortadura A, A+0r = A y para cada cortadura
no negativa B, B0r =0 y Bl = B.

Demostracion:

Por definiciéon, A4+ 0r ={p+¢€ Q:p € A, g < 0}. Puesto que A no tiene
supremo, si r € A, existe s € A con s > r. Entonces r = s+ (r —s) € A+ 0gr
puesto que 7 — s < 0, asi que A C A+ 0g.

Para la inclusién inversa, supongamos que r € A + Op; entonces r = p + ¢
donde p € Ay g < 0. Puesto que A es una cortadura y p + g < p, se sigue que
r=p+q € A, asi hemos demostrado que A+ 0g C A, es decir A + 0 = A.

Dejamos las otras dos igualdades como tarea. O

Tarea: Demostrar que si A es una cortadura positiva y 0 < p < 1, entonces
existe s € Q tal que s € A ni s es el supremo de A pero sp € A.

Proposicién 1.5.11. Si A es una cortadura positiva, entonces AA™r = 1p.

Demostracién: Puesto que 0 € A, se sigue que 0 € AA~! y por lo tanto,
AA~! y 1 contienen todos los niimeros racionales no positivos. Supongamos
que pg € AA™! donde p € A, ¢ € A~ y p,q¢ > 0. Por la definicién de A~1,

puesto que g € A~1 ~ esuna cota superior y no el supremo de A y por lo tanto,

1 1 1

—>p>0,esdecir — > g > 0. Entonces pg < p(=) = 1y se sigue que pq € 1g,
q q b

asf hemos demostrado que AA~! C 1.

Para la inclusién inversa, supongamos que p € 1z y p > 0. Por la tarea anterior,

existe 0 < s € Q tal que s € A ni s es el supremo de A pero sp € A. Entonces por
1 1

la definicién de A=, = € A~ y por lo tanto, (sp)(=) =p € AA™!, asi hemos
s s

demostrado que 15 C AA™L. O

Definiciones 1.5.12. Si A es una cortadura negativa y B es no negativa se
define AB = —[(—A)B]; si ambas son negativas se define AB = (—A)(—B).

Las propiedades desarrolladas en los lemas y proposiciones anteriores se ex-
tienden a cortaduras negativas. Omitimos las demostraciones.
Asi hemos demostrado que el conjunto R de cortaduras tiene dos operaciones
(+) ¥ (-) que satisfacen:
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1) Para cada a,b,c € R, a+(b+c)=(a+b)+c y a(bc)= (ab)c
(asociatividad)

2) Para cadaa,b€R, a+b=b+a y ab=ba (conmutatividad).

3) Existe una identidad Op para (+) tal que a+0r =a paracada a € R.

4) Para cada a € R, existe —a € R tal que a+ (—a) = 0pg.

5) Existe un elemento 1z € R tal que alp =a paracada a € R.

6)Para cada a € R\ {Or} existe un elemento a=! tal que aa™! = 1p.

7) Para cada a,b,c € R, a(b+c) =ab+ ac (distributividad).

8) C es un orden total en R, es decir, para cada a,b € R, aCb o bCa.
Sia C b, se escribird a < b.

Definicién 1.5.13. Una cortadura se llama racional si es de la forma

{reQ:r < q}para alging € Q

Teorema 1.5.14. Las cortaduras racionales son de orden denso en R, es decir,
si Ay B son cortaduras y A C B, entonces existe una cortadura racional C' tal
que A C C C B.

Demostracién: Puesto que A C B, existe p € B\ A. Entonces p € By p es
una cota superior de A. Se sigue que A C {zx € Q:z < p} C B. O

Una de las propiedades de R mds importantes para el desarrollo de Anélisis
Matematico (es decir, la teorfa del Célculo integral y diferencial) es la siguiente:

Teorema 1.5.15. Supongamos que S y T son subconjuntos no vacios de R tal
que R =SUT y cada elemento de T es una cota superior de S (es decir, cada
elemento de T contiene cada elemento de S), entonces S tiene un elemento
mdximo o T tiene un elemento minimo.

Demostracién: Sea P =S =J{A: A € S}; entonces es ficil verificar que
P es una cortadura o P = Q (Tarea). Puesto que T # (), existe ¢ € T y por lo
tanto, ¢ ¢ A para cada cortadura A € S. Entonces ¢ ¢ P, demostrando que P
es una cortadura, y es el supremo de S en el conjunto ordenado R con el orden
C. Afirmamos también que P es el infimo de T. Para ver que P es una cota
inferior de T', notemos que si B € T, entonces B O A para cada A € S y por
lo tanto B D |J{A : A € S} = P. Finalmente, si existiera una cota inferior C
de T tal que P C C, por el teorema 1.5.14, podriamos encontrar ¢ € C'\ P.
Entonces la cortadura {z € Q : z < ¢} ¢ SUT puesto que sup(S) = Py C es
una cota inferior de T, contradiciendo el hecho de que SUT = R. Por lo tanto
hemos demostrado que P = sup(S) = inf(T") y otra vez, puesto que SUT = R,
debemos tener P S o PeT. O

Corolario 1.5.16. (El Principio del Supremo) Si P C R es no vacio y
acotado superiormente, entonces P tiene supremo.
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Demostracién: Sean T = {A : A es una cota superior de P} y S = R\ T.
Claramente, T # () y S # () puesto que si A € P, entonces A+ (—1g) € T, lo
cual implica que A+ (—1g) € S. Ademds, si B € S, entonces B no es una cota
superior de P, es decir, existe A € P tal que B C A. Pero todos los elementos
de T contienen a P y por lo tanto todos los elementos de T contienen a todos
los elementos de S. Asi es que S y T satisfacen a las hipétesis del teorema
1.5.15 y debe existir un elemento U = sup(S) = inf(T). Solo falta demostrar
que U = sup(P). Con este fin, notamos que puesto que U = inf(T), U es
una cota superior de P. Si existiera otra cota superior V de P con V C U,
tendriamos V' € T, lo que contradice el hecho de que U = inf(T'). Por lo tanto
U = sup(P). O
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Capitulo 2

Sucesiones

Una sucesion en un conjunto X es una funcién f : N — X. Con frecuencia,
el término sucesion refiere al rango de la funcién f. Se denota el elemento
f(n) € X por fn. Sea {fn}nen (a veces simplemente {f,}) una sucesién. El
elemento f(n) se llama el n-ésimo término de la sucesion; asi es que f(1) es el
primer término, f(2) el segundo término, etc.

1
Ejemplo 2.0.17. La sucesion {1 + } representa la funcion f : N — R
n

1
dada por f(n) =1+ e

Cuando todos los términos de una sucesién con la excepcién de un nimero finito
de ellos cumplen con una propiedad P (es decir, todos los términos a partir del
n-ésimo tienen P para algin n € N) se dice que la sucesién tiene P finalmente.
Si un ntmero infinito de términos de la sucesién tienen P, se dice que la sucesion
tiene P frecuentemente.

Ejemplo 2.0.18. La sucesion {(—1)"} ={-1,1,—-1,1,-1,1,...} es frecuente-
mente positiva y frecuentemente negativa pero no es ni finalmente positiva ni
finalmente negativa. Por otro lado, la sucesion {3,2,1,1,1,1,...,1,...} es
finalmente igual a 1 y finalmente positiva.

El concepto de convergencia es uno de los méas importantes en analisis matematico.
Informalmente, una sucesién converge a un nimero real z si los términos de la
sucesién se acercan mds y mds a x (sin necesariamente llegar a ser igual a x),
es decir, las distancias entre los términos de la sucesién y = decrecen a 0 (sin
necesariamente llegar a 0). Por ejemplo, los términos de la sucesién del ejemplo
2.0.17, se acercan m&s y més a 1 sin llegar a 1. El primer término (igual a 2) de
esta sucesién estd a una distancia 1 de 1, el segundo término (igual a 1.5) estd

1
a una distancia 3 de 1 etc.

17
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Definicién 2.0.19. Una sucesidn {z,} en R converge a © € R (escribimos
{zn} — x) si para cada € > 0 existe ng € N tal que para cada n > ng,

|xn — x| < €. El nidmero z se llama el limite de la sucesidon y se escribe
lim (z,) = z. Una sucesion que converge se llama una sucesidn convergente.

n—oo

Intentaremos interpretar esta definicién: Notemos primero que |z, — z| es
precisamente la distancia (en R) entre x y x,. Por eso, {z,} — x quiere
decir que dado cualquier ntimero positivo € podemos encontrar un cierto punto
(término) en la sucesién de tal manera que pasando ese punto todos los demds
estan a una distancia menor que € de x. Es decir, dado cualquier € > 0, la
sucesion estd finalmente dentro de una distancia e de x.

1
Ejemplo 2.0.20. Demostrar que la sucesion {} converge a 0.
n

Demostracion: Dado € > 0; debemos encontrar un término en la sucesion
tal que él y todos los términos sucesivos estan dentro de € de 0. Empleamos la
propiedad Arquimedeana de los enteros: Dado cualquier niimero real r, existe

1
n € N tal que n > r. Asi es que, puesto que € > 0, — es un numero real y pode-
€

1 . 1 1

mos encontrar un entero ng > —. Entonces, si n > ng, tenemos — < — < ¢, es
€ n no

decir, a partir del ng-ésimo término, todos los términos estan dentro de e de 0.

Esto termina la demostracién. O

Para demostrar que una sucesién converge debemos tener un candidato para el
limite y a veces tenemos que estimar ese limite antes de efectuar la demostracion
formal.

Ejemplo 2.0.21. Encontrar el limite de la sucesion o
(2n+1)

No esta dado el limite y debemos estimarlo. Usando divisién sintética, tenemos

1
n 1 -3

il 2 i1

y notamos ahora que si n es muy grande, la segunda expresién a la derecha es
muy pequena. Eso nos conduce a creer que el limite de la sucesién debe ser %
Ahora lo demostraremos.

Demostracion: Dado € > 0; calculemos la distancia entre el n-ésimo término

1
de la sucesién y 3

m+1 2

22n+1) | 202n+1) 4dn+2

n 1’:

2n—(2n+1)‘ 1 1
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1 1
Notamos ahora que si 4n 4+ 2 > —, tenemos ——— < € y por lo tanto,
€ (4n + 2)
n 1
—=|<e
2n+1 2
i_9
Asi que si escogemos ng € N tal que ng > - T entonces para cada
> ng tend & L L o 1 ¢ demostrand
n no tendremos | ——— — =| = €, demostrando
=0 2n+1) 2| (4n+2) ~ (4ng+2)
1
que la sucesién converge a 5 O

Tarea. Estimar el limite de las siguientes sucesiones y después demostrar que
la sucesion converge a ese limite:

(3

) {6—52}

Definicién 2.0.22. Una sucesion que no converge se llama divergente.

Si negamos la definicién de convergencia, obtenemos lo siguiente: Una sucesion
{z,} diverge si para cada nimero real r existe ¢ > 0 tal que para cada ng € N
existe n > ng tal que |z, —r| > e.

Ejemplo 2.0.23. La sucesion {n} diverge.
Demostracién: Supongamos que {n} — r. Por la propiedad Arquimedeana

de los enteros, existe my € R tal que my > r. Entonces dado € = 1 y cualquier
ng € N, si n > max{mgy + 1,no} se sigue que n —r > e.

Definicién 2.0.24. Una sucesion f en R es acotada si su rango es acotado, es
decir si el conjunto {f(n) : n € N} es un subconjunto acotado de R.

1
Ejemplo 2.0.25. La sucesion {} es acotada, mientras la sucesion {n} no lo
n

€Ss.

Teorema 2.0.26. Una sucesion convergente es acotada.
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Demostracién: Supongamos que {z,} — x y escogamos € = 1.

Entonces por ser convergente, existe ng € N tal que si n > ng, |z, — 2| < 1, es
decir, x,, € (xt — 1,2+ 1). Sea m=min{x — 1,21,... Tp,} ¥

M =max{z +1,z1,...,2n, }. Entonces z,, € [m, M] para cada n € N. O

Teorema 2.0.27. Si {x,} — x # 0, entonces existe r > 0 y ng € N tal que
para cada n > ng, T < |Ty|.

Demostracion: Tarea (pon r= ‘g‘ > 0).

Tarea. Formular y demostrar un teorema andlogo al Teorema 2.0.27 para
limites negativos.

2.1 Operaciones con sucesiones

Una propiedad de los ntimeros reales, muy importante en lo sucesivo es la
siguiente:
La desigualdad triangular: Si a,b,c € R, entonces

la+b] < |a| + [b].
La desigualdad triangular se demuestra considerando todos los casos:
a) a,b >0,
b)a>0yb<0,
c)b>0ya<0

d) a,b < 0.
(Tarea).

Teorema 2.1.1. Si {a,} — a y {b,} — b entonces {an +bn} — a+b.
Demostracion: Sea e > 0; puesto que {a,} — a, existe n; € N tal que para
cada n > ny, |a—ay| < % y puesto que {b,} — b, existe ny € N tal que

€ .
para cada n > na, |b—by| < 7 Entonces, si n > ng = max{nj,na} ambas

desigualdades se cumplen simultaneamente y tenemos:

[(@n +bn) = (@ +0)] = [(@a—an)+ (b= bn)| <la—an]+[b— by
€ €
< 54‘5—6.
Esto demuestra que {a, +b,} — a +b. O

. € .
Vale notar que si usamos € en vez de — en la demostraciéon del teorema

2.1.1, (es decir, |a —ap| < €y |b—by| < €) hubieramos obtenido finalmente
[(an + bn) — (@ + b)| < 2e. No obstante, esta desigualdad también vale para
demostrar convergencia de la sucesién {a, + b,}, pues dado n > 0, podemos
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encontrar un entero ng € N tal que para cada n > ng, |(an +bn) — (a+0b)| < 27

€
y dado € > 0 encontramos ny que corresponde a 17 = 3

Esta discusién demuestra que z,, — x si y solo si dado € > 0, existe ng € N
tal que |z, — x| < Ke para cada n > ng y algin constante fijo K.

Teorema 2.1.2. Si{a,} — a y {b,} — b, entonces {anb,} — abd.

Demostracién: Sea ¢ > 0; puesto que {a,} — a, existe n; € N tal que para
cada n > ny, |a — a,| < € y puesto que {b,} — b, existe ny € N tal que para
cada n > ng, |b—b,| <e.

Entonces

lanb, —abl = |anby, — anb + apb — ab| = |a, (b, — b) + b(a, — a)]
|an(bn = b)| + [b(an — a)| = |an|(bn = b)| + [b]|(an — a)|.

IN

Puesto que {a,} es una sucesién convergente, por el teorema 2.0.26, el conjunto
{lan| : n € N} es acotado. Sea L una cota superior de {|a,| : n € N} y
M = max{L, |b|} < co. Entonces si n > ng = max{ni,ns}, tenemos

|anbn, — ab| < |an||(by, — b)| + |b]|(an, — a)] < Me+ Me = 2Me.
Pero 2M es una constante fija y por la discusiéon de arriba, esto basta para
demostrar convergencia de la sucesion {a,b, }. O

Tarea. Reescribir la demostracién anterior para obtener |a,b, — ab| < €. para
cada n > ng.

Teorema 2.1.3. Si {z,} — = y 2,2, # 0 para cada n € N entonces

1 1

[ali

T, x
Demostracion: Sea ¢ > 0; por el teorema 2.0.27, existe n; € Ny r > 0 tal
que |x,| > r para cada n > ng. Puesto que {z,} — x, existe ny € N tal que

|x — x| < er|z| para cada n > ny. Sea ng = max{ni,n2}. Entonces si n > ny,

tenemos
1 1

T, T

|z — x| er|z|

< €.
|||

][]

Tarea. Demostrar que
(a) si {x,,} — « entonces {|z,|} — |z|
(b) si {|zn|} — O entonces {x,} — 0.

Definicién 2.1.4. Una sucesion {x,} es creciente (respectivamente, decre-
ciente) si ©, < x,y1 (respectivamente, T, > Xny1) para cada n € N. Una
sucesion es monaotona si es decreciente o creciente.



22 CAPITULO 2. SUCESIONES

Teorema 2.1.5. Una sucesion creciente y acotada superiormente es conver-
gente.

Demostracién: Puesto que A = {z,, : n € N} es acotada, tiene un supremo,
digamos x. Demostraremos que {z,} — z. Sea € > 0; puesto que z es el
supremo de A, x — € no es una cota superior de A y por lo tanto, existe ng € N
tal que z,, > * — €. Entonces, sin > ng, z — € < =, < o, < z, es decir,
|z —z,| < e O

2.2 Subsucesiones

Sea {z,} una sucesién y {j, : n € N} una sucesién estrictamente creciente de
enteros positivos (es decir, j,+1 > Jn, para cada n € N). Si se define z, = z,,
se obtiene una sucesién {z,} y la llamamos una subsucesién de {z,}.

1
Ejemplo 2.2.1. Six, = — y 3, = 2n entonces {x,} es la sucesién
n

1 11
1, =, =, = ...
{ 727 37 47 }7

{2,4,6,8,...,2n, ...}

{gn} es la sucesion

y la subsucesion {z,} asi determinada consiste en los términos pares de la
sucesion {x,}
{.’1?2, T4y Ty LY oy L2n, }

1111
2747678 7

Tarea Demostrar (por induccién) que si {7,} es una sucesién estrictamente
creciente de enteros positivos entonces j, > n. (Usaremos este resultado fre-
cuentemente en lo que sigue.)

es decir,

Teorema 2.2.2. Si{x,} — = entonces cualquier subsucesion de {x,} también
converge G .

Demostracién: Sea e > 0; puesto que {x,} — x, existe ng tal que si n > ng,
|x — x| < €. Si{s,:n €N} es una sucesion estrictamente creciente de enteros
positivos y z, = z,,, entonces j,, > ng y por lo tanto, si n > ng, tenemos
|zn — x| = |z, — | < € pues Jn > Jn, > No. O

No podemos demostrar el siguiente teorema en este momento. Mas tarde
veremos la demostracién usando el concepto de compacidad.
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Teorema 2.2.3. Una sucesion acotada posee una subsucesion convergente.

Ejemplo 2.2.4. La sucesion acotada (pero no convergente)

]‘717]‘?}71)17"'
2°73 74

1

vyl

11
posee las subsucesiones {1,1,1,1,1...} {1 3T } (entre muchas

otras).

Definicién 2.2.5. Una sucesion {z,} es de Cauchy si dado € > 0, existe ng € N
tal que para cada m,n > ng, [T, — x,| < €.
Teorema 2.2.6. Una sucesion de Cauchy es acotada.

Demostracion: Sea e = 1; existe ng € N tal que si m,n > ng, |z, —z,] <1,
en particular |z, —x,,| < €, lo cual implica que |z,,| < |2,,|+1 para cadan > ny.

Sea L = max{|z1|, |z2|, |z3], - .-, |Zno|}, entonces |z,| < L para cada n < ng
Y |Zn| < |zn,| + 1 para cada n > ng. Por lo tanto, |x,| < L + 1 para cada
n € N. O]

Teorema 2.2.7. Una sucesion convergente es de Cauchy.

Demostracién: Supongamos que {z,} — z y sea ¢ > 0. Existe ng € N tal

que sin >ng, |r,—z| < 7 Entonces si m,n > ng, tenemos

€ €
|xm—xn|=|(xm—x)+(x—xn)\§|xm—x\+|xn—x|<§+§:e,

es decir, {x,} es una sucesién de Cauchy. O

Teorema 2.2.8. Una sucesion de Cauchy es convergente.

Demostracién: Supongamos que {z,} es una sucesién de Cauchy y sea € > 0.
Por el teorema 2.2.6, {x,,} es una sucesién acotada y por el teorema 2.2.3, posee
una subsucesién convergente, digamos {z,} — = donde z, = x,, para alguna
sucesién estrictamente creciente de enteros positivos {7,}. Por ser {z,} de

Cauchy, existe n; € N tal que sim,n > ny, |z, —x,| < 3 y por convergencia

. . € .
{z,,} a x, existe ny € N tal que si 3, > no, entonces |z —z,, | < 3 Si ponemos
ng = mauq{m,nQ}7 entonces si n > ng > ny tenemos 3, > ng > ng y por lo
€ e ,
tanto |z — x| < |z — =z, +x,, — x| <|r—x,,| +]2,, —2n| < =+ 5 =k, asi

2 2
concluimos la demostracién de que {x,} — «. O
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Definicién 2.2.9. Un punto x € R es un punto de acumulacién de una sucesion
{zn} sipara cada € >0, {x,,} esta frecuentemente dentro de una distancia € de
x.

Tarea. Demostrar que los siguientes son equivalentes:

a) x es un punto de acumulacién de {z,},

b) Para cada € > 0, un ndmero infinito de términos de la sucesién estan en el
intervalo (z — €,z + €),

c) Paracadae >0y cadan e N, existe m e Ntalquem >ny |z — x| < e

Tarea. Demostrar que el limite de una sucesion convergente es un punto de
acumulacion de la sucesion, y admaés es el inico punto de acumulacién.

Teorema 2.2.10. Si x es un punto de acumulacion de la sucesion {x,} en-
tonces existe una subsucesion {z,} de {x,} que converge a x.

Demostracién: Puesto que z es un punto de acumulacién de {z,}, por c)
de la tarea anterior, dado m = 1y e = 1, existe 33 € N, 3 > m = 1 tal

que |z — z,,| < 1. Ahora, aplicando c) otra vez con m = 5 y € = ok existe

1 . . . N
J2 > m =y tal que |z — x| < 3 Procediendo asi con repetidas aplicaciones de
¢), obtenemos una sucesion estrictamente creciente de enteros positivos {7, } tal
1 .
que |z — z,,| < —. Demostraremos que si se define z, = z,,, entonces {2, } — .
n

Con este fin, sea € > 0; por la propiedad Arquimedeana de los enteros, existe
1 1

no € N tal que n > —, es decir, — <e. Entonces sin > ng, —<—<ey
€ n n o no
1 . - 2
por lo tanto |z, —z| = |z,, — 2| < — <€, lo que termina la demostracién de
n
convergencia. O

Definicién 2.2.11. El punto de acumulacién mayor (respectivamente menor)
de una sucesion acotada se llama el limite superior (respectivamente, el limite
inferior) de {x,} y se escribe im(zy,) o limsup(xy,), (respectivamente lim(x,) o

liminf(x,,) ).
Tarea. Demostrar que si {x,} es una sucesién convergente entonces:

liminf{x,} = lim sup{x,}.
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Series

n
El simbolo > a, denota la suma finita
n=1

ai +ag+ -+ ap.

n
Sea {a,} una sucesién; la sucesién {s,} donde s, = 3 a, se llama la serie de
n=1
los elementos a,, y frecuentemente se escribe Y a,,. Los términos s, se llaman

las sumas parciales de la serie. Nota que

{sn} = {Zam} ={ay,a1 +az,a1 +as +as,...}.

m=1
Si la sucesién {s,} converge, su limite S se llama la suma de la serie, se dice

que la serie converge a Sy se escribe el limite de la sucesién {s,}, S = Z Ay,

Como en el caso de sucesiones, una serie que no converge se llama d1vergente

Supongamos que » a, y Y. b, son series y k € R, entonces Y _ ka,, denota
la serie ka; + kas + kaz + -+ kan, + ... y > (an + b,) representa la serie
(a1+b1)+ (a2+b2)+- -+ (an+by)+.... Usando los reoremas 2.2.8 y 2.1.2, es
facil demostrar que si Y a, converge a a 'y > b, converge a b entonces Y ka,
converge a ka 'y > (an + by,) converge a a + b (Tarea).

Puesto que una sucesién converge si y sélo si es de Cauchy, tenemos la
siguiente caracterizacion de convergencia de series.

Lema 3.0.12. Una serie > a, con sumas parciales {s,} converge si y sdlo si
k=n

> ak‘ <.

para cada € > 0 existe ng € N tal que si n > m > ng,
k=m+1

Demostracién: La serie > a, converge < {s,} es convergente < {s,} es de
Cauchy < para cada € > 0 existe ng € N tal que si m,n > ng, |s, — sm| < € &
k=n
para cada € > 0 existe ng € N tal que si m,n > ng, > ag| <e. O
k=m+1

25
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n
Ejemplo 3.0.13. Sea r € R y a # 0, entonces la serie dada por s, = Y am
m=1

m—1

donde a,, = ar y a,r # 0 se llama una serie geométrica.

Tarea. Demostrar que la sucesién {r"} — 0 si |r| < 1y diverge si r > 1.

Proposicién 3.0.14. Una serie geométrica Y ar™*

|r| < 1.

converge si y solo si

Demostracién: Sir =1, entonces s,, =a+a+a+---+a(n veces) =nay
puesto que a # 0, la serie diverge. Si 7 < 1, entonces notamos que

Sn :a+aT+ar2+ar3+.,,+a,’,n71
y por lo tanto
rSn =ar+ar? +ar® + -+ ar" "t + arm.
Si restamos la segunda expresion de la primera, obtenemos
Sp — TS, =a—ar”
es decir, si r # 1,

a(l —r™)
"

Ahora, si |r| < 1, por la tarea anterior, la sucesién {1 — 7™} converge a 1 y por
a
lo tanto {s,} - —— O

(1=r)

Tarea. Demostrar que la serie Y ar™ diverge si r > 1.

Lema 3.0.15. Si > a,, converge entonces {a,} — 0.

Demostracién: Si {s,} converge, digamos a S, entonces dado € > 0, existe

€
ng € N tal que |s,, — S| < 5 bara cada n > ng. En particular, si n > ng + 1,

p =8p — S$n—1 = ($p—=95)+(S—8n-1) <|sp— S|+ [sn-1— 9|
€ €
< 5 + 5 =€,
asi hemos demostrado que {a,} — 0. O

El inverso del lema 3.0.15 es falso, como demuestra el siguiente ejemplo.

1
Ejemplo 3.0.16. La serie Z — es divergente.
n
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Demostracion:
Tenemos:
1 1 1 1 1 1
S =t et T Tt Ty,

1
= n|l=—].
2n
. 1 .
Es decir, so, — 85, > 2 lo que demuestra que la sucesién {s,} no es de Cauchy,

y por lo tanto no converge. O

Encontrar la suma de una serie puede ser dificil y muchas veces los métodos
usados para efectuar el calculo son sui generis.

Ejemplo 3.0.17. Consideremos la serie
> o
—n(n+1)

Not 1 1 lo tant
otemos que¢ ———mMmMmMmM—— —= — — ——— or Lo tanto,
M ltmr)) n mrn 7P

2 1 1 1 1 1 1 1
n = _— = 1—— - — — e - — =1- .
° ;k(lﬁ—l) ( 2)+(2 3>+ +(n n—l—l) n+1

1
Por lo tanto {s,} = {1 - M} — 1.

Con un truco obtuvimos la suma de esta serie de una manera muy facil, pero

en contraste, es muy dificil encontrar la suma de la serie muy semejante, E —-
n

Ahora vamos a desarrollar criterios para comprobar la convergencia de una
serie. Empezamos con uno de los mas sencillos.

Una serie de la forma > (—1)""'a,, donde a, > 0 se llama una serie alter-
nante.

Teorema 3.0.18. Una serie alternante Y (—1)"*a,, converge si {a,} es de-
creciente y converge a 0.

Demostracién: Calculemos la suma parcial ss,; tenemos
Son = (a1 —a2) + (a3 —aq) + -+ + (a2n—1 — a2,)

y puesto que a; > ag, ag > a4, etc. se sigue que So, es una suma de términos
positivos, asi hemos demostrado que la sucesién {sa, } es una sucesién creciente.
Por otro lado,

Sop = (al - a2n) - (a2 - G3) - (a2n—2 - a2n—1)-
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Cada paréntesis a la derecha es positiva y por lo tanto, para cada n,
Son < a1 — ag, < ap. Asf es que {sa,} es una sucesién acotada. Por lo tanto,
por el teorema 2.1.5, la sucesién {sa,} converge, digamos {s2,} — a.

Tarea. En forma semejante demostrar que {ss2,—1} es convergente.
Pero, sop_1 = Son — a2, v por el teorema 2.1.1 del Capitulo 2, tenemos

lim(sg2,—1) = lim(s2,) — lim(ag,) = a + 0 = a. Es decir, las sucesiones {s2,} y
{s2n—1} convergen al mismo ndimero.

Tarea. Demostrar que {s,} — a. O

Teorema 3.0.19. (El criterio de Comparacion). Si > x, es convergente y si
0 < z, <z, para cada n € N, entonces Y z, converge también.

(oo} n
Demostracién: Supongamos que Y. x, = S y sea s, = Y. xp. Entonces
n=1 k=1

n

tn = Y. 2k < 8, < Sy por lo tanto {¢,} es una sucesién creciente y acotada.
k=1

Por el teorema 2.1.5, {t,,} converge. O

Tarea. Demostrar que si 0 < z,, < z, para cadan € Ny >z, es divergente,

entonces Y z, también lo es.

o . . 1
Tarea. Usar el criterio de comparacién para demostrar que la serie E —
n

converge. (Pero, cdlcular la suma es muy dificil).

Tarea. Demostrar que si {s,} es una sucesién creciente y una subsucesiéon de
{sn} converge, entonces {s,} es convergente.

Teorema 3.0.20. (El criterio de Condensacidon). Sea {a,} una sucesién de-
creciente de términos positivos, entonces Y a, converge si y sdlo si
> 2"agn = 2ag + 4ay + 8ag + ... converge.

Demostracién: Puesto que {a,} es decreciente, si sumamos 27 términos a
partir del término ay;, tenemos,

2m02m+1 S aogm + CL2m+1 + 0,2m+2 + e + Aom+1_q
2mtl_q

= ji: aj < 2”1a2m.

j=2m

La suma parcial de los primeros 2"t! — 1 términos se puede agrupar de la
siguiente manera:

on+1_

221 231 1
sgn+1,1:a1—|—g aj—f—g a; +--- E aj,

j=21 j=22 j=2n
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y por lo tanto, si sustituimos la primera expresién, para valores de m entre 1 y
n, en la segunda obtenemos,

a1 + 2a92 +4ags + -+ < Sont1_1 < a1 + 2a01 +4as2 + ...,

es decir,
n+1 n

1
a + 3 22: 2K age < sgni1 g < ap + ZI:Qkan.

Ahora, si ) a,, es convergente, entonces {s,} es acotado, lo cual implica que la
subsucesion {sgn+1_1} también lo es, digamos sgn+1_; < M para cada n € N.

n+1 n+1
Pero entonces, a; + 3 ; 2ka2k < M y puesto que {al + 3 ; Qkan} es una

n+1
sucesién creciente, debe converger (teorema 2.1.5). Por lo tanto { > 2ka2k}
2

converge también.

n
Inversamente, si ) 2"agn converge entonces la sucesion {E 2ka2k} es acotada
I

y por lo tanto la sucesién {sgn+1_;} también lo es. De la tarea, se sigue que
{sn} es convergente, es decir, > a,, converge. O

1
Ejemplo 3.0.21. La serie E — converge si y solo sip > 1.
np
Demostracion:
Ya vimos que g — diverge. Si p < 1 aplica el criterio de comparacién (Tarea).
n

o . 1
Supongamos que p > 1, entonces por el criterio de condensacién, E — con-
n

verge si y s6lo si Z 2n

converge. Pero

1
(2n)p
o LN _ 1 1

(2n)p - onp—n - 2n(p—1)
B 721)_1 .

Por lo tanto, la serie E — converge si y s6lo si la serie geométrica >
n

n

2r—1
converge. Pero por la proposicién 3.0.14, esta serie geométrica converge si y sélo
si la razén r entre términos consecutivos tiene valor absoluto menor que 1, es

1
~— < 1, lo cual sucede si y s6lo si p > 1.

decir, si
bl 2p
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3.1 Convergencia absoluta

Se dice que una serie Y a, es absolutamente convergente si ) |a,| converge.
Por supuesto, una serie de términos no negativos es convergente si y sélo si
es absolutamente convergente. Una serie convergente pero no absolutamente
convergente se llama condicionalmente convergente.

n

Ejemplo 3.1.1. La serie ( es condicionalmente convergente.

—1)"
Demostracion: La serie Z u
n

otro lado Z ﬂ
n

es convergente por el teorema 3.0.17; por

1

= Z — es divergente por el resultado del ejemplo 3.0.16.
n

O

Teorema 3.1.2. Una serie absolutamente convergente es convergente.

Demostraciéon: Sea Y a, una serie absolutamente convergente y {s,} la
sucesion de sus sumas parciales. La serie Y |a,| es convergente y por lo tanto,
la sucesién {t,} de sus sumas parciales es de Cauchy. Lo que quiere de-
cir, es que dado € > 0, existe ng € N tal que si m > n > ng, entonces

Pero, por la desigualdad triangular (aplicada varias veces), si n > m > ng,

k=n k=n
| — Sm| = Z ag| < Z lax| < €
k=m+1 k=m+1
lo que demuestra que {s,} es de Cauchy y por lo tanto converge. O

Hay varios criterios para determinar si una serie es convergente.

Teorema 3.1.3. (El criterio de Kummer). Sea Y a, una serie.

(i) Si existe una sucesion {c,} de nimeros positivos y una constante ¢ > 0
tal que
Ap41

0<c<en—cCpya

n

para cada n € N, entonces Y a, es absolutamente convergente.
1
(ii) Si a,, > 0 y existe una sucesion {c,} de nimeros positivos tal que Z o
n

diverge y
An 41

Cp — Cp+1 S 0

n

para cada n € N, entonces Y a,, diverge.
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Demostracién:
(i) Supongamos que tales ¢, y ¢ existen. Entonces tenemos

clai| < erfar| — eafas|,
claz| < eafaz| — cslas|,
.................................. ,

clan| < cnlan| — cngilanya]-

Si sumamos ambos lados de esta desigualdad obtenemos,

n n n+1

Zc|ak| < ch\ak| — ch\ak\.
k=2

k=1 k=1
Todos menos dos de los términos a la derecha se cancelan y tenemos,

n

> clar] < bilas| = enialania] < erlaal,
k=1

es decir,
n
3 il < M’
c
k=1

Asf hemos demostrado que la sucesién de sumas parciales de la serie Y |a,| estd
acotada y puesto que esta sucesién es creciente, debe converger, es decir, Y |ay|
es convergente.

(ii) Si la sucesién {c,} existe, entonces tenemos

cia; < coaz,
cgag < c3as,

Cn—10p_1 < Cply.
Combinando todas estas desigualdades, vemos que
cra1 < c2az < czaz < - < Apthp,

es decir,
C1a1
=L <a,.
Cn

. 1 . .
Pero sabemos que la serie E — es divergente, por lo tanto, también lo es la
Cn
. c1a . Ny
serie g ——. Ahora se sigue de la prueba de la comparacién que »_ a, es
Cn
divergente. O
La prueba de Kummer es muy dificil de aplicar, pues casi nunca es obvio cual
debe ser la eleccién de la sucesién {¢, }. No obstante, hay unos casos especiales:
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Corolario 3.1.4. (EI criterio de la razén de Cauchy). Sea > a, una serie de
an-‘rl |

términos distintos de 0 y supongamos que lim < | eriste y es igual a r.

n
Sir < 1 entonces la serie Y a, converge absolutamente y si para cada n € N,

an >0 yr>1, la serie diverge. Si r =1, no se puede concluir nada.

(1—r)

Demostracion: Supongamos primero que r < 1; entonces dado € = ,

. An+41 . .
existe ng € N tal que para cada n > ng, "t _ | < e Esto implica que
n
. an+1 . an+1
si n > ng, entonces |——| < 1 — ¢, es decir 1 —1|——| > € > 0 para cada
QA Qnp
n > ng. Ahora el criterio de Kummer con ¢,, = 1 para cada n > ng implica
[es) e’} no—1
que > ay es absolutamente convergente. Pero Y |an| = > |an] + D |an]
n=ng n=no n=1

y por lo tanto Y a,, es absolutamente convergente.

Ahora supongamos que a,, > 0 para cada n € Ny r > 1; entonces, dado

An 41

—r| < €, es decir,

e =r — 1, existe ng € N tal que para cada n > ng, ‘
n

an+1

o an+1
Qn

an

a
> 1. Pero entonces, para cadan > ng, 1—1 ( ”H) <0y

an)

del criterio de Kummer con ¢, = 1 se sigue que > a, es divergente, y por lo
k:no
tanto > a, es divergente también.

1 ="
Finalmente, notamos que las series — tienen
a 2L v X,
a
lim{ ol } =1, pero el primero diverge y la segunda converge. O
A

Teorema 3.1.5. (El criterio de la raiz). Sea Y a, una serie y suponga que
lUm{ {/|an|} existe y es igual a r. La serie y_ a, converge absolutamente sir < 1
y diverge sir > 1. (Sir =1, no se puede concluir nada.)

Demostracién: Sir < 1, entonces existe ng € N tal que si n > ng, entonces
147 . .
Vlan| < ( ) =s<1 esdecir, |a,| < s™. Pero, por la proposicién 3.0.14,

2
>~ s™ converge y entonces por el corolario 3.1.4, > |a,| converge también.

Por otro lado, si Y a, converge, entonces por el lema 3.0.15, lim{a,,} = 0 y por
lo tanto, existe ng € N tal que |a,| < 1, lo cual implica que {/|a,| < 1 para
cada n > ng. Por lo tanto im{ {/]a,|} < 1 (si existe). Asi hemos demostrado

que si lim{ {/|a,|} > 1, >_ a,, no converge. O

Tanto el corolario 3.1.4 como el teorema 3.1.5 tienen generalizaciones involu-
crando limsup y liminf. No vamos a ver las demostraciones de estos resultados,
pero para completez, los enunciamos a continuacién.
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Teorema 3.1.6. Sea > a, una serie de términos distintos de cero.
(1) Si
77— ) | Qn+1
hm{ — } <1,
an

entonces la serie es absolutamente convergente.

(ii) Si
hm{ dntl } >1,
an

entonces la serie es divergente.
} <1< lim{ } ,

(iii) Si
entonces el criterio es inconcluso.

Teorema 3.1.7. Sean > a,, una serie y r = im{ {/]a,|}.
(i) Sir <1 la serie converge absolutamente,

(ii) Sir > 1 la serie diverge, y

(i1i) Sir =1 el criterio es inconcluso.

an+1
an

an+1

Qn

Tareas

Determinar si las siguientes series son convergentes.

()Y

(c) La serie Y_a, donde ag,—1 =—
(d) Z 1

2n(2n + 1)’

n!
(6) Z 1077
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Capitulo 4

La topologia de la recta real

En este capitulo investigaremos las propiedades topolégicas de R, es decir,
propiedades relacionadas con los conceptos de conjuntos abiertos y conjuntos
cerrados.

Recordemos que (informalmente) un intervalo es abierto si no contiene sus pun-
tos extremos y es cerrado si los contiene.

La definicién de conjuntos abiertos y cerrados es una generalizacién de la idea
de un intervalo abierto y un intervalo cerrado.

Definicién 4.0.8. Un conjunto A C R es abierto si para cada punto x € A
podemos encontrar un intervalo abierto que contiene a x y que estd contenido en
A. En términos matemdticos formales, A es abierto si para cada x € A existe
€ >0 tal que (x — e,z +€) C A. Un conjunto A es cerrado si R\ A es abierto.

NOTA: Hay subconjuntos de R que no son ni abiertos ni cerrados (ver la
siguiente tarea).

Tarea. Demostrar que Q no es abierto ni cerrado en R.

Tarea. Demostrar que un intervalo abierto es abierto y un intervalo cerrado es
cerrado.

Ejemplo 4.0.9. (—o0,z) U (z,00) es abierto para cada x € R. Por lo tanto el
conjunto unitario {x} es cerrado para cada x € R.

Teorema 4.0.10. La union de conjuntos abiertos es abierto y la interseccion de
un nimero finito de conjuntos abiertos es abierto. Tanto R como () son abiertos.

Demostracién: Supongamos que I # )y A; C R es abierto paracada: € I. Se
requiere demostrar que A = | J{A4; : ¢ € I} es abierto. Con este fin, supongamos
que = € A; entonces z € A; para algin j € I. Puesto que A; es abierto, existe
e >0 tal que (x —€,x +¢€) C A;. Pero entonces (x — €,z +€) C A, asi hemos
demostrado que A es abierto.

35
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Ahora supongamos que F' es un conjunto finito no vacio y Ay es abierto para
cada k € F. Se requiere demostrar que A = ({A; : i € F'} es abierto. Con este
fin, supongamos que = € A; puesto que x € Ay para cada k € F, se sigue que
para cada k € F| existe ¢, > 0 tal que (x — €, x + €) C Ag.

Sea ¢ = min{e; : k € F}; puesto que F es un conjunto finito, ¢ > 0 y
(x — e,z +¢€) C Ay para cada k € F, es decir, (z — ¢,z +¢) C A, as{ hemos
demostrado que A es abierto.

Finalmente debemos demostrar que R y () son abiertos. Pero si z € R,
entonces el intervalo (z — 1,2 + 1) C R, esto implica que R es abierto. El
conjunto vacio ) cumple con la definicién de un conjunto abierto pues no hay
z e (. O

Una coleccién de subconjuntos de un conjunto X que satisfacen las condi-
ciones descritas en el teorema 4.0.10 se llama una topologia para X. Asi es que
los conjuntos abiertos forman una topologia para R.

Corolario 4.0.11. La unidn de un niumero finito de conjuntos cerrados es
cerrado y la interseccion de conjuntos cerrados es cerrado. Tanto R como §) son
cerrados.

Demostracién: Tarea (Recuerda que si {4, : j € J} es una familia de sub-
conjuntos de X, entonces X \ [ J{4; : j € J} = ({X\4, :j € J} ¥y
X\NA; j €T} = ULX \ 4y ) € 7))

Tarea. Demostrar que cualquier conjunto finito es cerrado.

Definiciéon 4.0.12. Si A C R, entonces se define el interior de A, escrito
int(A), por
int(A) = U{U :U  es abiertoy U C A}.

Es decir, el interior de A es la union de todos los subconjuntos abiertos de A.
Claramente int(A) C A.

Ejemplo 4.0.13. Fl interior del intervalo cerrado [0,1] es el intervalo abierto
(0,1).

Nota que 1 & int(]0, 1]) pues no existe ningin € > 0 tal que (1 —¢€,1+¢€) C [0, 1].
(Se puede aplicar el mismo argumento a 0.)

Lema 4.0.14. Fl interior de un conjunto es un conjunto abierto.

Demostracion: Por definicién, el interior es una unién de conjuntos abiertos.
Por el teorema 4.0.10, éste es abierto. O

Como consecuencia inmediata, tenemos que int(A) es el conjunto abierto
més grande que estd contenido en A.
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Definicion 4.0.15. Sea A C R; se define la cerradura o clausura de A, escrito
cl(A) como
cl(A) = ﬂ{C :C escerradoy ACCY.

Es decir, la cerradura de un conjunto A es la interseccion de todos los conjuntos
cerrados que contienen a A. Claramente, cl(A) D A.

Lema 4.0.16. La cerradura de un conjunto es un conjunto cerrado.

Demostraciéon: Por definicién, la cerradura es la interseccién de conjuntos
cerrados. Por el corolario 4.0.11, éste es cerrado. O

Como consecuencia inmediata, tenemos que cl(A) es el conjunto cerrado més
pequetio que contiene al conjunto A.
En el siguiente teorema se describen varias propiedades de la cerradura.

Teorema 4.0.17. a) A es cerrado si y sdlo si A = cl(A),
b) Si A C B, entonces cl(A) C cl(B),

c) cl(cl(A)) = cl(4),

d) cl(AU B) = cl(A) Ucl(B),

e) cl(AN B) Ccl(A) Nel(B).

Demostracién:

a) El conjunto cl(A4) es cerrado, y por lo tanto, si A = cl(A4), entonces A es
cerrado. Inversamente, si A es cerrado, entonces A es claramente el cerrado
mds pequenio que contiene a A, por lo tanto A = cl(A).

b) Tenemos A C B C cl(B) y este tltimo conjunto es cerrado. Puesto que cl(A)
es el conjunto cerrado més pequeilo que contiene a A, tenemos cl(A) C cl(B).

c) Por la parte a), si un conjunto B es cerrado, B = cl(B). El conjunto cl(A4) es
cerrado, por lo tanto si sustituimos B = cl(A) obtenemos el resultado requerido.

d) Puesto que A C cl(A) y B C cl(B), tenemos que AU B C cl(A) Ucl(B), lo
cual, siendo una unién finita de cerrados es cerrado. Por lo tanto, puesto que
cl(A U B) es el cerrado més pequetio que contiene a A U B, tenemos

cl(AU B) C cl(A) Ucl(B).

Para demostrar la contencién inversa, notemos que A C AU B y por lo tanto,
de b) arriba, cl(A) C cl(AU B) e igualmente cl(B) C cl(AU B). Por lo tanto

cl(A)Ucl(B) Ccl(AU B).
e) Tenemos A C cl(A) y B C cl(B); por lo tanto, AN B C cl(4) Ncl(B) y este

dltimo conjunto es cerrado. Puesto que cl(A N B) es el cerrado mds pequeno
que contiene a AN B tenemos cl(4A N B) C cl(A4) Ncl(B). O
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Notemos que en general, no tenemos igualdad en e) pues si A = (0,1) y
B = (1,2) entonces cl(AN B) = cl(B) = 0 pero cl(A) = [0,1] y cI(B) = [1,2] y
por lo tanto cl(A) Ncl(B) = {1}.

El interior tiene propiedades analogas:

Teorema 4.0.18. a) A es abierto si y sélo si A =int(A),
b) Si A C B, entonces int(A) C int(B),

¢) int(int(A)) = int(A),

d) int(AN B) = int(A) Nint(B),

e) int(AU B) D int(A) Uint(B).

Tarea. Demostrar el teorema 4.0.18.

Vamos a necesitar otra caracterizacién de la cerradura de un conjunto, pero
primero hacemos las siguientes definiciones:

Definicién 4.0.19. Sea A CR yx € A; se dice que A es una vecindad de x si
x € int(A).

Ejemplo 4.0.20. El intervalo cerrado [0,1] es una vecindad de cada x € (0,1),
pero no es una vecindad de 0 ni de 1.

Tarea. Demostrar que si © # y, entonces existen vecindades ajenas de z y y
respectivamente.

Teorema 4.0.21. Un conjunto A C R es cerrado si y sélo si para cada sucesion
f:N—= A y cada punto de acumulacion x de la sucesion f, tenemos r € A.
(Es decir, un conjunto A es cerrado si y sdlo si contiene todos los puntos de
acumulacion - si los hay - de todas las sucesiones en A.)

Demostraciéon: Supongamos primero que A es cerrado y sea {x,, } una sucesién
en A con punto de acumulacién x. Demostraremos que x € A. Supongamos que
no; entonces x € R\ A y este tltimo conjunto es abierto. Por lo tanto, existe
e > 0 tal que (x —e,z+¢) C R\ A. Pero, por ser z un punto de acumulacién de
la sucesién {z, }, la sucesién {z, } estd frecuentemente en (x — e,z +¢€) C R\ A4,
lo cual es una contradiccion, pues x, € A para cada n € N.

Inversamente, supongamos que A no es cerrado, entonces R\ A no es abierto
y por lo tanto, existe € R\ A tal que para cada é >0, (z—¥d,z+9) Z R\ A,
es decir, (xr — ,z+6) N A # (. En particular, AN (z — 1,2+ 1) # 0 y podemos

escoger 1 € AN (z — 1,2 + 1); también, AN (x — DIk + 5) # () y escogemos

1 1
x9 € AN (z — 3T + 5) Procediendo asi, obtenemos una sucesién {xz,} tal que

1
xn € Ay |z — z,| < — para cada n € N. Demostraremos que {z,} — x y por
n
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lo tanto, x ¢ A es punto de acumulacién de una sucesién en A. Con este fin,
. 1 1

sea € > 0 y escogamos ng > —; si n > nyp, entonces |z —z,| < — < — <eyla
€ no-n

0
demostracion esta concluida. O

Por el teorema 2.2.10, un punto x es punto de acumulacién de una sucesiéon
{z,} si y sélo si existe una subsucesiéon convergente a z. Este resultado nos
permite deducir el siguiente corolario.

Corolario 4.0.22. Un subconjunto A C R es cerrado si y solo si cada sucesion
en A que tiene un punto de acumulacion en R tiene una subsucesion que con-
verge en A.

Demostracién: Supongamos que cada sucesién {z,} en A con punto de acu-
mulacién en R tiene una subsucesién que converge en A. El limite de tal sub-
sucesién es punto de acumulacién de {z,, } y por el teorema 4.0.21, A es cerrado.

Inversamente, Si A es cerrado y {x,} es una sucesién en A con punto de
acumulaciéon z. Por el teorema 2.2.10, existe una subsucesién convergente a
x. O

4.1 Compacidad

Uno de los conceptos més importantes en todas las ramas de analisis matematico
es él de compacidad.

Definicién 4.1.1. Un subconjunto A C R es compacto si cualquier sucesion
{z,} en A tiene un punto de acumulacion en A.

En muchos aspectos conjuntos compactos se comportan como conjuntos finitos.

Tarea. Demostrar que cualquier conjunto finito es compacto.

Proposicién 4.1.2. Un subconjunto A de R es compacto si y sélo si cada
sucesion en A tiene una subsucesidn convergente (a un punto de A).

Demostracion: Tarea.

El teorema 4.0.21 nos permite deducir el siguiente resultado inmediatemente.

Teorema 4.1.3. Un subconjunto compacto de R es cerrado.

Teorema 4.1.4. Un subconjunto compacto de R es acotado.
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Demostracién: Sea A un subconjunto de R no acotado, digamos superior-
mente; demostraremos que A no es compacto. Puesto que 1 no es cota superior
de A, podemos escojer a; € A tal que a; > 1. Puesto que 2 no son cotas supe-
riores de A podemos escojer as € A tal que as > 2. Inductivamente escojemos
a, € A tal que a,, > n. Demostraremos que la sucesién {a, } no tiene punto de
acumulaciéon. Supongamos al contrario que a es un punto de acumulacién de
{an}; por la propiedad Arquimedeana de los niimeros reales, existe ng € N tal
que ng > a+ 1. Entonces, si n > ng, |a, —al > [n—a| > |ng —al| > 1, as{ hemos
demostrado que {a,} no estéd frecuentemente en el intervalo (¢ —1,a +1). O

Tarea. Demostrar que si A no es acotado inferiormente, entonces A no es
compacto.

Resulta que ser acotado y cerrado caracteriza a los subconjuntos compactos
de R. Este teorema es el mas importante en esta seccién, pero primero necesi-
tamos un lema.

Lema 4.1.5. Un subconjunto cerrado de un conjunto compacto es compacto.

Demostracion: Supongamos que C' es un subconjunto compactode Ry A C C
es cerrado. Sea {z,} una sucesién en A. Puesto que {z,} es una sucesién en
el conjunto compacto C, {z,} tiene un punto de acumulacién z en C. Por
ser cerrado A, se sigue del teorema 4.0.21 que = € A, y por lo tanto A es
compacto. O

Teorema 4.1.6. (Teorema de Heine-Borel) Un subconjunto de R es compacto
sty solo si es cerrado y acotado.

Demostracién: Ya hemos demostrado la necesidad en los teoremas 4.1.3 y
4.1.4. Inversamente supongamos que A es cerrado y acotado. Entonces existe
a,b € R tal que A C [a,b] y por el lema 4.1.5, basta demostrar que [a,b] es
compacto. Con este fin, supongamos que f = {z,} es una sucesién en [a, b];
demostraremos que la sucesién tiene un punto de acumulacién en [a,b]. Si el
rango de f es finito, entonces un ndmero infinito de términos de la sucesién
tienen el mismo valor, digamos x, y claramente x es punto de acumulacién de la
sucesién y x € [a,b]. Ahora supongamos que el rango de f es infinito, es decir
hay un nimero infinito de diferentes términos de la sucesién {z,}.

Dividimos el intervalo Iy = [a,b] en dos subintervalos iguales, cada uno de

(b-a)
][]

longitud 5

Puesto que hay un niimero infinito de diferentes términos de la sucesién {z,},
uno de estos intervalos contiene un ntmero infinito de términos distintos de la
sucesién {z,}, digamos

Il = [a,

a+b
5|
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En su turno, dividimos I; en dos subintervalos iguales, cada uno de longitud

(a—b)
4

distintos de la sucesién {z,,}.
Procediendo asi, obtenemos una familia {I,, : n € N} de subintervalos cerra-
dos de [a, b] de tal manera que
(i) In41 C I, paracadan € N, y
(ii) Cada intervalo I, contiene un numero infinito de términos distintos de
la sucesién {z,}, y
—a)

2n

Supongamos que I, = [an,by], donde, claramente a < a, < b, < b para
cada n € N. El conjunto {a,, : n € N} estd acotado superiormente (por b) y por
lo tanto tiene supremo, digamos z. Igualmente, el conjunto {b, : n € N} estd
acotado inferiormente (por a) y por lo tanto tiene infimo, digamos y. Puesto
que a, <z <y < by, se sigue que [z,y] C I, para cada n € N, es decir, la
longitud del intervalo [z, y] es menor o igual a la longitud de todos los intervalos
(b2na) (ana)} — 0, por
lo tanto la longitud del intervalo [z, y] es 0, es decir z = y.

Demostraremos que z es un punto de acumulacién de la sucesién {z,}. Sea

, uno de los cuales, digamos I, contiene un nimero infinito de términos

(iii) La longitud de I,, es

I,,, es decir es menor que para cada n € N. Pero {

b—
€ > 0 y consideramos el intervalo (z — €,z 4 €). Puesto que {( a)} — 0,

2n
(b—a)

Qn
hay un ndmero infinito de términos de la sucesién {z,,} en I,, y por lo tanto en
(z — €,x + €) también. Asi hemos demostrado que x es punto de acumulacién
de {z,,} en [a,b]. O

existe ng € N tal que < ey por lo tanto, z € I,, C (x—e€,z+¢€). Pero

Ahora vamos a caracterizar los subconjuntos compactos de R de otra manera.
Primero necesitamos una definicion.

Definicién 4.1.7. Sea A CR y z € R; se dice que x es un punto de acumu-
lacion del conjunto A si cada vecindad de x contiene puntos de A distintos de
x. FEl conjunto de puntos de acumulacion de A se llama el conjunto derivado
de A y se escribe A%. Un punto de A que no es punto de acumulacion de A se
llama un punto aislado de A.

Tarea. Demostrar que si x es un punto de acumulacién de A y A C B, entonces
z es punto de acumulacién de B también, es decir, si A C B, entonces A% C B,
Tarea. Determinar los conjuntos Q¢ y N¢.

Tarea. Demostrar que si s = inf(A), entonces s = inf(cl(A)).

Tarea. Demostrar que si A es abierto, entonces int(cl(A4) \ 4) = 0.

Tarea. Demostrar que x € cl(A) si y sélo si cada vecindad de z intersecta a A.
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Lema 4.1.8. Para cualquier A C R, tenemos cl(A) = AU A%

Demostracién: Puesto que A C cl(A), para demostrar que AUA? C cl(A) solo
tenemos que probar que A% C cl(A). Con este fin, supongamos que x ¢ cl(A);
entonces existe un subconjunto cerrado C' C R tal que A C C pero = ¢ C. Se
sigue que R\ C es un conjunto abierto que contiene a x (es decir, R\ C es
una vecindad de ) pero no intersecta a A. Por lo tanto, x no es un punto de
acumulacién de A.

Inversamente, debemos demostrar que cl(4) C AUA?. Basta demostrar que
si x € cl(A) pero x ¢ A, entonces x € A?. Pero si x ¢ A%, entonces existe
una vecindad V' de x que no contiene puntos de A diferentes de x y puesto que
x ¢ A, VNA=10. Entonces X \ V es un subconjunto cerrado de R que
contiene a A pero no a x. Se sigue que z ¢ cl(A). O

Corolario 4.1.9. Un conjunto A C R es cerrado si y sélo si A C A.

Demostracién: Si A es cerrado, entonces, por el teorema 4.0.17 a),
A=cl(A) = AU A y por lo tanto A? C A.

Inversamente, si A? C A, entonces cl(A) = AU A = A y se sigue otra vez
del teorema 4.0.17 a) que A es cerrado. O

Lema 4.1.10. Cada conjunto infinito contiene un subconjunto numerablemente
infinito, es decir, un subconjunto en correspondencia biunivoca con N.

Demostracion: Sea A un conjunto infinito y escogamos x; € A. Puesto que
A es infinito, A \ {z1} es infinito y podemos escoger x5 € A\ {z1}. Al haber
escogido {z1,22,...,2,} C A, puesto que A es infinito, A \ {z1,22,...,2n}
es infinito y podemos escoger z,+1 € A\ {z1,22,...,2,}, etc. Al proceder
asf, construimos el subconjunto {z, : n € N} C A cuyos elementos estdn en
correspondencia biunivoca con N. O

Teorema 4.1.11. (Teorema de Bolzano-Weierstrass) Un conjunto A C R es
compacto si y sélo si cada subconjunto infinito de A tiene un punto de acumu-
lacion en A.

Demostracién: Supongamos que A es compacto y D es un subconjunto in-
finito de A. Por el lema anterior, existe un subconjunto numerablemente infinito
{zn :m € N} C D. Puesto que A es compacto, la sucesién {z,} tiene un punto
de acumulacion z € A. Si V es una vecindad de x, entonces existe € > 0 tal que
(x —e,x+¢€) CV y{x,} esta frecuentemente en (z — e, 4 €) y por lo tanto,
frecuentemente en V. Pero esto implica que un ntmero infinito de los términos
de la sucesién {z,} estdn en V y puesto que los z,, son todos distintos, V con-
tiene a puntos de D distintos de x, es decir, x € A es un punto de acumulacién
de D.

Inversamente, supongamos que A tiene la propiedad de que cada subconjunto
infinito de A tiene un punto de acumulacién en A. Demostraremos que A es



4.2. CONEXIDAD 43

compacto. Con este fin, sea f = {x,} una sucesién en A. Si el rango de f
es finito, entonces un nimero infinito de los términos tienen el mismo valor,
digamos {n : z, = r} es infinito y claramente, r es un punto de acumulacién
de la sucesién {z,}. Por otro lado, si el rango de f, R(f) es infinito, entonces
ponemos z; = x1. Puesto que R(f) es infinito, existe z,,, € R(f) tal que
mgo es el entero mas pequeilo tal que z,,, F# T1 y PONEMOS 2Z3 = Tpm,,. Al
haber definido distintos {z1 = x1,29 = Tmy,.-.y2n = Tm,} C R(f), puesto
que R(f) es infinito, existe m,4+1 € N tal que mp41 > max{1l,ma,...,my}
Y Tmppr € 121 = 1,22 = Zmys -5 20 = T, }. Al continuar este proceso
construimos una subsucesién {z,} de {x,} con la propiedad de que todos los
términos z,, son distintos. Ahora consideremos el conjunto C' = {z, : n € N}; C
es infinito y por lo tanto, por hipétesis, tiene un punto de acumulacién z € A.
Es decir, hay un nimero infinito de z,’s en cada vecindad de z. Pero esto
implica que la sucesién {z,} es frecuentemente en cada vecindad de z, es decir,
2 es un punto de acumulacién de la sucesién {z,} y por lo tanto de la sucesién
{z,}. Asl es que A es compacto. O

Hay otra caracterizacion de compacidad que nos sera ttil en lo sucesivo.
Necesitamos unas definiciones.

Sea A C R; una familia F de subconjuntos de R se llama una cubierta de A
si A CUF.

Una cubierta F se llama abierta si los elementos de F (que son subconjuntos
de R) son conjuntos abiertos.

Una cubierta G es una subcubierta de F si G C F, es decir, si todo elemento
de G es también un elemento de F.

Ahora podemos dar la nueva caracterizacién de compacidad - muchos textos
usan ésta como la definicion de compacidad - omitimos la demostracién.

Teorema 4.1.12. Un subconjunto A C R es compacto si y sélo si cada cubierta
abierta de A tiene una subcubierta finita (es decir, una subcubierta que tiene un
nidmero finito de elementos).

4.2 Conexidad

Otro concepto topoldgico muy importante es él de conexidad.

Primero se requiere “relativizar” la idea de un conjunto abierto.
Sea A C R; se dice que U C A es abierto en A o abierto relativo a A, si
U= ANV donde V es abierto en R.

Tarea Sea 74 la coleccién de todos los conjuntos abiertos relativos a A, es decir
74 ={U : U = ANV tal que V es abierto en R}. Demostrar que 74 esta cerrado
bajo uniones e intersecciones finitas y que ), A € 74.
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Definicién 4.2.1. Un subconjunto A C R es conexo si no es la union de dos
subconjuntos relativamente abiertos, mutuamente ajenos y no vacios.
Un conjunto es disconexo si no es conexo.

Ejemplo 4.2.2. El conjunto A =[0,1] U [4,5) no es conezo.

Demostracién: Notemos primero que [0, 1] es relativamente abierto en A pues
[0,1] = AN (—=2,3) (por ejemplo) y (—2,3) es abierto en R. Igualmente, [4,5)
es relativamente abierto en A pues [4,5) = AN (3,6) y (3,6) es abierto en R.

Por lo tanto, A es la unién de dos conjuntos relativamente abiertos y mutua-
mente ajenos y no vacios [0, 1] y [4,5). O

A continuacién veremos que los subconjuntos conexos de R son precisamente
los intervalos.

Teorema 4.2.3. Un subconjunto A C R es conexo si y solo si es un intervalo.

Demostracion: Supongamos primero que A no es un intervalo. Entonces
existen a < b < c¢ tales que a,c € A, b ¢ A.

Puesto que b € A, se sigue que A es la unién de los dos conjuntos ajenos y
relativamente abiertos, [A N (o0, b)] U [A N (b, 00)].

Ademds, puesto que a € AN (0c0,b) y ¢ € AN (b,00), estos conjuntos no son
vacios. Se sigue que A es disconexo.

Inversamente, supongamos que A es un intervalo, digamos A = [a,b] y que
A no es conexo. Entonces existen conjuntos mutuamente ajenos, no vacios y
relativamente abiertos S, T tales que S UT = A; asumimos que b € T. Puesto
que S y T son relativamente abiertos, existen U,V abiertos en R tales que
UNA=SyVNA=T. El conjunto S estd acotado superiormente (por b) y
por lo tanto tiene supremo; sea s = sup(S), obviamente, a < s < b, y por lo
tanto s € A. Notemos que s # a (;Por qué?)
Hay dos posibilidades,

iysesS

i) seT.

i) Si s € S, entonces s < by puesto que U es abierto, existe € > 0 tal que
(s—e€,s4+€) CU y sin pérdida de generalidad asumimos que € < b — s, es

€
decir, s+ € < b; por lo tanto [s,s +€) C ANU = S. Entonces s + 3 es

lo cual contradice que s es el supremo de S.

ii) Si s € T, puesto que V es abierto, existe € > 0 tal que (s —e,s+¢) CV
y otra vez sin pérdida de generalidad asumimos que € < s — a, es decir,

€
a < s—e¢; por lo tanto (s —¢,8] C ANV =T. Entonces s — = es una cota

superior de S, lo cual contradice que s es el supremo de S.
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Tarea. Probar que s # a en la demostracién anterior.

El concepto de conexidad sera de gran utilidad en la demostracion de algunos
teoremas relacionados con funciones continuas y la integral de Riemann.
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Capitulo 5

Funciones continuas

En este capitulo investigaremos el concepto de continuidad de una funcién
f:A— B,donde A, B CR.

Intuitivamente, una funcién es continua si su grafica consiste de una sola
pieza, no tiene huecos ni saltos. Por supuesto esta definicién no nos sirve (no
hemos definido las palabras “hueco, salto y pieza”) y tenemos que buscar una
definicién formal y rigurosa.

La idea tras el concepto de continuidad de una funcién f en un punto zq es
la siguiente:

Si x es cualquier punto en el dominio de f “cerca” de xy entonces f(x) estd
cerca de f(xg).

Otra vez tenemos un problema, pues no hemos definido la palabra ”cerca”.
La solucién es extender el concepto de limite de una sucesién (la cual es una
funcién) a funciones generales, para después definir continuidad.

La idea fundamental de limite de una sucesién f = {x,} es:
Podemos hacer que f(n) = x,, estd dentro de e de x si hacemos n suficientemente
grande.

La idea de limite de una funcién f en zy es muy semejante:
Podemos hacer que f(x) estd dentro de € de un niimero L si hacemos x sufi-
cientemente cerca de (pero no igual a) xg.

Definicién 5.0.4. Sea f: A — B una funcion con dominio A y codominio B
(A,BCR)yxyc A%, Se dice que el limite de f en xo es L si dado € > 0 existe
0 >0 tal que si 0 < |z —xo| < 6 yx € A, entonces |f(x) — L| < e. Escribimos
lim f(z)= L.

T—To

Es decir, f(z) y L yacen dentro de € si & y zp yacen dentro de §, uno del
otro.

47
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Es importante notar lo siguiente:

El valor del limite en zy no depende del valor de f(z), de hecho es perfectamente
posible que zp € A y por lo tanto f(x¢) no estd definido. Lo que importa es
el comportamiento de f cerca de xg y por eso, es preciso que en el entorno de
xo existan otros puntos de A, es decir, xy debe ser un punto de acumulacién de
A. En la mayorfa de los ejemplos y aplicaciones, A serd un intervalo (abierto
o cerrado) o todo R y por lo tanto A¢ serd un intervalo cerrado o todo R.
(Recuerde que si A = (a,b) o [a, b]) entonces A? = [a, b].) Otro punto importante
es que son los valores pequenos de ¢ que son determinantes en el cdlculo del
limite - obviamente si € es grande sera relativamente mas facil encontrar el valor
de 6. Por eso, sin perder generalidad, podemos asumir que € < 1.

Ejemplo 5.0.5. Sea f : (0,1) — R definida por f(x) = 3x + 1; calcular
lir% fx).

Cuando x se acerca a 0, obviamente 3x también se acerca a 0 y eso nos hace
pensar que lin%) f(x) =0+1=1. Nota que f(0) no estd definida pues 0 no estd
xr—

en el dominio de f. Ahora probamos que lin%) fz)=1.

Sea € > 0; queremos encontrar un valor de 0 para que |f(x) — 1| < € si
| — 0] < é. Pero claramante, |(3z + 1) — 1| = |3z| = 3|z| y por lo tanto
€

si |z] < E, entonces |f(x) — 1| = 3|z| < €. Por eso, tomamos é = =, y asi

concluye la demostracion. O

Ejemplo 5.0.6. Sea la funcion f :[0,2] — R definida por

ro={ T

Encontrar hm1 f(x).

Cuando x se acerca a 1, 1 — 2x se acerca a —1 y eso nos hace pensar que
el lim1 f(z) = —1 (a pesar de que f(1) =0) Ahora lo probamos.

Sea € > 0; si x # 1, tenemos

|f(@)= (=D = [f@)+1]=[1-20+1]=|2- 22|
= 2|1 -z

Por lo tanto si hacemos |z — 1] < %, tendremos |f(z) — (—=1)| =21 — z| < e.

€
Por eso, eligimos 0 = 3 y entonces, si 0 < |x — 1| < §, sucede que

[f(z) = (=1)] <e.
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En los ejemplos anteriores, las funciones bajo estudio fueron lineales y la
eleccién de ¢ resulto ser un simple multiplo de €. No siempre es tan facil.

Ejemplo 5.0.7. Si la funcion f : R — R estd dada por f(z) = z? entonces
lim f(z) = a? para cada a € R.

Demostracién: Sea € > 0 y sin perder generalidad, asumimos que € < 1; se
requiere obtener § > 0 para que si 0 < |v — a| < &, entonces |f(z) — a®| < e.
Pero

|f(z) = a®| = [2* — a®| = |(z — a)(z + a)].

Si x estd dentro de € de a, entonces ||z| — |a|| < 1 y por lo tanto
|z +a| <lz|+|a] <1+ |af +|a] = 2a| +1
Por lo tanto, si |x — a| < € se sigue que
|f(z) = a®| = |(z — a)(z + a)| < |z — 1|(2]al + 1)

Por lo tanto, si elegimos § = , 800 < |z —al <9, sucede que

(2la] +1)
|[f(z) —a®| <e

O

Nota importante: En todos los ejemplos previos, el valor de § depende
del valor de €. Esto es muy natural, si queremos que |f(x) — f(zo)| < 1
(digamos), tendremos que elegir un cierto valor de §, pero si queremos que

1
|f(z) — f(zo)| < Tooo natural pensar que el valor de 6 va a ser mucho més

pequenio. Es decir, el valor de § siempre va a ser dependiente del valor de € (a
menos que la funcién f sea constante - TAREA).

No obstante, hay una diferencia importante entre el ejemplo 5.0.5 y 5.0.7. En
el ejemplo 5.0.5, el valor de § hubiera sido el mismo al calcular el Iimite en
cualquier punto del dominio de f:

Tarea. Calcular 1ir(r)15(3x +1) y liml(Sx +1) y verificar que la eleccién de

€ .
6= 3 funciona en ambos casos.

No obstante, en el ejemplo 5.0.7, el valor de § que elegimos si depende del
punto a en donde estamos calculando el limite. Regresaremos a este punto mas
tarde.

Después de definir el concepto de limite, es facil ver como definir continuidad
de una funcién f en un punto a. Para que la gréifica de f no tenga huecos o
saltos, es preciso que el valor de f en el punto a sea igual al limite en ese punto.
Es decir:
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Definicién 5.0.8. Una funcion f : A — B es continua en a € AN A? si

lim f(x) = f(a).

Nota: Para que f(a) esté definido se requiere que a € A y para que lim f(x)
r—a

esté definido, se requiere que z € A?%. De ahi el requisito de que a € AN A%,

Definicién 5.0.9. Una funcion f: A — B es continua si es continua en cada
a€ A

Proposicién 5.0.10. Una funcion f : A — B es continua en a € AN A? siy
sdlo si dado € > 0, eziste 6 > 0 tal que si |x —al < §, entonces |f(x) — f(a)| < e.

Demostracion: Esta es una consecuencia inmediata de la definicién de limite.
(Nota que ya no tenemos que exigir que 0 < |z — a| pues si * = a entonces
automdaticamente f(z) = f(a) y por lo tanto |f(z) — f(a)| =0 <€) O

Es importante poder definir discontinuidad de una funcién en un punto a:

Una funcién f : A — B es discontinua en a € AN A? si existe € > 0 tal que
para cada 0 > 0 existe € A tal que |x —a| < d pero |f(z) — f(a)| > €.

Teorema 5.0.11. Una funcién f : [c,d] — R es continua en a € [c,d] si y sdlo
st para cada sucesion {x,} en [c,d] que converge a a, tenemos { f(x,)} — f(a).

Demostracién: Supongamos que f es continua en a y sea {x,} una sucesién

en [c, d] convergente a a. Sea € > 0; puesto que lim f(z) = f(a), existe 6 > 0 tal
Tr—a

que si |z — a| < ¢, entonces |f(x) — f(a)| < e. También, puesto que {z,} — q,

dado este 0 > 0, existe ng € N tal que si n > ng, |z, —a| < J. Entonces, si

n > ng, tenemos |z, —a| < § y en consecuencia, |f(z,) — f(a)| < € es decir,

{f(@n)} — f(a). A

Inversamente, supongamos que f no es continua en a. Entonces, existe
e > 0 tal que para cada § > 0 existe z € [c,d] tal que |x —a] < § pero

|f(z) = fla)| Z e

En particular, existe 21 € [c,d] tal que |z1 —a| <1 pero |f(z1)— f(a)] > e

1
En particular, existe 25 € [c,d] tal que |zo — a| < 5 pero |f(z2) — f(a)] > e

1
En particular, existe zy, € [c,d] tal que |z —a|l < — pero |f(zr) — f(a)] > e.
n

1
Asi construimos una sucesién {z,} en [c¢,d] tal que |z, —a| < — pero

|f(zn) — f(a)] > € para cada n € N. Ahora es claro que {z,} — a (;Por qué?)
pero {f(zn)} # f(a) pues la sucesién {f(z,)} no estd finalmente en el intervalo

(f(a) =€ fla) + o). O
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Ahora vamos a dar una caracterizaciéon de continuidad en términos de vecin-
dades.

Teorema 5.0.12. Una funcion f : A — R es continua en a € A si y sélo si
F7YV] es una vecindad de a en A para cada vecindad V de f(a) en R.

Demostracion: Supongamos que f es continua en a y sea V' una vecindad de
f(a). Entonces f(a) € int(V) y por lo tanto existe e >0 tal que

(f(a)—¢, f(a)+€) C V. Por ser continua f en a, dado este €, existe 6 > 0 tal que
siz€ Ay lz—a| <6, |f(x)—f(a)l: e, esdecir, f(z) € (f(a)—¢, f(a)+€) CV.
Por lo tanto, siz € U = (a — d,a+0) N A, f(x) €V, es decir

acUNAC f V]

Sélo falta notar que U N A es una vecindad de a en A. A

Inversamente, supongamos que f~1[V] es una vecindad de a en A para cada
vecindad V de f(a) en R y dado € > 0. El intervalo (f(a) — €, f(a) + €) es una
vecindad de f(a) y por lo tanto f~![V] es una vecindad de a en A, es decir,
existe U abierto en R tal que a € UN A C f~1[V]. Entonces por ser U abierto
en R, existe 6 > 0 tal que (a—3d,a+6) C U y por lo tanto, six € Ay |z—a| < 4,
tenemos |f(z) — f(a)| < €, es decir, f es continua en a. O

Corolario 5.0.13. Una funcion f : A — R es continua si y sélo si f~1[V] es
abierto en A para cada subconjunto abierto V- C R.

Demostracién: Tarea.

5.1 Propiedades de funciones continuas

Lema 5.1.1. a) Si f es continua en a entonces existe una vecindad
V=(a—0d,a+9) dea enla cual f es acotada.

b) Si f es continua ena y f(a) # 0 entonces existe una vecindad V = (a—d, a+0)
de a y s> 0 tal que |f(x)| > s para cada x € V.

Demostracion:

a) Tarea.

b) Supongamos que f(a) = r > 0; puesto que f es continua en a, dado € = g,
existe > 0 tal que si |z —a| < J, entonces |f(x) — f(a)] < € = g, es
decir, f(z) € (f(a) — g,f(a) + g) Entonces si « € (a — d,a + 0), tenemos

3
—% < f(z) = f(a) < % y por lo tanto g < flz) < ?r y la demostracién queda
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. r .z
concluida con s = = > 0. La demostracién en el caso de que f(a) =7 < 0 es

semejante (Tarea). O

Teorema 5.1.2. Sean f,g: A — B yac AN A% Si f, g son continuas en a
entonces

(i) f + g es continua en a

(ii) fg es continua en a

111 1 a entonces — es continua en a.
(i) 81 g(a) 0, entonces - es con

Demostracién:

(i) Tarea.

(ii) Sea € > 0. Supongamos que f(a) = r y g(a) = s. Entonces aplicando el
lema 5.0.12a), existe d; > 0 tal que g es acotado en Vi = (a—41,a+01), digamos
lg(x)| < M; para cada = € Vi. Ademds, existe d2 > 0 tal que si |z — a| < g,

entonces I/ (x) = )] < 7y

lg(z) — g(a)| < m-

Ahora, sea § = min{dy, d2, 5} > 0. Entonces si |z — a| < §, tenemos

I(f9)(2) = (f9)(a)| = [f(x)g(z)— fla)g(a)|
= [f(@)g(z) — fla)g(x) + fla)g(x) — fla)g(a)|
f(@) = f(a)] + [f(a)(g(z) — g(a))|
[(f(z) = fa)] + | f(a)ll(9(z) — g(a)]
Mie N f(a)e _
(Mi+ f(a)) (M + f(a))

y 03 > 0 tal que si |x — a| < d3, entonces

IN
o

(iii) Tarea.

5.2 Continuidad Uniforme

Como mencionamos después del ejemplo 5.0.7, en general la eleccién de § en la
definicién de continuidad en un punto a depende no solo de € pero también de
a mismo. Dado ¢, cuando existe un solo § > 0 que sirve para todos los x en el
dominio A de f, se dice que f es uniformemente continua en A.

Formalmente,

Una funcién f : A — R es uniformemente continua en A si dado ¢ > 0
existe § > 0 (que solo depende de €) tal que si x,y € A y |z —y| < 6, entonces

|f(z) = f(y)l <e.

En la mayoria de los casos, A serd un intervalo o R.
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Ejemplo 5.2.1. La funcion f : R — R dada por f(x) = 4x — 3 es uniforme-
mente continua en su dominio R. c
Demostracion: Fs fdacil verificar que dado € > 0, si ponemos § = 1 (es decir,

0 depende solamente de €), entonces si |x — y| < 0, tenemos

|f(z) = fly)| <e

Ejemplo 5.2.2. La funcion f(x) = 2% es uniformemente continua en [0, 1].

€
Demostracién: Verificar que si 6 = = (es decir, § depende solamente de €),

z,a € [0,1] y |z —a| < 8, entonces |2% — a?| < e.

Ejemplo 5.2.3. La funcion f(z) = 2% no es uniformemente continua en R.

Demostracién: Tarea (2 puntos) (Como vimos en el ejemplo 5.0.7, dado € > 0

. . €
es necesario escoger 6 no mayor que (aprozimadamente) m Entonces
a

para numeros reales a mds y mds grande debemos escoger 6 mds y mds pequeno.)

Teorema 5.2.4. Una funcion continua en [c,d] es uniformemente continua en
[c, d].

Demostracion:, Supongamos que f es continua en el intervalo compacto [c, d].
Si f no es uniformemente continua, entonces existe ¢ > 0 tal que para cada

0 > 0 existen z,y € [¢c,d] tal que |z —y| <d pero |f(z)— f(y)] >e.
En particular, existe x1,y1 € [¢,d] tal que |z1 —y1| <1 pero

|f(z1) — f(y)] =€
. . 1
En particular, existe x2,y2 € [c,d] tal que |z2 —ya| < 5 pero

|f(z2) = f(y2)] = €

En particular, existe ©,,y, € [c,d] tal que |z, —yn| < — pero
n

|f(zn) — flyn)| > €

La sucesién {z,} es acotada y puesto que [c, d] es compacto, tiene una sub-
sucesién convergente, digamos {z,, } — x € [¢, d].
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Demostraremos que la subsucesién correspondiente de {y,}, es decir {yn, }
también converge a x.

Con este fin, sea v > 0. Escogamos m; € N tal que para cada m,, > m;,
[T, — x| < % Ademsds, escogamos m, € N tal que my > ;; entonces, si

my > max{m;, my}, tenemos

|ymn - :L‘| = |ymn — Tm,, +:I:mn - {E|
< NYmn — T | + [T, —
1 1
< — 41— T oy
my 2 myg 2

Finalmente notamos que la convergencia de ambas sucesiones {z,, } ¥y
{Ym,} a = y la continuidad de f implica - por el teorema 5.0.11 - que las
sucesiones {f(zm, )} — f(@) v {f(ym,)} — f(x). Por lo tanto, existe ng € N

€ €
tal que para cada my > no, [f(z) = flam )l <5 v [f(2) = f(ym.)] < 3

lo cual implica que |f(Ym,) — f(zm,)] < e. Esta contradiccién concluye la
demostracion. O

Teorema 5.2.5. (1) Si f es continua en [c,d], entonces J = f([c,d]) es com-
pacto y
(11) Si I es cualquier intervalo y f es continua en I entonces J = f(I) es conero.

Demostracién:

(2) Usamos el teorema 4.1.12. Sea F una cubierta abierta de J. Por el corolario
5.0.13, {f7[F] : F € F} es una cubierta abierta de [c,d] y por compacidad de
[¢,d] tiene una subcubierta finita, digamos G = {f~[F1],..., f L [Fa]}.
Claramente {F1,..., F,} es una subcubierta finita de F de J. A

(1) Para demostrar conexidad de J, supongamos, al contrario, que J es dis-
conexa; entonces por el teorema 4.2.3, J no es un intervalo y por lo tanto
existen a,c € J y b ¢ J tal que a < b < ¢. Entonces, por el corolario 5.0.13, los
conjuntos f~1[(—o0,b)] y f71[(b,00)] son abiertos no vacios (pues a estd en el
primero y ¢ en el segundo) en I, son mutuamente ajenos y su unién es I (pues
b ¢ J). Se sigue que I no es conexo, lo cual es una contradiccion. O

Corolario 5.2.6. La imagen de un intervalo cerrado y acotado bajo una funcion
continua es un intervalo cerrado y acotado (puede ser un intervalo trivial

[a,a] = {a}).

Corolario 5.2.7. (Teorema del valor intermedio) Si f es continua en I = [c,d],
entonces si a,b € f(I) ya <s<b, existe r € [¢c,d] tal que f(r) =s.

Demostracién: Por el corolario 5.2.6, la imagen f(I) de I bajo la funcién
f es un intervalo, al cual pertenece tanto a como b. Por lo tanto, puesto que
a < s < b, tenemos s € f(I) lo cual implica que existe r € I tal que f(r) =s. O
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5.3 Limites laterales

Cuando calculamos el limite de una funcién en un punto zy consideramos valores
de x en el entorno de zq, es decir en ambos lados de z. ;Que pasa si solo
consideramos valores de z en un lado de x(?

Definicién 5.3.1. (1) Sea f : [¢,d] — R una funcidn y a € (c¢,d]; se define el
Iimite lateral izquierdo de f en a,(escrito lim f(x)) por:

lim f(z) =L,

r—a—

st dado € > 0 existe 6 > 0 tal que si 0 < a —x < § entonces |f(z) — L1] <.

(2) Sea f : [c,d] — R una funcidn y a € [c,d); se define el limite lateral derecho
de f en a, (escrito 1im+ f(x)) por:
Tr—a

lim f(z)= Lo

r—a+
si dado € > 0 eziste 6 > 0 tal que si 0 <z —a < § entonces |f(x) — La| < €.

Como en el caso de limite, el valor de lim f(x) no depende del valor de f(a)

pero solo depende de los valores de f(z) para x en el entorno de a pero menores
que a. Igualmente, el valor de hm+ f(z) no depende del valor de f(a) pero solo
r—a

depende de los valores de f(z) para x en el entorno de a pero mayores que a.

Teorema 5.3.2. Sea f : [c,d] = R ya € (¢,d); el im f(z) existe si y sdlo si

r—a
lim f(z) y lim f(z) existen y son iguales.
r—a+ T—a—

Demostracién: Tarea.

Usando los limites laterales y el teorema 5.3.2, podemos definir diferentes
tipos de discontinuidades.

Definicién 5.3.3. Un punto de discontinuidad a € (c,d) de una funcidn
f e, d] — R es un salto si lim+ f(z) y Um f(x) existen, pero no son iguales.
T—a rT—a—

Un punto de discontinuidad a € (c,d) de una funcién f : [c,d] — R es una
discontinuidad removible si lim+ f(z) y lim f(x) existen y son iguales, pero
r—a r—a—

no son iguales a f(a).
Un punto de discontinuidad a € (c,d) de una funcién f : [c,d] — R es una
discontinuidad esencial si uno (o ambos) de los limites lim+ f(z) y lim f(z)

no existen.

Tareas.
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1) Determinar si xlg&_f(:r) existe si f : (0,00) — R estd definida por
#(x) = [sen(a)] .

2) Definir funciones con los tres diferentes tipos de discontinuidad.

3) Demostrar que si f : [¢,d] — R es creciente (es decir, f(z) < f(y) si z < y)

entonces lim+f(x) y lim f(x) existen en todo punto a € (¢, d).
r—a r—a—

4) (2 puntos) Sea f : R — R definida por

. P .
si x == esracional
q

si T es irracional

Demostrar que f es continua en cada nimero irracional.

5) Suponga que f es continua en Ry f(¢) = 0 para cada nimero racional q.
Demostrar que f(z) = 0 para cada = € R.

6) (2 puntos) Sean A un conjunto acotado y f : A — R uniformemente
continua en A. Demostrar que la imagen f[A] es acotado. (Nota, ni A ni f[A4]
tienen que ser cerrados).



Capitulo 6

La integral de Riemann

En este capitulo definiremos la integral de Riemann y obtendremos algunas de
sus propiedades.

Definiciones 6.0.4. Un conjunto P es una particién de un intervalo [c,d] si
(1) P es finito y
(n) c,d € P.

Si P es una particion de [c,d] entonces escribiremos P = {xg,x1,...,Zn} ¥y
asumiremos que ¢ = xg < X1 < o < -+ < xp = d.

La norma de una particion P, escrita ||P||, se define como

max{zr41 — Tk k=0,...,n—1}.
Una particion P’ refina una particion P si P C P'.
Sea f una funcién acotada en un intervalo compacto [¢,d] y P = {zg, 21, ..., Tn}
una particién de [c, d].

Para cada k € {0,...,n — 1}, sean My = sup{f(z) : = € [z, zr41]} ¥
my, = inf{f(z) : ¢ € [vk, Try1]}

Definicién 6.0.5. La suma superior de Riemann de f relativa a la particion
P es

n—1

S(f,P) =Y My(wpsr — zp),
0

y la suma inferior de Riemann de f relativa a la particion P es

n—1

I(f,P) = mi(weis — wn),
0
La integral superior de Riemann de f en [c,d] es

d
/ f(z)dx = inf{S(f,P): P es una particion de [c,d]}

57
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y la integral inferior de Riemann de f en [c,d] es

d
/ f(z)dx = sup{I(f,P): P es una particion de [c,d]}.

Definicién 6.0.6. Decimos que la funcion f es Riemann integrable en [c,d] si

/Cdf(ac)dx:/cdf(x)dx

y en este caso el valor comun se escribe

/Cd f(z)dz.

Nuestra primera tarea es demostrar que las integrales inferior y superior
existen. Para eso, necesitamos un lema.

Lema 6.0.7. Si m = inf{f(z):z € [e,d]} y M =sup{f(z):z € [e,d]},
entonces para cada particion P de [c,d] tenemos

m(d —¢) < I(f,P) < S(f,P) < M(d - c).

Demostracién: Si P = {¢ = zg,21,...,2, = d}, entonces

n—1
I(f,P) =Y m(wir1 — @)
0

y puesto que m < my, para cada k =0,1,...,n, tenemos

n—1

I(f,P) > z_:m(xk_H — ) = mZ(xk_H —xr) =m(d—c).
0

0

Es obvio que I(f, P) < S(f, P) y solo falta la ultima desigualdad.

Pero
n—1

S(f.P)= 3 Mi(wnsr — 1)
0

y puesto que M > My, para cada k =0,1,...,n, tenemos

n—1 n—1

S(FP) <Y Mk —ak) = MY (wr41 —ax) = M(d —c).
0 0
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Corolario 6.0.8. Las integrales superior e inferior existen.

Demostracion: Para cada particién P de [c, d], tenemos
I(f,P)<M(d=c) y S(f,P)=m(d-c)

Asi, se define la integral inferior (respectivamente, la integral superior) como
supremo (respectivamente infimo) de un conjunto acotado superiormente
(respectivamente, inferiormente). O

Nuestro siguiente objetivo es demostrar que una funcién continua en [c, d)
es integrable en este intervalo. Necesitamos algunos resultados preliminares.

Teorema 6.0.9. Sea [ una funcion acotada en [c,d); si una particion T refina
a una particion P de [c,d] entonces

I(f,P) <I(f,T) < S(f,T) <S(f.P).

Demostracién: Supongamos que P = {¢ = zg,21,...,2, =d} y Q = PU{z}
donde z; < z < x;41 para algin j € {0,1,...,n — 1} fijo. Sean, para cada
ke{0,1,...,n—1},

My, = sup{f(z) : « € [xg, xk11]},
my = inf{f(2) : © € [zg, Tp41]},
M’ = sup{f(z) : x € [z, 2]},
M" = sup{f(z) : x € [z, x;11]},
' = inf{f(z) v € [0} ¥
m” =inf{f(z):z € [z,2j41]}.
Claramente, tenemos M", M’ < My y m”,m' > my.
Después de cancelar la mayoria de los términos, tenemos
I(f,Q) = I(f,P) = [m'(z—a;) +m"(zj41 — 2)] — m(z41 — 75)
= [m'(z— ;) + m"(zj41 — 2)] = [my (@41 — 2) + my(z — 25)]
= (m' —my)(z —2;) + (m" —m;)(zj41—2) 20
v por lo tanto, I(f, P) < I(f,Q).
En forma semejante, después de cancelar la mayoria de los términos, tenemos
S(f,P)=8(f,Q) = M;(zj41— ;) — [M'(z —x;) + M" (241 — 2)]
= [Mj(zj41—2) + Mj(z — 25)] = [M'(2 — ;) + M" (211 — )]
(M; — M")(z — ;) + (M; = M") (2541 — 2) 20
y por lo tanto, S(f, P) > S(f,Q).
Asf hemos demostrado que I(f, P) < I(f,Q) < S(f,Q) < S(f, P).
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Ahora supongamos que T' es una particion que refina a P, digamos
T =PU{z0,21,...,2m}. Definamos inductivamente

QO:Pa leQOU{ZO}a Q2:Q1U{21}7 ey Qm:Qm—lu{Zm}:T

Por lo que hemos demostrado,

I(fvp):I(vaO) SI(val) S Sj(fan):I(.ﬁT)

En forma semejante,

y la demostracién estd concluida. O

Corolario 6.0.10. Sea f una funcidn acotada en [c,d]; si P y Q son particiones
de [c,d] entonces I(f, P) < S(f,Q).

Demostracién: El conjunto P U @ es una particién de [¢, d] que refina tanto
a P como a @. Por lo tanto, por el teorema anterior

I(f,P) <I(f,PUQ) < S(f,PUQ) <5(f,Q).
O

Teorema 6.0.11. Una funcidn acotada f : [c,d] — R es integrable de Riemann
si para cada € > 0 existe una particion Q de [c,d] tal que

S(va) _I(va) < €.
Demostracion: Si f es integrable en [c, d] entonces

inf{S(f, P) : P es una particion de [c,d]} = sup{I(f, P) : P es una particion de [c,d]}

= /Cd f(z)dz.

Por lo tanto, dado € > 0 existe una particién Py de [c, d] tal que

d
SU.p) < [ flaldo+ .
Igualmente, existe una particién P; de [c, d] tal que
d €
I, ) >/ Fla)de — &

Por lo tanto, si Q = Py U Py, se sigue del teorema 6.0.9 que

I(f, ) < I(f,Q) < 5(f.Q) < S(f, Fo).
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Por lo tanto,

S(faQ)il(faQ) S S(f7P0)7I(faP1)
d d
< (S(f.Py) - / f(@)dz) + ( / f(x)dz — I(f,Py))
< g—f—%:e.

A

Inversamente, supongamos que para cada € > 0, existe una particién @ de
[c,d] tal que

S(faQ)_I(f,Q) <€

Puesto que

d T d
1(4.Q) < / f(z)dx < / f(@)dz < S(f.Q),

se sigue que
T rd d
/ f(a:)d:vf/ f(z)dr <e.

Pero € es arbitrario y por lo tanto,

/Cdf(a:)dx = /Cdf(aj)dx

y asi podemos concluir que f es integrable. O

Teorema 6.0.12. Una funcidn continua en [c,d] es integrable de Riemann en

[c,d].

Demostracién: Sean f continua en [c,d] y € > 0. Por el teorema 5.2.4, f es
uniformemente continua en [c¢, d] y por lo tanto existe § > 0 tal que si |z —z| <
€
entonces z)— f(2)| < 75—
@)= 1) < 7
Sea @ = {c¢ = zg,21,..., 2, = d} una particién de [¢,d] con ||Q]| < ¢.
. €
Six, z € [Tk, Trt1], |x— 2| <0y porlotanto |f(z) — f(2)] < a—o
Por el corolario 5.2.6, la imagen del intervalo compacto [z, Zx+1] bajo la funcién
f es un intervalo compacto, digamos [my, M|, para cada k =0,1,...,n.
Los puntos my, M} pertenecen al rango de f, y por lo tanto existen puntos
ak, by € [rg, Tpp1] tales que fap) =myp y f(br) = Mlc€~

Entonces |by — ax| < § y por lo tanto My — my, < ﬁ
—c
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Entonces,

n—1

n—1
S(f,Q) —I1(f,Q) = ZMk($k+1 —xy) — ka(ﬂfkﬂ — Xk)

n—1

= Y (M —mp)(wpsr — 1)

0

- [(dGC)] nz_‘j(mkﬂ — )

- [a=g]@-a=-

El resultado se sigue del teorema 6.0.11. 0

Definicién 6.0.13. Una funcion es mondtona si es creciente o decreciente.

Teorema 6.0.14. Una funcién mondtona en [c,d] es integrable de Riemann en

[c,d].
Demostraciéon: Asumimos que f es creciente en [c,d]. Sea € > 0; escojamos
m € N tal que (d — ¢)(f(d) — f(c)) < me y fijemos una particién
d—
P ={c=ux,21,...,2, = d} de [c,d] tal que ||P| < ( C).
m

Notemos que

sup{f(2) : & € [z, Tp1]} = f(ze41) v nf{f(z) 1 2 € [zp, zp1]} = f(2k).
Por lo tanto,

n—1

n—1
S(HLP)=I(f,P) = Y flars)@ers —zx) — > fan)(@rr1 — zx)
0 0

n—1

= ) (flarer) = f@n) (@rr1 — 2%)

_ doc"%:
- (%)

El resultado se sigue del teorema 6.0.11. O

T))

3

1

(f(wry1) — £(
(f(d) = f(c)) <e
Tareas.

1. Demostrar que una funcién decreciente es integrable de Riemann.
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2. Demostrar que la funcién f : [0,1] — R definida por f(z) =1siz € Q ¥y
f(z) =0siz & Q no es integrable de Riemann en [0, 1].

3. Demostrar por induccién que

ik:m(m—i—l) v ZkQZm(m—&—l)(Qm—i—l).
2

Calcular
a) S(f,P)si f:[0,1] — R esta definida por f(z) = z?.
b) S(g,P) sig:[0,1] — R estd definida por g(x) = 3z + 1.

¢) Deducir el valor de fol flx)dx y fol g(z)dz. (Usar los resultados del
Problema 3.)

Vamos a necesitar ciertas propiedades de la integral de Riemann; las expresamos
en la forma de dos teoremas sin demostraciones:

Teorema 6.0.15. Si f,g son integrables en [c,d] y r,s € R, entonces rf + sg
es integrable en [c,d] y

/j(rf—&-sg)dx:r/cdfdx+s/cdgdx.

Asi es que el conjunto de funciones integrables forma un espacio vectorial V y
la integral de Riemann considerada como una funcion de V en R es lineal.

Teorema 6.0.16. Si f es integrable en [c,d] y x € [c,d], entonces f es integrable

en [c,z] yen [z,d] y
/jfdx+/zdfd:v=/cdfdx.

Ademis de adicion, existe la operacién de multiplicaciéon de funciones.
Ahora demostraremos que el producto de dos funciones integrables es integrable.
Para ello necesitamos tres lemas.

Lema 6.0.17. Si f es integrable en [c,d] y f(x) > 0 para cada x € [c,d],
entonces fcd fdx > 0.
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Demostracién: Si f(z) > 0 para cada z € [c,d], entonces I(f, P) > 0 para
cualquier particién P de [¢,d]. Por lo tanto fcd fdx > 0 y el resultado se sigue
inmediatemente. o O

Corolario 6.0.18. Si f,g son integrables en [c,d] y f(z) < g(x) para cada

x € [c,d], entonces
d d
/ fdx < / gdz.

Demostraciéon: Notemos que (g — f)(x) > 0 para cada = € [c,d] y apliquemos
teoremas 6.0.15 y 6.0.17. O

Lema 6.0.19. Si f es integrable en [c,d], también lo es |f| y

/Cdfdx §/Cd|f|dx.

Demostracién: Sean € > 0y P = {¢c = x9,21,...,2, = d} una particién de
[c,d] tal que S(f,P) —I(f,P) <e.
Sean

My, = sup{f(z) : © € [xg, Tx+1]}s
mi = inf{f(z) : © € [zr, Tp41]},
M = sup{|£1(2) : @ € [, 2]},
ml, = int{|f|(z) @ € [z, 2]}
Es obvio que M}, —mj, < M}, —my, y por lo tanto
S(Ifl, P) = I(If|,P) < S(f,P) - I(f,P) <e

Por lo tanto, |f| es integrable. Ademds, —|f|(z) < f(z) < |f|(x) para cada
x € [¢,d] y se sigue del corolario 6.0.18 que

—/cdlfld:v</cdfdfc</cd|fd%
/Cdfdx §/6d|f|dx~

Lema 6.0.20. Si f es integrable en [c,d], entonces también lo es f2.

por lo tanto

Demostracién: Supongamos que f(z) es no negativa y f(x) < M para cada
x € [¢,d]. Sean e >0y P = {c=x9,21,...,2, = d} una particién de [c, d] tal

que S(f.p) = 1(£,P) < 57

My = sup{f(z):z € [xg,xrr1]},
my = inf{f(x):x € [y, zri1]}.

Sean
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Entonces, puesto que f(x) es no negativa, si x € [z, Tr11],

m% =inf{f%(z): x € [xp,2811]} ¥ M,? = sup{f?(x) : @ € [wk,7141]} ¥ por
lo tanto

i
L

n—1
S(f,P)=I(f*,P) = > Mp(wier—xx) — »_ mi(wres — o)
k=0 0

= Z(M,f —m)(Thy1 — Tk)
—0

n—1
_ Z(Mk +mg)(My — my)(Tpe1 — Tr)
k=0
2 2M (My, — mg) (g1 — k)
k=0
= 2M Z(Mk — mg)(Trt1 — Tk)

k=0

= 2M(S(f,P)—I(f,P)<e.

b
Il

IN

Por lo tanto, f? es integrable en [c, d].

Finalmente, si f es una funcién integrable en [c,d] (que toma valores tanto
negativos como positivos), entonces por el lema 6.0.19, | f| es integrable en [, d]
y por lo que ya hemos demostrado, |f|? es integrable en [c,d]. Pero f2 = |f|* y
el resultado queda demostrado. O

Teorema 6.0.21. Si f y g son integrables en [c,d], también lo es fg.

Demostracién: Por el teorema 6.0.15 y el lema 6.0.20, las funciones f2,¢% y
(f + g)? son integrables en [c, d].
Por el teorema 6.0.15,

(f+g)2—f2—92} =fg

N —

es integrable en [c, d]. O

6.1 La integral indefinida

Supongamos que f es una funcién integrable en [c,d]. Por el teorema 6.0.16, f
es integarble en [c, z] para cada x € [¢,d]. Por lo tanto, podemos definir una
funcién F' : [¢,d] — R por

Pla) = / " .

La funcién F se llama la integral indefinida de f en [c,d].
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Teorema 6.1.1. La integral indefinida de una funcion integrable f es una
funcion (uniformemente) continua en [c,d).

Demostracion: Puesto que f es integrable, f es acotada y podemos encontrar

M € R tal que |f(z)| < M para cada x € [¢,d]. Sea € > 0 y pongamos § = ﬁ
Entonces si |x — z| < ¢ (y asumimos que z < z),

z xr z
|F(z) — F(z)| = / fd:z:—/ fdx| = / fdx
c (& xr
< /de < M|z —z| <k,
asi hemos demostrado la continuidad uniforme de F'. O

6.2 El Teorema del valor medio (para integrales)

Teorema 6.2.1. Si f es continua en [c,d], entonces eziste s € [c,d] tal que

[ st =t~

Demostracion: Puesto que f es continua, se sigue del teorema 5.2.5, que la
imagen de [¢,d] bajo la funcién f es un intervalo compacto, digamos [m, M],
(asf es que m = inf{f(z) : z € [¢,d]} y M =sup{f(z):z € [c,d]}).

Por lo tanto, existen r,t € [c,d] tales que f(r) =m y f(t) = M (sin pérdida
de generalidad, asumimos r < t).

Por el lema 6.0.7,

d
m(d—c) §/ fdx < M(d - c¢),
y por lo tanto existe L € [m, M] tal que fcd fdx = L(d —c).
Otra vez por la continuidad de f, se sigue del corolario 5.2.7, aplicado en el

intervalo [r,t], que existe s € [r,¢] tal que f(s) = L y el resultado queda
demostrado. O

Tareas: 1) Sean f y g funciones integrables en [c,d]. Si m < f(z) < M para
cada x € [c,d], demuestre que existe L € [m, M] tal que

d d
/fgdx:L/ gdz.

2) Sean f continua en [c,d] y g integrable y no negativa en [c,d]; demuestre
que entonces existe s € [c,d] tal que

/ " fodz = 15 / " g



Capitulo 7

La Derivada

Nuestro objetivo en este capitulo es una definicién formal de la derivada y su
interpretacion.

Todos sabemos la diferencia entre una secante y una tangente a una curva,
por ejemplo una circunferencia, y es facil definir la primera. Pero ;Como se
define la tangente?

Supongamos ahora que f es una funcién definida en un intervalo (¢, d). Para
definir la tangente en el punto (a, f(a)) donde a € (¢, d), la consideramos como
el limite de las secantes que unen (a, f(a)) y (z, f(z)) cuando x — a.

Para determinar la recta tangente en (a, f(a)), debemos ademds especificar
su pendiente, la cual va a ser el limite de las pendientes de las secantes.
La secante a la curva y = f(x) que une (a, f(a)) y (b, f(b)) tiene ecuacién

y— f(a) T—a

f®)=fla)  b-a
67
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y es facil calcular que esta recta tiene pendiente
f(6) — f(a)
b—a
Si x es un punto arbitrario del dominio de f, entonces la secante que une los
puntos de la curva (a, f(a)) v (z, f(z)) tiene pendiente

f(z) — f(a)
T —a
y tomando el limite cuando x — a obtenemos la pendiente de la tangente a la
curva en (a, f(a)):

Pendiente de la tangente = lim W.

Nota: Es imprescindible el uso de limites: Si simplemente sustituimos z = a
0
en la expresion para la pendiente de la secante, obtenemos la expresiéon 0’ la

cual no tiene sentido.

Definicién 7.0.2. Sea f una funcion definida en (¢,d) y a € (¢,d). Si
L)~ f(a)

r—a r—a

)

eziste, se dice que f es diferenciable en a y el valor del limite se llama la derivada

de f en a, escrita f'(a), Df(a) o

dz(a)’

A veces es conveniente escribir x = a + h y en vez de tomar el limite cuando
x — a, tomamos el limite cuando h — 0. En ese caso, tenemos

. fla+h)— f(a)
/ = 1 .
fi(a) = lim A
Si f es diferenciable en cada punto de un intervalo (c,d), entonces podemos
calcular la derivada en cualquier punto arbitrario z de (¢, d):
oy _ o St h) — fz)

y esto define una nueva funcién f': (¢,d) — R, la primera derivada de f.

Ejemplo 7.0.3. La derivada de la funcién f : R — R dada por f(z) = 22 estd
dada por

. 2 2
LS @) @ hea
h—0 h h—0 h
_ 2 + 2xh + h? — 22
o h
= lim(2z + h) = 2z.
h—0
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Tarea 7.0.4. Demostrar que si se define f : R — R por f(x) = kx (k € R),
entonces f'(x) = k.

Teorema 7.0.5. Si f: (¢,d) — R es diferenciable en a € (¢,d), entonces f es
continua en a.

Demostracién: Si f es diferenciable en a, entonces

L fath) — f(a)

f'(a) = lim W
existe. Por lo tanto,
h(f(a+h)— fla
lm(fa+ )~ f@)] = Jm HEEDZI)
= lim flath) - fla) lim h
h—0 h h—0
— fla)x0=

Lo cual implica que
lim f(a +h) = f(a),

es decir,
lim f(z) = f(a),
r—a
asi hemos demostrado que f es continua en a. O

7.1 Propiedades basicas de la derivada

El célculo de la derivada usando la definicién puede involucrar mucho trabajo.
A continuacién, vamos a desarrollar unas féormulas que simplifican el trabajo.

Teorema 7.1.1. Sean f y g funciones diferenciables en (c,d). Entonces,
(a) [+ g es diferenciable en (¢,d) y

(f +9) (@) = f'(z) + g (),
(b) fg es diferenciable en (c,d) y

(f9)(x) = f(x)g'(z) + f'(x)g(x),

1
(c) Si g(x) #0, entonces — es diferenciable en x y
)

(3) 0= G
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(d) Si g(x) # 0, entonces 5 es diferenciable en x vy

(f)' () 9(@)f'(z) — g'(z) f(z)

g g(x)?
Demostracion:
(a) Tarea. A
(b)
h) —
(fo)(@) = lim (fg)(@+ f)L (f9)(@)
o S g b~ F@)g()
h—0 h
— i JE N+ ) + flz+ h)g(x) — f(z+h)g(x) — flz)g(x)
h—0 h
e LD D) = [+ W) | T+ Wgle) — S@)g)
h—0 h h—0 h
. _g(x+h)—g(z) _fle+h)— fz)
e e
= f(x)g'(z) + g(z) f'(2),
puesto que el teorema 7.0.5 implica que f es continua en (¢,d) y por lo tanto,
lim (i + h) = f(z). A

(c) Si g(z) # 0, entonces por el teorema 5.1.1 (b), podemos encontrar una
vecindad V = (z — §,z + J) de z tal que g(z) # 0 para cada z € V.
Ahora, si |h| < 4, se sigue que g(z + h) # 0 y tenemos,

1\’ GOIE)
= . g(z+h g(z
D
g(z) — gz + h)
m ——————7"—
h—0 hg(z)g(x + h)
. glx)—glx+h)
s h o g(z)g(z + h)

/ . 1
= @ T )

Ahora, puesto que g es diferenciable en x, es también continua en x; puesto que

g(z) # 0, — es continua en x. Por lo tanto,
g

W @a(z T h)  ga)?

y tenemos,
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AN
d) Aplicando (b) y (c) tenemos,
@ - (2

= 1@ (5) @+ e (5 @

- ro()oreno(22) (2

@)@ - ¢ @)

g9(z)?

O

Corolario 7.1.2. Si neN y f(z) =", entonces f'(z) = na"~ 1.

Demostracion: Lo probaremos por induccién.
El resultado es cierto para n = 1 (Tarea 7.0.4) y suponemos que es cierto para
n = k. Entonces si n = k + 1, f(z) = 2! = 2.2%. Aplicando (b), tenemos

flx) =12+ 2 kbt = 2% + ka® = (k + 1)a2¥,

es decir, la formula vale también para n = k + 1. O

Tarea 7.1.3. Demostrar que si —m € N y f(x) = 2™, entonces f'(x) = na" 1.

Teorema 7.1.4. (La Regla de la Cadena) Sean f una funcion diferenciable en
(¢,d),x € (¢,d) y g una funcion cuyo dominio incluye el rango de f y diferen-
ciable en f(x).

Entonces la funcion compuesta ¢ = go f es diferenciable en x y

¢'(z) = (go f)(z) =g (f())f ().
Demostracién: Consideremos la funcion s definida por

s(x+h):{W—f’(x> si h#0

0 si h=0.

Puesto que f es diferenciable en z, se sigue que }llirrb s(x+h) =0=s(x) y por

lo tanto, s es continua en x. Nota que para todos los valores de h tenemos

f@+h) = f(x) = hlf'(z) + s(z + R)].
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En forma semejante, si y = f(x) y definimos la funcién ¢ por

9(z) —gly) .
t(z): gy —g'(y) si z# 7
0 si z=uy.

entonces ¢ es continua en y = f(x) y para todos los valores de z tenemos,

9(2) —9(y) = (2 = y)lg'(y) + t(2)].

Ademsds, puesto que f es diferenciable en x, es continua en este punto también
y por lo tanto t o f es continua en x. Entonces,

lim (to )(x -+ ) = (t0 £)(z) = H(F(x)) = Hy) = .
Sustituyendo z = f(z + h) y y = f(z), tenemos,

P +h)—dx) = (gof)(x+h)—(g0f)(x)=g(f(x+h)—g(f(z))
= 9(2) —9(y) = (flz+h) - f(x))[ "(f(@) +t(f(z + 1))
hf' (@) + s(z + D)llg'(f () + t(f(x + h))].

Por lo tanto,

w = [f'(@) + s(z+ W)lg' (F(2)) + t(f (2 + 1))

y puesto que
T (#(f (& + ) = 1(f(2)) = t(y) =0y i s(z+h) =0
se sigue inmediatemente que

G h) o)
tim SO (7 ()

O

Sea f : A — B una funcién uno a uno y suprayectiva, es decir, una biyeccién
entre Ay B. Sise define f~': B — A por f~l(y) = z si y sélo si f(z) =y,
entonces f~! es una funcién y claramente (f~*o f)(z) =2 = (f o f~1)(x).
f~1 se llama la funcién inversa de f.

Tarea 7.1.5. Una funcion f : (c,d) — R, que es estrictamente creciente o
estrictamente decreciente en (c,d) es uno a uno y por lo tanto es una biyeccion
entre (¢,d) y fl(e,d)].

Demostrar el siguiente inverso parcial: Si f : (¢,d) — B es una biyeccidn
continua, entonces f es estrictamente creciente o estrictamente decreciente en

(¢,d). (2 puntos)
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Lema 7.1.6. Si f : (¢,d) — B es una biyeccion continua y estrictamente
creciente (o estrictamente decreciente) en (c,d), entonces f~1: B — (c,d)
es continua también.

Demostracion: Sea z € (¢,d) y escojamos € > 0 tal que [x—e,z+€] C (¢, d).
Entonces f(x —€) < f(x) < f(z+¢€) v fllxr—e,x+€]] C[f(x—e¢), f(x+e).
Puesto que f es continua, la imagen del intervalo [x — ¢,z + €] bajo la funcién
continua f es conexo, y por lo tanto tiene que ser [f(x — €), f(x + €)].
Puesto que f es una biyeccion, se sigue que la imagen del intervalo abierto
(r —€e,x+¢€) tiene queser (f(xz—e),f(xz+e)).

Ahora escogemos § > 0 tal que (f(z) =9, f(z) +9) C (f(zx—e¢), f(z+¢)).
Entonces,
si y € (f(.’b) - 67f(x) + 5)7 es decir, |y - f(CL')| <9, fﬁl(y) € (x — 6T+ 6)1
es decir, |f~1(y) — x| <€, asi hemos demostrado la continuidad de f~1. O

Teorema 7.1.7. (El Teorema de la Funcion Inversa) Si f : (¢,d) — B es
una biyeccion y f'(a) existe y no es igual a 0, entonces f~1 : B — (c,d) es
diferenciable en f(a) y

Demostracién: Notemos primero que f~! : B — (c,d) existe y puesto que
f es continua en el intervalo (¢, d), B es conexo (por lo tanto es un intervalo).
Queremos averiguar que si b = f(a) entonces,

A )l )
z—y y—>b
existe y en caso afirmativo su valor.
Supongamos que # = f~1(y) y consideremos
[Tl - M) w—a (f(:v) - f(a))l
y—b f(z) = f(a) r—a '
Puesto que f es diferenciable en a y f/(a) # 0, se sigue que

(ot

Por lo tanto, tomando en cuenta que si y — b, entonces
x = f"1(y) — f~1(b) =a por la continuidad de f~1,

[ y) = f710)

lim

r—a

(f7)'(®) = lim

y—b Yy — b
NEE f(a))_l
r—a r—a
1

f'(a)
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O

m
Tarea 7.1.8. Demostrar que sir = — y f(x) = a", entonces f'(x) = ra" 1.
n

7.2 El Teorema del Valor Medio

Definicién 7.2.1. Sea f : (c,d) — R diferenciable; se dice que a € (¢,d) es un
mdximo local (respectivamente minimo local) de f si existe una vecindad V
de a tal que f(a) > f(x) (respectivamente, f(a) < f(x)) para cada z € V.

Ahora vamos a demostrar que si f es diferenciable en un maximo o minimo
local a, entonces f’(a) = 0.

Teorema 7.2.2. Sea f : (¢,d) — R diferenciable en a € (c,d); si f'(a) > 0
entonces existe una vecindad (a — 6,a + 6) de a tal que f(z) < f(a) si
z€(a—d,a) y f(x)> fla) si x€ (a,a+9).

Reciprocamente, si f'(a) < 0 entonces existe una vecindad (a — d,a + 0) de a
tal que f(x) > f(a) si z€(a—0d,a) y flx)< fla) si z€ (a,a+9).

Demostraciéon: Puesto que

i (o) — £@) = F@)

h—0 Tr—a

>0

existe una vecindad V = (a — §,a + ) de a tal que

f(z) = f(a)

Tr—a

>0

para cada x € V.

Por lo tanto, para cada x € V, f(z) — f(a) y x — a deben de ser
simultdneamente positivos o simultdneamente negativos. Es decir, si ¢ < a
entonces f(z) < f(a) ysi x>a entonces f(z)> f(a). A

Dejamos el segundo resultado como tarea. O

Corolario 7.2.3. Si f: (¢,d) =R y a € (¢,d) es un mdzimo o minimo local
de f y f es diferenciable en a, entonces f'(a) = 0.

Demostracién: Si f/(a) # 0, digamos f'(x) > 0 entonces existe una vecindad
V = (a—0d,a+6) de a tal que si z € (a — d,a), entonces f(z) < f(a) y si
x € (a,a+ 0), entonces f(x) > f(a). Claramente entonces, a no es un maximo
local de f.

La demostracién en caso de que f(z) < 0 es casi igual y la dejamos como
ejercicio. O
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En el dltimo teorema es muy importante que a sea un punto interior del
dominio de f.
Por ejemplo, si se define f : [0,1] — R por f(z) = x entonces 0 es un minimo
local y 1 es un méximo local de f, pero f/(0) # 0 # f/(1).

Notamos también que el inverso del teorema 7.2.2 es falso:
Si f:R — R se define por f(z) = 2, entonces f es estrictamente creciente en
su dominio, pero f'(0) = 0.

Teorema 7.2.4. (Teorema de Rolle) Sea f : [c,d] — R continua en [c,d] y
diferenciable en (¢,d) con f(c) = f(d). FEntonces existe a € (c,d) tal que

f'(a) = 0.

Demostracion: Si f es constante, entonces para cada = € (¢,d), f'(z) = 0. Si
f no es constante la imagen del intervalo compacto [c, d] bajo la funcién continua
f es un intervalo compacto, digamos [m, M], donde m < M. Entonces existen
a,b € [c,d] tales que f(a) =my f(b) = M y puesto que m # M, se sigue que
uno de a, b es distinto de ¢ y d, digamos a € (¢, d). Por lo tanto a es un minimo
local de la funcién en el interior del dominio y se sigue del teorema 7.2.3 que
f'(a) =0. O

Corolario 7.2.5. (Teorema del Valor Medio) Sea f : [c,d] — R continua en
[c,d] y diferenciable en (c,d); existe a € (c,d) tal que

fd) = fle) _ o
T d—c¢ = f(a),

(es decir, la secante que une (¢, f(c)) y (d, f(d)) es paralela a la tangente en
(a, f(a))).
Demostracion: Se define h : [¢,d] — R por

hz) = [f(d) = f()l(x —¢) = [f(x) = F(e)](d = ).

Se puede verificar directamente que h es continua en [c,d] y diferenciable en
(c,d) y h(c) = h(d) = 0. Asi es que h satisface las hipdtesis del Teorema de
Rolle y debe existir a € (¢, d) tal que h'(a) = 0.

Pero,

Por lo tanto,
es decir

O

Es obvio que la derivada de una funcién constante es 0. El inverso, que una
funcién cuya derivada sea 0 en un intervalo es constante, no es tan obvio. Lo
demostraremos como corolario del Teorema del Valor Medio.
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Teorema 7.2.6. Si f es continua en [c,d] y f'(z) = 0 para cada z € (c,d),
entonces f es constante en [c,d).

Demostracion: Sea x € (c,d); la hipdtesis del corolario 7.2.5 se satisface en el
intervalo [c, z] y por lo tanto, existe a € (¢, z) tal que

f@) = f(e)

r—cC

0=f'(a)=

Se sigue que f(z) = f(¢) y puesto que x es un punto arbitrario de (¢, d) se sigue

que f es constante en [c,d). Para terminar, notemos que f es continua en d y

por lo tanto, f(d) = lirr}i f(z) = f(c), esdecir f es constante en [c,d]. O
xr—

Teorema 7.2.7. Si f y g son continuas en [c,d] y diferenciables en (c,d) y
g(c) # g(d); ademds, asumimos que no existe ningin punto x € (c,d) tal que
f'(x) = ¢'(x) = 0. Entonces existe a € (¢,d) tal que ¢'(a) #0 y

fld) = f(e) _ f'(a)
g(d) —g(c)  ¢'(a)

Demostracién: Definimos una funcién ¢ en [c, d] por

fld) = f(e)
9(d) = g(c)

Puesto que ¢ es una combinacién lineal de las funciones f y g, se sigue que ¢
es continua en [c,d] y diferenciable en (¢,d) y ¢(c) = ¢(d) = 0. Aplicando el
Teorema de Rolle, existe a € (¢, d) tal que ¢'(a) = 0. Entonces,
f(d) = fle)Y
¢'(a) = f'(a —< g (a) =0.
@ =7 o) =gty ) 71

Si g’(a) = 0, se sigue que f’(a) = 0, lo cual contradice la hipétesis. Por lo tanto,
g'(a) # 0y al efectuar la divisién, obtenemos,

fld) = flo) _ f'(@)

g(d) —g(c)  ¢'(a)

o) = ) = 1) - ) lot@) = gl

O

Corolario 7.2.8. Si f y g son continuas en [c,d] y diferenciables en (c,d) y
g’ (x) # 0 para cada x € (¢,d). Entonces existe a € (¢,d) tal que

fld) = flo) _ f'(@)

9(d) —g(c)  ¢'(a)

Demostracién: Si ¢'(z) # 0 para cada z € (¢, d), se sigue que g(c) # g(d),
pues de otro modo tendriamos una contradicciéon al Teorema de Rolle. Por
lo tanto, f y g satisfacen las condiciones del teorema 7.2.7 y el resultado es
inmediato. O
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Teorema 7.2.9. (La Regla de L’Hépital) Sean [ y g continuas en [c,d] con
f(c) = g(c) =0 y diferenciables en (¢,d) y ¢'(z) #0 para cada = € (c,d). Si

f'(x) f(z)

lim =L entonces lim —= = L también.
z—c g’(aj) T—c g(a:)

Demostracién: Las funciones f y g satisfacen las hipétesis del teorema 7.2.8
en cualquier intervalo [c, 2] con ¢ < < d. Por lo tanto, para cada z € (c,d],
podemos encontrar a, € (¢, ) tal que

/
Sea € > 0; puesto que lim f/((x; = L, existe 6 > 0 tal que si |z — | < §,
z—c g'(x
entonces
li
f/(z) — L’ < €.
9'(z)
Claramente, si |z — ¢| < §, entonces |a; — ¢| < d también y por lo tanto,
!
f/(aw) _ L‘ <
g'(az)

y puesto que

esto implica que

asi hemos demostrado que

lim M
z—c g(x)

O

También se puede usar la Regla de L’Hopital para evaluar limites de la forma

JE

Teorema 7.2.10. (La Regla de L’Hépital, 2% parte) Sean f y g funciones
diferenciables en (c,d) tales que g'(x) # 0 en (¢,c+ h) para algin 0 < h < d—c
y lim g(z) = oco.

Si
lim f(x)
z—c g'(z)

f(z)

=L, entonces lim —= =L también
a—e g(x)
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!
Demostracion: Sea 0 < ¢ < 1; puesto que lim f/(x) =L y lim g(x) = oo,
r—c g (:r) Tr—cC
!/
existe 6 > 0 tal que si 0 < |z — ¢| < J, entonces g(z) >0 y f/éxi - L‘ <€
g'(x

Asumimos que § < h.
Usando una vez més el hecho de que lim g(z) = 0o, podemos escoger b € (¢, c+0)
) )
gle+ ), fle+9) } Las funciones f
€ €
y g satisfacen las hipdtesis del teorema 7.2.7 en [z, c+ 8] para cualquier z € (c, b)

y por lo tanto, existe a € (z,c+ J) tal que

fle+0) = fl=) _ f'(a)
glc+96)—g(x) g'(a)

tal que si z € (¢, b), entonces g(x) > max

es decir,
f(@) _ flla) _ fa)glc+d)  flet?d)
g(z)  ga) gla) gl(x) glx)
Por lo tanto, si z € (¢, b), tenemos
f@) ‘ fla) ‘ € €)+¢€
01 =[S o remio
< e+e(|lL|+e€)+e€
< (|L]| + 3)e
el cual es un miltiplo fijo de e. O

Ejemplo 7.2.11. Las funciones f(z) = ¢ —1 y g(z) = x satisfacen la
hipdtesis del teorema 7.2.9, por lo tanto

e’ —1 . €

lim
z—0 xT z—0 1

Adtin cuando la derivada f/(z) exista no tiene que ser continua; no obstante,
satisface el Teorema del Valor Intermedio:

Teorema 7.2.12. (Teorema del Valor Intermedio para Derivadas) Sea f una
funcion diferenciable en (¢,d); si s,t € (¢,d),s <t y [f'(s) <u < f'(t),
entonces eziste p € (s,t) tal que f'(p) = u.

Demostraciéon: Ponemos ¢(x) = f(z) — uz; entonces ¢'(s) = f'(s) —u <0
y ¢'(t) = f'(t) —u > 0. Tenemos que demostrar la existencia de p € (¢, d) tal
que ¢'(p) = 0.

Claramente, ¢ es diferenciable, y por lo tanto, continua en [s, t]; por lo tanto,
la imagen de [s,t] bajo la funcién ¢ es un intervalo compacto, digamos [m, M].
Puesto que m estd en el rango de ¢, existe p € [s, ] tal que ¢(p) = m. Afirmamos
que p € (s,t), pues ¢'(s) <0 y ¢'(t) >0, y el teorema 7.2.2 implica que
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¢(z) < ¢(s) para z en algin intervalo (s,s +€1) vy ¢(x) < ¢(t) para x en
algtin intervalo (t —eg,t). Asf es que el minimo de la funcién ¢ en [s, ¢] no puede
ocurrir ni en s ni en ¢t. Por lo tanto, p € (s,t) y se sigue del corolario 7.2.3, que
¢'(p) = 0. O

Tarea 7.2.13. 1) Demostrar que si f es continua en [c,d] y diferenciable en
(¢,d) entonces

a) Si f'(x) > 0 para cada x € (c,d), entonces f es creciente en [c, d]

b) Si f'(x) > 0 para cada x € (c¢,d), entonces [ es estrictamente creciente
en [e,d].

2) Suponer que f es continua en [c,d] y diferenciable en (c,d). Si a,b € (c,d)
tienen la propiedad de que f'(a) = f'(b) =0, pero f'(x) # 0 para cada x € (a,b),
entonces hay a lo mds un punto z € (a,b) tal que f(z) =0. (1 punto)

3) Demostrar que si f'(x) existe y es acotada en (c,d), entonces f es uniforme-
mente continua en (c,d).

4) Demostrar que si f es diferenciable en R y a es el nimero mayor tal que
f'(a) =0, entonces hay a lo mds un solo nimero b > a tal que f(b) = 0.

5) Demostrar que si f'(x) existe y es acotada en (0,1) y {z,} — 0 entonces
{f(zn)} converge. (2 puntos)
6) Seanr € R y f: R — R definida por
(z) -
x"sen | — st x>0

T
0 st x <0.

fx) =

Para cuales valores de r
1) sf continua en 07
2) ¢f diferenciable en 07
3) sf' continua en 07

Corolario 7.2.14. Si f es diferenciable en a € (c,d), y f' no es continua en
a, entonces a es una discontinuidad esencial de f'.

Demostracién: Primero, supongamos que a es un salto de f.
Entonces lim+ f'(x) vy lim f/(x) existen pero no son iguales, digamos
r—a Tr—a

M—-L
R
entonces existe ;1 > 0 tal que si 0 < a —x < 41, entonces |f'(z) — L| < e.
Igualmente, existe d; > 0 tal que si 0 < z — a < da, entonces |f'(x) — M| < e.
Puesto que L+ ¢ < M — e, podemos escoger u € (L+ e, M —¢),u# f'(a).

lim f'(z)=L y lim+ f'(x) = M, con L < M. Tomemos € =
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Ahora es facil verificar que f’ no satisface el Teorema Intermedio para Derivadas,
0

pues en el intervalo [a — 51, a+ 22], existen los puntos s,t tales que

f'(s) < L+e<u< M-—e< f'(t) pero no existe ningin punto p tal que

f'(p) = u. A

Ahora suponemos que a es una discontinuidad removible de f’, es decir,
lim f'(x) existe (digamos igual a L), pero L # f'(a) (digamos L < f'(a)). Sea
L — f'(a)|

e = ———— usando la existencia del limite, podemos encontrar § > 0 tal

que si 0 < |z —a| < 4, entonces |f'(x) — L| < e. Tomemos s € (a — d,a + 9)
tal que a # s; entonces f'(s) < L+ € < f'(a). Si se escoje u € (L + ¢, f'(a)),
entonces es claro que no existe ningin p € [s,a] (o [a, s]) tal que f'(p) =u. O

7.3 Derivadas de orden superior

Si una funcién f es diferenciable en (¢, d) y su derivada f’ es también diferen-
ciable en (¢, d), su derivada se llama la segunda derivada de f y se denota por
2

1" ( a veces suele denotarse también por f(2), %, D*f

Si f es diferenciable se puede repetir este proceso para obtener la tercera
derivada , f®) y otras derivadas de orden superior f, f(®) etc.

Una funcién f : (c,d) — R cuya n-ésima derivada f(™ existe en cada punto
de (¢,d) y es continua en (c,d) se dice que es de clase C™ (en (c,d)).
Si f posee derivadas de orden n para cada n € N, se dice que f es de clase C*°
(en (¢, d)).

Se dice que una funcién f es convexa (a veces se dice céncava hacia arriba)
en (c,d) si para cualquier par de puntos distintos a,b € (¢,d) y z € (a,b),

r—a

@) < (5=2) 1) - f@)] + f(a)

y f es concava ( a veces se dice cdncava hacia abajo) en (c,d) si

T —a

@)= (5=2) 10 - fl@)] + f(a)

La ecuacién de la secante que une los puntos (a, f(a)) y (b, f(b) en la gréfica
de f es

v=(3=2) o) - @+ f(@

y por lo tanto, una funcién f es convexa (respectivamente, céncava) en (c,d) si
para cualquier par de puntos distintos a, b € (¢, d), la grafica de f en el intervalo
[a,b] yace debajo (respectivamente, arriba) de la secante que une los puntos

(a, f(a)) y (b, f(b)) de la gréfica de f.
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u
Lema 7.3.1. Sean u,v,p,q € R yv,q > 0, entonces — < b sty solo si
v q

+
v+q

3

<

SHIES
IS

Demostracion: Tarea. O

Teorema 7.3.2. Una funcién [ es convera en (c,d) si y sélo si para cua-
lesquiera puntos a,x,b € (¢,d) con a <z < b,

fla) = f@) _ 1)~ f(x)

r—a b—x

Demostracién: Aplicamos el lema 7.3.1 con u = f(z) — f(a),
v=x—a>0, p=f(b)—f(z) vy ¢g=b—x >0y obtenemos

fl@) = fla) _ f(b) = fla)

T —a b—a

IN

si y s6lo si

f(x) = f(a) < f(@) = fla) + f(b) = f(z) _ f(b) = f(a)

T—a r—a+b—z b—a '’

es decir,

O

Lema 7.3.3. Si f es diferenciable en (¢,d) y f'(x) > 0 (respectivamente
f'(x) <0) para cada x € (c,d), entonces [ es creciente (respectivamente,
decreciente) en (c,d).

Demostracién: Sean z,z € (¢,d) con x < z; por el Teorema del Valor Medio
aplicado en el intervalo [z, z], existe u € [z, 2] tal que

1) = f@)

0< f/lw) =1

Se sigue que f(z) > f(z), es decir, f es creciente.
El otro caso es semejante. O
Teorema 7.3.4. Sea [ : (¢,d) — R wuna funcidn dos veces diferenciable en

(¢,d); [ es convexa (respectivamente, concava) en (¢, d) si f"(x) > 0
(respectivamente f"(x) <0) para cada x € (c,d).
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Demostracién: Se sigue del lema 7.3.3 que si f”(z) > 0 para cada = € (c,d)
entonces f’(z) es una funcién creciente en (¢, d). Por lo tanto, si a,x,b € (¢, d)
con a < x < by aplicamos el Teorema del Valor medio en los intervalos [a, z] y
[x,b], existe s € [a,x] y t € [x,b] tal que

ORI (B (R (UES )
Puesto que s <ty f’ es creciente, se sigue que f'(s) < f(t), es decir
Fl) — fla) _ ) - (@)
T —a - b—x
y el resultado se sigue del teorema 7.3.2.
La demostracién en el caso de que f”(z) < 0 es semejante. O

Teorema 7.3.5. Si f es dos veces diferenciable en (¢,d),a € (¢,d) y f'(a) = 0.
Entonces a es un minimo local de f si f"(a) > 0 y a es un mdzimo local de f
si f"(a) <O.

Demostracién:

1) Si f”(a) > 0 entonces por el teorema 7.2.13, existe una vecindad
V=(a—4d,a+9) deatal que f'(z) < f'(a) =0 cuando z € (a —d,a) y
f'(x) > f'(a) =0 cuando x € (a,a+ ). Del lema 7.3.3, concluimos que f es
decreciente en (a — d,a) y creciente en (a,a — ¢), asi hemos demostrado que a
es un minimo local de f.

2) Tarea. O



Capitulo 8

La antiderivada y la
integral de Riemann

En esta seccion desarrollaremos la relacion entre la derivada y la integral de
Riemann. Esta relacién es muy importante pues es relativamente sencillo calcu-
lar una derivada - es simplemente el limite de una funcién - mientras la integral
se define de una manera mas compleja. Vamos a demostrar el Teorema Fun-
damental del Calculo que esencialmente dice que los operadores lineales de la
derivada y la integral de Riemann son inversos (cuando se escogen correcta-
mente sus dominios) y por lo tanto, se puede calcular la integral, calculando la
”antiderivada”.

Teorema 8.0.6. (Teorema Fundamental del Cdlculo, 1" parte) Sea F' continua
y diferenciable en (s,t) tal que F' es integrable en [c,d] C (s,t), entonces

/d Fldx = F(d) — F(c).

c

Demostracién: Sea P = {¢ = xg,x1,...,%, = d} una particién de [¢,d]. La
funcién F' satisface la hipétesis del Teorema del Valor Medio en [¢,d] y por lo
tanto también en cada intervalo [zy_1, x| para k € {1,2,...,n}. Por lo tanto,
para cada k € {1,2,...,n}, existe t € [[zr_1, 2] tal que

F’(tk))(xk — :L'k,1) = F(xk) — F(xk,l) ........ (*)
Claramente entonces, para cada k = {1,2,...,n], tenemos

my = inf{F'(z) 1 x € [wp—1 —xx]} < F'(tx)
< sup{F'(z):z € [xp—1 — x|} = M,

y por lo tanto,

mp(xp — xp—1) < F'(tr))(2r — 2p—1) < My (2 — Tp—1),

83
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y sustituyendo (*), obtenemos
my(xgp — Tp—1) < Flag) — F(rp—1) < Mi(zr — 25-1).

Ahora, si sumamos sobre k = 1,...,n, obtenemos

ka(xk —Tp_1) < Z(F(l“k) — F(zp—1)) < ZMk(ﬂ?k — Tp—1).
1 1 1

n
Notemos que la serie en medio Y (F(xx) — F(xr—1)) "telescopea” y su suma es
1

F(d) — F(c). Por lo tanto, tenemos

ka(xk — xk—l) < F(d) — F(C) < ZMk(xk —Tp_1).

El término en medio ya es constante y si tomamos el supremo del lado izquierdo
y el infimo del lado derecho, obtenemos

d d
/ F'(2)dz < P(d) - F(c) < / F(x)da.

Ahora el resultado se sigue inmediatemente de la integrabilidad de F”. O

En el teorema 6.0.12, demostramos que una funcién continua en [c, d] es in-
tegrable en este intervalo; por lo tanto hemos demostrado el siguiente resultado:

Corolario 8.0.7. Si F es de clase C' en (c,d) entonces

x
/ Fldx = F(z) — F(a),
a
para cada a,x € (¢,d).

Hemos demostrado que la composicién de la integral con la derivada da la
identidad si se restringe atencién a la clase C'. Ahora examinamos la com-
posicién inversa, es decir, la derivada de la integral.

Teorema 8.0.8. (Teorema Fundamental del Cdlculo, 2% parte)
Sea f : [c,d] — R integrable en [c,d] y F(z) = [T fdx su integral indefinida; si
f es continua en a € (c,d) entonces F'(a) = f(a).

Demostracion: Sea € > 0; por ser continua f en a, existe § > 0 tal que
six € [¢,d] y 0 < |z —al < 0 entonces |f(x) — f(a)] < e. Por lo tanto, si
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0 <x—a<d, tenemos,

PPl )l (L L
| F @i fa)e—a)
| Ja f@)dz [ f(a)dx
— |5 [ e - s
= ||| e - st
< || [ @ - s
[ e

Se puede verificar facilmente que la misma desigualdad vale si0 <a—x <dy
por lo tanto, si 0 < |z — al < 4,
F(x)—F
LEELERPN DN
T—a

asi hemos demostrado que

F'(a) = lim (F(””_F(“)) = f(a).

r—a

O

El corolario 8.0.7 es la clave para la evaluacién de integrales. Si queremos cal-
cular fcd f(z)dz, donde f es una funcién continua, debemos buscar una funcién
F tal que F' = f y entonces

d
/ F@)dz = F(d) — F(c).

Definicién 8.0.9. Sea f : (¢,d) — R una funcion continua; si F' es una funcion
diferenciable en (s,t) donde ¢ < s < t < d tal que F'(x) = f(z) para cada
x € (s,t), entonces F se llama una antiderivada de f en [s,t].

Teorema 8.0.10. Sean F y G antiderivadas de una funcién f en (c,d) entonces
G(z) = F(x) + k para algin k € R y cada © € (¢, d).
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Demostracion:

Si F'y G son antiderivadas de f en (¢, d), entonces G'(z) = f(x) = F’'(x) para
cada x € (c¢,d). Se sigue que 0 = G'(z) — F'(z) = (G — F)'(z) y es una
consecuencia del teorema 7.2.6 que G — F es una constante. O

Teorema 8.0.11. (Integracidn por partes) Si f,g son integrables en [c,d] y
poseen antiderivadas F, G respectivamente en [c,d] entonces Fg es integrable en
[e,d] y para cada x € [c,d] tenemos

/ " Phg(t)dt = F(2)G(x) — Fe)G(c) — / " rGdt.

Demostracién: Puesto que F' es diferenciable en [c,d] es continua en este
intervalo y por el teorema 6.0.12, es integrable en [c,d]. La integrabilidad de
Fg ahora es una consecuencia del teorema 6.0.21

Del teorema 7.1.1(b) concluimos que F'G es diferenciable y
(FG)'(t) = F'(t)G(t) + F()G'(t) = f()G(t) + F(t)g(t);

por lo tanto, F'G es una antiderivada de la funcién fG + Fg.
Del corolario 8.0.7, podemos concluir que

/wuc+4wxww=4Fme—wFGxa,

y al rearreglar y expandir los términos, tenemos:

/ " P(hg(t)dt = F(2)G(x) — F(e)G(c) — / " rnGr.

Teorema 8.0.12. (Integracion por sustitucion)
Sea g una funcién de clase C* en (c,d) y f una funcion continua en un intervalo
I2g(c),g(d)] (o I2][g(d),g(c)]). Entonces,

z 9(z)
[ stangar= [ s

Demostraciéon: Supongamos que g(c) < g(d); puesto que f es continua en
[9(c), g(d)], es también integrable en cualquier subintervalo de este intervalo y
para cada s € [g(c), g(d)] ponemos

F(s) = /: ) f(z)dx.
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Puesto que f es continua en [g(c), g(d)] se sigue que F es diferenciable en este
intervalo y si definimos H : [¢,d] — R por H(t) = F(g(t)), se sigue del teorema
7.1.4 que H es diferenciable en [c,d] y

H'(t) = F'(g(t))g'(t) = f(g(£))g' ().

Si aplicamos el corolario 8.0.7, obtenemos:

/ " Fg(t)g' (t)dt = H(z) — H(c).

No obstante,

8.1 Integrales impropias

Una de las condiciones para definir la integral de Riemann de una funcién f es
que f sea acotada. No obstante, aun cuando f no es acotada en un intervalo
(¢, d] puede suceder que f es acotada y integrable en todos los subintervalos de
la forma [z, d] C (¢, d].

Si lim+ de f(t)dt existe, su valor L se llama la integral impropia de f en (c,d)
r—c “
y se escribe fcd f(t)dt.

Andlogamente, si f es acotada y integrable en todos los subintervalos de la
forma [c,z] C [¢,d) y si lirél [ f(t)dt existe, su valor L se llama la integral

impropia de f en [c,d) y se escribe fcd f(t)dt.

1
Ejemplo 8.1.1. Si0 < z < 1, la funcidn f(t) = \ﬁ es integrable en el intervalo

[x,1] y es fdcil calcular que fwl f@)dt =2 —2y/x. Por lo tanto

rz—0t

/0 ft)dt = lim /x ft)ydt = xlln&@ —2y1) =2,
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Definicién 8.1.2. Se dice que lim f(z) =L si dado € > 0 existe k € R tal

que para cada x >k, |f(z)—L| <e.
Se puede definir el limite en —oo andlogamente: lim f(z) = L si dado

r— —0Q

€ >0 existe k € R tal que para cada © <k, |f(z)—L|<e.

Siempre se define la integral de Riemannn sobre un intervalo compacto. No
obstante, puede suceder que f es acotada y integrable en todos los intervalos de
la forma [c, x].

Si xh_)H(;lc fcx f(t)dt existe, su valor L se llama la integral impropia de f en [¢, 00)

y se escribe [ f(t)dt.

1
Ejemplo 8.1.3. Sil <z, la funcion f(t) = 2 es integrable en el intervalo

z 1
[1,] y es facil calcular que [ f(t)dt =1 — = Por lo tanto

/OO F(dt = tim [ F)dt = lim (1 _ 1) _1
1 x

r—00 1 Tr—00

Tarea 8.1.4. Determinar si las siguientes integrales impropias existen:

(1) [ log(t)dt
3 1
@ I Gogmy ™

(3) [;° f(t)dt  donde:

(4) Jo e tdt
(5) J5 (1) dt.

8.2 Curvas rectificables

Sea ACR;sifi:A— R y fo: A — R son funciones, entonces se puede
definir una funcién f: A — R? por f(t) = (fi(t), f2(t)). Tal funcién f se llama
una funcién con valores vectoriales. Ahora suponemos que [c,d] C A.
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Definiciones 8.2.1. (1) Se dice que f es integrable en [c,d] si f1 y fo son
integrables en [c,d] y se define

[ s~ [ o, [ o

(2) Se dice que f es diferenciable en (c,d) si f1 y fao son diferenciables en (¢, d)
y se define
£'(t) = (f1(t), f2(2))-

(8) Se dice que f es continua en [c,d] si fi1 y fo son continuas en [c,d].

(4) Si (z,y) € R2, se define |(z,y)|] = /22 +y? y en consecuencia, si
IIf]l : A— R se define

IE112) = IE@O] =/ f2(E) + F3(1).

Notamos que si v, w € R?, entonces ||v| representa la distancia Euclideana de v
al punto (0,0) y por lo tanto, ||v —w|| representa la distancia Euclideana entre
v yw. Ademds, ||f|| es una funcion de A en R.

Tarea 8.2.2. Demostrar que si g es continua entonces ||g|| lo es también.

Lema 8.2.3. (La desigualdad de Cauchy-Schwartz)
-
Sean @ = (a1,az), b = (b1,by) € R?; entonces

— —
@ vl < ||l o]
es decir,

(a1b1 + a2b2)2 < (a% + b%)(ag + b%)

2
Demostracién: Definamos a(z) = Y. (a, — zb,)?; claramente a(z) > 0 para
n=1
cada z € R y al expandir obtenemos,
a(x) = (a2 + a3) — 2(a1by + asbo)x + (b3 + b3)a?.

Puesto que a(z) > 0, el discriminante de esta ecuacién cuadrdtica debe ser
menor o igual a cero, es decir,

(_2(alb1 + a2b2))2 < 4(@% + a%)(b? 4 b%),

es decir,
(a1by + azbs)® < (af + b7)(a3 + b3).
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Lema 8.2.4. (La Desigualdad del Tridngulo)
—
Si @ = (ai,az), b = (b1,bs) € R?, entonces

— —
'@+ ol <laf+]0l

Demostracién: Debemos demostrar que

V(a1 +b1)? + (az +b2)% < \/af +a} + \/bf + b3.
Al efectuar la expansion, tenemos,
(a1 4+ b1)? + (ag 4+ bo)? = a? + a3 + 2(a1by + azby) + b? + b2,

y por la desigualdad de Cauchy-Schwartz,

(a1 + 00 4 (a2 +02)® < ad o+ a3+ 20/(a + a3 (B2 + 13) + 3 + 13

(\/a% + a3+ \/bf + b3)2.

Por lo tanto,
— —
@+ bl><al+ o)

y el resultado se sigue ya que todas las cantidades son positivas. O

Lema 8.2.5. Sig= (g1,92) es continua en [c,d] entonces

/c " et

Demostracion: Se sigue de la tarea 8.2.2 que ||g]| : [¢,d] — R es continua y
por lo tanto integrable en [c, d].

Ahora,
o] - oo o)
(o) ()
- /cdm(t) (/Cdm(t)dt) dt+Ldgz<t> (/Cdgzos)dt) it
- [ [gm ( / dm(t)dt) +oa(0) ( A gz(t)dtﬂ dt.

< / ()] d.

2
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De la desigualdad de Cauchy-Schwartz,
con a; = gi(t), azs=go(t), by = fcd gi(t)dt y by = fcd g2(t)dt, obtenemos

[0 (J 1)) + go(®) () g2(8)c) |
< Vg2 + 92(75)2)\/ [(ff gu(0)at) + (I g2(0)at) }

y ahora, se sigue del corolario 6.0.18, que
S [m(t) (de gl(t)dt) +g2(t) ( s gz(t)dtﬂ dt
< [V 07 + 92(02) \/ (s g1(t)dt)2 + (U gg(t)dt)2dt.

Es decir,

d 2 d d d d
’ / g(t)d| < / el @1 / g(f)dtndt:‘ / (1)t / lell(t)dt.

Solo queda notar que si || fcd g(t)dt|]| = 0, la desigualdad es trivial; de otro modo,

se puede dividir entre || fcd g(t)dt|| para obtener el resultado deseado. O

Si P={c=wxo,21,...,2, = d} es una particién de [c, d] entonces

LP, £) = 3 [E(oner) — £
0

siendo la suma de las longitudes de los segmentos que unen f(x) con f(zg41),
puede pensarse como una aproximacién lineal por trozos a la longitud de la
curva f(t) entre t = ¢ y t = d. Puesto que la distancia més corta entre dos
puntos es una recta, L(P, f) va a ser menor o igual a la “longitud real” de la
curva (si este término tiene sentido). Por eso hacemos la siguiente definicién:

Definicién 8.2.6. Se dice que (la curva representada por la grdfica de) f es
rectificable si

L(f) =sup{L(P, f):P esuna particién de [c,d]} < oo,

y en este caso, L(f) se llama la longitud de la curva f, entrex =c y x=d.

Teorema 8.2.7. Si ' es continua en [c,d] (es decir, si f1 y fa son de clase
C! en [c,d]) entonces f es rectificable y

d
Lit) = [ Il
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Demostracién: Sea P = {¢ = z¢,1,...,2, = d} una particién de [, d];
entonces, por el teorema 8.0.6,

[f(zr1) = f(ze)ll = \/[(fl(ka+1)—fl(xk)]2+[(fz(xk+1)—f2(xk)]2

(L o) ([ o)
[ om0
[ ol

T41 ,
/ £ (1)t

Tk

IN

por el lema 8.2.5

Ahora, si sumamos de k =0 a n — 1, obtenemos

d
L(P, £)< / 168y,

y por lo tanto,

d
L(f) =sup{L(P, f):P esuna particién de [c,d]} < / |71 (t)dt.

Ahora debemos demostrar la desigualdad inversa.

Puesto que f{ y f5 son continuas en [c,d], son uniformemente continuas
en este intervalo. Por lo tanto, dado € > 0, existe § > 0 tal que si |z — 2| < 4,

entonces para k =1,2, |fi(z) — fr.(2)] < %

Se sigue que si |z — z| < 4, entonces

I) — £ () =/ UL) = F(2)2 + () — f3(2)2
Iy

< < €.

Sea P = {¢ = x0,21,...,2, = d} una particién de [c,d] con |P| < 0.
Entonces si z; < & < xg41, de la Desigualdad del Tridngulo, tenemos

[ @) < I ()] + €.
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Por lo tanto,

Th41 Tk+1
/ @) de < / € () | + €] de

= (I @)+ (e — 2)
I (i) |(zhs1 — 1) + e(Tpir — 23)

‘ /zk“ [£/(2) + £/ (z) — £ ()] dor

Tk

+e(zp1 — zk)

Thk+1 Tht1
< ‘/ £ (z)da +‘/ (£ () — £/ ()| + e(arrs — z)
o «::4-1
< fonsr ~f@ll + [ edot clonn - )
Ty
< f(@rgr — £(an)l| + 26(@hs1 — @)

Finalmente, si sumamos ambos lados de la ecuacién desde k = 0 hasta k = n—1,
resulta que

d ) n—1 Tht1 ,
/ 1@ = 3 / 1€ () 1de
¢ k=0 " Tk

n—1 n—1

< D @R — F@) |+ 2e(@prn — )
k=0 k=0

= L(Pf)+2(d—c)

< L(f)+2¢e(d-c),

y puesto que € es arbitrario, tenemos

d
/ I£°(t)|de < L(P, £)

Tarea 8.2.8. (1) Encontrar la longitud de las siguientes curvas:

(a) £(z) = (sen(x),cos(x)) entre x =0 y x = 2.
(b) f(z) = (z,2> +3x — 1) entrez = -1 yx = 1.
(2) Demostrar que si a,b € (0,00), entonces
1 1
by =+ - ) >4.
(a+0b) (a + b) >

(3) Demostrar que si a,b € (0,00), entonces

a;; <Va2+b <a+b.
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8.3 El Teorema de Taylor

El teorema que vamos a demostrar a continuacién es una generalizacién del
Teorema del Valor Medio (Corolario 7.2.5). Veremos en la siguiente seccién que
es de gran utilidad en la teoria de series de potencia.

Teorema 8.3.1. (El Teorema de Taylor)
Sea [ una funcion (n + 1)-veces diferenciable en (c,d); si a € (c,d), entonces
para cada x € (¢,d), existe z entre x y a tal que:

(g
F@) = fl@) + P —a)+ D@ a2

(") (g (n+)(,
f n|( )(x_a)n+ in+f)') (x_a)n—i-l.

Demostracién: Definimos las funciones ¢ y ¢ en (c,d) por

() (s
5(8) = F@) — £() — (2= ) () -~ (a— 52 L
T —s n+1 '
vis) = ols) = <x — a) ¢(a).

Tanto ¢ como ¢ son diferenciables en (¢,d) y puesto que ¢(x) = 0 se tiene
¥(x) = 1(a) = 0. Por eso, podemos aplicar el Teorema de Rolle a la funcién v
en el intervalo de a a x y existe un punto z entre a y x tal que ¢’(z) = 0.

Ahora, un simple (pero muy laborioso) célculo produce,

(x —s)"

¢'(s) = ———— "D (s).

n!
y por lo tanto,
(x—s)"

Y'(s)=¢'(s) + (n+ 1)m¢(a)-

Si s = z, obtenemos

0=19'(2) =¢'(2) + (n+ 1)m¢(a),

es decir,
1 _ n+1 (n+1)
Hla) =~ (TH- 1) (?x —a,)z)” =)= f(n+1()z!)(x —a)"*t
Asi es que hemos demostrado la siguiente igualdad,
(n o
m“ — ) = @)~ f0) — = a)f ) — = e
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y al reordenarla, obtenemos el resultado deseado. O

La expresion

2)(q
f&) = f(@) + £ (@) —a) + T2

se llama el n-ésimo polinomio de Taylor y el término

f(n+1)(z)
(n+1)!

(zfa)2+~~+

( _ )n+1

se llama el residuo (de grado n+1) y generalmente se denota por R, ().

El siguiente teorema es una forma alternativa del Teorema de Taylor y da
otra expresion para el residuo.

Teorema 8.3.2. Sea f una funcidn (n+ 1)-veces diferenciable en una vecin-
dad V de a tal que f*tV) es integrable en cualquier intervalo contenido en V';
entonces para cada x € V:

£ (a)
2!
(- a)" + Ry(2)

2

(z —a)

1(@) = f@)+ @) (w = a) +
™)@

+ -+ 7
n:

donde .
Ru(z) = % ( / (@ — )" f<"+1>(t)dt) .

Demostracién: Puesto que f**! es continua en (c, d), es integrable en cualquier
intervalo [a,z] C (¢,d). Se obtendrd el resultado al integrar R, (x) por partes
(n + 1)-veces:

Rn(z) = ! ( /j(m—t)"f("“)(t)dt)

n!

_ { f(:!(a) (z — t)"I + ﬁ /j(a: — L (4)dt

_ f(t;(“) (—a)" + ﬁ /w(as — L) (1)t

- _f(TZ!(a) (x —a)" + [M(m — t)"‘l]z + ﬁ /:(:c — )" 2= (1) dt
_ _f(TZ!(‘” (¢ —a)" — M(x o ﬁ

- e Y@ e [

1 ’ a

/w(x — )" 2 ()t
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O

8.4 Una aplicacion del Teorema de Taylor

Como veremos en la siguiente seccién, el Teorema de Taylor tiene muchas apli-
caciones en la teorfa de series de potencia. También tiene unas aplicaciones
directas en la aproximacién de funciones.

Ejemplo 8.4.1. Encontrar el valor de e con error menor que 1073,

Solucién: Aplicaremos el Teorema de Taylor a la funcién f(z) = e* en el
intervalo [0, 1], es decir, con = 1 y a = 0. Se sabe que f()(z) = e* para cada
n € Ny por lo tanto, £ (0) = 1 para cada n. El n-ésimo polinomio de Taylor
es

1 2 s z"
+$+E+§+"'+H
y el residuo es de la forma
xn+1€z ez i
Rp(1) = Ry(2)|2=1 = mh:l = m para algin  z € [0, 1].

Para obtener la precisién requerida, debemos escoger n tal que R, (1) < 1073.
Puesto que z € [0, 1], se sigue que €* < 4 y si escogemos n = 6, tenemos

e® 4 1

<= ——<107%
715040 1260

Por lo tanto, se obtiene la aproximacién deseada, evaluando la suma

TIC VLI IO PP I S S I
2l ' 3l 6! 276 24 120 720
517
= 24 2 =2718(055....).
70 ( )

Problemas variados

(1) Encontrar el valor de v/2 con error menor que 1072.  (Indicacién: Aplicar
el Teorema de Taylor a la funcién f(z) = v/1+ 2z en [0,1] cona =0y
x=1)

(2) Sea f dos veces diferenciable en R; demostrar que si € > 0, entonces existe
z € (x,x + 2¢) tal que

1

fi(z) = g [f (@ +2€) = f(a)] - ef?(2).
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3)

(4)

9)

(a) Sea f dos veces diferenciable en R; demostrar que

L)+ S h) —2f()
h—0 h?

= fP(@).
(b) ;Es cierto que la existencia de este limite implica la existencia de f(2)?

Evaluar

@ I (3 - =)

1
(b) lim zlog <1 + x)

z—0

li .
)

T entonces lim R,(z) — 0 para cada = y

n—oo

Demostrar que si f(z) = e
a=0.

Sea f dos veces diferenciable en (¢,d) y f®(z) > 0 para cada z € (¢, d).
Demostrar que la grafica de f yace arriba de la tangente a la grafica de f

en (a, f(a))  (a € (¢, d)).

Suponga que f es una funcién continua en [0, 00) y diferenciable en (0, co)
tal que f(0) =0y f’ es creciente.

/(@)

Si g se define por g(z) = , demostrar que g es creciente.

Sea f una funcién tres veces diferenciable en [—1,1] tal que

=) =f0)=f(0)=0 y f(1)=1

Aplicar el Teorema de Taylor con a = 0y x = +
existen ¢ € (—1,0) y d € (0,1) tales que f®(c) + f

1 para demostrar que
®)(d) = 6.

El lema 8.2.5 es valido si g es integrable, pero para demostrarlo, hay que

probar que ||g| = \/¢? + g3 es integrable si g; y g2 son integrables. Ya
hemos demostrado que si f es integrable entonces f? es integrable (lema

6.0.20) y por eso, solo falta el siguiente resultado:

Demostrar que si f es integrable en [c, d], también lo es /.
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Capitulo 9

Sucesiones y series de
funciones

Si para cadan € N, f, : A — R es una funcién y si lim {f,(z)} (el cual es

el lfmite de una sucesién de niimeros reales) existe para cada = € A, podemos
definir una funcién f: A — R, por
f(z) = lim {fu(2)}.
n—oo
La funcién f se llama el limite puntual de la sucesién de funciones {f,}; se

dice que {f,} converge puntualmente a f en Ay se escribe {f,} —, f
(o a veces simplemente {f,} — f).

Ejemplo 9.0.2. Para cada z € [0,1), la sucesidn {z™} converge a 0. Por lo
tanto, la sucesion de funciones { f,} dada por f,(x) = ™ converge puntualmente
a la funcion constante 0 en [0,1). No obstante, si x = 1, la sucesién {z"}
converge a 1 y si x > 1 la sucesion {x™} no converge (se puede decir que
converge a 00) y por lo tanto, en el intervalo [0, 1], la sucesion {f,} converge a
la funcion f dada por

0 si 0<t<l
f(t)_{l si t=1

y no converge en ningin intervalo [0,a] si a > 1.

Este ejemplo muestra claramente que aun cuando el limite puntual de una
sucesion de funciones continuas exista (como ocurre en [0,1]), no tiene que ser
continua. O

Teorema 9.0.3. Una sucesion de funciones {f,} converge puntualmente a f
en A si y sdlo si para cada € > 0 y cada v € A, existe ng(z,€) € N tal que si

n > no, |f(z) — fu(z)| <e.

99
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Demostracién: Es la definicién de convergencia de la sucesién {f,(z)}. O

El teorema 9.0.3 tiene una demostracién trivial pero es importante pues
demuestra claramente que la elecciéon de ng no sélo depende de € sino también
de x.

Ejemplo 9.0.4. La sucesion {f,} dada por f,(z) = z converge puntualmente
n

a la funcion constante 0 en todo R pues

.o .1 .
lim — =2z lim —=2-0=0 para cada nimero real x.
n—oo N, n—oo n

x
No obstante, dado € > 0 no hay ningin ng € N tal que — < € para cada x y cada
n

n > ng. Mientras mds grande sea x, mds grande vamos a tener que escoger ng
para un valor fijo de €. O

Dado € > 0, si podemos escoger un numero natural ng que funciona para
todos los nimeros x en el dominio, entonces decimos que { f,,} es uniformamente
convergente. Formalmente, hacemos la siguiente definicion.

Definicién 9.0.5. Se dice que una sucesion {f,} converge uniformemente a f
en A si para cada € > 0 existe ng € N tal que |fn(z) — f(z)| < € para cada
n>ng y cada x € A. Escribimos {fn} —u f.

Teorema 9.0.6. Si {f,} —. f en A entonces {fn,} —, f en A.

Demostracién: Obvio. O

Teorema 9.0.7. Una sucesion {fn} —u f en A siy sdlo si para cada € > 0,

existe ng € N tal que sup |fn(x) — f(2)| < € para cada n > ng, es decir, la
T€EA

sucesion {sup | fn(z) — f(x)|} converge a 0.
€A

Demostracion: Tarea. O

Ahora vamos a demostrar un lema que caracteriza a la convergencia uniforme
de una sucesién de funciones sin la necesidad de conocer el limite.

Lema 9.0.8. Sea {f,} una sucesion de funciones acotadas en A C R; la
sucesion converge uniformemente en A si dado € > 0 existe k € N tal que
para cada m,n >k, sup |fn(x) — fm(x)] <e.

€A

Demostracién: Supongamos que {f,,} converge uniformemente en A, digamos
a la funcién f.

Entonces dado € > 0, existe k € N tal que sin >k, |fn(z) — f(2)] < % para
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cada z € A.
Se sigue que si m,n > k y para cada xz € A,

[fo(@) = fnl@)] = |fal@) = f(z) + f(@) = frm(2)]
< Afal@) = f@)] + |f(2) = fm(2)]
Por lo tanto, para cada m,n > k,
2¢

Sup (@) — fn(e)| < 5 <
z€A

VAN

Inversamente, supongamos que para cada € > 0 existe k € N tal que para
cada m,n >k,

sup |fu(@) — fiul@)] < 3.
T€EA

Entonces para cada a € A (fijo) y m,n >k, |fm(a)— fu(a)] < €, es decir
{fn(a)} es una sucesién de Cauchy (en R) y por lo tanto converge (en R),
digamos a r,. Esto ocurre para cada elemento = € A y asi podemos definir una
funcién f: A — R por f(x) =r, y demostraremos que f es el limite uniforme
de la sucesién {f,}.

Puesto que {f,(a)} — f(x), para cada n > k existe j € N (que en general,

dependera de x) tal que para cada |f,4;(z) — f(2z)]| < g Pero si n > k,

tenemos n+j >k y porlotanto |f,(z) — foys(z)| < %

Combinando las desigualdades, se tiene para cada x € A y cada n > k,

|f@) = fu@)] = [f(2) = foti (@) + fari(@) = ful2)]
< |f($) - fn-‘r](x)‘ + |fn+]($) - fn(x)l
€ €
< 5 + 5 = €
asi hemos demostrado la convergencia uniforme de la sucesién. O
Tarea 9.0.9. 1) Determinar los valores de a € [0, 1] para que la sucesion de

funciones definida en el ejemplo 9.0.2 converge uniformemente en [0, al.

2) Determinar si las siguientes sucesiones convergen puntualmente y/o uni-
formente en el dominio dado y si es asi, encontrar su limite.

o {F00)

b) {z"} en R,
c) {z"} en [-1,1],
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d) {x/n} en [0,10°],

2x
e) {(1‘*‘7?2552)} en [0,1],
f) {fn} en[0,00) donde

fn(t):{ 1 si t<mn

0 st t>n,

D {} en o]
h) {(1?;;952)} en [0, 1].

Ya vimos en el ejemplo 9.0.2, que el limite puntual de funciones continuas
(atn diferenciables) no tiene que ser continua. Ahora vamos a considerar el caso
de convergencia uniforme. Supongamos que f, es continua (respectivamente,
diferenciable, integrable) en A y {f,} —u f en A, {Es cierto que f es continua
(respectivamente diferenciable, integrable) en A?

Tarea 9.0.10. Encontrar una sucesion {fn} de funciones integrables en [0, 1]
que converge puntualmente a una funcién no integrable en [0,1].

Empezamos con continuidad; esto se puede ver como un problema de inter-
cambio de limites:

Supongamos que {f,} —. f en Ay que cada funcién f, es continua en
a € A, es decir, ilgb fn(z) = fn(a). Puesto que {fn,} —, f en A, tenemos

nlinolo{fn(a)} = f(a)v es decir,
Jm, i )} = 10

Por otro lado, f es continua en a si y sélo si lim f(z) = f(a) y puesto que
r—a

lim f,(x) = f(z), lafuncién f es continua en a siy sélo si
n—oo

lim lim {f,(z)} = f(a) = lim {;Lngtfn(x)}7

r—an—oo

es decir, si se puede intercambiar el orden de tomar limites.

Teorema 9.0.11. Si f,, es continua en A y {fn} —u f en A, entonces f es
continua en A.
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Demostracién: Sean a € A y e > 0; puesto que {f,} — f, existe k € N (en
adelante, fijo) tal que sin >k, |fn(z)— f(z)] < % para cada x € A. Ademss,
por la continuidad de fi en a, existe 6 > 0 tal que si |x — a| < §, entonces
[fu(@) = fu@)] < 5.

Ahora, si |z —a| <, tenemos:

[f(@) = fla)l = [f(x) = fiu(@) + fr(2) = fula) + fr(a) = f(a)|

< @) = fe@)| + | fr(x) = frla)| + [fr(a) — f(a)|
S §+§+§=€.

O

Teorema 9.0.12. Si f,, es integrable en [c,d] y {fn} —u [ en|c,d], entonces
f es integrable en [c,d] y ademds,

7ga{lwunﬁ}:[xwmt

Demostracién: Sea ¢ > 0; puesto que {f,} converge uniformemente a f
en [c,d], existe k € N tal que sin > k, |fu(z) — f(z)| <

para

4(d — ¢)

cada = € [c,d]. Puesto que la funcién fj es integrable, existe una particién
P={c=uzp,21,...,2¢=d} dele,d] tal que S(fi,P)—I(fx,P)< %

Hacemos las siguientes definiciones:

m; = inf{f(z) : z € [z; — x;-1]},

mj = inf{f,(x) :z € [x; —x;_1]},
Mj = sup{f(z) : @ € [z; — 1]},
M7 = sup{fn(z): x € [x; —x;_1]},

entonces, si n > k tenemos

(i =m) < Ja—o)

Por lo tanto, sin > k

Il
-~
—
3

-3

|

3
S
=

8
<.

I

&
<.
L

[I(fn, P) = I(f, P)|

IN
IS8
|
o
8
<
8
<
L
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y
¢
1S(f, P) = S(£, )] = D (M} — Mj)(x; — x;-1)

j=1
foe

< (zj —xj-1)
j:ld_c

= 4(d . C) ;(x] .%],1)

En particular,

[(f, P) = I(fr, P)| <
y por lo tanto,

1S(f, P) = I(f, P)]

B~

|S(f, P) = S(fx, P) + S(fx, P) = I(fr, P) + I(fr, P)

—I(f,P)|

< |S(f, P) = S(fx, P)| + |S(fr, P) — I(fi, P)| + |I(fx, P)
—I(f, P)|

< J+z+i=e

y se concluye la demostracién de que f es integrable.

Finalmente, notemos que si n > k, tenemos

/C ’ Fat)dt — / ’ F(t)t

[fn( - dt

d
€ €
< [ S a=°
—(Z4uf@ 4

< €,

/ Falt) — £t

hemos asi demostrado que
d d
lim {/ fn(t)dt} :/ Fo)dt
n—oo c c

El limite uniforme de una sucesién de funciones diferenciables en (¢, d) no
tiene que ser diferenciable. Aunque es dificil dar formulas explicitas, es facil
imaginar una sucesién de curvas suaves que convergen uniformemente a la
funcién f dada por f(z) = |z|, que no es diferenciable en 0. La situacién
es adn peor si consideramos los siguientes ejemplos:
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Ejemplo 9.0.13. La sucesion {f,} definida por f,(x) = (sen(nz)) converge
n

uniformemente en R a la funcion constante 0 cuya derivada es otra vez 0. Las
funciones f, son diferenciables en Ry f!(x) = cos(nz) pero la sucesidn
{cos(nx)} no converge para muchos valores de x (encontrar tal valor de x).

x

(14 n2zx2)

uniformemente en [0,00) a la funcidn constante 0 cuya derivada es otra vez 0.
1— 2,2

Las funciones f, son diferenciables, pero f)(x) = W y por lo tanto

la sucesion de derivadas {f},} es tal que {f} ()} =0 siz>0y {f ()} —1

si x =0 (Demuestralo!).

Ejemplo 9.0.14. La sucesidn {f,} definida por f,(z) = converge

No obstante, convergencia de las derivadas “casi” implica convergencia de la
sucesion original. El siguiente teorema, cuya demostracién se omite, es el mejor
posible.

Teorema 9.0.15. Sea {f,} una sucesion de funciones diferenciables en (c,d)
tal que existe por lo menos un punto a € (¢,d) tal que {f,(a)} converge.

Si la sucesion de derivadas {f]} converge uniformemente en (c,d), entonces la
sucesion {fn} converge uniformemente a una funcion diferenciable f y

fl(z) = nh—{%o fi(x)  para cada x € (c,d).

Vamos a usar el teorema 9.0.15 para definir formalmente la funcién expo-
nencial.

Lema 9.0.16. FEuxiste una funcion exp : R — R tal que
a) exp’(z) = exp(z),
b) exp(0) = 1.

Demostracion: Para cada n € N, se define inductivamente f,, : R — R por
fl(x) =l+z y fn-‘rl(x) =1+ fox fn(t)dt

Notemos que f; es continua en R y por lo tanto integrable en cualquier
subintervalo compacto de R. Por el teorema 6.1.1, cada integral indefinida es
continua y por lo tanto, si f,, es continua, f,11 es continua (e integrable) en su
turno. Ademds, por el Teorema Fundamental del Célculo, f,+1 es diferenciable

Y fr1(@) = fu(@).

Tarea. Demostrar por induccién que
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Por lo tanto, si m,n € Ny m < n,
> W

k=m+1

|fn(x) - fm(x)| =

Ahora fijemos x y supongamos que hemos escogido £ € N tal que |z| < ¢, es
decir z € [—¢,£]; si m > 2¢, entonces

n_k
2w
k=m+1
" gk
k:gn;rlk!
L P e ot e
(m+D! | m+2 (m+2)(m+3) (m+2)...(n—1)n
< I -1+€+€2+-~-+€n_m_1}
(m+1D! | m  m?

|fn(x)7fm(x)| =

mn—m—l
gml 1 /1\?
mﬁwn1+2+<?>+“'
gm-i-l )

(m+1)!

A

Tarea. Demostrar que para cada £ € R,

] €m+1
#%{%m+m}—“

Por lo tanto, dado € > 0, existe ng € N tal que si m,n > ng, entonces
| fn(x) — fm(x)] < € para cada x € [—£.£].
Se sigue del lema 9.0.8 que la sucesién {f,} es uniformemente convergente,
digamos a la funcién exp : R — R en cualquier intervalo [—¢,¢] y

exp(z) = lim f,(z).
n—oo

Puesto que f,(0) = 1 para cada n € N se sigue que e¢(0) = 1. Ademds, puesto
que f;, 1 = fn la sucesién {f} converge al mismo limite y ahora al aplicar el
teorema 9.0.15, se tiene que exp es diferenciable y exp’ es el limite uniforme de
la sucesién {f)}, es decir, exp. O

A la funcién exp definida en el teorema anterior se le llama la funcién expo-
nencial y exp(l) se denota por e.

Corolario 9.0.17. La funcion exp es de clase C'™°.
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Lema 9.0.18. La funcién exp es la dnica funcidn que satisface las partes a)
y b) del lema 9.0.16.

Demostracién: Supongamos que g es otra funcién con las propiedades a) y
b) del lema 9.0.16 y sea h(x) = exp(x) — g(x). Se puede verificar facilmente que
h(x) =0y h™(z) = h(z) para cada n € N.

Ahora sea a € R; puesto que h es continua en [0,a] es acotada en este
intervalo. Sea M € R tal que |h(t)] < M para cada t € [0,a]. Aplicamos el
Teorema de Taylor a la funcién h en el intervalo [0, a] para obtener

n h(k)(o) h(n+1)<z )
h(a) = h(0 k 22t
(a) ()+Z; R T T
_ h(n+1)(zn)anJrl __h(zn) 4
(n+1)! (n+1)!
M
a}nJrl
(n+1)!
para cada n € N donde z, € [0,a], (puesto que h(™(0) = h(0) = 0 para
n+1
cada n € N). Se tiene que lim ﬁ = 0 vy por lo tanto h(a) = 0.
n—oo (N :
Por ser a arbitrario, h(x) = 0 para cada x € R, hemos asi demostrado que
9(z) = exp(z). o

Teorema 9.0.19. La funcion exp tiene las siguientes propiedades:
(1) Para cada x € R, exp(zx) #0
(2) Para cada x,y € R, exp(xz +y) = exp(x) exp(y)
(8) Para cada q € Q, exp(q) = [exp(1)]? = e?

Demostracion:

(1) Supongamos que exp(a) = 0 para algin a € R (asumimos a > 0). Puesto
que exp es continua en [0, a] es acotada en este intervalo. Sea M € R tal
que | exp(t)] < M para cada t € [0,a]. Al aplicar el Teorema de Taylor a
la funcién exp en el intervalo [0, a], obtenemos:

exp™ 1 (z,)

(n - 1)! (0 _ a)n+1

" exp®(a
exp(0) = exp(a) + Z pT()(O —a)* +
k=1

donde z, yace entre 0 y a. Puesto que exp(a) = exp™(a) = 0 para cada

n, se tiene
(n+1)
€xXp (Zn) n+1 M n+1
l=—7-—"(0— < 0
mrnr 0T s aam0-a
lo cual es imposible ya que M (—a)"™' s =0 A
(n+1)!
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(2) Sean z,y € R; puesto que exp(y) # 0 para cada y € R, si definimos

flz) = w7 f es continua en R. Si diferenciamos con respecto a
~exp(y)
x, se tiene
exp’(z+y) _ exp(z+y) exp(0 +y)
f(z) = - =f(x) vy f0)=—"P 1.
(@) exp(y) exp(y) ) © exp(y)
Pero exp es la tnica funcién con estas propiedades y se sigue que
exp(z +y)
f(z) =exp(x) = ————=.
()=o) = = onw)
A
(3) Tarea.
O

9.1 Series de Funciones.

También se puede definir una serie de funciones Y. f,: Si para cada n € N,
fn : A — R es una funcién, entonces se definen funciones s, : A — R por

sn(@) = 32 fiula).
k=1

La funcioén s, se llama la n-ésima suma parcial de la serie en A y si la sucesion
{sn(2)} converge para cada x € A, se define la suma de la serie de funciones

> fi(a) en A por
k=1

s(x) = lim s, (z).
n—oo

Se dice que la serie Y f,, converge o converge puntualmente (respectiva-
mente, converge uniformemente) en A si la sucesién de funciones {s,} de
sumas parciales converge puntualmente (respectivamente, uniformemente) en
A.

Se dice que ) f,, converge absolutamente en A si la serie Y | f(x)| es conver-
gente para cada x € A.

Los siguientes resultados son consecuencia inmediata de los teoremas correspon-
dientes sobre convergencia de sucesiones de funciones.

Teorema 9.1.1. Si una serie de funciones Y f, converge uniformemente a
f en A entonces f es continua en A.

Demostracion: teorema 9.1.2 O
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Teorema 9.1.2. Si una serie de funciones integrables Y. f, converge uni-
formemente a f en [c,d], entonces f es integrable en [c,d] y

d oo 0 d
/ Z fn(t)dt = Z/ fn(t)dt
¢ n=1 n=17°¢

Demostracién: teorema 9.0.12 ]

Teorema 9.1.3. Sea > f,, una serie de funciones diferenciables en (c,d) tal
que existe por lo menos un punto a € (c,d) tal que Y fn(a) converge. Si la
serie de derivadas Y, f, converge uniformemente en (c,d), entonces la serie

> fn converge uniformemente a una funcion diferenciable f y
oo
f(x) = Z fl(x) para cada x € (c,d).
n=1

Demostracion: teorema 9.0.15. O

Hay dos importantes criterios para la convergencia uniforme de una serie de
funciones.

Teorema 9.1.4. (El Criterio de Cauchy)

Sean f,, funciones definidas en A C R. La serie Y f, converge uniformemente
en A si dado € > 0, existe k € N tal que para cada m,n >k (m < n) y para
cada x € A,

[fma1(2) + fnga(@) + - + faa(2) + ful2)] <e

Demostracién: Tarea. (Aplicar el lema 9.0.8.) O

Teorema 9.1.5. (El Criterio-M de Weierstrass)

Supongamos que M, es un nimero positivo para cada n € N y que > M, es
convergente. Si f, : A — R son funciones tales que |f,(z)| < M, para cada
n € N y cada x € A, entonces Y, f,, converge uniformemente en A.

Demostracion: Sea € > 0. Puesto que > M, es convergente, la sucesién
{327—1 M;} es una sucesién de Cauchy y por lo tanto, existe k € N tal que si
m,n >k,

Z Mj = ZMj—ZMj < €,
j=m+1 j=1 Jj=1

es decir,
[Myg1+ Mpyo + -+ Mp_1 + M,| <e.
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Puesto que | f,,(z)| < M, para cada n € Ny cada x € A, tenemos

fmar(@)] + [fmt2(@)] + -+ | faa (@) + | fu(2)]] <€,

y en consecuencia, después de repetidas aplicaciones de la Desigualdad Trian-
gular obtenemos

|fm+1(x) + fm+2(x) et fnfl(x) + fn(x)| <,

para cada m,n > k y cada z € A.
Ahora, el resultado es una consecuencia inmediata del teorema 9.1.4. O

Tarea 9.1.6. (1) Determinar si la siguiente serie es convergente o uniforme-
mente convergente y en caso afirmativo, determinar la funcion limite.

= 1 1
Z( - ) en [0,00),
— r+n x+n+1

(2) Determinar si las siguientes series son uniformemente y/o absolutamente
convergentes en [0, 00).

W ()
1

9.2 Series de Potencias

En esta seccién vamos a considerar un tipo especial de series de funciones.
Sean {ax} un ndmero real par cada k =0,1,...,n,...}, ¢ € Ry supong-
amos que fr(r) = a,(r — ¢)* para cada k =0, 1,....

La serie - -
D fr(x) =Y ar(z—o)*
k=1 k=1

se llama una serie de potencias (centrada en x = ¢).
En general asumiremos que ¢ = 0. En caso de que ¢ # 0 la teoria es
semejante.

oo
Es obvio que una serie de la forma Y apz® converge puntualmente en
k=1
x = 0, pero, ;Converge en otros puntos de R?



9.2. SERIES DE POTENCIAS 111

o0
Definicién 9.2.1. Sea Y apz® wuna serie de potencias. Consideramos la

sucesion
Ap+41

an
y se define

St lzmsup{ o |"+1 }

1
R= . {|a”+1|} st 0 < limsu { "+1}
limsup | |an| 2, |an|

400 St limsup

|an|

o0
El niimero R se llama el radio de convergencia de la serie Y ajz*.
k=1
En lo sucesivo, solo trataremos series de potencias para las cuales la sucesién

il

converge a un ndmero real o a +oo.
Para estas sucesiones, la definicién de R se reduce a

An+1
an

0 si lim [ 1] =
2\ Joul
1
R= .{a"“} si 0< lim {"1"“'}<oo
lim | |an| n—oo | |an]
+o0 si lim {'a"+1| } =

= , . On41 .
Teorema 9.2.2. Sea Y. apx® una serie para la cual lim [t existe.
F=1 n—oo | [an|

Si R es el radio de convgrgencia de la serie, entonces la serie es absolutamente
convergente para todo x tal que |x| < R y divergente para todo x tal que |z| > R.

Demostracién: Por el Criterio de la Razén de Cauchy (corolario 3.1.4), una

b
serie > b, converge absolutamente si  lim {' "+1|} < 1 vy diverge si

noo | [on]
lim {'b{b”'l'} > 1.

o0
Por lo tanto, la serie de potencias Y apa”* converge absolutamente si
k=1
n+1
. Ap4+1T . Ap41T
lim |22 —  lim { |21~
n—oo anx™ n—oo Qp

Ap+1
Gnp

b

|z| lim {
n—oo
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y diverge si

n+1

. Ap4+1T . Ap4+1T
lim {221 -  lim {|22H1”
n— oo anpxT™ n— o0 Ay
. An41
= J|z| lim nt >1
n—oo an

Hay tres casos a considerar:

1) Si  lim {

an+1
Qn

an+1
2%
por lo tanto, la serie converge si y sélo si z = 0.

n—oo n—oo

} = oo, entonces si z # 0, |z| lim {

bosoy

. . 2 . .
2)Si 0< lim { ntl } < 0o, entonces la serie converge absolutamente si
n—0oo (79}
1
lz| < e R
lim { Zntl }
n—oo an
y diverge si
1
|z| > ——— = =R
. { Ap+41 }
lim
n—oo A,

An 41
Qn

An+41
an
por lo tanto la serie converge para cada z € R.

3) Si  lim {

n—oo

} =0, entonces |z| lim {
n

— 00

} = 0 para cada = y

Notemos que este teorema (que lleva el nombre del Criterio de Cauchy-Hadamard)
no decide convergencia en los puntos x = £R.

En estos dos puntos, la serie puede ser convergente o divergente.

Si 0 < R < o0, el intervalo (—R,R) sellama el intervalo de convergencia
de la serie.

Ejemplo 9.2.3. La serie de potencias » a™ tiene a, = 1 para cada n, por
Ap+1
an
(—o0,—1) U (1,00). La serie diverge también cuando x = %1, pues las series

>>1 y > (—=1)™ son divergentes.

lo tanto  lim
n—oo

} =1 y la serie converge en (—1,1) y diverge en

Tarea 9.2.4. Encontrar el radio de convergencia R de las siguientes series.
Si 0 < R < oo, determinar sila serie converge en los extremos del intervalo
de convergencia.

T
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Teorema 9.2.5. Si R es el radio de convergencia de la serie Y anx™, entonces
la serie converge uniformemente en cualquier subintervalo compacto de (—R, R).

Demostraciéon:, Sea 0 < s < R; basta demostrar que la serie converge uni-
formemente en [—s, s].

R
Sea t = %; puesto que s < R, se tiene s < t < R y por lo tanto

> ant™ es una serie convergente (de nimeros reales). Pero si z € [—s, ], se
sigue que |z| < s <ty por lo tanto |a,z"| < a,t™.

La convergencia de la serie Y a,z™ se sigue del Criterio-M de Weierstrass.

O

Al combinar los teoremas 9.2.2 y 9.2.5, obtenemos el siguiente resultado:

Corolario 9.2.6. Una serie de potencias converge uniformemente y absoluta-
mente en cualquier subintervalo compacto contenido en su intervalo de conver-
gencia.

En caso de que la serie converge en uno de los extremos del intervalo de
convergencia (—R, R), se puede demostrar aun més.

Omitimos la demostracion del siguiente teorema.

Teorema 9.2.7. (Teorema de Abel) Si una serie de potencias con radio de con-
vergencia R converge en x = R (respectivamente, en x = —R), entonces la
convergencia es uniforme en [s, R] para cada s tal que —R < s (respectiva-
mente, en [—R,t] para cada t tal que t < R).

Obviamente, si la serie es convergente tanto en x = R como en x = —R,
entonces la convergencia es uniforme en [—R, R].

Corolario 9.2.8. Si una serie de potencias converge para cada x € S C R,
entonces la convergencia es uniforme en cualquier subintervalo compacto con-
tenido en S.

Teorema 9.2.9. La funcion limite de una serie de potencias es continua en su
intervalo de convergencia.
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Demostracién: Supongamos que la serie de potencia Y a,z™ tiene radio de
convergencia Ry sea a € (—R, R). Escojamos s tal que —R < —s < a < s < R;
la serie converge uniformemente en [—s, s] y es consecuencia del teorema 9.0.11
que la funcién limite es continua en [—s, s], especificamente en a. O

Teorema 9.2.10. Una serie de potencias es integrable término por término en
cualquier subintervalo compacto de su intervalo de convergencia.

Es decir si Y ant™ tiene radio de convergencia R y si[c,x] C (—R, R), entonces
F(t) =" ant™ es integrable en [c,x] y

/I f(t)dt /I iant"dt = i /m ant"dt
¢ ¢ n=0 n=0"¢

= Lant"t\ "

Z ( n+1 >

n=0

c

Demostracion: Es una consecuencia inmediata de los teoremas 9.0.12 y 9.2.5.
O

Lema 9.2.11. Las series de potencias Y. an,x™ y Y. na,z"~! tienen el mismo
radio de convergencia.

Demostracién:Supongamos que el radio de convergencia de > a,z™ es R. Si

x € (—R,R), entonces podemos encontrar s tal que |z| < s < R, es decir,

oy,

Consideremos la serie de nimeros reales

n—1
an, donde b, =n <|x> .
s

Si aplicamos el Criterio de la razén de Cauchy (corolario 3.1.4) a esta serie,

Vemosquen%{ - )
i () { ()

y por lo tanto, la serie > b, converge.
Ahora se sigue del lema 3.0.15 que {b,} — 0 y por lo tanto, existe no € N
tal que |b,| < 1 para cada n > ng, es decir, para cada n > ng, tenemos

‘.’I;l n—1
1> by =n|— .
S

bn+1

n
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Por lo tanto,

1 1
|nan,z™ "t = ;|ans"||bn| < g|ans”|.

1 1
Pero Y —la,s"| = - Z |ans™| 'y puesto que Y a,z™ es absolutamente
5 s

convergente en [—s, s], se sigue que > |a,s™|, y por lo tanto, > 1|ans"|7 son
series convergentes. i

Ahora, la convergencia (absoluta) de la serie Y na, 2" ~! es una consecuencia
del Criterio de Comparacién (teorema 3.0.19). Puesto que x es arbitrario, la
serie > na,z" 1 converge para cada r € (—R, R). A

Inversamente, supongamos que el radio de convergencia de la serie Y na,x™ !
es mayor que R, es decir, la serie Y na,z" ! converge en algtin punto d tal que
d > R. Por el teorema 9.2.10, la serie >_ na,2" !, cuya suma denotamos por

f(z) es integrable término por término en [0,d] y

/d f(x)dx /d Znanxnflda: = Z /d nanz” tdx
0 0 0
= (Z and") — ap,

lo cual es imposible pues la serie > a,z™ diverge en x = d. O]

Teorema 9.2.12. Sila serie f(z) = ) ana™ tiene radio de convergencia R > 0,
entonces es diferenciable término a término en (—R, R); es decir
f'(z) = Y- na,z™~! y esta serie converge en (—R, R).
Demostracién: Se sigue del lema anterior que la serie > na,x" ! converge
en (—R, R) y del corolario 9.2.6 que la convergencia es uniforme en cualquier
subintervalo compacto de (—R, R).

Claramente la serie Y a,z™ converge en un punto de (—R, R) (de hecho en
todos!) y por lo tanto el resultado se sigue del teorema 9.1.3. O

Corolario 9.2.13. . El limite de una serie de potencias es una funcion C*° en
su intervalo de convergencia.

o) n
Ejemplo 9.2.14. La serie . Y tiene radio de convergencia 1, y converge
n=

1
en [—1,1). En el intervalo (—1,1) su derivada término a término es

Zx”_1:1+x+x2+x3+...

n=1

pero esta serie no converge en r = —1.
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Aunque las series > a,2" y Y. na,z" ! tienen el mismo radio de con-
vergencia, este ejemplo demuestra que en los extremos del intervalo, una puede
converger y la otra divergir.

oS 1
Tarea 9.2.15. Demostrar que Y, x™ converge uniformemente a ﬁ
n=0 -z
en cualquier subintervalo compacto de (—1,1). Encontrar la funcidn limite de
oo l‘n
> — y el radio de convergencia de esta serie.
n=0 N

9.3 Las Series de Taylor y de Maclaurin

El corolario 9.2.13 dice que cualquier funcién representada por una serie de
potencias es de clase C'°.

Es cierto el inverso? Es decir, ;Es cierto que cualquier funcién de clase C'*°
puede expresarse en la forma de una serie de potencias?

Esto es el problema que vamos a estudiar a continuacion.

Sea f una funcién de clase C*° en un intervalo (—r,r); del teorema de Taylor
se tiene que para cualquier n € Ny cualquier z,a € (—7,7), f se puede escribir
en la forma:

ST

(*) f(z) = f(a) + (@ a)* + Ry (x)
k=1 ’
donde )
_ fn ! (Z) n+1
Rn(x) - (TL-I-].)' (m—a) * )

para algin z entre x y a.

o0
Por otro lado, si f(z) = Y ar(z—a)¥, entonces f es diferenciable término

k=0
o0
a término. Si sustituimos x = a, tenemos f(a) = Y ar(a — a)¥ = ao.
k=0

Ahora, si efectuamos repetidas derivadas, obtenemos:

o0

fl@) = (Z ay(z — a)k> = (a(z—a)t)
k=0 k=0
= Z kap(z — a)k~t
k=1

y por lo tanto, f'(a) = la; = 1lay.
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Entonces,
() = Z E(k —1)a(z — a)*2
k=1

y por lo tanto, f®(a) =2 lay = 2las.
Si continuamos este proceso, obtenemos, f*)(a) = klay, y por lo tanto la
Unica serie que puede converger a f(z) es la serie

© £(k)(g
(%) f(a)—|—z / k!( )(x—a)k.
k=1

Si converge a f(z) en el intervalo de convergencia, esta serie se llama la Serie
de Taylor de f alrededor de x = a. En caso de que a = 0, y la serie

f(0)+ i 1M(0) ¥
k=1

k!

converge en el intervalo de convergencia, se llama la Serie de Maclaurin de f.

Aunque la serie de potencias (**) es la tinica serie que podria converger a
f(z) para cada z en su intervalo de convergencia, no hay ninguna garantia de
que esto suceda.

Consideremos el siguente ejemplo.

Ejemplo 9.3.1. Sea

Tarea A. Demuestra por induccién que

f(n)(t) _ f(t)tljin (t),

donde
Py(t) =1 y Papyo(t) = (2 — 3nt?) Py, (t) + t3P5, (t).

Tarea B. Usa la Regla de I’'Hopital para demostrar que
(n)
lim [f“)} 0,

t—0 t

para cada n € N.

Por lo tanto,
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para cada n € N.
Se sigue que la serie

oo (k) ()
f(O)Jr;f k!( ) 4k

es igual a cero para cada t € R y converge a f(t) solo en t = 0; es decir, la
funcién f no es representable por una serie de potencias alrededor de t = 0. [

Si comparamos las expresiones (*) y (**), vemos que la serie

£k (g
o+ 3 e -

es el limite de la sucesion de polinomios de Taylor

" F0) (g .
{f(a)+; kf’(ac—a)k}

converge a f(z) para cada = en el intervalo de convergencia si y sélo si
{Rn(x)} — 0 para cada z.

Ejemplo 9.3.2. Calcular la serie de Maclaurin de f(x) = sen(z), su radio de
convergencia y verificar que converge a f(x) en el intervalo de convergencia.

Notemos que
f'(x) = cos(x), f ) () = —sen(x), ¥ (z) = —cos(x), M () = sen(x) = f(x).
Por lo tanto,
F10) =1, f2(0) = =1, fP(©0) =0y f(0) = f(0) =0.

Por lo tanto, todas las coeficientes de potencias pares de = son iguales a 0. Por
eso, si converge, la serie de Maclaurin de sen(z) es

fEl £C3 £C5 o0 1.27171
T4 = B DL e
T TR ;( N Gy

El radio de convergencia de esta serie se obtiene de la siguiente manera:
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2n—1 x2n+1

e bpag] = ————
@n 1) entonces 0,411 2n+ 1)

) - ()

la cual converge a 0 para cada z € R.
Por lo tanto, la serie

x

Si ponemos b, = y

anrl
bn,

00 (_1)n+1 JL,27171
(2n —1)!

n=1

converge para cada z € R.

Finalmente, debemos demostrar que esta serie converge a sen(x) para cada
z € R, lo cual es equivalente a demostrar que la sucesién de residuos
{R,(x)} — 0 para cada x € R.

Usando el Teorema de Taylor, tenemos

(n+1)
R,(z) = f(_’_l()z')x”“, para algin z entre z y 0.
n+1)!

Pero
FOHD(2) = £cos(z) o fV(2) = Fsen(z)

y por lo tanto, [f("*1(2)[ <1 y en consecuencia,

[ R ()] <

xn+1
(n+1)! ’

y puesto que

n+1
s U
{ (n+1)! }
para cada x € R, se tiene {R,(x)} — 0 para cada = € R. O
Tarea 9.3.3. 1) Calcular las series de Taylor de las siguientes funciones,

encontrar su radio de convergencia y verificar que converge a f(x) en el
intervalo de convergencia.

a) f(x) = cos(x) alrededor de x =0,

b) f(z) =1n(z), alrededor de x =1,
¢) f(x) =tan(z), alrededor de x = 0.
d) f(x) = arcsen(x) alrededor de x = 0.

2) Demostrar que siy . fn es uniformemente convergente, entonces { fn} con-
verge uniformemente a la funcion constante 0.
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9.4 Series de Fourier

Definicién 9.4.1. Sea f una funcion cuyo dominio es R o un intervalo; se dice
que f es periédica con periodo a si f(x+a) = f(x) para cada x tal que © y x+a
estan en el dominio de f y a es el numero positivo menor con esta propiedad.

Una serie de Fourier es una serie de funciones de la forma

% + Z[akcos(lm’) + bgsen(kx)], donde ay,b, € R.
k=1

Si se denota la suma de esta serie (si existe) por f(x), entonces es una conse-
cuencia inmediata de la periodicidad de sen(z) y cos(z) que

fla+2m) = f(2)

para cada x en el dominio de f y por lo tanto, f es periédica con periodo 2.
Por eso, solo consideramos valores de f en el intervalo [0, 27].

Se puede demostrar que si la serie de Fourier converge uniformemente a f en
un intervalo, entonces los valores de los nimeros a,, y b, (paran =0,1,2,...)
estan dados por

1 27 27
an = — (z)cos(nz)dr y by = — (z)sen(nzx)dz.
Y 0 T 0

El paso clave en la comprobacién de estas féormulas es la demostracion de que
si m # n, entonces

2m 27
/ cos(ma)sen(nx)dx = / cos(ma)cos(nx)dz
0 0

2m
/ sen(mz)sen(nz)dz = 0.
0

Yy que

2m 2m
/ sen’(mx) = / cos®(mz) = 7.
0 0

Tarea. Intentar verificar las igualdades anteriores.

Los nimeros a, y b, se llaman los coeficientes de Fourier de la funcién f.

Tarea. Encontrar los coeficientes de Fourier de las siguientes funciones en
[0, 27]:



