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Uno de los conceptos fundamentales en teoria de nimeros es el de congruencia.
Histéricamente las congruencias fueron estudiadas primeramente por Fermat,
Euler, Lagrange y Legendre. Gauss, en su famosa obra Disquisitiones Arith-
meticee, es el primer mateméatico que hace un estudio coherente y sistemético
del tema.

Muchos problemas tedrico-practico pueden simplificarse estudiando el residuo
que deja cada entero al ser dividido por un entero fijo. De esta forma, pode-
mos pensar que la teoria de las congruencias es una herramienta poderosa que
nos ayuda a resolver problemas por medio del estudio de residuos. Por ejem-
plo, sabemos que el cuadrado de cualquier entero deja residuo 0 6 1 al ser
dividido entre 4. Si queremos averiguar si el nimero 505395 es un cuadrado,
entonces un buen indicio es conocer su residuo al ser dividido entre 4. Puesto
que 505395 = 4(126348) + 3, entonces 505395 no es un cuadrado. Si el residuo
hubiera sido 0 6 1, entonces no necesariamente se trata de un cuadrado, simple-
mente el niimero es un sospechoso de ser un cuadrado.

Sea n cualquier entero diferente de 0. Definimos en Z la siguiente relacion:
a=bsiysdlosin|a—b. Silos enteros a,b estin relacionados diremos que a
es congruente con b médulo n y escribiremos a = b (mod n). Es fcil verificar
que = satisface:

1. a=a (mod n).
2. Sia=b (mod n), entonces b = a (mod n).

3. Sia=b (mod n)yb=c (mod n), entonces a = ¢ (mod n).



De lo anterior se sigue que = es una relacién de equivalencia. Fue Gauss' el
primero en introducir este concepto asi como la notacién.
De la definicién de congruencia se sigue facilmente el siguiente resultado:

Teorema 1.1. Sean a,b,c,d,m,n € Z con n # 0.
1. Sia=b (mod n) y ¢c=d (mod n), entonces a +c=b+d (mod n).

2. Sia=b (mod n) yc=d (mod n), entonces ax + cy = bx +dy (mod n),
para todo x,y € Z.

3. Sia =b(modn) y ¢c = d (modn), entonces ac = bd (mod n). En
particular a™ =™ (mod n) para todo m € N.

4. Sid|nya=>b (mod n), entonces a =b (mod d).
5. 81 f(z) € Z]z] y a =b (mod n), entonces f(a) = f(b) (mod n).

Demostracién: Es un ejercicio facil para el lector.
O

Notemos que por el algoritmo de la division el entero a tiene la forma a =
ng + r donde 0 < r < |n|, asi que a = r (mod n). En general, dos enteros son
congruentes modulo n si y sélo si dejan el mismo residuo al ser divididos por n.
El Teorema 1.1 nos dice que las congruencias se gobiernan casi con las mismas
leyes que una igualdad. En este sentido, el simbolo = es como el simbolo =; los
dos se gobiernan casi bajo las mismas leyes aritméticas. El siguiente resultado,
es un criterio de cancelacién para el producto bajo el simbolo =.

Teorema 1.2. ax = ay (mod m) si y sélo si x =y (mod ).

med(a, m)

Demostracién: Si ax = ay (mod m), entonces m | a(z — y) y a(z — y) = mt,
para algin ¢t € Z. Si g = mcd(a, m) tenemos

a m
7(55 _y) = —t,
g g

y por tanto

1Karl-Friedrich Gauss nace en Gotinga, Alemania el 30 de abril de 1777. Hijo de padres
humildes, ingresa a la Universidad de Gotinga en 1795 recibiendo el apoyo econémico del
duque Carlos Guillermo. El 30 de marzo de 1796 obtiene, a partir de ecuaciones ciclotémicas,
la construccién del poligono regular de 17 lados usando sélo regla y compés. Es en este mo-
mento cuando se decide a ser matematico. En 1798 recibe su doctorado en la Universidad
de Helmsted bajo la direccién del profesor Johann Friedrich Pfaff. En 1801 publica su gran
tratado Disquisitiones Aritmetice, en el que presenta un resumen de trabajos de sus pre-
decesores, formula conceptos y cuestiones que indicaran, durante més de un siglo, las lineas
maestras de la investigacién en teoria de nimeros. Entre sus alumnos mas notables destacan
Dedekind y Riemann. Muere durante el suefio el 23 de febrero de 1855. Este espacio es muy
breve para describir la grandeza cientifica de Gauss.



Por otro lado m a
mcd (— ,f) =1,
9 g
, m m . m
asi — | 2 —y y z = y (mod —). Inversamente, si x —y = —t, tenemos
) ) g
alx —y) = mZt y asf ax = ay (mod m).
g
O

Teorema 1.3. Sean my,..., m, enteros diferentes de 0. Entonces para 1 < i <
r se tiene
x=y (modm;) siysdlosi =y (modmem(my,..,m.)).

Demostracién: Como m; | z —y, entonces  — y es un multiplo comin de los
m;’s. Usando el Teorema ?? tenemos mem(myq,...,m,) | x —y. La otra parte es
consecuencia del Teorema 1.1 parte (4).

O
Teorema 1.4. Si xz =y (mod m), entonces med(z, m) = med(y, m).
Demostracién: Si x = y (mod m), entonces para alguna t € Z se tiene z =
mt +y. Aplicando el Lema ?? se sigue que med(z, m) = med(y, m).

O

El inverso del teorema anterior no es valido, por ejemplo z = 2, y = 4,
m=".

Definicién 1.5. Sea m € Z \ {0}. El conjunto de enteros {x1,...,x5} es un
sistema completo de residuos mddulo m, el cual escribiremos como SCR(m), si
dado y € Z, existe un tnico x; € SCR(m) tal que y = z; (mod m).

Notemos que si z;,z; € SCR(m) con i # j, entonces z; # x; (mod m) y
por tanto en un SCR(m), cualesquiera dos elementos son incongruentes médulo
m. El conjunto {0,1,...,|m| — 1} es un SCR(m).

Teorema 1.6. Si {z1,...,25} y {y1,...,yt} son SCR(m), enonces s =t.

Demostracién: Supongamos que s < t. Para cada z; € {z1,...,zs} existe un
tnico y; € {y1,...,y:} tal que z; = y; (mod m). Reacomodando los elementos
de {y1,...,y}, podemos suponer que z; = y; (mod m). Sea y; con s + 1 <
j < t. Puesto que {z1,...,25} es un SCR(m), entonces existe un tnico x, €



{z1,..., 25} tal que y; = 2, (mod m). De lo anterior se sigue que y; = z, = y,
(mod m) y j # r, lo cual es absurdo. De la misma forma ¢ < s nos lleva a un

absurdo. Por tanto t = s.
O

Corolario 1.7. Cualquier SCR(m) tiene cardinalidad |m)|.

Demostracién: {0,1,...,|m|—1} es un SCR(m).
O

El siguiente resultado es 1til para identificar sistemas completos de residuos.

Teorema 1.8. Si el conjunto {x1,...,T|;,|} satisface x; # x; (mod m) para
i # j, entonces {x1,..., x|y} es un SCR(m).

Demostracién: Como z; # z; (mod m) para i # j, entonces x; y =; dejan
diferente residuo al ser divididos por m. Reordenando los x; de tal manera que
x; = mq; + i, obtenemos que x; =i (mod m). Sea y € Z. Entonces y = mq+ j
con 0 < j < |m|. De lo anterior se sigue que y = z; (mod m).

O

Observemos que si {z1, ...,x2s} es un SCR(m), entonces s = |m| y para i # j
necesariamente x; # z; (mod m).

Corolario 1.9. Sean a,m € Z primos relativos y {1, ..., %)y} un SCR(m).
Entonces {ax1, ...,ax), } es un SCR(m).

Demostracion: Supongamos que para algun par de indices i,j se cumple
ax; = ax; (mod m). Usando el Teorema 1.2 obtenemos z; = z; (mod m) y

esto 1ltimo sélo es posible cuando i = j.
O

Definicién 1.10. Sim > 0 escribiremos Z, en lugar de SCR(m). Por como-
didad convenimos en que Z.,, = {0,1,2,...,m — 1}. El conjunto Z,, se conoce
con el nombre de anillo de residuos modulo m.

El anillo Z,, es una de las estructuras algebraicas mas importantes en teoria
de nuimeros. La manera conveniente de construir esta estructura es por medio
de la definicién de congruencia. La relacién = que definimos al principio de este
capitulo es de equivalencia y por lo tanto en cada clase de equivalencia podemos
considerar como representante al residuo que deja un entero al ser dividido por
el entero fijo m. Es por esto que Z,, = {[0],[1],...[m — 1]} y por abuso de
notacién, simplemente escribimos Z,, = {0,1,2,...,m — 1

En el anillo de residuos médulo m introducimos una suma y un producto:

[+ Ul=k+5 v [l =[]



Lema 1.11. La suma y producto definidas en Z.,, no dependen del represen-
tante.

Demostracion: Sia € [i] y b € [j], entonces por la parte (1) y (3) del Teorema
1.1 se sigue que i + j =a+b (mod m) y ij = ab (mod m).
U

Con la suma de enteros médulo m tenemos propiedades aritméticas muy
buenas. Por ejemplo, la suma es asociativa, conmutativa, la clase [0] funciona
perfectamente como neutro aditivo. Adicionalmente, si i € Z,,, entonces n—1 es
el inverso aditivo de 7. Sin embargo, con el producto no somos muy afortunados.
Por ejemplo, si m = dq es compuesto y 1 < d,q < m, en Z,, tenemos que
d,g# 0y d-q=0. En la Seccién 2.2 regresaremos nuevamente a discutir la
multiplicacién de los enteros médulo m.

Definicién 1.12. Sea m # 0. Un conjunto de enteros {x1,...,25} es un sis-
tema reducido de residuos mddulo m, el cual escribiremos SRR(m), si dado
y € Z con med(y,m) = 1, existe un dnico x; € SRR(m) tal que y = z;
(mod m).

Es claro que en la definicién anterior queda implicito que para i # j, z; # x;
(mod m). Segun el Teorema 1.4 tenemos que los elementos de un SRR(m)
deben satisfacer med(z;,m) = 1.

Teorema 1.13. Si {z1,...,zs} y {y1,...,y:} son SRR(m), entonces s = t.

Demostracién: Supongamos s < t. Como (y;,m) = 1, entonces existe un

unico z; € {z1,...,xs} tal que y; = z; (mod m). Reacomodando los indices
si es necesario, podemos suponer que z; = y; (mod m). Para s +1 <i <t se
tiene y; = x, =y, (mod m) para algin z, € {z1,...,z}.

O

Definicién 1.14. La funcion ¢ de Fuler en el entero positivo m estd dado por
¢(m) = [SRR(m)|.

Segun el teorema anterior, cualesquiera dos SRR(m) tienen la misma car-
dinalidad. Asi, la definicién de la funcién ¢ es consistente. Es facil ver que el
conjunto

{z:1<2z<m, med(z,m)=1}
es un SRR(m). De esta forma p(1) = 1, ¢(4) = 2, ¢(13) = 12 y si p es un

nimero primo, entonces p(p) = p — 1.

Fl siguiente resultado lo podemos usar para identificar sistemas reducidos
de residuos.



Teorema 1.15. Sim > 1, entonces el conjunto {x1,...,2ym)} es un SRR(m)
si x; Z x; (mod m) para i # j y med(z;,m) =1 parai=1,...,p(m).

Demostracion: Primero observemos que x; = mgq; +r; con 0 < r; < m'y
mcd(r;, m) = med(x1,m) = 1. Por otro lado, puesto que z; # z; (mod m)
para i # j, los siguientes conjuntos coinciden:

{ri,re, oy} = {1 <o <m: med(z,m) = 1}.

Sea y € Z con mcd(y,m) = 1. Entonces existe un dnico ¢ € {1 < z < m :
med(xz,m) = 1} tal que y =i (mod m). Pero i es congruente con algin r; €
{ri,r2, ..., 7p(m) }. Por transitividad obtenemos el resultado. O

Corolario 1.16. Simcd(a,m) =1 y {x1,...,Zpm)} es un SRR(m), entonces
el conjunto {axy, ...,axy(m)} también es un SRR(m).

Demostracién: Es evidente que med(az;,m) =1y az; # axr; (mod m) para
i O

En la seccién 2.3 regresaremos al estudio de los sistemas reducidos de resid-
uos.

Teorema 1.17. [Euler?] Si mcd(a,m) = 1, entonces a®™ =1 (mod m).

Demostracién: Si {z1,...,2,m)} = SRR(m), entonces {ax1,...,ax,(m)} s
un SRR(m). Puesto que cada x; es congruente a algin az; médulo m, tenemos

w(m) w(m) #(m)
H T = H az; = a?™ H z; (mod m).
i=1 i=1 i=1
Puesto que
p(m)

mcd( H x; ,m) =1,
i=1

entonces haciendo uso del Teorema 1.2 obtenemos a®(™ =1 (mod m).
O

2Leonhard Euler nacié el 15 de abril de 1707 en Basilea, Suiza. Ingresa a la Universidad de
Basilea para estudiar teologia y hebreo, pero sus conocimientos y aptitudes en matematicas
atraen la atencién de Johan Bernoulli quien le dedica una sesién semanal para responder a sus
preguntas. Euler publicé su primera memoria a los dieciocho anos y en sus escritos nunca dejé
de considerar la potencia deductiva de la inteligencia como la supremacia indiscutible, y atn
cuando los resultados del cédlculo contradijeran el sentido comin, no dudaba en adoptarlos.
En todas las ramas de las matemdticas puede encontrarse su nombre. Sus contribuciones
principales estdn en: el cilculo, las ecuaciones diferenciales, la geometria analitica de curvas
y superficies, la teoria de nimeros y el cdlculo de variaciones. El 7 de septiembre de 1783,
después de haber hablado sobre temas populares de la época, como el descubrimiento de
Urano, dejé de calcular y vivir.




Los sistemas reducidos de residuos juegan un papel muy importante en teoria
de numeros. Ellos tienen una estructura aritmética muy interesante. Por ejem-
plo, son cerrados bajo la multiplicacién médulo m y cada elemento tiene un
inverso multiplicativo. Esto ultimo lo garantiza el Teorema de Euler pues la
congruencia a?(™ = 1 (mod m) la podemos reescribir como a - a?(™~1 = 1
(mod m). De esta forma tenemos que a?(™~! es el inverso multiplicativo de a
si p(m) > 1. En esencia, estamos describiendo las propiedades algebraicas que
definen lo que se conoce como grupo.

Definicién 1.18. Un conjunto G # () es un grupo si existe una funcidn * :
G x G — G tales que:

1. Para z,y,z € G se tiene x(x,x(y, 2)) = *(x(x,y), 2).

2. Existe un elemento distinguido e € G tal que x(e,x) = *(x,e) = z, para
cualquier x € G.

3. Siz € G, existey € G tal que x(x,y) = *(y,x) = e.
Si escribimos *(x,y) = x * y, entonces la definicién de grupo queda como:
1. Para z,y,z € G se tiene z * (y x 2) = (z * y) * 2.

2. Existe un elemento distinguido e € G tal que exx = x * e = x, para
cualquier z € G.

3. Six eG,existey e Gtalque zxy =y*xx =e.

Con esta nueva escritura es facil identificar la propiedad asociativa, la exis-
tencia de un neutro y la existencia de inversos. Adicionalmente, si la funcién *
satisface x *y = y*x, entonces diremos que G es un grupo abeliano. El objetivo
de haber dado la definicién anterior es llamar a las cosas por su nombre. Asi
tenemos los siguientes ejemplos de grupo abeliano:

1. Z con * la suma usual de enteros.
2. nZ ={nz: z € Z} con * la suma usual de enteros.

2. Zy, con * la suma moédulo m.

3. SRR(m) con * el producto médulo m.

Corolario 1.19. [Pequefio Teorema de Fermat?3] Si p es primo y med(p,a) = 1,
entonces aP~1 =1 (mod p).

3En 1640, Fermat comunicé a Bernhard Frénicle este resultado sin demostracién. Fue Euler
en 1736 el que publicé la primera demostracién. Por cierto que se le conoce como Pequeno
Teorema de Fermat simplemente para distinguirlo del Ultimo Teorema de Fermat: Sin > 3,
entonces la ecuacién =™ + y™ = z™ no es soluble en enteros z,y, z tales que zyz # 0. Esta
conjetura fue resuelta en 1995 por Andrew Wiles y su estudiante Richard Taylor.



Demostracion: Si p es primo, p(p) =p — 1.

En el Teorema 3.9 de este capitulo presentaremos una generalizacion del
Teorema de Fuler.

1.1 Pseudoprimos

En el Pequenio Teorema de Fermat, si a = 2 tenemos como caso particular que
pl2P—2.

Hace 25 siglos, los matematicos chinos creian que el inverso de esta afir-
macion era cierta. Es decir, si

n|2" -2,

entonces n es primo. So6lo tenfan evidencias numéricas para n < 300. De hecho,
esta afirmacién es falsa. Por ejemplo,

341 | 234 -2
y 341 = 11 -31. En honor a esta creencia errénea, se dice que un entero
compuesto n es pseudoprimo si
n|2" —2.

Estos primos falsos aparecen con menos frecuencia que los primos normales.
Por ejemplo, los pseudoprimos < 2000 son 341,561,645, 1105, 1387, 1729, 1905
y la cantidad de primos < 2000 es 307.

PROBLEMAS

1. Demostrar que:

a) Sia=b (mod n)y ¢c=d (mod n), entonces a + ¢ =b+d (mod n).
b) Sia=b (mod n) y ¢c=d (mod n), entonces ac = bd (mod n).

c) Sia=b(modn)yc=d (modn), entonces ax + cy = bx + dy
(mod n).

d) Sid|nya=0b (modn), entonces a =b (mod d).



10.
11.

12.
13.
14.
15.
16.

e) Si f(z) € Z[x] y a =b (mod n), entonces f(a) = f(b) (mod n).
Usar el inciso e) del problema anterior para demostrar que:

a) No existe un polinomio f(x) € Z[z] de grado positivo tal que f(z) es
un ndmero primo para todo x € Z.
b) Cualquier entero es congruente con la suma de sus digitos médulo 9.

;Qué dia fue el 2 de octubre de 19687 Supongamos que el dia de hoy es
domingo. Dentro de 1091 dias ;qué dia sera?

Considerar n = ag+a110+... +a;10* la representaciéon decimal del entero
ny f(z) = ap + a1 + ... + apz®. Mostrar que n = f(10) = f(-1)
(mod 11).

Sea n un entero de tres digitos. Si n = ag + a110 + a310% es la repre-
sentaciéon decimal de n, entonces n = ag + 3a1 + 2a2 (mod 7). A partir
de lo anterior dar un criterio de divisibilidad por 7 de un entero de tres
digitos. Encontrar un criterio de divisibilidad entre 7 para un nimero de
4,5 6 6 digitos . ;Se puede generalizar para un numero de k cifras?

Usar el problema 4 para dar un criterio de divisibilidad por 11.
Usar el problema 4 para demostrar que (356)% # 126732.
Usar el Pequeno Teorema de Fermat para:

a) Encontrar el residuo que se obtiene al dividir 3*°7 entre 17.

b) Resolver la congruencia 232 =5 (mod 31).
c¢) Resolver la congruencia 22! = 8 (mod 13).
d) Resolver la congruencia z* = 7 (mod 29).

Usar el Pequenio Teorema de Fermat para justificar que el nimero 6663
no es primo. Sugerencia: encontrar a € Z tal que a%%% # a (mod 6663).

Encontrar algunos digitos de 99”,

Si contamos con los dedos de una mano comenzando por el dedo indice y

: , . , o332, 11
terminamos con el pulgar jen qué dedo terminard 33" 6 111 ?

Mostrar que ¢(n) =n — 1 si y sélo si n es primo.

Encontrar un entero positivo n tal que ¢(n) es impar.

1 Qué se puede decir de n si p(n) es el cuadrado de un primo?
Encontrar todos los valores de n para los cuales ¢(n) = n/2.

Observe por medio de ejemplos que ¢(n) casi siempre es divisible por 4.
Describir todos los enteros n para los cuales ¢(n) no es divisible por 4.



17.

18.

19.

20.

21.
22.
23.
24.

25.

26.

27.

28.
29.

Un numero compuesto m se llama numero de Carmichael si la congruencia
a™ = a (mod m) es soluble para todo entero a. En particular, esta clase
de nimeros son pseudoprimos y son muy dificiles de calcular. En 1912,
Robert D. Carmichael conjeturé que hay una infinidad de ellos y fue hasta
1994 que se demostrd que esta conjetura es cierta [?].

a) Verificar que el entero m = 561 = 3 - 11 - 17 es un nimero de
Carmichael. Sugerencia: si med(a,p) = 1 para p = 3,7, 11, mostrar
que a®%Y = 1 (mod p) usando el Pequeiio Teorema de Fermat.

b) Encontrar algunos nimeros de Carmichael usando el siguiente crite-
rio: sin = (6m+1)(12m+1)(18m+1) y 6m+1, 12m+1, 18m+1
son numeros primos, entonces n es un nimero de Carmichael. Por
ejemplo, 1729 =7-13 - 19.

Mostrar usando s6lo congruencias que 341, 561 y 161038 son pseudo-
primos. El dltimo ntmero fue descubierto por D.H. Lehmer en 1950 y
es el primer niimero pseudoprimo par.

Sea n un pseudoprimo impar. Mostrar que 2" —1 también es pseudoprimo.
Concluir que existe una infinidad de pseudoprimos. Sugerencia: mostrar

que 2" = nk + 2 para algun entero k > 1 y luego observar que 2" — 1 |
(2m)k — 1.

Mostrar que la ecuacién 5™ 4+ 2 = 17™ no tiene solucién en los enteros
positivos n, m.

Encontrar z € Z tal que 1* +2* +3* +... + 50" =z (mod 5).
Encontrar el residuo que resulta al dividir 1+ 2!+ 3!+ - - - + 147! entre 21.
Mostrar que un SRR(n) es cerrado bajo la multiplicacién médulo n.
Encontrar un SCR(19) que contenga sélo miltiplos de 4.

Usando la definicién de SRR(m) mostrar que {1,2,4,5,7, 8} es un sistema
reducido de residuos moédulo 9.

Sea n > 1. Mostrar que SRR(n) = {1,2,...,n — 1} si y sblo si n es un
nimero primo.

Si med(a,n) = 1, entonces para z € Z se tiene que

SCR(n) ={x,x +a,z+2a,...2+ (n— 1)a}.

Mostrar que cualquier conjunto de n enteros consecutivos es un SCR(n).

Sea A = {1,...,2,(n)} un conjunto de o(n) enteros tal que z; # w;
(mod n) si i # j. Mostrar que A no necesariamente es un SRR(n), es
decir, la hipétesis med(z;,n) = 1 en el Teorema 1.15 es indispensable.

10



30.

31.

32.
33.
34.
35.

36.

37.

38.
39.

40.

Mostrar con un ejemplo que si

{z1, .., 2oy} = SRR(m), {y1,...,Ypm)} = SRR(n),
entonces no necesariamente el conjunto
{ziy; 1 <i<p(m), 1<j <p(n)}
es un SRR(mn).
»(n)

Sea SRR(n) = {r1,72, ..., T(n) }- Mostrar que Z r; = ng02(n)
i=1

Mostrar que si med(n,7) = 1, entonces 7 | n8 — 1.

Mostrar que si med(n,7) = 1, entonces 7 | n'? — 1.

Mostrar que 5 | n'3 —n para todo n € N.

Sea U, ={a € Z, :ax =1 (mod n) es soluble}. Mostrar que:

a) Sia,b € Up,, entonces ab € U,.

b) Sia €U, y b es solucién de az =1 (mod n), entonces b € U,,.

)

¢) |Un| = (n).

d) Si p es primo, entonces U, = {1,2,...,p — 1}.

e) Mostrar que si U, = {1,2,...,n — 1}, entonces n es primo.
)

f) Encontrar alguna relacién entre U,, y SRR(n).

Si a € U,, entonces decimos que a es una unidad de Z,. Encontrar todas

las unidades en:

a) Zs,
b) Z1,
c) Za,
d) Zaggg-

Si p es primo, entonces z? = x (mod p) para toda x € Z. En particular,

si a,b € Z, entonces (a +b)? =a+b (mod p).

Sea p un ntimero primo y f(x) = 22’ — 2P 4+ 1. Mostrar que 13 | f(10).

Sea p un primo impar. Mostrar que:

a) 17714 2p=t 4y 3r-t 4 4 (p—1)P"t=—1 (mod p).
b) 1P +2° + 3P + ...+ (p—1)? =0 (mod p).

Si p, ¢ son primos diferentes, entonces p?~! 4+ ¢?~1 =1 (mod pq).
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41. Sea x € Z. Demostrar que 2> =0 (mod 4) 6 22 =1 (mod 4). ;Es cierto
que si x = 0, 1 (mod 4), entonces x es un cuadrado? Verificar que el
namero 7313559 no es un cuadrado.

42. Un entero a tiene la expresion decimal a = 5272. Encontrar x de tal forma
que ¢ =1 (mod 9).

2 La congruencia ax +b =0 (mod m)

En esta seccién principia nuestro estudio de la congruencia f(z) =0 (mod m),
donde f(z) es un polinomio con coeficientes en Z. Sea m un entero diferente de
0. Si f(x) =ap+a1x+ ...+ anz™ y a; € Z, entonces escribiremos f(z) € Z|x].

Definicién 2.1. Sea f(x) € Zlz]. Sia € Z satisface que f(a) = 0 (mod m),
entonces diremos que a es una raiz de f(x) mddulo m.

Convenimos en que dos raices a,b son la "misma” raiz, si éstas satisfacen
a = b (mod m). En este sentido, la congruencia f(z) = 0 (mod m) tiene
solucion tunica, si cualesquiera dos raices son congruentes médulo m. Esta idea
de aglutinar aquellas raices que son congruentes es consecuencia de la parte 5
del Teorema 1.1.

Definicién 2.2. Si f(x) = ag+a1z+...+a,z™ yn es el mayor entero positivo
tal que a, Z 0 (mod m), entonces diremos que el grado de f(x) mddulo m es
n.

Como caso particular, si n = 1 entonces f(z) = ap + a1z es un polinomio
lineal médulo m si a3 Z 0 (mod m). Una aplicacién del Teorema de Euler nos
da las soluciones de una congruencia lineal.

Proposicién 2.3. Sea f(x) = ax +b € Zlz] y med(m,a) =1 con m # 0. La
congruencia f(z) =0 (mod m) tiene solucidn inica mddulo m.

Demostracién: Segiin el Teorema de Euler 1.17, (™ = 1 (mod m). En-
tonces
—a?™b=—b (mod m).

Ponemos = = —a?™~1b y por tanto az + b =0 (mod m).
Si x1 es otra solucién, entonces ax; + b = ax + b (mod m). Cancelando

obtenemos z1 = z (mod m).
O
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Corolario 2.4. Sean a,b,c,m € N tal que mcd(a,m) = med(b, o(m)) = 1.
Sid € N es tal que bd = 1 (mod ¢(m)) y a® = ¢ (mod m), entonces a = c?
(mod m).

Demostracion: En realidad el entero d existe porque por med(b, p(m)) = 1.
Puesto que bd = ¢(m)q + 1, evaluemos:

¢ = @b = @#Matl = (#(Mag = ¢ (mod m).

O

Notemos que si conocemos los enteros m,b y ab, entonces para recuperar
el valor de a, es suficiente determinar el valor de d, para lo cual se requiere
conocer ¢(m) y por lo tanto, es suficiente conocer la factorizacién de m. Esto
puede resultar extremadamente complicado y es parte del éxito de los codigos
modernos.

La congruencia az + b = 0 (mod m) es la misma que ax = —b (mod m).
Asi, con un cambio apropiado de signo podemos pensar en axz = b (mod m). Lo
anterior tiene su semejanza con la aritmética usual de Z: La ecuacién ax = b es
soluble en Z si y sélo si a | b. El siguiente resultado generaliza a la proposicién
anterior.

Corolario 2.5. Sea g = mcd(a,m). Si g1b, entonces ax = b (mod m) no es
soluble. Si g | b, entonces la congruencia ax = b (mod m) tiene g soluciones
mcongruentes.

Demostracion: Sea a = gag, m = gmyg y xo una solucién de ax = b (mod m).
Entonces

azxg — b= mty y b = axy — mty = g(apgzo — moto).

De lo anterior se sigue que si g 1 b, entonces la congruencia ax = b (mod m) no
puede tener solucién.

Ahora consideremos la congruencia ax = b (mod m) junto con la hipdtesis
g | b. Siwu es solucién de ax = b (mod m), entonces

m | au — b,
asi que
m ., a b
7 | —UuU—= -,
9 g g
y u es solucién de
b
Sp=? (mod m).
g g g

13



Por tanto tenemos que u es solucién de ax = b (mod m) si y sélo si u es solucién

de 2p=2 (mod m) Sea z7 alguna solucién particular de
) g g

b
Entonces z; + t@ es solucion de gx =
g g g
ax =b (mod m).

m
(mod —) y también es solucién de
g
Un simple célculo muestra que si t1,t5 € {0,1,...,g—1} con t; # t5, entonces
m m
T +t15 Zx + tZE (mod m).

Sélo falta probar que cualquier soluciéon de ax

b (mod m) es de la forma
1 + t—, donde x; es una solucién particular de
g

m
mod —),
( g)

. S P m . .

tiene solucién unica r1 médulo —. Sea u cualquier solucién de az = b (mod m).
g

Puesto que u también es solucion de

entonces se tiene

u=x1 (mod E)

m
De lo anterior, u = t— + z;, para algun t € Z.
9

O

Observemos que en el corolario anterior las soluciones de ax = b (mod m),
dependen esencialmente de las soluciones de

(mod g)
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En el curso de la demostracion del corolario anterior obtuvimos un método
seguro para resolver una congruencia lineal. Sin embargo, para valores muy
grandes de m, este método puede ser poco eficaz. La manera en que podemos
resolver una congruencia lineal con médulo grande esta descrita en el Teorema
1.3. Se trata de descomponer el médulo en factores primos y plantear un sistema
de congruencias. Después se resuelve cada congruencia y nuevamente por el
Teorema 1.3 se recupera una solucion de la congruencia original. A pesar de lo
anterior, descomponer un nimero en sus factores primos también puede ser una
tarea bastante complicada.

Estamos seguros que cualquier lector ha manipulado en no pocas ocasiones
al campo de los niumeros reales R. La aritmética de este conjunto descansa esen-
cialmente en la suma y el producto y en las propiedades que estas operaciones
satisfacen. En especial, sabemos que si a y b son nimeros reales diferentes de
0, entonces ab # 0.

Definicién 2.6. Un campo es un conjunto K con dos operaciones binarias
que llamaremos suma(+) y producto(-). Ambas operaciones son asociativas,
conmutativas y K contiene dos elementos distinguidos que denotaremos por 0, 1
(neutro aditivo y neutro multiplicativo respectivamente) y tal que

1. 0+a=a para a € K.
Paraa € K, existeb € K tal que a+b = 0 (existencia de inverso aditivo).

a-1=aparaa€ K.

e

Sia€ K ya#0, eristeb € K tal que a-b =1 (existencia de inverso
multiplicativo).

5. Para a,b,c € K se tiene a(b+ ¢) = ab + ac (ley distributiva).

Si recordamos la definicién de grupo, veremos que un campo es un grupo
abeliano con dos operaciones diferentes que ademads estan relacionadas por la
propiedad 5 de la definicién de campo.

Un ejemplo muy importante de campo es Z,, si p es primo. La asociatividad
y conmutatividad de la suma y producto médulo p son consecuencia directa de
la asociatividad y conmutatividad de la suma y producto de nimeros enteros.
El neutro aditivo y multiplicativo son [0] y [1] respectivamente. También es
claro que todos los elementos de Z,, tienen inverso aditivo. En general tenemos:

Corolario 2.7. Z,, es un campo si y solo si n es un numero primo.
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Demostracion: Supongamos que Z, es un campo y n = ab. En particular,
a tiene inverso multiplicativo. Es decir, la congruencia ax = 1 (mod n) tiene
solucién tunica. Segun el Corolario 2.5 med(a,n) | 1 y asi med(a,n) = 1. Por
otro lado, a | n y por lo tanto med(a,n) = a = 1.

Inversamente, si n es primo, entonces para 1 < a < n — 1 se tiene que
mcd(a,n) = 1 y la congruencia az = 1 (mod n) tiene solucién tnica. Es decir,
a tiene inverso multiplicativo. La ley distributiva en Z, es consecuencia de la
propiedad distributiva de Z.

O

Segun el corolario anterior, existe una infinidad de campos finitos, uno para
cada primo p. No todos los campos finitos tienen p elementos. Se puede probar
que cualquier campo finito tiene como cardinalidad una potencia de un nimero
primo. Esta fuera de nuestro alcance la justificacion de este hecho. En el resto
de este trabajo escribiremos IF,, en lugar de Z, y con esta notacién estaremos
indicando que F;, es un campo finito con p elementos. Indicaremos F, = F,\{0}.

PROBLEMAS

1. Resolver cada una de las siguientes congruencias:

a) 132z = —22 (mod 194).
b) 84z = 156 (mod 605).
c) 162z = —3 (mod — 24).
d) =5z =1 (mod 18).

2. Resolver las siguientes ecuaciones usando s6lo congruencias:
a) 9z + 12y = 27.
b) —16x + Ty = 4.

¢) 143z — 739y = 57.

d) 251z + 340y = 136.

3. Un entero 1 < z < 500 deja residuos 1,4, 5 cuando es dividido entre 2,5,7
respectivamente. Encontrar el valor de x.

4. Encontrar el inverso aditivo y multiplicativo de cada elemento diferente
de 0 en cada uno de los siguientes campos finitos:

F7, Fi1, Fag, Fy3
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3 Sistemas de congruencias lineales

En la seccién anterior dimos una descripcién de cémo resolver axz = b (mod m)
descomponiendo m como producto de factores primos. Si m = [[;_, p{", en-
tonces usando el Teorema 1.3, resolver axz = b (mod m) es equivalente a resolver
el sistema de congruencias axz = b (mod p{*). Si para alguna i se tiene que la
congruencia ax = b (mod p;*) no es soluble, entonces ax = b (mod m) no es
soluble.

Con lo anterior tenemos dos problemas a la vista. Uno de ellos es resolver
un sistema de congruencias donde los moédulos son potencias de primos. FEl
segundo problema consiste en resolver una congruencia donde el médulo es una
potencia de un primo. Por el momento estudiaremos un sistema de congruencias
relativamente simple.

Teorema 3.1. Sean mq,. .., m, enteros diferentes de 0 con med(m;, m;) =1 si
i # j. Supongamos que cada una de las congruencias b;x = a; (mod m;) tiene
al menos una solucion. Entonces el sistema

bix =a; (mod my)

box as (mod ms)

brx =a, (modm,)
es soluble.
., T 2 2 m
Demostracién: Sean m = [[;_; m;, s; solucién de —x =1 (mod m;) y z;

m;
solucién de b;x = a; (mod m;) con i =1,...,r. Entonces el niimero

T
m
Tr = E —8;%;
ms

i=1 "

es solucién de cada una de las congruencias del sistema.

Ejemplo 3.2. Como ejemplo consideremos el sistema

3r = 1 (mod?7)
8r = -2 (mod —6)
x = 2 (mod5)
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Rescatando las hipdtesis del Teorema 3.1 tenemos:

1 = —2 essolucion de 3z = 1 (mod?7)

g = -1 K 8 = -2 (mod —6)

x3 = 2 K x = 2 (mod5)

s1 = —4 K (=6)(5)x = 1 (mod?7)

sg = —1 K (7B)zr = 1 (mod —6)

sg = 2 K (7)(=6)z = 1 (mod5)
Por tanto

z = (=6)(5)(=2)(=4) + (1) (5)(=1)(=1) + (1)(-6)(2)(2) = 373

es solucion del sistema.

—
~—

Corolario 3.3. [Teorema Chino del Residuo*] Sean my,...,m, enteros dife-
rentes de 0 y primos relativos por pares. Si ay,...,a, € Z, entonces el sistema
de congruencias

a1 (mod mq)

as (mod my)

x =a, (modm,)

tiene solucidn tinica mdédulo mem(my, ..., my).

Demostracién: Se tiene que x = a; es solucién de z = a; (mod m;). Ahora

apliquemos el Teorema 3.1.
O

Notemos que en el Teorema Chino del Residuo, la hipétesis med(m;, m;) =
1, ¢ # j es indispensable pues de esta forma se asegura la existencia de una
solucién del sistema. Si para algin par de indices 7 # j se tiene med(m;, m;) > 1,
entonces todo puede suceder. Por ejemplo, se puede verificar facilmente que el
sistema

1 (mod 6)
3 (mod 15)
no tiene solucién. En la misma direccién tenemos que x = 18 es solucién del
sistema,
= 0 (mod 6)
3 (mod 15)

4E] calendario solar chino fue elaborado entre el siglo VII y el siglo IV a.c. y se usé
para encontrar periodos en comun a varios ciclos de fenédmenos astronémicos. De manera
sorprendente, este calendario da una regla para resolver un sistema lineal de congruencias.
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Apliquemos el Teorema Chino del Residuo para mostrar que la funcién ¢ es
multiplicativa.

Teorema 3.4. Simcd(m,n) =1, entonces p(mn) = o(m)p(n).

Demostracién: De manera natural tenemos tres sistemas de residuos involu-
crados:

SRR(mn) = {z1,...,z}, SRR(m)={r1,...,r%}, SRR(n)={s1,...,s;}

donde t = @(mn), k = o(m) vy j = p(n). La idea de la demostracién es
construir una funcién biyectiva

feoder,..,x} — {r1, o me ) x {s1,..., 85}

Observemos que para ¢ = 1,...,t¢ se tiene med(x;, mn) = 1. Por lo tanto
med(x;, m) = med(z;,n) = 1. Como med(z;,m) = 1, entonces existe un tnico
ro en SRR(m) tal que z; = 7, (mod m). De la misma manera podemos escoger
un unico sg € SRR(n) tal que x; = sg (mod n).

Definimos f(x;) = (ra,sg). Puesto que 74, sg son tnicos, entonces f es una
funcion.

Sea f(x;) = (1a,88) ¥ f(x;) = (ry,s5). Si f(z;) = f(x;), entonces

ro =7, (mod m) y sg =ss (mod n).

Por lo tanto f es inyectiva.
Para la suprayectividad consideremos (r,s) € SRR(m) x SRR(n). Es-
tudiemos el sistema

T
xT

r  (mod m),
s (mod n).

El Teorema Chino del Residuo asegura que el sistema tiene solucién tnica
médulo mn. Denotemos por x a la solucién. Por el Teorema 1.4 tenemos

med(z, m) = med(r,m) = med(z,n) = med(s,n) = 1,
asi med(x,mn) =1 y por tanto existe un tnico z; € SRR(mn) tal que
x=z; (mod mn).

Claramente f(z;) = (r,s) y f es entonces suprayectiva. La conclusién es evi-
dente.
O

Sea n # 0. Entonces SRR(n) = SRR(—n). En nuestra préxima discusién
podemos suponer que n > 0 y que

on)=[{xeN:1<z<n, med(z,n) =1}
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Lema 3.5. Sip es primo, entonces p(p") = p™ — p"~ L.

Demostracion: Notemos primero que si 1 < 5 < p — 1, entonces para todo
k € Z se tiene que mcd(pk + j,p) = 1 y por lo tanto med(pk + j,p") = 1.
Observemos el siguiente arreglo:

1 2 3 P
p+1 p+2 p+3 e 2p
2p+1 2p+2 2p+3 3p

(p—l)p+1 (p—l)p+2 (p—Dp+3 - pp

(pn! 1)p+1 (p"! 1)p+2 (' =-1+3 - p"'p

Notamos que en cada renglén existen p— 1 niimeros que son primos relativos
con p. Puesto que hay p"~?! renglones, entonces en todo el arreglo hay p"~!(p—1)
nimeros que son primos relativos con p”.

O
Teorema 3.6. Sin > 1, entonces p(n) =n H
k
Demostracién: Sea n = Hp;” donde p; # p; si i # j. Entonces
i=1
k k k
=o([[pi) =T =1 —p) =
i=1 i=1 i=1
k k k
[ee- 5= Tla - 2 =n o -
i=1 i=1 =1 pi pln
O

Corolario 3.7. Sin > 1, entonces Z o(d) =
d|n

Demostracion: Primero mostraremos que Z o(d) = p®. En efecto,
d|p*

> e(d) — D+ @ =p)+. =) ="
d|p=

20
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Ahora consideremos la factorizacién n = H p;*. Por lo tanto, usando la multi-
i=1

plicatividad de la funcién ¢ tenemos

Do) =| 2 o] | X o] | X e | =T]p=n
d|n i=1

d|p;t dlps? dlp?”

-1

Lema 3.8. Sip es primo y a > 1, entonces a?” = a?” (mod p®).

Demostracién: La prueba es muy sencilla, s6lo tenemos que utilizar el binomio
de Newton. Sabemos que a? = a (mod p). Esto significa que a? = a + kp para
cierto entero k. Por lo tanto

(@) = (a+kp)”" =a" Q.

Puesto que el dltimo sumando es 0 médulo p®, tenemos a?” = " (mod p®).
O

Como consecuencia del lema anterior tenemos una generalizacién del Teo-
rema de Euler.

Teorema 3.9. [Teorema de Euler Generalizado] Sean a,m € Z. Entonces

a™=?m) = g™ (mod m).

n
Demostracién: Sea m = pr‘ Entonces
i=1

n n
m —o(m) =[] p - w(Hp?") =
=1 =1
n n—1
[1» —w(Hp?"’)@(pZ") =
i=1 1=1
n n—1
[z - @( 11 p?i)(p%" —ppn ) =
=1 =1
n n—1 n—1
[I» - w( Hp?i)(p?{“) + w( 11 p?i)(pi"’l) =
1=1 =1 =1
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n—1 n—1 n—1
(H p—e(]] pf“')) par e (IT pi) o).
i=1 =1 =1

n—1
Siz= [ p, entonces m — @(m) = (x — p())p2 + @(x)pa .
=1

Por lo tanto

anp—1

gm—e(m) _ g (a—e(@)pin (@)

anp—1

— g@—e@)p™ je(z)py

Por el Lema 3.8 tenemos
aE—e@)pnm — (@—p(@)ppm (mod pon).

Nuevamente, usando dos veces el Lema 3.8
anp—1 anp—1 anp—1

@) = geme@Dpan e (@R T = TR = PR (mod pon).

Puesto que zp%" = m, entonces a™ (™) = a™ (mod p2~).

Si en lugar de haber elegido a p2» hubiésemos seleccionado a p?j (1<j<m),
tendriamos

m—ﬂﬂ(m) = g™ *J
a =a™ (mod p;’).
Por lo tanto, por el Teorema 1.3 concluimos que

a0 = g™ (mod m).

Observemos que si med(a, m) = 1, entonces med(a™,m) =1y

a™ M) = M= (M) = g™ (mod m).

Por lo tanto, por el Teorema 1.2 tenemos a~¢(™) =1 (mod m). ;Contradice
esto al Teorema de Euler?

PROBLEMAS

1. Calcular ¢(1697) y ©(1699).
2. Mostrar que si n tiene k factores primos impares, entonces 2¥ | (n).

3. Usar el Teorema 3.6 para mostrar que p(n) < n.
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10.
11.
12.
13.

14.

15.

16.

17.

18.
19.

Sea n un entero positivo compuesto. Mostrar que ¢(n) < n — /n. Su-
gerencia: Si p es el menor primo que divide a n, entonces p < y/n y asf

1
pn) <n(l--).
(n) <n(1=7)
Mostrar que si d | n, entonces ¢(d) | p(n).

Mostrar que existe una infinidad de enteros n tal que ¢(n) es un cuadrado
perfecto.

Mostrar que ¢(n) = ¢(2n) si y sélo si n es impar.

Mostrar que si n es par, entonces p(2n) = 2¢(n).

Mostrar que ¢(3n) = 3p(n) si y sélo si 3 | n.

Mostrar que ¢(3n) = 2p(n) si y sélo si 3t n.

Sipy p+ 2 son primos gemelos, entonces ¢(p + 2) = p(p) + 2.

Si d | n, entonces ¢(d) | p(n).

Sid|ny0<d<mn,entonces d— p(d) <n— p(n).

Sim,n € Zy g = mcd(m,n), entonces p(m)p(n) = W Observar

que este resultado generaliza al Teorema 3.4.

Si m,n > 1, entonces p(m)p(n) = p(med(m,n))p(mem(m,n)). jPor qué
este resultado generaliza al Teorema 3.47

Sipesprimoy h+k=p—1con h,k positivos, entonces

k! 4+ (=1)" =0 (mod p).

p—1
Mostrar que si p es primo, entonces (p — 1)! =p —1 (mod Z i).
i=1

1, Qué se puede decir si en el Teorema Chino del Residuo algun m; = 07
Considerar la siguiente colecciéon de congruencias:

a) r =—3 (mod 7)

)

) =17 (mod 12)
d) =4 (mod 13)

) =8 (mod 14)

) = -5 (mod 15)

) = -2 (mod 17)
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20.

21.

22.

23.

h) 2= -1 (mod 18).

Resolver el sistema de congruencias para cada una de las siguientes elec-
ciones:

i) a) y b).
ii) a), c)yd)
iii) b), d), y g)
iv) a), e) y f).
v) a), b), d), g), h)

Resolver los siguientes sistemas de congruencias:

3z = 5 (mod 22) —2r = 1 (mod 4)
11z = 3 (mod 28) 5z = —2 (mod7)
5z = 89 (mod 99), x = 0 (mod —99).

Mostrar que el sistema de congruencias

(mod m)

x a
b (mod n)

T

tiene solucién si y sélo si med(m,n) | a — b.
Sin usar el problema anterior, demostrar que el sistema de congruencias

1 (mod 6)
= 3 (mod 15)

no tiene solucion.

Sean m,n enteros positivos tales que med(m,n) = 1. Considerar la lista
de enteros 1 < x < mn:

1 2 3 e om
m+1 m+ 2 m—+3 e 2m
2m + 1 2m 4+ 2 2m+ 3 -eo 3m

(n—Dm+1 (n—Lm+2 (n—Lm+3 - nm.

En la j-ésima columna, una entrada tipica es de la forma am + j con j
fijayl1<j<m.

a) Mostrar que med(am + j,m) = med(j, m) para 1 < j < m. Concluir
que todas las entradas de la j-ésima columna o son primos relativos
con m o todas las entradas no lo son.

b) Mostrar que hay exactamente ¢(m) columnas que contienen todas
sus entradas primos relativos con m.
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¢) Mostrar que todas las entradas de la j-ésima columna forman un
SCR(n) y concluir que en ella existen ¢(n) enteros que son primos
relativos con n.

d) Usar los tres incisos anteriores para mostrar que en toda la lista exis-
ten @(m)e(n) enteros primos relativos con mn. Comparar con el
Teorema 3.4.

24. Seam = p{* ---pp* la factorizacién del entero m y donde p; # p; si i # j.
Considerar el polinomio f(z) = ap + a1 + ...a,z™ con a; € Z. Usar el
Teorema Chino del Residuo para justificar que la congruencia f(z) = 0
(mod m) es soluble si y sélo si cada una de las congruencias f(z) = 0
(mod pg*), 1< <k es soluble.

25. Encontrar un entero positivo x que al ser dividido por 3,4,5 y 6 deja
residuo 2, 3,4 y 5 respectivamente (Brahmagupta siglo 7 a.c). Observar
que no se puede aplicar el Teorema Chino del residuo. Sugerencia: Usar
el Teorema Chino del Residuo en las tres primeras congruencias y dar la
forma general de la solucién. Después considerar la ultima congruencia
médulo 6 y la solucién general que se obtuvo al resolver las tres primeras
congruencias.

26. Encontrar tres enteros consecutivos tal que cada uno de ellos es divisible
por un cuadrado > 1.

27. Supongamos que queremos deshacernos de una cierta cantidad de teclados
viejos de computadora. Si los guardamos en cajas de 7 sobran 5 y si los
guardamos en cajas de 11 sobran 3, pero si los guardamos en cajas de 8
no sobra alguno. ;Cuéntos teclados tenemos?

3.1 La ecuacién ¢(z) =n

Como una aplicacién de lo que hemos estudiado acerca de la funcién ¢, resol-
veremos la ecuacién ¢(z) = n con n € N. Claramente n > 1 impar implica que
() = n no es soluble. El método que proponemos depende principalmente de
la factorizacién del entero n. Esto puede complicar encontrar la solucién, en
caso de que exista. Sin embargo, con la ayuda de una computadora y con un
programa adecuado, el método se puede implementar para valores grandes de n.
Esto de ninguna manera significa que el algoritmo que proponemos sea el més
eficiente. Simplemente estamos afirmando que se puede implementar escribiendo
un programa en lenguaje C o algin otro, o instalando en tu computadora algin
paquete de adlgebra computacional, por ejemplo GAP o MAGMA. En todo caso
sugerimos intentar escribir un programa, pues es mas creativo que ser un simple
ejecutante de programas ya establecidos.
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Sea x = [[pj* con p; # p; para i # j. Entonces

ola) = [Tt =

Di

d;
Si definimos d; = p; — 1, de la igualdad pr‘ — = n obtenemos que d; | ny
i

Puesto que d; # d; parai # j y d; | n, entonces [] d; es un producto de divisores
de n (no necesariamente todos) tal que d; + 1 es un primo p;. De la igualdad

se obtiene que cualquier divisor primo de necesariamente debe ser algiin

n
[1d;
p;. Esta ultima afirmacién es una condicién adicional para x.

Como ejemplo, consideremos la ecuacién ¢(z) = 4. Los numeros d; que

dividen a 4 y tal que d; + 1 = p; es un ntimero primo son

di=1, dy =2, d3=4.
P(er lo tanto p; = 2, pa = 3, ps = 5. Consideremos los posibles [ d; tal que
[1d:
numeros de la forma 4 tal que cualquier divisor primo de éste sea algun p;.

[1d:

Con lo anterior construimos la siguiente tabla:

es un entero. Recordemos que sélo debemos tomar en cuenta aquellos

4 4

o = 4 yasi x = d—lpl =8
4 4
e — 2 ” = e —
dy T d b2
1 1 7 _ 4 5
ds T AT
4 4
— = 2 7 = — =12
dyds T d1d2p1p2
o S =10
dyds = r = d1d2p1p3 =

Con los valores obtenidos de x se pueden observar que las soluciones de
p(zr) =4 son xz =5, 8, 10, 12.
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PROBLEMAS

1. Encontrar todas las soluciones de p(x) =26 y p(x) = 24.

2. Sea p un nimero primo tal que 2p + 1 es compuesto. Mostrar que la
ecuacién ¢(x) = 2p no tiene solucion.

3. Mostrar que si p y 2p + 1 son primos, entonces ¢(x) = 2p es soluble.
Analizar los casos p =2y p # 2 y contar todas las soluciones.

4. Mostrar que 14 es el menor entero positivo par para el cual ¢(x) = 14 no
es soluble.

5. Mostrar que la ecuacién p(x) = n tiene un nimero finito de soluciones.

6. Supongamos que p y 2p — 1 son primos impares. Por ejemplo 7 y 13. Si
n = 2(2p — 1), entonces ¢(n) = p(n + 2).

7. Supongamos que la ecuacién ¢(x) = n tiene solucién tnica. Sea ng tal que
v(ng) = n. Mostrar que 4 | ng. Una conjetura de R. Carmichael asegura
que el nimero de soluciones de p(x) = n no puede ser 1. Este es un buen
problema de investigacién y te invitamos a averiguar cudl es el estado del
arte de esta conjetura.

4 La congruencia f(z) =0 (mod m)

En esta seccién seguiremos con nuestro estudio de las raices de una congruencia

de la forma f(x) =0 (mod m). El objetivo del siguiente resultado consiste en

mostrar que la solubilidad de f(z) = 0 (mod m) depende esencialmente de la
k

solubilidad de f(z) =0 (mod p{*), donde m = [ [ p{"*.

=1

Teorema 4.1. Sim =pi" ---pp* y f(x) € Z[z] no es un polinomio constante,
entonces f(x) =0 (mod m) tiene solucidon si y sdlo si para cada i, la congru-
encia f(z) =0 (mod p;*) es soluble. Mas ain, sit; denota el nimero de solu-
ciones de f(z) =0 (mod p;*), entonces f(z) =0 (mod m) tiene exactamente
tits - - -t soluciones incongruentes modulo m.

Demostracion: Si f(z) =0 (mod m) tiene solucién, entonces por el Teorema
1.1 parte 4, cada una de las congruencias f(z) =0 (mod p;”) es soluble. Inver-
samente, si z; denota una solucién de f(z) =0 (mod p;*), entonces el Teorema
Chino del Residuo asegura que el sistema
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= 21 (modpi?)

= 1z (mod p5?)

_ g
r = z (modpp*),
tiene solucion unica x. De lo anterior

f(@)=f(z:) =0 (mod p"),

y aplicando el Teorema 1.3 obtenemos que f(z) = 0 (mod m). Para terminar
nuestro resultado sélo nos resta contar las soluciones de la congruencia f(z) =0
(mod m).

Consideremos los siguientes conjuntos:

T = {z11,%21,..., %41}
Ty = {z12,%22,..., %12},
T = {TikTok,-- -, Tepk )

donde el i-ésimo conjunto denota las soluciones de f(z) = 0 (mod pj*). Para
(Tiy1,Tiy2y ey Tigke) € T1 X To X - -+ X T}, tenemos que el sistema de congruencias

x = my1 (mod pit)
T = iy (mod p?)
r = xjk (mod pp*),

tiene solucién tinica médulo m por el Teorema Chino del Residuo. De lo anterior
y por el Teorema 1.1 parte 5, concluimos que

f(x) = f(wy1) =0 (mod pit)
f(r) = f(wy,2) =0 (mod p5?)
f@) = fleas) =0 (mod pl*).

Nuevamente, el Teorema 1.3 nos da f(z) = 0 (mod m). Escojamos soluciones
(1,...,xp), (@],...,x}) € Th x --- x T, con x; # x, (mod pj''), para alguna 1.
Supongamos que y es solucién del sistema

=z (mod pi*)

=xzo (mod p3?)

r =z, (mod pp*),
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y que 7' resuelve el sistema

=z) (mod pi*)

xr =ab (mod p5?)

r =z (mod pi*).

Si y = v’ (mod m), entonces necesariamente y = y’ (mod p;*). Por tanto,
en la i-ésima congruencia tendriamos que z; = z} (mod p;). Asi que y # v/
(mod m) y de esta manera hemos probado que f(z) = 0 (mod m) tiene al
menos tyts - - - tg soluciones incongruentes médulo m.

Para ver que son exactamente todas, debemos escoger cualquier solucién z de
f(z) =0 (mod m) y ver que z proviene de algun elemento de 77 x T X - - - X T}.
En efecto, z = pfiq; +r; con 0 < r; < pi para 1 <i < k. Asi que

z=r; (modpi) y f(z)=f(r;) =0 (mod pi").

De lo anterior se sigue que r; es algin z;; y 2z es solucién del sistema

= r; (mod p{)
re  (mod p3?)

x = 1, (mod pp*).
y por tanto hay exactamente t1ts - - -t soluciones incongruentes médulo m de

f(x) =0 (mod m).
O

Sia,be€Z, n €N, entonces por la formula del binomio de Newton tenemos

(a4 b)" =a" +na""'b + b*Q(a, b),

donde Q(a,b) es una expresién que depende de a,b. Si f(x) = co+c12 + cox? +
...+ ¢cpz™, entonces la derivada formal de f(x) es por definicién

() =c1 4+ 2c0m + -+ + nepz™ L
Con un célculo elemental puede verificarse facilmente que

fla+b) = f(a) +bf'(a) +b°Q(a,b),

donde Q(a,b) es una expresién que depende de a, b.
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En seguida probaremos que las soluciones de una congruencia médulo p?®
se pueden encontrar por medio de las soluciones de una congruencia médulo
p*~1. Aplicando este argumento las veces que sea necesario, se puede ver que
para resolver una congruencia médulo p®, es necesario resolver primero una
congruencia moédulo p.

Teorema 4.2. Sea z alguna solucion de f(z) = 0 (mod p®). Entonces z de-
pende de alguna solucion de la congruencia f(z) =0 (mod p*~1), con s > 1.

Demostracion: Si z solucién de f(x) =0 (mod p®), entonces z es solucién de
f(x) =0 (mod p*~!) y por lo tanto el conjunto A de soluciones de la congru-
encia f(z) =0 (mod p*~!) no es vacio. Por lo anterior, existe X € A tal que
2= X (mod p*~1). Asf

z=X+tp°! (1)

para alguna t € Z. Debemos encontrar las condiciones para las cuales ¢ existe.
De (1) tenemos

f2) = f(X +tp" 1) = F(X) + 0" L f (X) + £ (0" 1)°Q,

y puesto que s > 1 se tiene
(p*"")? =0 (mod p*).
Por lo tanto, lo que deseamos es que
fE) =FX) +tp* f(X) =0 (mod p°) (2)

Puesto que f(X) =0 (mod p*~ 1), tenemos f(X) = Mp*~!, para algin M € Z.
En resumidas cuentas (2) toma la forma

f) = FX) +tp (X)) = Mp*™  +tp° f/(X) =0 (mod p°),

de donde
pPHM +tf(X)) =0 (mod p°),

lo cual es equivalente a

M +tf(X)=0 (mod p) (3)
1 ) -
Puesto que M = ~——, entonces podemos escribir (3) como
X
tf'(X)=-M = —‘221) (mod p) (4)

Concluimos nuestro resultado estudiando tres casos de esta tltima congruencia.

30



Caso1 Si f/(X) £ 0 (mod p), entonces med(p, f'(X)) = 1 y de ésta forma
tf'(X) = —M (mod p) tiene solucién tinica médulo p en la variable t.
En este caso no es trascendente que M sea congruente con 0 médulo p.

Caso 2 Si f/(X) =0 (mod p) y M # 0 (mod p), entonces para toda ¢ € Z ten-
emos tf'(X) =0 (mod p). Es claro que en esta situacién ningtin valor de ¢
puede ser solucién de la congruencia tf'(X) = —M (mod p). Por lo tanto
este caso no tiene solucién.

Caso 3 Si f/(X) = 0 (mod p) y M = 0 (mod p), entonces para todo valor de
t € Z se tiene tf(X) =0 (mod p), asi que para toda t € Z se cumple

tf(X)=-M (mod p).

En este caso existen p soluciones incongruentes.

O

Como consecuencia del teorema anterior tenemos que si f(z) =0 (mod p®)
tiene al menos una solucién, entonces ésta depende de alguna solucién de f(z) =
0 (mod p). Usaremos la congruencia (4) y (1) del teorema anterior para dar un
ejemplo.

Ejemplo 4.3. Considera la congruencia 2°+x +2 =0 (mod 5%). Observemos
que X = 4 es una solucion de 2>+ x +2 =0 (mod 5) y f'(4) = 49. Por lo
tanto, la congruencia que debemos resolver es

I
5

49t = — =-14 (mod 5).

Esta es equivalente a 4t =1 (mod 5). La solucion estd dada port =4 y de este
modo, usando (1) del teorema anterior tenemos que z = 4+ 4 -5 = 24 es una
solucion de 23 +x +2 =0 (mod 52).

5 La congruencia f(zx) =0 (mod p)

Si F es un campo, definimos el anillo de polinomios con coeficientes en F como
Flz] = {ap + a1z + -+ anz™ : a; €F, n € Ng}.
Si f(z) = ap + a1z + ... + apz™ € Flz], decimos que f(z) es de grado n

si ap, # 0. Escribimos gr(f(z)) = n para indicar que f(z) es un polinomio
de grado n. Un polinomio de grado 0 es un polinomio constante # 0. Los
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polinomios los podemos sumar y multiplicar. Si f(z) = ap + a1+ ... + az™
vy g(xz) =bg+ b1z + ...+ bypa™, entonces

f@)+gx)=co+crz+...csx®, donde ¢ = ax + by,

f(@)g(x) =co+c1x+ ... cnpma™™™,

donde ¢ = agby + a1bg—1 + - ..+ arbg. Esta suma y producto de polinomios son
asociativos, conmutativos, tienen su neutro respectivamente y ademas satisfacen
la ley distributiva.

Al polinomio constante 0 le asignamos grado —oo, simplemente para que el
grado de un producto sea consistente y satisfaga que el grado de un producto
es la suma de los grados. Asi, se puede mostrar facilmente que:

L gr(f(z) + g(x)) < max{gr(f(z)), gr(g(z))},
2. gr(f(z)g(x)) = gr(f(z)) + gr(g(x)).

Toda la teoria de divisibilidad que desarrollamos en Z es vélida en el anillo
F[x]. En particular tenemos el algoritmo de la divisién.

Teorema 5.1. [Algoritmo de la divisién] Si f(z), g(x) € F[z] con g(z) # 0,
entonces existen unicos q(x), r(z) € Flz] tales que

f@) = g(x)q(x) +r(x), con r(zx) =0 ¢ gr(r(z)) < gr(g(z)).

Demostracion: La prueba acerca de la existencia de la expresion la haremos
por induccién sobre el grado de f(z). Observemos que si gr(f(x)) < gr(g(z)),
entonces ¢(z) = 0 y r(z) = f(x) nos da lo que buscamos. Si gr(f(z)) =
gr(g(z)) = 0, entonces f(z), g(z) € F\ {0}. En este caso q(z) = f(z)g(x)~ty
r(z) =0.

Sea gr(f(z)) = n, gr(g(z)) = m. Por lo anterior, podemos suponer que
1 < m < n. Nuestra hipé6tesis de induccién consiste en suponer que el teorema
es cierto para g(x) y cualquier polinomio de grado < n. Escribimos

f@)=as+arxz+...+az™ y gla) =by + bz + ...+ bnpa™.

n—m

Observemos que a,, # 0y by, # 0. El polinomio f1(x) = f(x) — a,b,la" ™g(z)
es un elemento de F[z] y el coeficiente de 2" es a,, — (a,b;,')by, = 0. Por lo
tanto gr(fi(z)) < n. Aplicamos la hipétesis de induccién a fi(z) y g(x) para
obtener



donde r(x) =06 gr(r(z)) < gr(g(x)). De la igualdad

fi(z) = f(2) = anby' 2" "g(2) = g()q1(2) +1(2),
se sigue que f(z) = g(x)(anb;,' 2" ™™ + q1(x)) + r(z). Si escribimos

q(z) = aan_nlx”_m + q1(z),

entonces f(z) = g(x)q(xz) + r(z) y asi obtenemos la expresién deseada.

Dejamos como ejercicio mostrar que si los coeficientes estdn en un campo,
entonces el grado de un producto es la suma de los grados. Usaremos esto para
demostrar la unicidad de la expresién. Supongamos que

f(@) = g(x)q(x) + r(z) = g(z)q1 (x) + r1(z),
con gr(r(z)) < gr(g(z)) y gr(ri(z)) < gr(g(z)). De la igualdad

r(z) —ri(z) = (q1(z) — q(z))g(x),

se sigue que

gr(r(z) —ri(@)) = gr((q(z) — q(x))g()).
Hasta aqui no hay nada sorprendente. Si gi(x) — ¢(x) # 0, tenemos (q1(z) —
q(z))g(x) # 0 y por lo tanto

gr((q1(z) — q(x))g(x)) = gr(q1(z) — q(x)) + gr(g(x)) >
gr(g(x)) > gr(r(z) —ri(z)),

lo cual es imposible. Asi que necesariamente ¢;(x) — ¢(z) =0y r(z) = r1(z).
]

Definicién 5.2. En el Teorema anterior, si r(x) es el polinomio idénticamente
0, entonces diremos que g(x) divide a f(x). Escribiremos g(x) | f(z) para
indicar que g(x) divide a f(x).

Un caso particularmente importante de campo es F,. Asi que podemos
considerar polinomios con coeficientes en F,,[z]. Si f(x) = ap+a1z+...+a,z™ €
F,lz] y ptan, entonces el grado de f(x) es n. Vamos a escribir gr,(f(z)) para
indicar el grado de f(x). Un polinomio es ménico si gr,(f(z)) =ny a, =1
(mod p). Por ejemplo, f(x) = —1+ 322 — 423 es un polinomio ménico en Fs[x].

Definicién 5.3. Sea f(z) € Fplz]. Una solucion o raiz de f(z) en F, es un
elemento o € Fy, tal que f(a) =0 (mod p).
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Teorema 5.4. [Teorema del Factor] Sea f(x) € Fplz] no constante. Entonces
a €T, es raiz de f(x) siy sélo sixz—al f(x).

Demostracién: Es conscuencia directa de las definiciones.
O

El Teorema del factor es valido para polinomios con coeficientes en cualquier
campo, ademads si el polinomio no tiene raices en FF, esto no significa que el
polinomio en cuestién no se pueda factorizar en algin lugar.

Teorema 5.5. [Teorema del Residuo] Si p es primo y f(z) € Fylz] no es el
polinomio cero, entonces existe r(x) € Fp[z] monico tal que:

1. grp(r(z)) <p—1
2. f(z) y r(z) tienen exactamente las mismas soluciones en F,,.

Demostracién: Por el algoritmo de la division podemos escribir

f(@) = (2% — z)q(x) + R(x)

donde gr,(R(z)) < p—1 6 R(x) es el polinomio idénticamente cero. Por el
Pequenio Teorema de Fermat 1.19 tenemos 2 —z = 0 (mod p) para todo x € Z.
Esto demuestra que para toda x € F, se tiene f(z) = R(x) (mod p) y por lo
tanto f(z) y R(x) tienen exactamente las mismas soluciones.

Supongamos que R(x) = by + biz + ...+ bsz® y p 1 bs. Segin el Corolario
2.3, existe un unico b € Z tal que bby =1 (mod p). Es claro que R(z) y bR(x)
tienen las mismas soluciones. El polinomio r(z) = bR(z) satisface el teorema.

O

Sea f(z) = 2* — 1 € Zg[r]. Entonces el grado de f(z) es 2 y con un
célculo elemental se puede verificar que 1,3,5,7 son las raices de f(z) en Zs.
El siguiente resultado muestra que cuando el médulo es un ntimero primo p,
entonces el nimero de raices de f(x) € F,[x] no excede al grado del polinomio
ni a p.

Teorema 5.6. [Lagrange| Sea f(z) € Fplz]. Sin = grp(f(x)), entonces el
numero de soluciones en I, de f(z) no es mayor que n.

Demostracién: La prueba es por induccion sobre el grado de la congruencia.
Sin =1, entonces f(z) = ap +arxz y ptai. El Corolario 2.3 nos asegura que
f(z) tiene solucién unica.

Supongamos que el teorema es valido para todos los polinomios en F,[z] de
grado menor que n. Sea f(x) € F,[z] de grado n. Si f(x) no tiene raices en
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F,, el teorema es cierto; as{ que podemos suponer que f(x) tiene al menos una
solucién en F, a la cual llamaremos a. Por el Teorema del Factor,

f(@) = (z = a)q(),

con grp(¢(xz)) = n — 1. Por la hipdtesis de induccién, g(x) tiene a lo mas n — 1
raices en F,, y cualquiera de éstas es solucién de f(x), por tanto f(x) tiene a lo
més n raices en Fp,.

O

Notamos que en el curso de la demostracién del teorema anterior no inter-
vino la forma de los elementos del campo I, es decir, el resultado es valido si
reemplazamos I, por cualquier campo F.

Por simple inspeccién, el polinomio f(z) = 2° —x + 1 € F5[x] no tiene solu-
ciones en F5. Esto no contradice de ninguna manera el Teorema de Lagrange.
La existencia de soluciones de un polinomio con coeficientes en FF,, depende es-
encialmente de la naturaleza del polinomio. Se puede mostrar que existe un
campo F que contiene a F, en donde f(x) tiene al menos una solucién. Este
resultado corresponde a la Teoria de Galois y esperamos que nuestro ejemplo
sirva como una invitacién a incursionar en esta teoria.

Corolario 5.7. Sea f(x) € Fy[z]. Si f(x) tiene mds de grp(f(z)) soluciones,
entonces cualquier clase a € F,, satisface f(a) =0 (mod p).
(]

Para finalizar, presentamos uno de los resultados mds completos (pero poco
préactico), el cual es una prueba para decidir si un entero es primo.
Teorema 5.8. [Teorema de Wilson| n es primo si y sélo si
(n—1)!'=-1 (mod n).
Demostracién: Sin = p es primo, entonces

flx)y=2P"'—-1=0 (mod p),

tiene p — 1 soluciones x = 1,2,...,p — 1. Consideremos la congruencia

ha) = (@~ )@ —-2)- (@~ (p—1)) =0 (mod p).

Esta congruencia polinomial también tiene p—1 soluciones x = 1,2,...,p—1.
Observemos que

g9(x) = f(z) = h(z) =0 (mod p),
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es una congruencia de grado a lo més p—2 y tiene p—1 soluciones incongruentes.
Por lo tanto 0 también es solucién de g(x) =0 (mod p) y asi

0=g0)=—-1—(-1)P"Y(p—1)! (mod p).

Si p es impar, entonces (—1)P~! = 1 y por lo tanto (p — 1)! = —1 (mod p). El
caso p = 2 es evidente.
Por dltimo, supongamos que (n —1)! = —1 (mod n) y n compuesto. Por ser

n compuesto, admite un divisor d con 1 < d < n. Por lo tanto d | (n — 1)! y
(n—1)!'=0 (mod d). Esto tltimo es imposible por el Teorema 1.1 parte 4.
O

Corolario 5.9. Sea p un nimero primo. La congruencia x> = —1 (mod p)
tiene solucion si y solo sip=2 6 p=1 (mod 4).

Demostracién: Supongamos que p = 3 (mod 4). Para cualquier z € Z tal

que mcd(z,p) = 1 tenemos 2P~ =1 (mod p) y P e impar. Por lo tanto

p—1

P71 =(2?)"7 =1 (mod p).

Lo anterior significa 22 # —1 (mod p) para cualquier = tal que med(x,p) = 1.
Inversamente, si p = 2, entonces claramente 12 = —1 (mod 2). Sip = 4n+1,
entonces el conjunto

. p—1p+1 .
A:{1,2,...,j,...,T,?,...,p—j,...,p—Z,p—1},
tiene exactamente 4n elementos. Si j € A es tal que 1 < j < - , entonces
1
ptl <p—j<p-—1. En general tenemos p — j = —j (mod p). Asf por el

Teorema de Wilson

p—1 23 3

-5 =I1i 11

=
=
1l
£
il
Il

.

=

[[-v= 5
j=1

j=1 j=1 j=1 j
p=1 p=1
2 2 2 71
2n 2 _ N _ (P _
Fl(q) j (E]) :( 5 )!:4 (mod p).

O

Notemos que la parte final de la demostracién del corolario anterior nos da

—1
explicitamente una solucién de 22 +1 = 0 (mod p), concretamente (p 3 )!.

Obviamente si a es solucién, entonces p — a es la otra soluciéon. Pensemos en el
-1

353
primo p = 353. Calcular ( )! puede ser poco manejable hasta para una
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computadora. ;Puede el lector dar una alternativa para no recurrir a calcular
-1
el nimero (p 5 )!

Corolario 5.10. Si p es un numero primo de la forma 4n + 3 y si a,b € Z
satisfacen a® +b% = 0 (mod p), entonces a =b =0 (mod p).

Demostracién: Si p 1 a, entonces existe ¢ € Z tal que ac = 1 (mod p). Asi
que

(be)? = b?c®* = —a’c®* = —1  (mod p).

Lo anterior significa que la congruencia 22 = —1 (mod p) es soluble, en con-
tradiccién con el corolario anterior. Por lo tanto a = 0 (mod p). De la ecuacién
a’? +b?> =0 (mod p) se sigue que p | b? y asi p | b.

O

El Corolario anterior nos servira para demostrar que ciertos primos racionales
siguen teniendo la misma cualidad cuando son vistos en una estructura alge-
braica mas grande. Observemos que: 12422 =0 (mod 5) y 1 Z 0 (mod 5), 2 #
0 (mod 5). De hecho, cualquier primo racional p de la forma 4n + 1 se puede
escribir como a? +b% y a Z 0 (mod p), b # 0 (mod p). En el teorema ?? del
Capitulo 5 daremos una prueba elemental de este hecho.

PROBLEMAS

1. Sea F un campo y f(z), g(z) € Flx].

+9(@)) < gr(f(@)) + gr(g(x)).
9(x)) = gr(f(x)) + gr(g9(x)).

2. Mostrar que la ecuacién 22 — 10y? = %3 no tiene soluciones enteras x, y.

b) Mostrar que gr(f(z)
)

¢) Mostrar que gr(f(z

3. Supongamos que la congruencia f(z) = 0 (mod m) tiene m soluciones
incongruentes. Si a € Z,,, entonces f(a) =0 (mod m).

4. Demostrar el Corolario 5.7.

5. Encontrar R(x) en el Teorema del Residuo 5.5 para cada uno de los sigu-
ientes casos:

a) f(x) =32%+a2* + 223 + 52 + 6 en F;[z].
b) f(z) = —22* — 32 + 2 en Fy[x].

¢) f(z) =a2* — 523 + 2% — 3z + 2 en Fyy[z].
d) f(z) =2* +1 en Fy3x].
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6.

10.

11.

12.

13.

14.
15.

El polinomio f(z) € F,[z] es irreducible si f(z) = h(x)g(x) con h(x), g(z) €
F,[z], entonces alguno de los factores es un polinomio constante no cero.
Considerar la siguiente lista de polinomios:
a) o2 —13.

) x? — 5z + 6.
) %+ 21 — 2.
) 2+ +2.
)
)

o T

[N

3 — 2.

23+ 22%2 —3x — 1.

=R

; Cuales de ellos son irreducibles cuando son considerados en

]F2 [.’E], }Fg,[id, F7[£L’], Fll[.’ﬂ}?

Si un polinomio no es irreducible, entonces diremos que es reducible. Lo
anterior significa que si f(x) = h(z)g(x), entonces h(z) y g(z) tienen
grado positivo. Con los polinomios del problema anterior averiguar cuéles
de ellos son reducibles en Fa[z], F5[z], F7[z], F1q[z].

Sea F un campo y f(x) € F[z] de grado 1. Demostrar que f(x) tiene una
Unica raiz en IF.

Sea F un campo y f(z) € Flz] de grado 2. Demostrar que si f(z) no tiene
raices en IF, entonces f(z) es irreducible.

Acomodar los enteros 1,2,3,...,28 en pares a,b de tal forma que ab =1
(mod 29).

Usar el Corolario 5.9 para encontrar explicitamente una solucién de z? =
—1 (mod p) con p = 41, 149.

Sea n > 1. Mostrar que n es primo si y sélo si (n —2)! =1 (mod n).

(n—l)!—l—l)

Considerar la funcién f(n) = sen (7r . Mostrar que n es primo

siy sélo si f(n) = 0. Evaluar f(29).
Mostrar que 18! = —1 (mod 437).
Sea f(x) cualquiera de los siguientes polinomios:

) 2% —x+ 3.

) 2%+ 2% — 4.
c) 22 +ax+7.

) 2t x4 1.

Resolver la congruencia f(x) =0 (mod m) param =3, 9, 27.
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16. En el Teorema 4.2, resulté que en el Caso 2si f/(X) =0 (mod p)y M #0
(mod p), entonces para toda ¢t € Z tenemos
LX) =0 (mod p),
y por lo tanto, en esta situacién ningin valor de ¢ puede ser solucién de
la congruencia t f'(X) = —M (mod p). Asi que no podemos construir una
solucién de f(z) =0 (mod p®). En este caso jqué sugiere usted?
17. {Puede ser que f(z) = 0 (mod p*) tenga solucién y f(x) = 0 (mod p?)
no sea soluble para algin j < s7
18. ;jCuéantas soluciones tiene cada uno de los siguientes polinomios?
a) f(z) =23+ 2+ 6 en Zy zs.
b) f(x) =2% —x+ 1 en Zzs. 3.
c) f(w)=2%—z+1en Zss.;.
d) (SU)_CL' + 5z — 3 en Zzi0.55.
19. Resolver x3 + 6422 + z + 30 = 0 (mod 216).
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