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CAPITULO 1

Primeros ejemplos y definiciones

1.1. Introduccién

Leibnitz conocia varias soluciones del problema inverso a las tangentes que consistia en de-
terminar las curvas cuyas tangentes cumplian alguna condicién dada, en su solucion se utilizaban
sobre todo métodos geométricos. El prefirié utilizar las técnicas del recientemente desarrollado
cdlculo y, finalmente el once de Noviembre de 1675 escribié [ydy = %yz, resolviendo asi la
primera ecuacién diferencial.

En 1691, el problema inverso a las tangentes condujo a Leibnitz a descubrir simultdaneamente
el método de separacién de variables para resolver ecuaciones diferenciales de la forma y% =
X(2)Y (y) y el teorema de cambio de variables en las integrales. A Leibnitz se deben también la
regla para derivar productos, y los simbolos [ para la integral y % para la derivada.

Simultdneamente en Inglaterrra, Newton desarrollaba también el cédlculo, y resolvia ecua-
ciones diferenciales y las utilizaba ampliamente en la fisica. El desarroll$ la idea de estudiar el
movimiento de las particulas que tienen una descripcién cinematica o dindmica mediante una
ecuacién diferencial y la usé en la formulaciéon de las tres leyes de la mecdnica. Con estas
herramientas Newton estudié la mécanica celeste, en donde pudo explicar el movimiento de los
planetas descrito por Kepler a partir de principios muy simples. Su siguiente objetivo fue explicar
el movimiento de la luna con estos mismos principios; después de grandes esfuerzos y dolores de

cabeza Newton reconocié su fracaso en la solucién de este problema. Ahora se conoce a este



movimiento como el problema de tres cuerpos y sigue siendo fuente de inspiracién en el estudio
de las ecuaciones diferenciales.

En 1696 John Bernoulli desafi6 a los mejores matematicos de su tiempo a encontrar la curva
sobre la cual se deslice una particula que esté sélo sujeta a la accién de la gravedad y que pase
por dos puntos dados en el menor tiempo posible. Una de las soluciones fue dada por su propio

hermano James Bernoulli, quien planted y resolvié la ecuacién diferencial

dy\/by — a3 = dzVa?.

En este trabajo se incluyé la observacién de que las integrales de ambos lados deben ser iguales
salvo una constante y aparece registrada por primera vez la palabra integral.

En esos anos no habia ninguna separacion entre el calculo y las ecuaciones diferenciales,
ésta ocurri6 en algin momento del siglo XIX mas de doscientos anos después y fue sobre todo
por cuestiones didécticas, aunque desde un punto de vista mds estructural formen una unidad
indivisible y que tiene entre otras fuentes a la fisica y a la geometria.

Durante los afios siguientes los matematicos y filésofos mas importantes continuaron estu-
diando muchos tipos de ecuaciones diferenciales y los problemas que conducian a éstas. Laplace,
Euler y Lagrange, entre otros, hicieron numerosas aportaciones en esta direccion. Sin embargo, a
veces hacian afirmaciones imprecisas y sin justificar, por ejemplo que las ecuaciones diferenciales
tenfan soluciones tunicas, o que al variar un poco las condiciones iniciales las soluciones también
variarian poco.

En el siglo XIX se hicieron evidentes las dificultades, incluso contradicciones que surgian
en el seno del cdlculo y de las ecuaciones diferenciales trabajando de esta manera. Las ideas

matematicas sufrieron criticas muy profundas que condujeron a un mayor rigor en el razonamiento



y al surgimiento, entre otras ramas de las matematicas, del andlisis matematico. La teorfa de

ecuaciones diferenciales que presentamos en este libro forma parte de este cuerpo.

1.2. Definiciéon de una ecuacién diferencial

En cursos elementales de ecuaciones diferenciales se dice que una ecuacion diferencial es una
ecuacion en que interviene una funcién incégnita y sus derivadas. A continuacién precisaremos

este concepto.

DEFINICION 1.1. Sea f : D C R™! - R™ una funcién continua con dominio D, un conjunto

abierto no vacio, entonces una ecuacion diferencial ordinaria (EDO) tiene la forma
(1.2.1) x' = f(t,x),

donde x = (z1,...,2,) € R" y (t,x) = (t,21,...,7,) € D C R*"1. También llamaremos EDO
a una ecuacién que se puede transformar en una que tenga esta forma. El nimero n se llama
el orden de la ecuacién. La funcién f(¢,x) se llama el campo vectorial asociado a la EDO. Una
solucion de esta ecuacion diferencial es una curva ® : I C R — R™, donde [ es un intervalo

abierto y en donde para cada ¢t € I se cumple ®'(t) = (¢, (1)).

La ecuacién diferencial (1.2.1) describe el movimiento de un fluido formado por un gran
ntimero de particulas en donde la velocidad instantanea de la particula que en el tiempo t esta
en la posicién x es f(t,x). Las soluciones son las trayectorias de las diferentes particulas. Es por
esto que a veces el campo vectorial también es llamado campo de velocidades y las soluciones
lineas de flujo. Un punto sutil en la definicién 1.1 es que en el lado derecho de la ecuacién (1.2.1)
el simbolo x representa a un punto en R™; y el campo vectorial f(¢,x) es una funcién con dominio

en R™*! ¢ imagen en R™. Mientras que en el lado izquierdo el simbolo x representa a un punto



de una curva, la cual es derivada con respecto a la variable independiente ¢ y luego es evaluada.
Puesto que las soluciones son curvas en el espacio R", también son llamadas curvas solucion.
Originalmente el objetivo en el estudio de las ecuaciones diferenciales fue dar explicitamente
todas las soluciones de ecuaciones de la forma (1.2.1); o bien de forma implicita dentro de una
ecuacién algebraica eliminando todas las derivadas e integrales. Muy pronto se comprendié que
este objetivo era muy dificil, ahora se sabe que es imposible. Por ejemplo, en el problema de tres
cuerpos, ver 1.14, las soluciones existen pero no es posible expresarlas explicita o implicitamente.

A continuacion daremos algunos ejemplos que ilustran la definicion 1.1.

EJEMPLO 1.2. La ecuacién %% = 1 no es una ecuacién diferencial ordinaria sino una
identidad valida para todas las funciones diferenciales e invertibles. Esta ecuacion es simplemente

el teorema de la funcién inversa. Claramente no tiene la forma (1.2.1).

EJEMPLO 1.3. Sea € > 0. La ecuacién z’(t) = x(t) + (¢t — €) no tiene la forma (1.2.1) pues
la derivada de x en el tiempo t depende no sélo de lo que ocurre en t sino también de lo que
paso en el tiempo t — €. Este tipo de ecuaciones se llaman ecuaciones con retardo. Similar es la

ecuacion
t
2/ (t) = z(t) +/ x(s)ds, t>0.
0

Ahora la derivada de la funcién x(t) en el punto ¢ depende de los valores de x en todo el intervalo

[0, ], este tipo de ecuaciones se llaman ecuaciones de evolucion.

EJEMPLO 1.4. La ecuacién za’ = cos(x) tampoco tiene la forma (1.2.1) pues la derivada
de la funcién z(t) no estd aislada. Al despejarla obtenemos la ecuacién x’ = cos(x)/x, que

no es continua en x = 0. Este tipo de ecuaciones se llaman ecuaciones diferenciales con puntos



singulares. Sin embargo, la ecuacién xz’ = sen () si es una EDO pues se expresa como 2’ = f(z),

donde la funcién f(z) =sen(x)/z si x # 0y f(z) = 0 es continua en todo el intervalo (—oo, c0).

EJEMPLO 1.5. La ecuacién (/)2 +1 = 0 no tiene la forma (1.2.1). Al despejar la derivada

obtenemos z’ = +1/—1, que es una ecuacién diferencial definida sobre los niimeros complejos.

EJEMPLO 1.6. Sea f(t) =1sit >0y f(t) = —1si ¢ < 0. Entonces la ecuacién =’ = f(t)
tampoco tiene la forma (1.2.1) pues f(¢) no es continua en ¢t = 0; integrando se obtiene una

ecuacion integral, ver los problemas 1.23 y 3.35 y la proposicién 3.1.

Algunas propiedades de las ecuaciones de los ejemplos anteriores son similares a las que
tiene la ecuacién (1.2.1), pero también presentan diferencias importantes y es necesario tener
precaucién cuando se hacen analogias entre las EDQO’s y ellas. En este libro estudiaremos prin-
cipalmente aquellas ecuaciones diferenciales que se pueden escribir en la forma (1.2.1). En las
secciones marcadas con (*) se trabajan las ecuaciones en diferencias, que son el andlogo discreto
de las EDQO’s y con las cuales comparten muchas propiedades. A continuacién veremos algunas
ecuaciones diferenciales ordinarias con orden n = 1. El dominio D ser4 el subconjunto de R? en

donde la funcién f : D — R que define a la ecuacién diferencial es continua.

EJEMPLO 1.7. Sea f(t,z) = +/|z| para toda z € R. Como esta funcién es continua en todo
el plano, entonces la ecuacién =’ = f(z,t) tiene la forma (1.2.1). Las siguientes funciones son

todas las soluciones

(t—a)®, sit<a;

=

®as(t) = 40, sia<t<p

Le-p)?, itp<t,



x(t)

A

’

ap

FigurA 1. Gréfica de las soluciones del ejemplo 1.7.

donde a < . Es posible que & = —o0 0 bien § = co. Observamos que existe un conjunto infinito

de soluciones que satisfacen ®(0) = 0.

EJEMPLO 1.8. Sea 2/ = z—t. Para cada ¢ € R existe la solucién dada por ¢.(t) = 1+t +ce’,
t € R. Estas son las tnicas soluciones, la figura 2 muestra su grafica. Las soluciones se separan
entre si al aumentar el tiempo, por lo que un pequeno cambio en las condiciones iniciales produce

un error que va aumentando con el transcurso del tiempo.

EJEMPLO 1.9. Sea 2’ = 2xt. Las soluciones son ¢(t) = ce!” donde t € R. Ver la figura 3.

EJEMPLO 1.10. Sea 2/ = —z/t. Las tnicas soluciones son las ramas de las hipérbolas ¢(t) =

¢/t para t € I, donde I = (—00,0) o bien I = (0,00). Ver la figura 4.



x(t)

61[
/ 4
4 2
2
4

N

FicUuraA 2. Grafica de las soluciones del ejemplo 1.8.

7

FicUuraA 3. Grafica de las soluciones del ejemplo 1.9.




x(t)

A

FiGURA 4. Gréfica de las soluciones del ejemplo 1.10.

2

EJEMPLO 1.11. Las dnicas soluciones de la ecuacién diferencial 2’ = z? son las ramas de las

hipérbolas ¢(t) = -1 para todo ¢ € I, con I = (—00,¢) o bien I = (¢, 00). Ver la Figura 5.

Observemos que las soluciones de los ejemplos 1.10 y 1.11 no estan definidas sobre todos los
numeros reales; en el ultimo ejemplo el intervalo de definicién de las soluciones no es constante.

A continuacién daremos ejemplos de EDQO’s con orden mayor que uno.
EJempLo 1.12. Una ecuacion diferencial lineal de sequndo orden tiene la forma
(1.2.2) 2+ f(t)x" + g(t)x = h(t),

donde las funciones f(t), g(t) y h(t) son continuas en algin intervalo abierto I. Introduciendo la

variable y = 2’ la ecuacién diferencial anterior se transforma en

(1.2.3) a' =y, y' =h(t) - f(t)y - g(t)z,



x(t)

N

\ 4
-~

FicuraA 5. Grafica de las soluciones del ejemplo 1.11.

que son las componentes de una EDO de orden dos.

En este ejemplo observamos dos cosas. La primera consiste en que frecuentemente las ecua-

ciones diferenciales se escriben en términos de sus componentes

(1.2.4) = fe(t,1,...,2,), parak=1,...,n.

Las ecuaciones diferenciales presentadas en esta forma también son llamadas sistemas de ecua-
ciones diferenciales. También se observa que al introducir las variables 1 = ¥y, o = 7/,.

ey

z, = y*~ 1 las ecuaciones diferenciales de la forma

y(k) = f(t7y7y/7 e ,y(kil))
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se transforman en sistemas de la forma
/ / !
Xy =T, Xy =23,...,2, = f(t,x1,...,2n).

EJEMPLO 1.13. La sequnda ley de Newton. Suponiendo que la posicion y la velocidad de una
particula de masa m en el espacio (o bien en una recta o un plano) estdn dadas por x(t) y x'(¢),
donde t es el tiempo; y que ademas la particula esta sujeta a una fuerza externa que depende del
tiempo, la posicién y la velocidad y que es denotada por F(t,x,x’), entonces la segunda ley de

Newton queda descrita por la ecuacién diferencial
(1.2.5) mx" = F(t,x,x).
Introduciendo una nueva variable v = x’; la ecuacién (1.2.5) se escribe
1 /
x' =v, vi = —F(t,x,x).
m
Definiendo otra nueva variable p = mx’, la ecuacién (1.2.5) se transforma en
, 1

1
X =—Pp, p/ = F(t,X, 7p)
m m

Notemos que ambos sistemas de ecuaciones diferenciales tienen la forma (1.2.1). El orden de

ambas es el doble de la dimensién del vector x.

EJEMPLO 1.14. El problema de tres cuerpos. El movimiento de tres cuerpos con masas my,
ms Yy m3 sujetos a mutua interaccién gravitacional estd gobernado por las leyes de Newton segun

la ecuacion diferencial vectorial ordinaria

Gmim;(x; — x; .
(1.2.6) mix; = Z m|:%(x)i g x ), parai=1,2,3,
J#i T
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donde x; es la posicién de la i—ésima particula, con masa m; y, G es la constante de gravitacién

universal. Para escribir este sistema de ecuaciones diferenciales en la forma (1.2.1) se introducen

las nuevas variables v; = x}, donde i = 1,2,3. Entonces el sistema se convierte en
Gm;(x; — x; .
(1.2.7) x; = vy, v, = E Aijgl), parai=1,2,3.
i |Xj = X

Si las particulas se mueven en el plano, entonces con cada una de ellas se introducen otras cuatro
ecuaciones, dos por cada variable x; y dos por cada variable v;, y el sistema de ecuaciones
diferenciales (1.2.7) tiene orden doce.

El dominio de este sistema es R — A, donde

A = {(x1,X2,X3,V1,V2,V3) : X1 = X2 6 X] = X3 6 Xp = X3}.

Similarmente, si las particulas se mueven en la recta o el espacio el sistema de ecuaciones diferen-
ciales (1.2.7) tiene orden seis o dieciocho respectivamente. En general el movimiento de n cuerpos
con masas my,. ..,M, sujetos a interacciéon gravitacional mutua es un sistema de ecuaciones di-
ferenciales que cumple (1.2.6) 6 (1.2.7) pero con el indice ¢ corriendo ahora desde 1 hasta n. En
este caso notemos que el orden es 2n si las particulas se mueven en la recta, 4n si se mueven en
un plano y 6n si lo hacen en el espacio. El dominio del campo vectorial es ahora el subconjunto

abierto R6" — A, donde A = {(x1,...Xp, V1,...Vn) : existen i # j tales que x; = x;}.

1.3. Ecuaciones diferenciales con condiciones iniciales

En general una ecuacién diferencial ordinaria tiene un nimero infinito de soluciones. Para

tomar una solucién particular se puede elegir el valor que tiene en un tiempo dado.
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DEFINICION 1.15. Resolver la ecuacién x' = £(¢,x) con condiciones iniciales (tg,xo) € D
es encontrar una solucién ¢(t) de la ecuacién diferencial tal que ¢(t9) = xo. Este problema es

denotado por
(1.3.1) x' = f(t,x), x(to) = Xo.

EJEMPLO 1.16. Consideremos el problema z’ = f(t,x), £(0) = x¢, donde f(t, ) estd definida
en el ejemplo 1.7. Si g > 0, entonces cada funcion ®,4(t), donde o < 3 = —2,/z¢ es solucidn,
observemos que todas estas soluciones coinciden en un intervalo abierto alrededor de ¢ = 0. La
situacion es peor si g = 0, en este caso las soluciones son las funciones ®,3(t), donde oo < 0 < g;
en todos los intervalos que contienen al cero existen soluciones diferentes. En el teorema 3.7
daremos condiciones necesarias para garantizar la existencia y la unicidad de las soluciones de

las ecuaciones diferenciales.

EJEMPLO 1.17. Continuando con el ejemplo 1.8, la inica solucién del problema de condiciones

iniciales ' =z —t, 2(tg) = zg es ¢.(t) =1+t + cet, donde ¢ = e~ (zg — 1 — tg).

EJEMPLO 1.18. La solucién general de la ecuacién z”/ + 2 = 0 es x(t) = ¢1 cost + cgsent,
donde ¢; y co son constantes. Todas las soluciones tienen periodo 27 y x(0) = z(27). De donde
el problema z” +x = 0, 2(0) = 0 y #(27) = 1 no tiene soluciones. Por otro lado existen muchas
soluciones tales que £(0) = 0 = z(27). Este tipo de problemas se llaman ecuaciones diferenciales

ordinarias con valores en la frontera.

1.4. Interpretacion geométrica de las ecuaciones diferenciales de primer orden

En esta seccion estudiaremos ecuaciones diferenciales de primer orden usando técnicas geomé-

tricas. Dada la funcién f : D C R? — R, resolver la ecuacién diferencial 2’/ = f(¢,z) es encontrar
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las curvas del plano cuyas gréficas tienen pendiente igual a f (¢, ¢(t)) en cada punto (¢, ¢(t)) del
conjunto D. Se puede pensar que D C R? estd cubierto con pequefios segmentos lineales de
pendiente igual al valor de f(¢,x) y colocados en cada punto (¢, z), y entonces las curvas solucién
son funciones cuyas graficas son tangentes a cada uno de estos segmentos lineales. La gréfica
obtenida al trazar estos pequenos segmentos se llama campo de pendientes.

Las curvas de nivel de la funcién f(¢,z) se llaman isoclinas, y estdn dadas por la ecuacién
ft,x) = k, donde k es una constante. Estas determinan el lugar geométrico en el que las
soluciones tienen la misma inclinacién; las soluciones de la ecuacién diferencial cruzan estas

curvas con la misma pendiente k.

EJEMPLO 1.19. A continuacién dibujaremos en el plano ¢ — z a las soluciones de la ecuacién

t

1.4.1 N

(141) !
Una primera observacién es que la funcién f(t,2) = —t/x no estd definida si z = 0 (el eje ¢);
es positiva en el conjunto {(t,z) € R* : —L > 0} (el segundo y cuarto cuadrante); es cero si

t =0, 2 #0 (el eje X); y es negativa en el conjunto {(¢,2) € R? : —1 < 0} (el primer y tercer
cuadrante). Estos conjuntos determinan las regiones en donde las pendientes de las soluciones
de la ecuacién diferencial no estan definidas, o bien son positivas, negativas o cero.

Por otro lado, f(t,z) = f(—t,—x) = —f(t,—x) = —f(—t, x); estas igualdades implican que
si z(t) es una solucién definida en el intervalo (a, b), entonces las funciones —z(t), (—t) y —x(—t)
también son soluciones, la primera definida en el intervalo (a,b), y las otras dos en el intervalo
(=b,—a). Por lo que los ejes t = 0 y x = 0 son ejes de simetria en el campo de pendientes y para

las soluciones.
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=Cot(6r/11) X X
k=-Cot(4r/11)  k=-Cot(2r/11) A
k=-Cot(8r/11)
~a \Z

k=-Cot(14/11) y=_cot(ten/11) K=-COt18W1)  k=-Cot(207/11)

F1GURA 6. En el lado izquierdo se encuentran las isoclinas y el campo de pen-

dientes de z' = —é, en el lado derecho se muestran algunas soluciones y las
isoclinas.
Las isoclinas son —t/x = k o bien z = —%t; que son rectas que pasan por el origen con

pendient —%, de aqui se sigue que en este ejemplo las isoclinas son ortogonales a las soluciones.
Por otro lado, el signo de z” determina las regiones de concavidad de las soluciones. Por

ejemplo, las regiones en donde z” > 0 las soluciones son concavas hacia arriba.

Escribiendo (1.4.1) como za’ = —t y derivando obtenemos (z)?+x2"” = —1, o bien (—t/x)*+
zx"” = —1. Despejando z” obtenemos
2 | 42
R
3

Entonces la segunda derivada no estd definida si x = 0, es positiva si z < 0 y es negativa si > 0.
Procedamos a hacer la grafica de las soluciones. En la regiéon x > 0 las soluciones son con-

cavas hacia abajo. Empiezan en el eje x = 0 en algiin punto ¢ty < 0, en este punto la pendiente
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es infinita. Mientras ¢ < 0 son crecientes, y deben tocar el eje t = 0 en algun punto x(; en este
punto las soluciones satisfacen ' = 0 y 2" < 0 por lo que es un méximo, ademds las soluciones
deben ser simétricas con respecto a los ejes. En la figura 6 se encuentran el campo de pendientes
y algunas soluciones.

Existen otras formas de obtener la grafica de las soluciones; por ejemplo proceder directa-
mente con el campo de pendientes. O bien observando que la ecuacién (1.4.1) es una ecuacién de
variables separables y que tiene soluciones a los circulos t2 4 x2 = ¢?, los cuales se pueden graficar
directamente. No siempre es posible proceder por estos métodos, varias de las ecuaciones del
problema 1.33 no se pueden integrar directamente, o bien conducen a integrales muy complicadas

y puede ser muy dificil dibujar el campo de pendientes.

Dibujar las soluciones por medio del anélisis del campo de pendientes es tedioso, actualmente
existen varios paquetes computacionales muy eficientes que trazan directamente las soluciones
y al campo de pendientes. Las gréaficas de este libro fueron generadas usando el programa

MATHEMATICA, otras posibilidades son MAPLE y MATLAB.

1.5. Estudio geométrico de las ecuaciones diferenciales de orden dos

En esta seccién estudiaremos sistemas con dos ecuaciones diferenciales de primer orden, y
supondremos que dichas ecuaciones no dependen del tiempo por lo que sus componentes tienen

la forma

(1.5.1) o' = flz,y), ¥ =g(z,y).

Donde las funciones f(z,%) y g(x,y) estdn definidas en un subconjunto abierto D C R2. Recorde-

mos que esta ecuacion diferencial representa el movimiento de un fluido que se mueve en un plano.
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Figura 7. Campo de velocidades y lineas de flujo del ejemplo 1.20.

La velocidad de la particula que se encuentra en el punto (z,y) es (f(z,y),g(z,y)) y notemos

que esta velocidad es independiente del tiempo. El dibujo de las lineas de flujo con la orientacién

determinada por la direccién del tiempo se llama retrato fase.

EJEMPLO 1.20. El primer ejemplo que trabajaremos es
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Observemos que las dos ecuaciones son independientes, las curvas solucién son a(t) = (ciet, cae??),

o bien z(t) = ciet, y(t) = c2e?, donde ¢; y ¢2 son constantes. Entonces

lim 2z(t) = lim y(¢) = £oo, lim z(t) = lim =0.
t—o00 t—o00 t——o0 t——o0
Ademsds la pendiente del campo vectorial es m(t) = z:gg = zc%et, entonces limy, o m(t) = £oo

y limy, oo m(t) = 0. Por lo que casi todas las soluciones salen del origen paralelas al eje X y
se escapan al infinito con una direccién paralela al eje Y, las tinicas excepciones ocurren cuando

c1 =006 cy =0. Ver la figura 7.

EJEMPLO 1.21. A continuacién estudiaremos el retrato fase de la ecuacién diferencial

(1.5.2) = —y, y = .

El campo vectorial es ®(z,y) = (—y,z). Como ®(0) = 0, entonces la funcién constante a(t) = 0
es una solucién. Si (z,y) # 0 entonces (z,y) - ®(z,y) = (z,y) - (—y,z) = —zy+yx =0 ; y el
determinante det((z,y), (—y,z)) = 2% + y*> > 0. De donde se sigue que el campo vectorial es
perpendicular a la posicién y el sistema de vectores {(z,v), ®(z,y)} es positivamente orientado.
En la figura 8 estd el campo vectorial y algunas soluciones. Las curvas solucién que no pasan por
el origen son perpendiculares a la posicién. Como el punto (z,y) tiene la misma direccién que
la recta y = kx entonces las soluciones también son perpendiculares a estas rectas. Las tnicas
curvas que cumplen esta condicién son los circulos con centro en el origen.

Otra manera de obtener este resultado es escribiendo nuestro problema en coordenadas po-

lares, sean

(1.5.3) x =rcos 6, y =rsen 6.



18

JII I I I rp st a
AR A A S

Ficura 8. Campo vectorial f(z,y) = (—y, ) y soluciones de la correspondiente

ecuacion diferencial en el ejemplo 1.21.

Entonces 2’ = 1’ cos 0 — @'rsen 6, y' = r'sen 6 + 0'r cos 6. Sustituyendo ahora las ecuaciones

(1.5.2) y (1.5.3) obtenemos el sistema —rsenf =1’/ cos@—0 rsend, rcosf = r'senf+6 rcosé.

Despejando 1’ y 6" se tiene ' = 0, #/ = 1. Como el radio y la velocidad radial son constantes
entonces las soluciones se mueven en circulos con centro en el origen y ademas lo hacen con una

velocidad angular igual a uno. Observemos que las figuras 6 y 8 son muy parecidas. ;Puede el

lector explicar la razén?
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EJEmPLO 1.22. En este ejemplo construiremos el retrato fase de la ecuacion diferencial
(1.5.4) =y, y =z — a3,

conocida como la ecuacion de Duffing. Esta ecuacién es un ejemplo de ecuacion hamiltoniana,

que son ecuaciones que se escriben de la forma

, OH . OH

% VT

X

donde H : R? — R es una funcién suave, la funcién H se llama el hamiltoniano. En este ejemplo

es la funcién

y? 2 4
H(xay):?+V($), V(z)=——=—+—.

la segunda funcién se llama el potencial.

Estas ecuaciones, y su generalizacién a mas dimensiones, modelan sistemas en donde aparece
una cantidad que se conserva (la energfa); el hamiltoniano es precisamente esta cantidad. En el
caso de la ecuacién de Duffing el hamiltoniano es la suma de la energfa cinética (el término y?/2)
y la energfa potencial (la funcién V(x)). Ademds si (z(¢),y(t)) es una solucién de la ecuacién de

Duffing, entonces

a LOH O ) -
dtH(x(t),y(t))famer yyf( z+2*)y+y(z—2°) =0,

Lo que significa que el hamiltoniano es constante a lo largo de las soluciones, lo que implica que

las soluciones estan contenidas en las curvas de nivel de H(z,y).

A continuacién construiremos la gréfica de las curvas de nivel de H. Como un primer paso
estudiemos la grifica de V(z). En la figura 9 se observa que V(z) tiene un tnico méximo

local en 0, V(0) = 0; tiene dos minimos locales en —1 y el 1, V(£1) = —1/4; V(z) < 0siy
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V(x)
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: > X
-2 1 2

FIGURA 9. Gréfica del potencial V(z) de la ecuacién de Duffing.

s6lo si x € (—v/2,0) U (0,v2); V(z) = 0siysolosiz=—v2,0, vV2; V() > 0 siy sélo si
T € (=00, —V/2) U (V2,0).

La curvas de nivel H(x,y) = y?/2 + V(x) = ¢ se escriben en la forma
(1.5.5) y==xv2(c—V(x)).

Si ¢ < —1/4, ninguna z cumple la ecuacién (1.5.5). Si ¢ = —1/4, entonces x = +1 cumple
la ecuacién (1.5.5), estos puntos corresponden a los minimos de V(x), en este caso y = 0. Si
—1/4 < ¢ < 0 entonces existe dos intervalos en x, uno contenido en el intervalo (—\/i, 0) y el otro
en el intervalo (0,v/2) en donde se pueden obtener valor reales de y en la ecuacién (1.5.5). En
este caso se obtienen dos ovalos simétricos con respecto al eje Y. Si ¢ = 0, entonces para todo z
en el intervalo —(v/2, v/2) se pueden obtener valores reales de y. En este caso la gréfica de (1.5.5)

es una figura en forma de ocho.
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F1Gcura 10. Soluciones de la ecuacién de Duffing y curvas de nivel de H(z,y).

Finalmente si ¢ > 0 existe un intervalo en la variable x que contiene a —(\/5, \/5) tal que
la ecuacién (1.5.5) estd bien definida, y tiene una grafica con forma lobular. En la figura 10 se

encuentra la grafica de las curvas de nivel del hamiltoniano y el diagrama de fase.

1.6. Problemas

En estos problemas es muy importante justificar todos los pasos, en algunos se trata de
reconstruir los métodos y funciones que han sido ensefiados en los cursos elementales de ecuaciones
diferenciales. Sea cuidadoso en todos los pasos, especialmente cuando se haga un cambio de

variable en una integral o se use el teorema de la funcién inversa.
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1.23. Sea f(t) una funcién continua, encuentre las soluciones de la ecuacién diferencial ordi-

naria &’ = f(t) usando una integral. Dar las soluciones de las siguientes ecuaciones diferenciales.

12" =tet, z(1) = 1.

4 2’ = f(t), z(0) =0, donde f(t) =—-1si¢ <0y f(t) =1sit>0. Aunque la funcién f(¢)

no es continua, esta ecuaciéon puede trabajarse de manera similar a las anteriores.

OBSERVACION 1.24. Encontrar las soluciones de este tipo de ecuaciones diferenciales se reduce
a calcular integrales. En general, al proceso de encontrar soluciones de ecuaciones diferenciales

también es llamado integracion de una ecuacion diferencial.

1.25. Sean p(t) y ¢(t) funciones continuas. La ecuacién diferencial ' + p(t)x = q(t) se llama
ecuacion diferencial lineal de primer orden, demuestre que puede ser escrita en la forma (1.2.1)

y también como

d

— (m(t) eP(t)) = ¢(t)e" ™, donde P(t) = /tp(s) ds.

1.6.1
(1.6.1) - )

P(t)

La funcién e se llama factor integrante. Transforme esta ecuacién en

t
x(t) = ePEOI=PO g (44) +/ PP Wg(s) ds.

to
Use esta observacién para resolver
1o —x=—t,2(1)=1
2 o' +x/t=3t> —1/t, donde t > 0.

32 —x=e
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1.26. Una ecuacién diferencial de la forma o’ = f(x)g(t) se llama separable pues la solucién

z(t) que pasa por el punto (tg,xo) satisface

/t: g(s)ds = /g:(t) fiZ) du

si ambas integrales existen. Observe que las variables estdn separadas en esta relacion y use este
resultado para encontrar las soluciones de

" = zt.

1z
2 ¢’ =—x/t, z(0) =1.
32’ =—t/x, z(0) =1.
.2
4 1’ = wnray #0) =1
1.27. En este problema se definiran las funciones trigonométricas seno y coseno. Suponiendo
que la ecuacién diferencial 2" + z = 0, x(tg) = «, 2'(to) = [ siempre tiene una dnica solucién,
demuestre las siguientes propiedades:
1 Si z(t), y(t) son soluciones de =’/ + x = 0, ¢1, c2, h € R son constantes, entonces las
funciones z(t + h), z'(t), c12(t) + cay(t), x(—t) también son soluciones.
2 La funcién p(t) = \/22(t) + (2/(t))? es constante.
3 Siz(tg) =0y 2'(tp) = 0 para algtn ¢y, € R entonces x(t) = 0.
4 Sixz(tg) = y(to) y 2'(to) = ¥ (to) entonces z(t) = y(t).
5 Defina a la funcién sen (x) como la solucién z”’ +x = 0, (0) = 0, 2'(0) = 1; y a la funcién
cos(x) como la solucién de 2" + z =0, z(0) = 1, 2/(0) = 0.

6 Demuestre

dsen (t)
dt

d cos(t)
dt

= cost, = —sen (t).
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10

11

Pruebe las muy conocidas identidades cos(t+s) = cos(t) cos(s)—sen (t)sen (s), sen (t+s) =
cos(t)sen (s) + sen (t) cos(s), cos(—t) = cos(t), sen 2(t) + cos?(t) = 1.

Existe o > 0 tal que cos(t) > 0, % cos(t) < 0 para todo t € (0,a), cos(a) = 0y
cos’ (o) = —1.

Defina 7 = 2a y demuestre que sen () = 1.

Demuestre que sen (t) y cos(t) son periédicas de periodo 27, y que sen (z) es creciente en

los intervalos [0,7/2] y [37/2, 27| y decreciente en [7/2, 37 /2].

Grafique a las funciones sen (t) y cos(t).

1.28. La siguiente es una ecuacion separable

dy 11—y

dz 1— 22’
Integrando esta ecuacion demuestre que las soluciones estan definidas implicitamente por

arcsenr + arcseny = c.

Demuestre que esta ecuacién también tiene como soluciones

x\/l—y2+y\/1—x2:C’.

En este inciso se dard la relacién entre las dos soluciones obtenidas. Sea f(c) = C esta
relacién y sean z = sen (u), y = cos(v) entonces u + v = ¢, y ademds sen (u) cos(v) +
sen (v) cos(u) = f(¢) = f(u+v). Tome ahora el valor v = 0 y obtenga la relacién entre ¢
y C dada por la funcién f(c).

Obtenga la identidad sen (u) cos(v) + sen (v) cos(u) = sen (u + v).



25

DEFINICION 1.29. Las funciones que son constantes a lo largo de todas las trayectorias se
llaman integrales de la ecuacion diferencial, la existencia de integrales en una ecuacion diferencial

reduce la complejidad del problema.

1.30. En este problema se necesita el teorema de Green. Una ecuacion diferencial de la forma

(1.6.2) M(t,x) + N(t,z)z’ =0

se llama ezacta si existe una funcién F(z,y) con segundas derivadas parciales continuas que

satisface

oF _
ot

OF

M(t,z), %—N(t,x).

1 Demuestre que una condicién necesaria para que tal funcién exista es

oN _ou
ot oz’

(1.6.3)
y en este caso las soluciones satisfacen F(t,xz) = c¢. Esto es, la funcién F(¢,z) es una
integral de la ecuacion.

2 De condiciones sobre el dominio de F'(¢,z) para que (1.6.3) sea una condicién suficiente
para que la ecuacién (1.6.2) sea exacta.

3 Demuestre que las ecuaciones separables son exactas.

4 Demuestre que la siguiente ecuacién es exacta

(22% +2) + 3ta® 2’ = 0.

1.31. Demuestre que la sustituciéon y = '~" transforma la ecuacién de Bernoulli

2+ p(t)z = ()"
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en una ecuacién diferencial lineal, (ver problema 1.25). De la solucién general de esta ecuacién.

1.32. La ecuacién ' = p(t) + q(t)z + r(t)x? se llama ecuacion de Riccati. Sea x1(t) una
solucién de la ecuacién de Riccati.
1 Demuestre que la solucién general tiene la forma xz(t) = z1(¢t) + y(t), donde y(t) es la
solucién general de la siguiente ecuacién de Bernoulli y' — [q(¢) + 2r(t)z1(t)] y = r(t)y>.
2 Utilizando el problema 1.31 dar la solucién general de la ecuacién de Riccati cuando se
conoce una solucién particular x; ().

3 Sixy(t) y z2(t) son dos soluciones de la ecuacién de Riccati, entonces la solucién general

x(t) satisface

o) =) = e(o(0) ~ ) ( [ ) 1106) = ) s ).

Hint: Defina la funcién v = (z — z1)/(z — x2) y obtenga una ecuacién diferencial para w.
Observe que no se puede despejar la funcién z(t) en terminos de las dos funciones x4 (t)
Yy Zo (t)

4 Siy1, Y2, Y3, Y4 son cuatro soluciones de la ecuacion de Riccati entonces la razén arménica

(y1 —y3)/ (y1 — ya)
(y2 - yB) / (y2 - y4)

en constante.
5 Si la funcién r(t) nunca es cero entonces la sucesién de transformaciones z = v(t)/r(t),

v = u'/u convierte la ecuacién de Riccati en una ecuacién lineal de segundo orden.

1.33. Utilizar la técnica de la seccion 1.4 para dibujar las soluciones de las ecuaciones:

1 2 =t + 22
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1.34. Sea H : U C R? R una funcién suave. Entonces el sistema gradiente asociado es la

ecuacion diferencial

g_0H  OH
_ax7 y_ay7

y el sistema hamiltoniano asociado es la ecuacion diferencial

, OH . OH

=% YT

X

1 Demostrar que si (z(t), y(t)) es una solucién de un sistema gradiente entonces H (z(t), y(t))
es creciente para todo t € R, o bien (z(t),y(t)) = a es un punto fijo. Demostrar que un
sistema gradiente no tiene soluciones periddicas.

2 Demostrar que el hamiltoniano es una integral del sistema.

3 Demostrar que las érbitas del sistema gradiente y las del sistema hamiltoniano asociado
a la misma funcién H(x,y) son ortogonales.

4 En estos problemas las técnicas del cédlculo diferencial de varias variables pueden ser
utiles. Dibujar las soluciones de los sistemas hamiltonianos y gradientes asociados a las
funciones

o H(z,y) =y?/2+ cos(z). (Ecuacién del péndulo).
e H(z,y) = 2% + y?. (Oscilador arménico).

o H(z,y)=vy?x+1/32° + (22 +y?) +z + y.
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o H(z,y) =y*r —1/32° — (2> + ¢*) + = + .

1.7. (*) Caélculo en diferencias

En las secciones marcadas con (*) se proponen series de problemas para desarrollar los
analogos discretos del calculo diferencial e integral y de las EDQO’s llamados el cédlculo en dife-
rencias y las ecuaciones en diferencias. Mientras que los primeros se construyen sobre funciones
definidas en intervalos, los segundos se construyen sobre sucesiones, sin embargo muchas de sus
propiedades son similares. El conjunto de todas las sucesiones en R" es denotado por Suc(R™).
Los problemas de esta seccion pueden hacerse por medio de la induccion matematica pero suge-
rimos intentar las técnicas del célculo primero.

Recordemos que la derivada y la integral de una funcién son

fla+h) = f(a) ’

f'(a) = lim h , f(z)dx = lim Zf(wz)Agcl

h—0

Donde P es la particién regular a = zg < 1 < -+ < x,, = b. Tomando h =1 en la definicién de

la derivada, o bien b =a +n y Axz; = 1 en la de la integral obtenemos

a+n n
f'(a)~ fla+1) — f(a), / fayde = flat k).
a k=1

Utilizando estas aproximaciones, se definen sus analogos discretos equivalentes:

DEFINICION 1.35. Sea {z,,} una sucesién definida en R™, entonces la diferencia * y la suma

son las sucesiones

n
Az, = Tpi1 — T, E Tk = Tng + Tng41 + - - T

k:no

I Tambien llamada la variacidn.
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Otros dos operadores muy importantes y definidos en Suc(R™) son el shift 2 y el operador iden-

tidad definidos como
E(xn) = Tn+1, I(xn) = Tn-

A veces es conveniente pensar que el shift es casi el operador identidad.

EJjEmMPLO 1.36. Para la sucesién x,, = n tenemos

Alzp,)=(Mn+1)—n=1, Zk:w,
k=0
E(z,) =n+1, I(z,,) = n.

1.37. Para las sucesiones z,, = 2", n®, n! calcular A(z,,), > p_; Tk, E(zy).

1.38. Demostrar las siguientes proposiciones

1 El conjunto Suc(R™) es un espacio vectorial.
2 Los operadores A, >, E y I son lineales.

3 E*(z,) = Ty

4 A=F—1.

5 AFa, = (=1 (5) @i

6 B (za) = Xoiy (§) A a.

7T A@nyn) = E(xn)A(Yn) + ynA(zn), (Regla del producto).

oo

A(@)_M

)= T ) , (Regla del cociente).

2Este operador se traduce a veces como corrimiento, nosotros usaremos la palabra en ingles por ser més corta

y ampliamente usada.
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1.39. Demostrar las identidades andlogas al teorema fundamental del célculo:

ni—1 ny—1
Z Azg) = Tpy — Tng, A (Z xk> = Iy,

k?:’n() k):’I’LU
DEFINICION 1.40. Un operador de antidiferencia A~! : Suc(R) — Suc(R) es un operador

que satisface AA™! =T,

1.41. Demostrar

1 Los operadores de antidiferencia A~! son lineales.

2 El operador definido por A= (x,,) = 22;11 xk es una antidiferencia.

3SiAly Al_l son dos antidiferencias entonces existe ¢ € R tal que para toda sucesién
{x,} se culmple A~ 1z, = Al_ll'n +c.

4 Si A~! es una antidiferenciacién entonces
’I’Llfl
—1 -1
g xp = AT (an,) — A7 (an,)-

k‘:no

1.42. Encontrar todas las sucesiones que satisfagan
1 Az, =0.

2 Az, =z, y ademds xo = 1.

1.43. Los polinomios factoriales estdn definidos por z(*) = 1, 2™ = (z +1 — n)z(»~= 1,

1 Demostrar que (™) = z(z —1)...(z —n +1).

n)

2 Si k € N entonces k(™ n(W = nl.

n!
ERCEDIN
3 Az = pgn—1)

4 Argk) = Ek—1)...(k—n+ 1)96(’“_”).

5 Ang() = pl,



CAPITULO 2

Espacios métricos y normados

2.1. Espacios métricos

Una de las mayores dificultades en el estudio de la teoria de ecuaciones diferenciales es la
necesidad de usar ideas provenientes del andlisis matematico como son los espacios métricos y los
espacios normados. Con el fin de unificar la notacién revisaremos algunos de estos conceptos en
este capitulo, esperando que sean estudiados a profundidad en un curso de andlisis matematico.
Las demostraciones omitidas en este capitulo se localizan en la referencia [6]. Las secciones 2.2,

2.4, 2.6 y el teorema 2.21 han sido desarrollados con gran detalle.

DEFINICION 2.1. Una métrica en el conjunto X es una funcién d : X x X — R tal que si z,
y, z € X entonces se cumplen las siguientes cuatro propiedades:
1 d(z,y) > 0.
2 d(z,y) =0siysélosiz=uy.
3 d(x,y) = d(y, z).
4 d(x,z) < d(z,y) + d(y, 2).
La tltima propiedad se llama la desigualdad del tridngulo. El par {X, d} se llama espacio métrico.

La distancia entre x y y es d(z,y).

DEFINICION 2.2. Sean x € X y € > 0 entonces la bola abierta de radio € y centro en x es el

conjunto B.(z) = {y € X : d(x,y) < €}. Ver figura 1.

31
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bola abierta con centro en x,

cl

FicurA 1. Bola con centro en x( y radio € contenida en U.
DEFINICION 2.3. Un subconjunto O C X es un conjunto abierto si para todo z € O existe

e > 0 tal que si d(z,y) < € entonces y € O.

Una reformulacién de esta definicién es que O es abierto si z € O entonces existe una bola

Be(z) contenida completamente en O.

DEFINICION 2.4. La sucesién {x,} de puntos del espacio métrico X es una sucesion de

Cauchy si para todo € > 0 existe N € N tal que si n, m > N entonces d(z,,, Tmy) < €.

DEFINICION 2.5. La sucesién {z,} de puntos del espacio métrico X converge a x € X si

para todo € > 0 existe N € N tal que si n > N entonces d(z,,x) < e. Esto se denota por

lim z,, = x o bien z,, — x.
n—oo
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Alternativamente, la sucesién {z, } converge a x si para toda bola abierta B.(z) existe N € N

tal que si n > N entonces x,, € Be(x).

DEFINICION 2.6. El espacio métrico es completo si todas las sucesiones de Cauchy son con-

vergentes.

DEFINICION 2.7. Un subconjunto FF C X es un conjunto cerrado si para toda sucesién

{zn} C F tal que x, > x se tiene que = € F.

Un conjunto es cerrado si y sélo si su complemento es abierto. Ademaés los subconjuntos

cerrados de espacios métricos completos son a la vez completos.

DEFINICION 2.8. La cerradura del conjunto A C X es el conjunto

Z:ﬂ{F:ACF,FeS cerrado} .

La cerradura del conjunto A es el conjunto cerrado méas pequeno que contiene a A, ademaés

A es cerrado si y sélo si A = A.

DEFINICION 2.9. Un conjunto F C X es acotado si estd contenido completamente en una

bola abierta B,.(x).

DEFINICION 2.10. Sean X y Y dos espacios métricos con métricas d; y do respectivamente.
La funcion @ : X — Y es continua si para todo = € X y para toda € > 0 existe 6 > 0 tal que si

dy(z,y) < 0 entonces do(P(z), P(y)) < e.

Existen varias equivalencias de la definiciéon anterior, nosotros podemos usar las siguientes:

La funcién ® : X — Y es continua si y sélo si para todo z € X y para toda € > 0 existe § > 0
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tal que ®(Bjs(z)) C B(®(xz)). O bien, si y sblo si para cada punto x € X y para toda sucesién

{z,} que converge a z se tiene que la sucesién {®(x,)} converge a ®(x).

2.2. Teorema de punto fijo de Banach

DEFINICION 2.11. Sea X un espacio completo, y sea F' C X un subconjunto cerrado, entonces

la funcién I' : F +— F es una contraccion si existe A < 1 tal que si z y y estan en F', entonces

(2.2.1) d(I'(x),I(y)) < Ad(z,y).

Las contracciones son funciones continuas.

TEOREMA 2.12. [ Del punto fijo de Banach] Sea X un espacio métrico completo. Sea F C X
un subcojunto cerrado. Si ' : F +— F es una contraccion entonces existe un unico punto fijo T,

esto es, que cumple I'(T) = .

DEMOSTRACION: La prueba que daremos consta de dos pasos. El primero es mostrar la
existencia del punto fijo, aqui se construye una sucesién de Cauchy. Como el espacio F es
completo, entonces existe el limite de esta sucesién y éste sera el punto fijo. En el segundo paso
obtendremos la unicidad de este punto fijo. En ambos pasos usaremos fuertemente que la funcién
I'(z) es una contraccién.

Sea xg € F y definamos la sucesién {z,} de forma recursiva por z,4+1 = I'(z,); esto es

x1 =T(xg), xo = T(21), 23 = ['(a2), etcétera.

AFIRMACION 1. La sucesion {x,} es una sucesion de Cauchy.
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DEMOSTRACION: Usando varias veces la propiedad (2.2.1) observamos que

(2.2.2) d(@pi1,2n) = dT(2,), T(Tn-1)) <Ad(2h, 2n—1) = MdT(2p-1), T (zn_2))
<Nd(Tp—1,Tn_2) < -+ < Ad(21, 70).

Utilizando la ecuacién previa reiteradamente y la desigualdad del tridngulo obtemos que para
m > n se cumple
(2.2.3) Ad(Tm, xn) < d(@m, Tm-1) + A(Xm—1, Tm—2) + ... d(Tpt1,Tn)

< (AU A2 A d (2, 20)

= \" ()\m—n—l + Am—2 + .4 A + 1) d(xhxo)
pl—= A" AT

<
G e py

=A d(xl,.’to) — 0.

De donde se sigue la afirmacion. O
Como F es un espacio métrico completo, entonces esta sucesién es convergente y su limite T

estd en F.

AFIRMACION 2. El punto T satisface I'(T) =T.

DEMOSTRACION: Como la contraccién I'(z) es continua entonces

I'z)=T ( lim xn) = lim I'(z,) = lim z,41 =7Z.

n—oo n—oo

O

Probemos ahora la unicidad. SiZ y 3 son dos puntos fijos entonces d (Z,7) = d(I'(Z), (7)) <

M (Z, 7). Por tanto, 0 < (A —1)d(Z,7). Como A < 1 entonces d(Z,y) =0y por tanto T =7. O
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OBSERVACION 2.13. La demostracién de este teorema puede ser usada para obtener una
aproximacién del punto fijo mediante aproximaciones sucesivas. De hecho, al hacer tender m a

infinito en la ecuacién (2.2.3) se obtiene la desigualdad

)\TL

1-A

d(§7 xn) < d($17x0)

que da una estimacién del error al reemplazar T por x,,. En los problemas se dan algunas

aplicaciones del teorema de punto de Banach en varias areas de las matematicas.

2.3. Subconjuntos compactos y puntos de acumulacién

En esta seccién se daran varios de los més importantes conceptos del andlisis y la topologia.

DEFINICION 2.14. Sea F' C X, entonces x € X es un punto de acumulacién de F si para

todo € > 0 existe y € F tal que 0 < d(z,y) <e.

Un punto € X es un punto de acumulacién de F' si toda bola B(x) tiene un nimero

infinito de puntos de F.

DEFINICION 2.15. Sea F' C X, entonces una cubierta abierta de F es una familia {O,} de
conjuntos abiertos de X tales que F' C |JO,. Una subcubierta es un suconjunto de {O,} que

también es cubierta.

DEFINICION 2.16. Sea F' C X, entonces I es un conjunto compacto si toda cubierta abierta

tiene subcubierta finita.

En otros cursos se estudian estos conceptos y se demuestra el siguiente teoremas:

TEOREMA 2.17. Sea F' C X y sean las siguientes proposiciones
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1 El conjunto F' es compacto.
2 Todo conjunto infinito de F' tiene un punto de acumulacion.
3 Toda sucesion de F' tiene una subsucesion convergente.

4 El conjunto F es cerrado y acotado.

entonces son equivalentes 1, 2, 3, y ademdas implican 4. Si X = R"™ entonces también esta ultima

es equivalente a las otras.
DEFINICION 2.18. La distancia entre el punto y y el conjunto B es d(y, B) = infxep d(x,y).

PROPOSICION 2.19. d(y,B) > 0 y ademds d(y, B) =0 si y sdlo si y es un punto de acumu-

lacion de B.
DEFINICION 2.20. La frontera del conjunto B es el conjunto 9B = BNR" — B.

La frontera de un conjunto es la capa que separa a este conjunto de su complemento. El

conjunto B es abierto si para cada x € B se tiene que d(z,dB) > 0.

TEOREMA 2.21. Sea U C R™ un conjunto abierto y no vacio, entonces existe una familia de

conjuntos compactos { Ay} tales que
Ay C Ay CAs3C..., y ademds Upe, A =U.
DEMOSTRACION: Sea xg € U. Definamos para cada k € N el conjunto

3

ver la figura 2. Entonces Ay es acotado, pues la primera desigualdad implica que A C B(xq, k).

A = {XEU: |x — xo| < k,d(x,0U) >

T =
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F1GURA 2. La sucesién de conjuntos Aj para un rectangulo.

Si {x;} C A entonces |x; —xo| < ky d(x;,0U) > . Si ademds x; — x entonces
|x —xo| < kydx,0U) > %, lo que implica que x € Aj. Por lo tanto cada conjunto Ay es
cerrado. Usando el teorema 2.17 tenemos que cada Ay es compacto, y ademdas Ay C Ag11.

Para terminar probemos la siguiente igualdad |J,.y Ax = U. Esta igualdad se prueba con
dos contenciones. Claramente | J; .y Ax C U. Por otro lado si x € U entonces existe un niimero
natural k; tal que |x —xg| < k3. Como U es un conjunto abierto, entonces existe otro niimero
natural ko tal que d(x,0U) > é Sea k = max{k1, ko}, entonces x € A;. De donde se sigue la

otra contencidn. O

2.4. El conjunto de las funciones continuas C(D,R")

En esta seccién se estudiara al conjunto

C(D,R")={f:Dw~— R": f es continua},
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donde el conjunto D C R™ es compacto. En el problema 2.35 se estudian varias propiedades
de este conjunto, entre ellas que es un espacio métrico completo con la métrica d(f,g) =
maxzep |f(x) — g(z)|. Esta métrica se le conoce como la métrica uniforme.

Necesitamos primero discutir la diferencia entre la convergencia puntual y la convergencia

uniforme. A continuacién damos las dos definiciones.

DEFINICION 2.22. La sucesién de funciones continuas {f,, : D — R"} converge puntualmente
a la funcién f : D — R™ si para todo z € D se sigue que lim, o fn(z) = f(z). La sucesién
{fn: D — R"} converge uniformemente a la funcién f : D — R"™ si y sélo si para toda € > 0
existe N € N tal que para toda n > N y para todo = € D se tiene que |f,(z) — f(x)| < e. Esto

lo denotaremos por f, — f.

Es necesario notar que en la convergencia puntual se calcula el limite en cada punto, mientras
que en la convergencia uniforme el limite se calcula globalmente, por lo ésta es més regular. Por

ejemplo, si f, — f y todas las f,, son continuas entonces f es continua y ademas

b b
(2.4.1) / f(z)dz = lim fn(x)dx.

EJEMPLO 2.23. Sea fn(z) = (n+ 1)(n + 2)2™(1 — x). Entonces para todo n € N tenemos

fn(0) = fn(1) = 0. Ademds, si 0 < z < 1 entonces

lim f,(z) = lim (n? +3n +2)2"(1 — 2) = (1 — 2)( lim n?2™ + 3 lim na™ + 2 lim z")
n? n n®
—(1-2)(lim —— +3lim —— 42 lim — ) =0,
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donde p = (1 — x)/x > 0. En este limite usamos que lim, # =0sip>0y aeR, cuya
demostracion estd en [6]. Entonces
1
/ lim f,(z) =0.
0 n—oo
Por otro lado
1 1
lim fn(x)dr = lim (n+1)(n+2)2"(1 —x)de =1.
n—oo 0 nH—oo O

Esto no contradice (2.4.1), pues la convergencia de la sucesién f,,(z) no es uniforme.

La convergencia uniforme es la convergencia de sucesiones en el espacio C(D,R™). También

en el problema 2.35 se estudian las propiedades de la convergencia uniforme.

DEFINICION 2.24. Sea F' una familia de funciones continuas definidas en un conjunto D C R™
y con valores en R¥, entonces
1 La familia F' es uniformemente acotada si existe M > 0 tal que para todo z € D y para
toda funcién f en F se tiene |f(z)| < M.
2 La familia F' es equicontinua si para todo € > 0 existe 6 > 0 tal que para todos los puntos

x,y € D y para toda f € F se sigue que |z — y| < § implica |f(z) — f(y)| <e.

Nuestros principales ejemplos de familias de funciones equicontinuas y uniformemente aco-

tadas se encuentran en el capitulo 3.

TEOREMA 2.25. [Arzela-Ascoli] Sea D C R™ cerrado y acotado. Sea {f,} una sucesion de
funciones uniformemente acotada y equicontinua contenida en C(D,R™), entonces existe una
subsucesion {my} y una funcion f € C(D,R™) tal que la sucesion {fm,} converge a f uniforme-

mente.
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La siguiente versién de este teorema caracteriza los compactos del conjunto C(D,R"™).

TEOREMA 2.26. Sea D C R™ compacto, F C C(D,R"™) entonces el conjunto F es compacto

sty solo si F' es cerrado, equicontinuo y uniformemente acotado.

En el problema 2.35 se pide demostrar este teorema.

2.5. Espacios normados y de Banach

DEFINICION 2.27. Sea X un espacio vectorial sobre R (o sobre C), entonces la funcién
[l : X — R es una norma sobre X si cumple las siguientes cuatro propiedades:
1 Para todo x € X: |jz| > 0.
2 ||z|]] =0siysélosiz=0.
3 Para todo z, y € X: ||z +y| < ||z| + ||yl

4 Para todo z € X y para todo a € R: |laz| = |a] ||z]|.

Un espacio vectorial con una norma se llama un espacio normado.

EJEMPLO 2.28. El espacio R" es normado con la norma x| = /> ., z2.
PROPOSICION 2.29. Sea X un espacio normado entonces d(x,y) = ||z — y|| es una métrica
en X.

DEFINICION 2.30. El espacio normado X tal que la métrica asociada es completa se llama

espacio de Banach.

2.6. El espacio normado de las matrices

Sea M, el conjunto de las matrices cuadradas definidas en R de orden n.
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PROPOSICION 2.31. El espacio M,, con la norma
[All = sup [|Ax]|
llzll=1
es un espacio normado.

Este espacio normado es estudiado en los problemas 2.34, 2.40, 2.41, 2.42 y 2.43.

2.7. Problemas
2.32. La métrica del rio en R? es:

|1 — 22| + |y1] + [ye|  si a1 # 22,
(2.7.1) d((z1,91), (z2,92)) =

lyr — y2 si w1 = Za.
1 Dibujar la bola de radio 1 y centro en (0,0), (2,0), (0,2).
2 Demostrar que R? con esta métrica es un espacio métrico completo.
3 Determinar si es un espacio normado.

4 Determinar cuales de las siguientes sucesiones son convergentes en este espacio: {(1/n,0)},

{(0,1/n)}, {(1/n, )}, {(1,1/n)}.

2.33. 1 Demostrar que el conjunto R™ es un espacio métrico completo con cualquiera

de las siguientes métricas:

dl(X7 Y) = maX{|x1 - yll Yo |xn - yn|}7

dQ(Xv y) = \/(xl - y1)2 +oeet (l'n - yn)2v

d3(x,y) = |21 —y1| + -+ [0 — Yul -

Dondex:(ml,...,xn) Yy = (ylv"'ayn)'
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2 Dar las normas | |; a las que estdn asociadas estas distancias.
3 Demostrar que R™ es un espacio de Banach con cualquiera de estas normas.

Cuando la norma no tenga subindice nos referiremos a la norma | |,.

2.34. 1 Demostrar que el conjunto M,, de las matrices cuadradas de orden n es un

espacio métrico con cualquiera de las métricas

i (A, B) = sup A= BIX)

|x|=1 |x| 7

da(A,B) = | > (4 —biy)?,

1<i,j<n

dg(A,B) = Sup |aij — b”‘ .

1<ij<n

2 Demostrar que M,, con cualquiera de las métricas anteriores es completo.
3 Dar las normas || ||; a las que estan asociadas estas distancias.
4 Demostrar que M, con cualquiera de las normas || ||, es de Banach.

5 Demostrar que ||ABJ; < [|A[l; [|B]];-

2.35. Sea D C R™ un conjunto compacto, demostrar

1 Las siguientes son métricas definidas en el conjunto C'(D,R™).

(2.7.2) di(f,g) = gleaglf(x) —g(@)],

d(f,9) = max|f(z) - g(2)| e(=a),

en este dltimo caso se supone n = 1, « € R, D = [a,b]. La distancia d; se llama la

métrica uniforme.
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2 Dar las normas | |, a las que estdn asociadas estas distancias. Cuando la norma no tenga
subindice nos referiremos a la norma | |,.

3 Demuestre que si {f : D — R™} es una sucesién de funciones continuas que converge
uniformemente a la funcién f : D — R™, entonces f es continua.

4 Dar un ejemplo de una sucesién de funciones continuas que converjan puntualmente a
una funcién que no sea continua.

5 Demuestre que la sucesion de funciones continuas {fy : D — R"} converge uniformemente
a la funcién {f : D — R"} si y s6lo si convergen en la métrica (2.7.2).

6 Demuestre que C'(D,R") es un espacio métrico completo. Esto es, que toda sucesién de
funciones {fy : D — R"} que sea de Cauchy con respecto a la métrica (2.7.2) converge a
una funcién continua.

7 Demuestre que C'(D,R"™) es un espacio de Banach.

8 Suponiendo el teorema 2.25, demuestre el teorema 2.26.
2.36. Demuestre que X, = {f € C([a, ), R) : e* f(t) es acotado en [a,c0}} con la distancia
d(f.g) = sup{|f(t) — g(t)] ™},
a<t
donde « € R constante es un espacio métrico. Determinar si es completo o no.
2.37. Demostrar la proposicién 2.31.

2.38. Siga la demostracion del teorema 2.21, determine en donde falla esta demostracion si

1 U=10,1), zop = 1/2. (A pesar de que U es una unién numerable de compactos).

2 U:@,l'():o.



45

2.39. Demostrar que el teorema de punto fijo de Banach es falso si

1 El espacio X no es completo.
2 El subconjunto F no es cerrado.

3 La constante A = 1.

2.8. *Aplicaciones del teorema de punto fijo de Banach

El objetivo de los siguientes problemas es usar el teorema de punto fijo de Banach para
mostrar algunas formas iterativas de resolver sistemas de ecuaciones lineales, los cuales pueden

ser escritos como

(2.8.1) Ax =b,

donde A € M,,, x, b € R".

2.40 (Método clasico). Demostrar los siguientes incisos

1 Resolver la ecuacién (2.8.1) es equivalente a resolver

(2.8.2) x=(I—A)x+b

2 Considere la funcién T : R™ — R™ definida por T(x) = (I — A)x + b. Entonces resolver
la ecuacién (2.8.1) es equivalente a encontrar un punto fijo de T.

3 Por medio del teorema de punto fijo de Banach, dar una condicién suficiente para la
existencia de un unico punto fijo.

4 Calcular mediante la iteracion de la funcién T la solucién del sistema

15 6| [= 36
(2.8.3) —

-3 20 \y —26
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5 Dividir todo el sistema entre 30 y tratar de nuevo de calcular las soluciones del sistema
mediante la nueva funcién asociada T.

6 Explicar la diferencia.

2.41 (Método clasico mejorado). Sean las matrices

a1 @12 ... Gin a;; 0 ... 0
A_ as1 A9 ... Qop , Ag— 0 ag ... 0 ,

Ap1 Gp2 ... Gpn 0 0 ... ann
0 ape ... a1n 0 0 e 0 0
0 0o ... aon a1 0 - 0 0

A= , A=
0 0 ... ap-1inm Ap—11 QAp_12 .- 0 0
0 0o ... 0 Anl An2 coo Qpm—1 O
y sean los vectores x = (21,...,2p,), b= (b1,...,by), x* = T(x) = (27,...,2%) = (I— A)x+Db,

entonces las componentes del vector x* son

ES
] = (1 —a11)r) — a1222 — 1323 — -+ — Q1 Ty + b1,
»
x5 = —ag121 + (1 — a22)r2 — ags®3 — - -+ — a2p%y + b,
ES
(284) T3 = —Aa31T1 — G32T2 + (]. - agg)xg — s —A3pTy + bg,

Ty = —Apnd1 — Qp2T2 — Ap3T3 — *** + (]- - ann)ajn + bn
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Si se cumple la condicién del inciso d) del problema anterior, entonces x* estd més cercana de
la solucién que x. Es de esperarse que el vector (z7,x2,...,z,), en donde hemos cambiado la
primera componente de x con la primera componente de x*, estard un poco mas cerca que X.
Esto sugiere la siguiente forma de variar el método cldsico: primero calculemos z} por medio
de la ecuacién (2.8.4). En el célculo de z3 utilizaremos el nuevo valor de zj en lugar de z; en
la segunda ecuacién de (2.8.4). Depués, x} y 3 pueden ser utilizados en vez de x; y xo para

calcular x3 y asi sucesivamente. Este es el método cldsico mejorado.

1 Escribir el método cldsico mejorado en una forma similar a la ecuacién (2.8.4).

2 Probar que el algoritmo propuesto esta dado por la funcién

X =Gx)=I+A_) ' I-A¢—A)x+(I+A_)b.

3 Demostrar que las soluciones de (2.8.1) son puntos fijos de la funcién G(x).

4 Repetir las mismas preguntas realizadas en el problema 2.40 para este método.

2.42 (Método de Jacobi). Suponiendo que aj; # 0, ass # 0, ..., an, # 0 el sistema (2.8.1)

es equivalente al sistema de ecuaciones

z1 =— ( —Q12%2 — A13T3 — * -+ — A1p Ty + C1),
a11
1
Ty =— (—azx; —93 L3 — -+ — QanTpn + C2),
a22
1
Ty =— (=An1T1 — a2 — an3T3 — ... +cn) -

ann
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Lo que sugiere el siguiente método iterativo para resolver el sistema (2.8.1):

1
*
Ty =— ( —Q12T2 — Q13T3 — **+ — ATy + cl),
a11
1
*
x5y =— (—a2121 —93 T3 — -+ — QanTpn + C2),
a22
1
*
Ly =—— (—anll“l — Ap2T2 — Gp3T3 — ... + Cn) .
ann

Este método se llama el método de Jacobi.

1 Demostrar que el método de Jacobi es descrito por la ecuaciéon
x*=—-Ag ' (AL + A )x+ A Db
2 Repetir las preguntas del problema 2.40 para este método.

2.43 (Método de Gauss-Seidel). Mejorar el método de Jacobi usando la discusién dada en el

método clasico mejorado. En este caso la funcion es
x"=—(A_+Ay) "Aix+(A_+Ay) 'b

Después repetir las mismas preguntas realizadas en el problema 2.40 para este método.

2.44. Sea f : [a,b] X [c,d] C R? — R una funcién suave, y tal que "3—5‘ < 1, usando el
teorema de punto fijo de Banach, demostrar que existe una unica funcién « : [a,b] — [e,d]
tal que f(x,a(z)) = a(x). Demostrar que la funcién a es suave. Usando el teorema de la
funcién implicita encontrar una ecuacién diferencial satisfecha por esta ecuacién. La aplicacién
del teorema de punto fijo de Banach en este problema se conoce como el método de transformacion

de grdficas.
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2.45. Sea a > 0, definamos la siguiente sucesiéon mediante recursion:

1
(2.8.5) ry > \/a, Tnt1 = 5 (xn + Oz) .

n

1 Demuestre que lim,, o T, = /au.

2 2
0~ n
2%, N

2 Si €, = x, — a, demuestre que €,11 = 3

B

n

3 Si B = 2y/a, entonces €,41 < (%)

4 Sia=3yx =2, observe que e5 < 4 (10716) y e5 < 4 (10732).

2.46. Reemplace la férmula (2.8.5) por

— —p+1
Tn+1 = np

)

o
Ty + —2
p

donde p es un entero positivo fijo, siguiendo el ejemplo anterior describa el comportamiento de

la sucesién resultante {z,,}.

2.47. Sea f : [a,b] — R dos veces diferenciable, donde f(a) < 0, f(b) >0, f'(z) > 6 >0y
0 < f"’(x) < M para todo z € [a,b]. Complete los detalles del siguiente desarrollo del método de
Newton para encontrar las soluciones de la ecuacién f(x) = 0.
1 Demuestre que existe un tdnico punto £ en el intervalo (a, b) tal que f(£) = 0.
2 Elija 21 € (a,b) y defina la sucesién 41 = x, — % Interprete geométricamente en
términos de la tangente de la grafica de la funcién f(z).

3 Demuestre que lim,,, o0 , = €.

4 Si A= M/(26) demuestre que

n

(2.8.6) |Tng1 — €] < % (A(z1 — €))?
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5 Sea f : [~1,1] + R definido por f(x) = z'/3, intente aplicar el método de Newton.
Explique sus resultados.

6 Aunque la prueba mas sencilla del inciso 3 es por medio del teorema de punto fijo de
Banach, la ecuacién (2.8.6) demuestra que la convergencia en el método de Newton es
mucho més rdpida. Para la funcién f(z) = 23 + 2 definida en el intervalo [—1,1] haga
una tabla en donde se compare la distancia entre el punto fijo 0 y el termino n—ésimo de

la sucesién y las predichas por el teorema de Banach y la ecuacién (2.8.6).



CAPITULO 3
Los teoremas fundamentales de la teoria de ecuaciones

diferenciales

3.1. Teorema de existencia de soluciones de ecuaciones diferenciales

Mediante el el teorema fundamental del cdlculo daremos una forma més comoda de trabajar

para el problema de condiciones iniciales
(3.1.1) x' = f(t,x), x(tg) = Xo.

PROPOSICION 3.1. Sea f: D C R*"™ +— R™ una funcién continua, (tg,Xo) € D entonces la

funcion ¢(t) es solucion de (3.1.1) si y sdlo si ¢p(t) es solucion de la ecuacion integral

(3.1.2) x(t) =x0+ [ f(s,x(s)) ds.

to

DEMOSTRACION: —) Si ¢(¢) es solucién de (3.1.1) entonces

(3.1.3) ¢'(t) =f£(t,0(t),  ¢(to) = Xo.

Integrando y usando el teorema fundamental del calculo se obtiene

6(0) =0 = 0(1) ~ 0lt0) = | /() ds = £(s, 6(s)) ds.

to

Por lo tanto ¢(t) = xo + ftto f(s,6(s)) ds.

51
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F1GUrA 1. Construccién de la funcién ¢ (t).

—)Si¢(t) =x0 + fti f(s, ¢(s)) ds entonces ¢(tg) = xo + fttoo f(s,0(s)) ds = x¢. Ademds, del

teorema fundamental del cdlculo se sigue que

d

0(0)= 5 (30 + [ Fs.006)ds) = 1t 660,

TEOREMA 3.2. [de existencia de Peano] Sea f: D C R"™! — R" continua, sea
R={(t,x):to <t <ty+a,|x—x| <b} CD.

Sean M una cota superior para | f(t,x)| en R, & = min{a,b/M}, entonces la EDO con condicio-

nes iniciales: x' = f(t,x), x(tg) = xo tiene al menos una solucion definida en [to,to + .
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DEMOSTRACION: Sea § > 0y sea ¢g : [to — J,to] — R™ una funcién de clase C'! que satisface
¢o(to) = X0, |po(t) —xo| < b, |po(t)| < M. Y sea 0 < € < 4, a partir de ¢o(t) construiremos una
nueva funcién de clase C1, ¢¢(¢) en el intervalo [to — &, o + o], ver la figura 1.

Sityg—d <t <ty tomemos ¢.(t) = do(t). Sea a; = min{«, €} entonces definamos

¢
(3.1.4) o (t) = %0 +/ f(s,0.(t —€))ds, sito<t<to+a.

to
Esta funcién estd bien definida pues sitg < s <t < tg+a; entonces tg—9d < tg—e < s—e <t—e <
to+ a1 —e < tg. Luego entonces ¢.(s—¢€) = ¢o(s—¢€), y ademds (s, p.(s—¢€)) = (s,do(s—¢€)) € R,
y la funcién f puede ser evaluada en este punto.

Por otro lado

t
lpe(t) — x| < H/ f(s,dc(s—€))ds|| < Mt —to| < May < Ma <b.
to

Ahora se puede definir ¢ () si ¢ estd en el intervalo [tg + a1,to + asg], donde s = min{a, 2¢}
usando nuevamente la ecuacién 3.1.4. Siguiendo de esta manera se define ¢.(t) sobre el intervalo

[to — 0,10 + . Esto es

¢0(t> site [to — 5, to];
Pe(t) =

xo + ftto £(s,0c(t —€))ds, sit€ [to,to+ al.

Hay que observar que la definicién de ¢.(t) depende de la eleccién de ¢o(t).
AFIRMACION 3. Sit, u € [t — 6,10 + ] entonces ||pe(t) — de(w)|| < M |t — ul.

DEMOSTRACION: Caso 1: Sity — § < t, u < tg, entonces:

1¢e(t) = pe(w)ll = lldo(t) = do(w)]| = ¢ ()| [t — u| < M|t —u].
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En la segunda igualdad hemos usado el teorema del valor medio, el niimero r estd en [¢, u].

Caso 2: Sitg — 0 <t <ty <u<ty+ a. Entonces

l6c(t) — dc(w)] = \ oult) — (xa+ :f<s,<z>e<t - ) H
< l60(t) - %o + /t:f<s,¢s<s — o) ds

§M|t—t0|—|—M|u—t|:M(to—t)+M(u—t0):M|u—t0|

El tercer paso se obtiene del teorema del valor medio y la acotacién de f por M.

Caso 3: Sitg <t, u <tg+ a. En este caso tenemos

l6c(t) — dc(u)] = H [ ot - pas < arju—o

y con este caso se termina la demostracién de la afirmacién. O

Esta afirmacién demuestra que la familia de funciones {¢(t)} es equicontinua. La siguiente

afirmacién prueba que esta familia es uniformemente acotada.
AFIRMACION 4. Sit € [tg — 0,10 + ] entonces ||¢(t) — xo|| < b.

DEMOSTRACION: Si tg —d <t < to entonces ||de(t) — xo|| = [|¢o(t) — %o < b.

Sity <t <tg+ a entonces

/ E(s,0uls — ) ds

to

l6e(t) — xol| = \

< |t —to] < Ma < Mb/M =b.

O

Sea {e,} + 0, por el teorema de Arzela-Ascoli, la sucesién {¢, (t)} tiene una subsucesién

uniformemente convergente. Sin perdida de generalidad, supongamos que la misma sucesion
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{®e, (t)} converge uniformemente a ¢(t). Entonces si tg <t < tg+ « se sigue

o(t) = I o, (1) = lim (xO+ / tf(s,mn(s))ds)

nH—oo tO

t

=x0+ lim £(s, Pe, (s))ds = xq + /t lim f(s, ¢, (s))ds
¢

n—oo
to 0

=x0+ / f(s,0(s))ds

to

De donde se sigue que la funcién ¢(t) es solucién de (3.1.1). En este desarrollo se usé la conver-

gencia uniforme de la sucesién {¢, (¢)} y la ecuacién (2.4.1). O

OBSERVACION 3.3. Andlogamente se puede obtener una solucién de (3.1.1) sobre el intervalo
[to — «, to], las dos soluciones asf obtenidas pueden ser acopladas para obtener una solucién sobre

el intervalo [to — o, to + a.

OBSERVACION 3.4. Es de esperar que dependiendo de la eleccién de la funcién inicial ¢g(t)
y de ¢, se obtendran diferentes soluciones, sin embargo pueden existir soluciones que no sean

detectadas por este método, ver problema 3.25.

3.2. Teorema de existencia y unicidad de soluciones de ecuaciones diferenciales

El teorema de Peano es insuficiente en varios aspectos. En primer lugar no da un método
para calcular soluciones, solamente indica su existencia. En segundo lugar, es deseable que la
ecuacién (3.1.1) tenga una tnica solucién como sucede en las ecuaciones diferenciales ordinarias
que surgen en la fisica y otras ramas del conocimiento, en donde se observan soluciones unicas.
Esto nos lleva a buscar un teorema que garantice la unicidad de las soluciones de esta ecuacién

vy que ademds nos indique como construir estas soluciones.
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DEFINICION 3.5. La funcién f : D C R**! = R” es localmente Lipschitz si es continua y

para todo subconjunto K C D compacto existe k € R tal que si (x,t) y (y,t) € K entonces

(3.2.1) [£(x,t) — £y, )l < klx =yl

OBSERVACION 3.6. Al escribir la desigualdad (3.2.1) en la forma

[£0x,8) — £y, )|l

<k
[x =yl

se observa que la constante k es una cota superior de la razén de cambio de la funcién f(x,t) en

la variable x.

TEOREMA 3.7 (Existencia y unicidad de soluciones, Picard-Lindeloff). Para la funcion f :

D c R*™! — R” localmente Lipschitz, y para el conjunto

R={(t,x):to <t <ty+a,|x—x| <b} CD,

sean M wuna cota de ||f(t,x)|| en R; y k la constante de Lipschitz de f(t,x) en R; y a =
min{a, b/M,1/k}. Entonces el problema de condiciones iniciales (3.1.1) tiene solucidén dnica en

el intervalo [to,to + .

DEMOSTRACION: Sea F' = {¢(t) € C([to,to + o], R™) : ¢(tg) = Xo,||¢(t) — x0|| < b}. El

problema 2.35 demuestra que C([tg,tg + o], R™) es un espacio de Banach con la norma uniforme

(3.2.2) o[l = sup [lo(®)]l.

to<t<to+a

AFIRMACION 5. El conjunto F es cerrado en C([tg,to + o], R™).
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DEMOSTRACION: Sea {¢,(t)} C F una sucesién que converge uniformemente a la funcién
@(t). Por demostrar que ¢(t) € F.

1) De las desigualdades ||xo — ¢(¢)]| = ||dn(t) — &()]| < d(Pn, @) — 0 se sigue que xg = ¢(to).

2) Considere la siguiente cadena de desigualdades

16(8) = %oll < [|6(t) = Pn(t) + dn(t) — x|
< o) = on () + lPn () — xoll

< d(¢, ¢n) + 0.

Pero {¢,(t)} converge uniformemente a ¢(t), entonces ||¢(t) — xo|| < b.

Los incisos 1 y 2 implican que F' es cerrado. O

Definamos ahora el operador I' : F'— C([tg, tg + a], R™) tal que la imagen de la funcién ¢(t)

es la funcién T'¢(t) definida por

(3.2.3) To(t) = xq +/ f(s,¢(s)) ds.

to

AFIRMACION 6. Si ¢(t) € F entonces T'p(t) estd en F.

Esta afirmacion se sigue de T'é(tg) = x¢ + fttoo f(s,¢(s))ds = xo. Y ademds |[Td(t) — xo| <

Hffo £(s, 6(s)) dsH < Mt —to| < Ma <b.

AFIRMACION 7. El operador I' es una contraccion.
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Si ¢(t) y ¥(t) € F entonces

d(To(t), Ty (t)) = [To(t) — Ty (1)

(xo +/t:f(s,¢(s))ds) - (xo +/tt f(s,¢(s))d5) H

= max

to<t<to+a
t t
T i ta / (s, 9(s)) ds = / (s, (s) ds

t

< max I£(s,(s)) —£(s,%(s))|| ds

T to<t<to+a to

< / El6(s) — v(o)] ds < ke max |6(s) ~ % (9)]

o0<t<to+a

Usando ka < 1 se concluye la demostracion de la afirmacién.
Como I' es una contraccion definida en un subconjunto cerrado de un espacio métrico com-
pleto, el teorema de punto fijo de Banach (2.12) implica que existe una tnica ¢ € F' tal que

T'¢ = ¢, esto es:

o(t) = To(t) = x0 + / £(s, 6(s)) ds.

to
Por lo tanto la funcién ¢(t) es la unica solucién del problema de condiciones iniciales (3.1.1). O
OBSERVACION 3.8. La demostracién de este teorema puede ser usada para hallar las solu-
ciones de una ecuacién diferencial. Este es el método de aprorimaciones sucesivas. La solucién
asi encontrada generalmente estd definida en un intervalo més grande que el garantizado por el

teorema anterior.

OBSERVACION 3.9. Se puede demostrar el teorema de Peano (3.2) buscando puntos fijos del
operador definido en (3.2.3), pero se requieren teoremas propios del andlisis funcional como son

el teorema de punto fijo de Schauder, ver la referencia [2].
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EJEMPLO 3.10. Hallaremos la solucién de la ecuacién ' = x, £(0) = 1 por el método de
aproximaciones sucesivas. Definamos el operador T'¢(t) = 1+ fot @(s) ds, y la sucesién de funciones

oo(t) =1, ¢, = ['d—1. Entonces

t
¢1(t):1+/ Lds—1+1,
0

2

t
t
¢2(t):1+/ (14s)ds=1+t+5,
0

2 2 t3

¢ S t
¢3(t)=1+/0(1+s+?)d3:l+t+a+§,

= et.

Que es la solucién esperada.

3.3. Continuacién de soluciones

Dos soluciones de una ecuacién diferencial pueden ser diferentes simplemente porque no
tienen el mismo intervalo de definicién. Para evitar esta ambigiiedad conviene trabajar con los

intervalos mas grandes en que estan definidas las soluciones.

DEFINICION 3.11. Sea x’ = f(¢,x) una ecuacién diferencial, y sean ¢ : [ — R™ y o) : J — R
dos soluciones. Entonces v es una extensién de ¢ si I C J y para todo ¢ € I se cumple ¢(t) = 1(t).
La solucién 9(t) es una solucién mdzima si ella misma no tiene otras extensiones. En este caso

el intervalo I se llama un intervalo maximal.

PROPOSICION 3.12. Toda solucién de la ecuacion diferencial x' = f(t,x) tiene una extension

mazrima.

Esta proposicién es una consecuencia del axioma del supremo y su demostracién se deja como

ejercicio; notemos que esta extensién no tiene que ser unica. Continuemos hacia el principal
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objetivo de esta seccién que es explicar las obstrucciones que impiden que una solucién sea

extendida indefinidamente.

PROPOSICION 3.13. Sea f(x,t) una funcién continua y acotada definida sobre el conjunto
abierto D C R™, y sea ¢ : (a,b) — R™ una solucion de la ecuacion diferencial x' = £(t,x).
Entonces

1 Los dos limites limy_, o+ ¢(t) = ¢(a™) y limy - ¢(t) = ¢(b™) existen.

2 Si (b,¢(b™)) (respectivamente (a,p(a™)) estd en D entonces la solucién ¢(t) puede ser
continuada a la derecha de t = b, (respectivamente a la izquierda del punto t = a).

3 Si¢: (a,b) — R™ es una solucion mdxima y si {ty} — b entonces todos los puntos de

acumulacion de la sucesion {(tg, ¢(tr))} estin en la frontera de D.

DEMOSTRACION: 1) Consideremos el extremo b. Sea M una cota de ||f(¢,x)|| en D. En-

tonces ¢(t) = xg + ftto £(t,¢(s)) ds. Sityp <t < u<bentonces

lo(u) — o(t)| = H (XO +/u f(t,qb(s))ds) - (xo +/t f(t7¢(3))ds> H

to to

Entonces si {t,,} C (a,b) ¥ tm — b se tiene ||p(tm) — @(tr)|| < M |tm — ti|, por lo que {p(t;m)}

[ tteots) as

s[ﬁmw@MMSMut

es una sucesién de Cauchy, de donde lim, ;- ¢(t) existe.
2) Si(b,¢(b7)) € D, entonces por el teorema de Peano existe una solucién ¢(¢) que satisface

Y(b) = ¢(b7). Sea I'(t) la funcién definida por

Pp(t)  sitg <t <D,
I(t) =

P(t) sib<t.
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Es facil ver que esta funcién satisface la ecuacién integral (3.1.2) y que es una extensién de ¢(t).
En la discusién anterior es suficiente suponer que el punto (b, $(b~)) es un punto de acumulacién

de la alguna sucesion (tg, ¢(tx)), por lo que el inciso 3 es el contrarreciproco del anterior. |

TEOREMA 3.14. Sea f : D C R"™! s R™ continua, sea ¢ : (a,b) — R™ una solucién mdrima
de la ecuacion x' = f(t,x). Sea K C D un conjunto compacto, entonces existe o € (a,b) tal que

st <t <b entonces (t,9(t)) & K.

En otras palabras, dado un compacto en el dominio de definicién de una ecuacién diferencial,

cualquier soluciéon maxima tiene un tiempo « en que escapa del compacto y no regresa.

DEMOSTRACION: Supongamos que no existe tal «, entonces existe una sucesién creciente
{tn} que converge a by tal que x,, = (tn, d(t,)) € K. Como x,, es una sucesién contenida en un
compacto, entonces tiene una subsucesion covergente. Sin perdida de generalidad, supongamos
que x, — (b,¢7(b)). Siguiendo el mismo argumento de la demostracién de la proposicién 3.13,
se puede extender la funcién ¢(¢) a un intervalo de la forma (a,b + €), lo que contradice la
maximalidad de esta funcién. |

EJEMPLO 3.15. En el ejemplo 1.11 se vio que la funcién ¢(t) = ﬁ, t € (—o0,1) es solucién de
la ecuacién diferencial 2’ = 2. El dominio del campo vectorial f(x,t) = 22 es R2. Este conjunto
es cubierto por la familia creciente de discos compactos {B,,(0)}, donde n € N. La solucién

maxima se sale de cada uno de estos compactos por los dos extremos, por el lado izquierdo si

t — —oo y por arriba si t — 1.
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EJEMPLO 3.16. Sean h(t), g(t) funciones continuas positivas definidas en el intervalo [tg, 00)

y tal que para toda a > 0 se sigue que limp, o fb dz oo. Entonces toda solucién de la EDO

a g(@) —

' = h(t)g(x), z(to) = zo, y ©o > 0 puede ser extendida al intervalo [tg, c0).

Si esto no fuera el caso entonces existirfa una solucién ¢(t) con intervalo maximal [to,T),
donde T > ty. Como ¢(t) resuelve la EDO, entonces ¢'(¢t) > 0 y por lo tanto es creciente. La

unica posibilidad es que limy,,7 ¢(t) = co. Por el método de separacién de variables

INCERN ot =

Tomando el limite ¢t — T se tiene

T d)(t) d [e’e] d
oo>/ h(s)ds = lim —mdrs:/ o ds =00 I
to t=T xo g(x) xo g(‘r)

EJEMPLO 3.17. En el ejemplo 2.34 se estudié el problema de tres cuerpos, que es el sistema

de ecuaciones diferenciales

Gm;(x; — x;)

T, para i =1,2 3.

(3.3.1) X} = vj, vi= Z

J#i x5 — i

El dominio de definicién de este sistema de ecuaciones diferenciales es R'2 — A, donde
A = {(x1,X2,X3,V1,V2,V3) : X1 = X2 6 X = Xp 6 X1 = X3}

Existen dos tipos de soluciones en este sistema, las que estan definidas sobre todo los niimeros
reales y las que tienen un tiempo finito de escape, éstas deben aproximarse al conjunto A.

Si (X1 (t)7XQ(t),Xg(t),V1(t),V2(t),V3(t)) es una solucién entonces se puede demostrar que
para alguna permutacién i, j, k, los limites limy ., x;(t) = limy .y x;(t), limy sy [[vi(2)]] — oo,

limy, || v;]| (t) — ooy finalmente limy, ,, x5 (¢) y limy,p v (¢) existen. Estos limites se interpretan
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diciendo que las particulas i y j chocan entre si con velocidad infinita y la tercera particula
atestigua este choque. Puede darse el caso que las tres particulas choquen simultaneamente.
Poincaré conjeturé que en el movimiento de més cuerpos ésta seria la situacién. Uno de sus
primeros resultados es que el limite inferior de las distancias |rx — r;|| para 4, j = 1,2,3 es cero.
Esto no significa que dos particulas determinadas choquen, puede ocurrir que dos particulas se
aproximen y luego se alejen, mientras otras dos se acercan, luego éstas se alejan al mismo tiempo
que otras mas se estdn acercando, etcetera. Aunque este caso parece imposible, a fines del siglo

pasado se demostro la existencia de este tipo de orbitas.

3.4. Dependencia continua de las soluciones con respecto a condiciones iniciales y
parametros
En esta seccion estudiaremos el comportamiento de las ecuaciones diferenciales con respecto

a las condiciones iniciales y parametros. Primero demostremos un resultado técnico muy tutil.

TEOREMA 3.18. [Lema de Growall] Sea T : [a,b] — R™ una funcidn continua, sean o, 3 >0

constantes tales que
t
(3.4.1) r(t) < a+/ BT(s)ds
a
entonces I'(t) < aexp[B(t — a)].

OBSERVACION 3.19. Este teorema despeja la funcién I'(¢) de la desigualdad.

DEMOSTRACION: La idea de la demostracién es repetir el argumento usado en los cursos
elementales de ecuaciones diferenciales para probar que las tnicas soluciones de la ecuacién

2’ = x son funciones de la forma z(t) = Ce’, recordemoslo. Si z(¢) una solucién de la ecuacién
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—t

2’ = x, multiplicando esta ecuacién por e~* obtenemos z’(t)e ™t = z(t)et. Agrupando todos los

terminos y usando la regla de Leibniz obtenemos < (as(t)e*t) = 0. De donde se tiene z(t)e ™t = C,

y finalmente z(t) = Ce.

Pasemos ahora a la demostracién de la desigualdad de Gronwall. Definamos R(t) = « +
f; BT(s)ds, observemos que R(a) = o y que la ecuacién (3.4.1) se convierte en R'(t) = fI'(t) <
BR(t). Por lo tanto R'(t) — BR(t) < 0. Multiplicando por e?(@~*) obtenemos [e?(*~D R(t)] =

ePe=t (R'(t) — BR(t)) < 0, integrando desde a hasta t se obtiene

PR —a = [eﬁ(‘ks)R(s)}

y finalmente obtenemos I'(t) < R(t) < aexp[B(t — a)]. O

TEOREMA 3.20. Sea f : D C R"*! s R", donde la funcion f es Lipschitz y el conjunto D
es compacto. Six(t,to,xo) y x(t,t1,%1) son las soluciones de la ecuacion diferencial X' = f(t,x)
que pasan por los puntos (to,xo) y (t1,X1) respectivamente, M es una cota superior de £(t,x) y

K es la contante de Lipschitz en D, entonces
(34.2) [Ix(t, to, x0) — x(t, 1, %1)]| < [”Xo — X1l + M [to — ty| |10

DEMOSTRACION: Sin perdida de generalidad supongamos que to < t; < t. Del teorema 3.1

se sigue



65

Restando estas ecuaciones y tomando la norma obtenemos:

[|x(t, to,x0) — x(t, t1,%1) ||

t t
X0 —|—/ f(s,x(s,to,%0))ds — <x1 —|—/ f(s,x(s,t1,%1)) ds)H

to tl

t
< XO-I-/ f(s,x(s,to,%0)) ds

to

to t
“xi = [tttz ds [ f(sx(s b)) ds

t1 to

t
m—m+/meamm»—mm@nmmw

to

to
—/ f(s,x(s,t1,%x1))ds

t1

t
sHm—xﬂ+/ﬁmam&Mmm—ﬂaﬂ&mxmnw
to

t1
—|—/ IIf(s,x(s,t1,%1))|| ds

to

¢
< |lxo — x1|| + K/ Ix(s,t0,%0) — x(s,t1,%1)||ds + M |tg — t1].
to

Usando el lema de Gronwall, 3.18, donde I'(t) = ||x(t,to,%x0) — x(¢,t1,%1)||, @ = ||x0 — x1|| +

M |to — t1] y 8 = K obtenemos la ecuacién (3.4.2). O

PROPOSICION 3.21. Sea x’ = f(t,x) una ecuacion diferencial, £(t,x) localmente Lipschitz
continua, y sea X(t,to,Xo) la solucion definida en el intervalo (a,b) tal que x(to,to,X0) = Xo-
Entonces, dados € > 0 y T > 0 existe 6 > 0 tal que [to —t1] < 9, ||x0 — x1|| < & implican

Ix(¢, to, x0) — x(¢, to, %0)|| < € para todo t € [to,T].

. _ . .
DEMOSTRACION: Tome § = SAFANeFT O el teorema anterior. O
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COROLARIO 3.22. [Dependencia continua con respecto a condiciones iniciales] Sea x' =
f(t,x) una ecuacidn diferencial, £ localmente Lipschitz continua. Entonces la solucién x(t, to, Xo)

depende continuamente con respecto a t, tg y Xo.

EJEMPLO 3.23. Consideremos la ecuacién z’ = x, entonces las soluciones son z(t,tg, o) =
xpel ', que claramente son continuas.

Observamos que z(t,0,0) = 0. Sean T > 0, ¢ > 0, y § = ¢/e’; si |zg| < § entonces

|z(t, o, z0)| < € para todo ¢ € [0,T].

A veces se estudian familias de ecuaciones diferenciales que dependen de un parametro, en el
siguiente teorema muestra que la forma en que las soluciones dependen de parametros, se omite

la prueba, que es similar a la dada en la sucesién de proposiciones 3.20, 3.21 y 3.22.

TEOREMA 3.24. [Dependencia continua con respecto a pardmetros] Sea x' = f(t,x,\) una
ecuacion diferencial, donde f(t,x,\) es una funcién localmente Lipschitz continua con respecto
a (t,x) y continua con respecto al pardmetro . Entonces la solucion x(t,tg,Xg,\) depende

continuamente con respecto a t, to, Xg y A.

En la seccién 4.9 se demostrara que las soluciones no son sélo continuas con respecto a las
condiciones iniciales, sino que también son diferenciales con respecto a éstas si la funcién f (¢, x, \)

es continuamente diferenciable.

3.5. Problemas

3.25. Usar la demostracién del teorema de Peano para encontrar soluciones aproximadas de

los siguientes problemas para al menos dos diferentes ¢g(t).
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1y =ay, z(0)=1.
2y =2 +9% y(0) =L
3 2’ = /z,2(0) = 0. En este inciso tratar de obtener una solucién que no sea identicamente

cero.

3.26. Este problema da otra demostraciéon del teorema de Peano (teorema 3.2), bajo las

hipotesis y notacion de éste tome la particion regular:

P,:to<ty < - <tp=aq, con tgr; —tp = a/n.

En el intervalo [tg, t1] defina la funcién ¢, (t) = x¢ + (t — to)f(to, X0). Entonces

(3.5.1) &n(to) = X0, |pn(t) — xo|| < b parat € [to,t1].

Supongamos que la funcién ¢,,(t) ha sido definida en el intervalo [to, tx], con k < n, si t estd en
el intervalo [ty, tr11] entonces ¢y, (t) = ¢ (tr) + (t — tx)f(tk, Pn(tr)). De esta manera ¢, (t) estd
definida en todo el intervalo [to, o + «].

1 Demostrar que en el intervalo [tg,to + o] se cumple (3.5.1).

2 Demostrar que la familia {¢,(t)} es equicontinua y uniformemente acotada en el intervalo

[to, to + al.
3 Usando el teorema de Arzela-Ascoli encontrar una subsucesién convergente.
4 Probar que el limite de esta subsucesiéon es una solucién del problema de condiciones

iniciales (3.1.1) definida en el intervalo [to, %o + «].

OBSERVACION 3.27. La construccién definida en este problema se llama el método de las

quebradas de FEuler.



68

3.28. Utilizando el método de quebradas de Euler, encontrar algunas soluciones aproximadas

de las ecuaciones propuestas en el problema 3.25.

DEFINICION 3.29. Si f(x,t) = (fl(ml, cos Ty t), ooy f1(Xny oo Ty t) es suave, su matriz

jacobiana con respecto a x es

of1 Of1

oxq T oz,
fu(x,t) =

% 8fn

Oxq Tt ox,

3.30. Sea f : D C R"" s R™ una funcién continua tal que fy(x,t) también es continua,
demostrar que f(x,t) es localmente Lipschitz. (Usar el teorema de valor medio para funciones

diferenciales).
3.31. Probar las proposicion 3.12 y 3.24.

3.32. Demostrar la siguiente generalizacién de la desigualdad de Gronwall: Si ¢, «, [ :

[a,b] — R son tres funciones continuas, 5(t) > 0 y ademés

6(t) < alt) + / B(s)é(s)ds, a<t<b

entonces

(1) < alt) + / B(s)als) (exp / Bl du) ds, a<t<bh.

3.33. Sea ¢ : [a,b] — R una funcién acotada. Si u(t) tiene segunda derivada continua, se
define L(u) = u” + g(t)u’, demostrar
1 Si L(u) > 0 entonces el maximo de u no es alcanzado en ningin punto interior.

2 Si u es constante entonces L(u) > 0 y todos los puntos interiores son méximos.
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3 SiL(u) >0, u(t) < My existe ¢ € (a,b) tal que u(c) = M entonces u(t) = M para todo t.
(si el mdximo es alcanzado en un punto interior entonces la funcién u(t) es constante).

Hint: Suponga que u(c) = M, u(d) < M, ¢ < d. Sea z(t) = e*!"° — 1, a es una

constante. Demuestre que z(t) < 0sia <t < ¢; z(c) =0; 2(t) > 0sic<t<bEljaa«a

tal que L(z) > 0,0 < e < M;(Z)(d). Sea w(t) = u(t) + ez(t), demuestre que L(w) > 0,

w(d) < M y w(c) = M y obtener una contradiccién.

3.34. Demostrar el teorema de Picard-Lindel6ff usando el teorema de Peano y la desigualdad

de Gronwall.

3.35. Sean K : [a,b] X [a,b] — R, g : [a,b] — R funciones continuas, A € R. La ecuacién

b
o) = A / K, 0)6(0) dt + f(2)

se llama laecuacidn de Fredholm de sequnda clase, el objetivo es encontrar la funcién ¢(t). Este
tipo de ecuaciones son muy importantes en la fisica pues representan leyes de conservacién. Sea

T: C([a,b],R) — C([a,b],R) el operador definido por

b
Toa) = [ K(n.00(0)dt + ()

1 Demostrar que el operador T esta bien definido.

2 Si |K(z,t)] < M en el cuadrado [a,b] X [a,b] en donde M > 0y si A\ < M~ (b—a)"
probar que T es una contraccién definida en C([a, b], R) y por el teorema de Banach tiene
un tnico punto fijo ¢(t), el cual es una solucién.

3 Mediante aproximaciones sucesivas resuelver la ecuacién ¢(t) = A f02 " sen (z4-t)p(t) dt+1.
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3.36. Sean f, g : D C R"! - R" funciones continuas y f(x,t) con constante de Lipschitz

igual a K y que satisfacen la desigualdad
IIf(x,t) — g(x,?)|| < € para todo (x,t) € D.

1 Six(t) es solucién de x" = f(x,t), x(to) = X0 y y(t) es solucién de y’ = g(x,t), y(to) = Xo

definidas ambas en el intervalo [tg, to + «] entonces
Ix(t) = y ()] < eaek=to),

2 Usando el problema 3.32 obtenga una desigualdad similar para el caso en que las condi-
ciones iniciales no son necesariamente iguales.
3 Considerando las ecuaciones
e Ecuacion del péndulo: z" + sen (z) =0, 2(0) = 6.
e Oscilador armdnico: ' +x =0, z(0) = 6.
La segunda es una aproximacién de la primera. Encontrar 6y tal que si ¢(¢) es una
solucién de la primera EDO, y 9 (t) es una solucién de la segunda entonces para toda ¢

en el intervalo [0, 10] se tiene |p(t) — ¥ (t)| < 1/10.

3.37. Sea f : D :C R™*! = R” una funcién Lipschitz continua, o : R — R continua, y tal
que para toda t > to y para toda x € R™ se sigue que x-f(¢,x) < a(t) ||x||, entonces si x(¢, t, Xo)
es la solucién de x' = f(t,x), x(tg) = Xo entonces x(¢, %y, Xo) no tiene tiempo finito de escape

hacia adelante. [Esto es: el extremo derecho del intervalo méximo es oo].

3.38. Para ¢ > 0 demuestre que ninguna solucién de la ecuacion de Van Der Pol " +e(x? —

1a' +2 =0, 2(ty) = zg, '(to) = yo tiene tiempo finito de escape.
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3.39. Consideremos la ecuacién x' = f(t,x), donde ||f(¢,x)|| < ¢(¢) |x]| ¥ LOOO o(t) dt < oo.

1 Demostrar que toda solucién se aproxima a una constante.
2 Estudiar las concecuencias del inciso anterior sobre la ecuacién 2’ = —x + a(t)x, donde

t

[ |a(t)| dt < oo. [Hint: Usar la transformacién = = e~ ty].
to

3.6. *Ecuaciones en diferencias

DEFINICION 3.40. Una ecuacién en diferencias tiene la forma

donde f: D C R"x (N U{O}) — R”™ es una funcién y (g, 0) € D es el valor inicial de la sucesion.
Una solucién de esta ecuacién es una sucesién {z, } que satisface la ecuacién en diferencias y que

empieza en xg. Esta sucesion puede ser finita o infinita.

3.41. 1 Demostrar que las ecuaciones en diferencias se pueden escribir en la forma
{Zn+1 = g(zn,n), 20} la cual se llama una ecuacion de recurrencia, més adelante no
haremos diferencia entre estas dos formas.

2 Encontrar la ecuacién de recurrencia asociada a las ecuacién Az, = r, la tasa de creci-

miento r es una constante.

OBSERVACION 3.42. Los problemas 2.40, 2.41, 2.42, 2.43, 2.45, 2.46 y 2.47 estudian algunas

ecuaciones en recurrencias.

3.43. En este problema se comparan las soluciones de las ecuaciones en diferencias con las

soluciones de las EDO’s. y cada inciso corresponde a uno de los teoremas fundamentales de este
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capitulo. Se denotard por {x(zo)} a la solucién de la ecuacién en diferencias

(3.6.2)

{xk+l = f($ka k)v $0}.

La ecuacién en diferencias (3.6.2) tiene una tnica solucién {zy(zo)}.

Demostrar que {z(zg)} estd definida en un intervalo de niimeros naturales 1, 2, ...n,
donde f(x,,n) ¢ D o bien estd definida sobre todos los nimeros naturales.

En los dos incisos siguientes se supone que la funcién f(z,n) es continua con respecto a
la variable x € D. Si {zk(z0)} estd definido para k = 1,...,n, entonces para toda € > 0
existe 0 > 0 tal que si |zg — yo| < d entonces |z (x0) — 2 (yo)| < e para k =1,...,n.

La sucesion {xy(z0)} depende continuamente en la condicién inicial xq.

Si ademds la funcién f(x,k, ) depende continuamente del pardmetro A, entonces la

sucesion {xy (o, A)} depende continuamente de xg y A.



CAPITULO 4

Sistemas de ecuaciones diferenciales lineales

4.1. Introduccién

Los sistemas de ecuaciones diferenciales lineales, el objeto de este capitulo, surgen constan-
temente en la fisica; la ecuacién del oscilador armonico es de este tipo; también aparecen en
la teoria de circuitos eléctricos. Ademds el movimiento del electrén en el atomo de hidrégeno,
y el movimiento de una particula bajo interaccién gravitacional pueden ser descritos por estos
sistemas. Estos sistemas son fundamentales en ramas de las mateméticas como son la geometria
diferencial y los sistemas dinamicos. Por otro lado presentan una estructura coherente basada en
principios muy generales y simples de dlgebra lineal. Por tltimo, las EDQO’s que no son lineales
se empiezan a estudiar en su aproximacion lineal, en la seccion 4.9 profundizaremos este punto.

El &lgebra lineal necesaria para este capitulo se encuentra en las referencias [1, 3, 7]. Las
matrices se escribiran en maytsculas: A, B, etc. La matriz identidad es I o bien I,,. El nicleo
de la matriz A es el conjunto N(A) = {x : Ax = 0}. El niicleo de A* serd denotado por N(A)*.
La matriz asociada a la familia de vectores {xi,...,%x,} es la matriz que tiene por columnas
a dichos vectores, esto es X = [xy,...X,]. Entonces el conjunto {xi,...X,} es linealmente
independiente si y so6lo si el determinante de su matriz asociada es diferente de cero. Se supondra
que el espacio lineal M, de las matrices cuadradas de orden n tiene la métrica inducida por la

norma [|Al| = sup,_ [[Ax|| / |||, ver la seccién 2.6.

73
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DEFINICION 4.1. Sean A : (a,b) — M, y g : (a,b) — R" funciones continuas. La ecuacidn

diferencial lineal homogénea es la EDO de la forma

(4.1.1) x' = A(t)x.

La ecuacion diferencial lineal no homogénea es la EDO

(4.1.2) x = A(t)x + g(t).

Ambas ecuaciones se llaman ecuaciones diferenciales lineales o sistemas lineales de ecuaciones

diferenciales.

EJEMPLO 4.2. La ecuacién

(4.1.3) g™ +ar(W)y T a1 (Y + an(t)y = (1),

donde las funciones aq(t), ..., a,(t), f(t) son continuas, es estudiada en los cursos elementales
de ecuaciones diferenciales. Para escribirla en la forma (4.1.2) se definen las variables x1 = y,
zy =19y, x5 =y", ..., x, =y entonces ¥} =y = 9, 2h =y = x3,..., z, =y =
f@&) —ar(®)y™ D — o —a, ()Y —an)y = f(t) —ar(t)zp — - — an_1(t)x2 — an(t)z;. La

ecuacién (4.1.3) se transforma en

T 0 1 0 . 0 I 0
i) 0 0 1 0 i) 0
4 = "
dt B
Tn—1 0 0 0 e 1 Tn—1 0
Tn —anp  —O0p—1 —ap—2 ... —ay Tn f(t)
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TEOREMA 4.3. Sea (tg,x0) € D = {(t,x) : t € (a,b),x € R"}, entonces el sistema (4.1.2)
con condicidn inicial x(tg) = Xo tiene una Unica solucion ¢(t), la cual estd definida sobre todo

el intervalo (a,b).

DEMOSTRACION: La demostracién consiste en dos partes que se relacionan con la unicidad

local de las soluciones y con la prolongacién de éstas a todo el intervalo (a, b).

AFIRMACION 8. La funcidn f(t,x) = A(t)x + g(t) es localmente Lipschitz.

DEMOSTRACION: Sea F' C D un conjunto compacto, sea M € R una cota de ||A(t)| sobre

este conjunto. Las desigualdades

(8, %) — £(t, )|l = [[A(t)x + g(t) — (A(D)y + (1))l

=[IA®) x =yl <A@ Ix =yl < M [x - ||

prueban la afirmacion. O

De este lema y del teorema de Picard-Lindeldff se sigue la unicidad de la solucién ¢(t). Sea
(a, B) el intervalo maximal de esta solucién, demostraremos que 8 = b; la demostracién de que

« = a es similar y se omite.

AFIRMACION 9. Si 8 < b entonces limy, .5 ¢(t) existe.

DEMOSTRACION: Sean L, K y M cotas superiores de ||A(s)]|,

t
Ji,(s) ds|| v llg(®)]] respec-
tivamente en algin intervalo compacto F' que contiene al intervalo [tg, 3). El sistema se escribe

en la forma x(t) = xg + ftto A(s)x(s) + g(s)ds. Tomando normas y usando la propiedad del
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triangulo tenemos

Ix(@) < IIxoll + \

/t t A(s)x(s) ds

"

t t
/ g(s) ds|| < [Ixoll + / Lx(s)| ds + K.
to to
t—to)

Usando ahora la desigualdad de Gronwall e integrando obtenemos ||x(t)|| < (xo + K) e .
Sea R una cota superior de ||x(t)]| en el intervalo F' y por lo tanto en [tg, 3).
Sean tg < 7 <t < 3, entonces

Ix(t) ~x(r)] < [ IAGs)x(s) + (o)l ds < [ (LR+ M) ds = (LR+ M) (¢ = 1)

T

lo que demuestra que limy, g x(t) = z(8) existe. O

Usando ahora la proposicién 3.13 se sigue que la solucién ¢(t) puede ser continuada sobre (3,

lo que contradice la maximalidad del intervalo («, ), demostrandose que 3 = b.

TEOREMA 4.4. El conjunto de soluciones de (4.1.1) es un espacio vectorial de dimension n.

DEMOSTRACION: Claramente es un espacio vectorial. Consideremos la base canénica de R™:

e1,€z,...,e,. Sean ¢1(t), ¢2(t),..., d,(t) las soluciones de (4.1.1) tales que ¢;(typ) = e; para

AFIRMACION 10. Las funciones ¢1(t), ¢2(t),..., ¢n(t) son linealmente independientes.

DEMOSTRACION: Sea >, a;¢;(t) = 0 para todo ¢ € (a,b). Evaluandola en t = ¢, se tiene

n n
0= Z@i¢i(t0) = Z%‘eia
i=1 i=1

de donde se sigue que o = ag =+ =, = 0. 0
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AFIRMACION 11. Las funciones ¢1(t), ¢2(t),. .., ¢n(t) generan al conjunto de soluciones de

la ecuacion diferencial lineal (4.1.1).

DEMOSTRACION: Sea ¢(t) una solucién con ¢(ty) = Xo, entonces xo = > ., a;€; para
algunas constantes aq, as, ..., a,. La funcién ¢ (t) = Y1, ;¢;(t) también es una solucién de

(4.1.1) que satisface ¥ (tg) = xo. Por el teorema Picard-Lindeloff se sigue que ¢(t) = 1 (¢). O

Estas dos afirmaciones prueban el teorema. O

DEFINICION 4.5. La matriz asociada ®(t) = [¢1(t), d2(t), ..., dn(t)] al conjunto de n solu-
ciones {¢1(t), ¢2(t), ..., ¢n(t)} de la ecuacién (4.1.1) se llama una matriz solucion. El determi-
nante de ®(¢) se llama su wronskiano. Si ¢1(t), ¢2(t), ..., ¢n(t) son linealmente independientes
entonces forman un conjunto fundamental de soluciones y ®(t) es una matriz fundamental. La
ecuacién X' = A(t)X, donde X es una matriz cuadrada de orden n se llama la ecuacidn diferen-

ctal matricial asociada.

OBSERVACION 4.6. Como las matrices cuadradas de orden n son vectores de dimensién n?,

entonces las ecuaciones matriciales también son ecuaciones diferenciales ordinarias, y cumplen

los teoremas del capitulo anterior.

EJEMPLO 4.7. Sean ¢1(t) = (t,t) y ¢2(t) = (|t], |t|), entonces para cada t € R se tiene
@1(t) = £¢2(t). Sin embargo, al tomar la combinacién lineal aj¢q(t) + asgo(t) = (0,0) en ¢t = 1
y en t = —1, se tiene el sistema de ecuaciones: a; +az = 0y a; —as = 0 lo que implica que

a; = ag = 0 de donde se sigue que las funciones ¢;(t) y ¢2(¢) son linealmente independientes.
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TEOREMA 4.8. Si ®(t) es una solucion fundamental de (4.1.1), entonces satisface la ecuacion

matricial asociada

(4.1.4) X' = A(b)X.

DEMOSTRACION: Se sigue de las siguientes ecuaciones

P'(t) = [¢1, b5, .- O] = [B(D)d1, B(t)2, ..., B(t)Pn] = R(1) [P1, P2, - . 0]

TEOREMA 4.9 (Férmula de Abel 1). Si ®(t) es una solucion de la ecuacién matricial (4.1.4),

entonces su wronskiano satisface

(4.1.5) det ®(t) = det B(to) exp { / t TrA(s) ds] ,

to

donde Tr(A) = a1 + -+ + anyn s la traza de la matriz A.

DEMOSTRACION: Si el lector encuentra dificil la notacién empleada en los determinantes le
recomendamos estudiar primero el caso en que n = 2 é 3. El determinante de la matriz A es 2

det A =3 o5 s80(0)a10(1), G20(2)s - - » Ono(n)-

Sea ®(t) = [¢i;] una matriz fundamental y A = [a;;] entonces ®' = A®. De donde

n
’
(4.1.6) Gy = aindrj-
k=1
LA veces atribuida a Liouville.
28, = {0 : {1,2,...,n} — {1,2,...,n} : o es biyeccién} = grupo simétrico de orden n. A, es el grupo
lsio € An,

alternante. La funcién signo estd definida por sgn(c) =

—1sioc & An.
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Derivando y usando la regla de Leibnitz

[Z Sgn(g)¢1a(l)¢2a(2)--'¢na(n)] = Z sgn (o)

ocES, oSy

&‘g‘

|:¢10(1 ¢20’ . ¢no’(n)

=

% [det @(t)} -

Z ¢10’(1 (bQU (bng (n) + Z Sgn (blcr 1)¢2o’ . ¢no’(n) +
€Sn

oceSy

+ ngn T)P10(1)P20(2) - - - Prio(n)-

ocES,

Usando ahora la ecuacién (4.1.6) se tiene

(4.1.7) % [det ®(t)] = Z sgn(o lz a1;Pio(1) ] P20(2) - - - Pro(n)

ocES,, i=1

+ -+ Z Sgn(0)¢1a(1)¢2a(2) cee [Z ani?f’ia(n)] :
i=1

g€Sy

Consideremos la primera suma:

200 2jadi2 o D2oq;a1dn
B= Z sgno lz alz¢za 1 ¢20‘(2) cee d)na'(n) = d)21 ¢22 - ¢2n
oSy,
¢n1 ¢n2 e ¢nn

Sumando la segunda fila multiplicada por a2 a la primera, luego la tercera multiplicada por a3

a la primera, etcetera, se tiene

ait¢n andiz 0 a11P1n b1 12 o bin
B=1 ¢n P22 oo Gon | = |boy Gan o Gon| = 11 det B(D).
b1 e bam b1 o Oam

Procediendo de la misma forma en las demds sumas de (4.1.7), obtenemos

jt [det ®(¢)] = [a11 + a22 + - - - + apyn] det B(t) = Tr(A(t)) det ().

Resolviendo esta sencilla ecuacién diferencial se sigue la ecuacién (4.1.5). g
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A partir de este teorema se siguen los siguientes corolarios:

COROLARIO 4.10. El wronskiano de la matriz solucion ®(t) de la ecuacidn x' = A(t)x es
diferente de cero para todo t en el dominio de A(t) si su wronskiano es diferente de cero en un

punto tg.

COROLARIO 4.11. Una solucidn ®(t) de la ecuacion matricial X' = A(t)X es una matriz
fundamental de la ecuacion x' = A(t)x si y sélo si su wronskiano es diferente de cero en un

punto tg.

PROPOSICION 4.12. Si ®(t) es una matriz fundamental de x' = A(t)x y C es una matriz

constante no singular, entonces ®(t)C también es una matriz fundamental.

DEMOSTRACION: Observemos que (®(t)C)" = ®(t)'C = A®(t)C, por lo que ®(¢)C también
es una matriz solucién. Ademds det[®(¢)C] = det[®(t)] det C # 0, lo que demuestra que es una

matriz fundamental. O

PROPOSICION 4.13. Sean ®(t) y I'(t) matrices fundamentales de la ecuacion x' = A(t)x

entonces eriste una matriz constante e invertible P tal que T' = ®P.

DEMOSTRACION: Como ®®~! = I, entonces de la regla del Leibnitz se tiene que 0 =
(@2 ) =@ ' +® (@) = A2 '+ & (@ ') = A+ & (") Despejando (@)
se tiene (®71)" = ~®~'A(t). Entonces (#7'T) = (& 1)'T +& 1 (I) = ~® 'AN) +

& 'A(t)T = 0. Lo que implica que ®'T' = C es una matriz constante. ([l

DEFINICION 4.14. Sea x’ = A(t)x, la matriz de transicion en T es la matriz fundamental tal

que ®(7) = I,,. Esta matriz se denotard por ®(¢, 7).
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LEMA 4.15. Si T(t) es una matriz fundamental entonces ®(t,7) = T'(¢)T(7)~L.

DEMOSTRACION: La matriz I'(¢)['(7) ™! es una matriz fundamental y su evaluacién en 7 es

I['(7)I'(7)~! = L. Usando el teorema de Picard-Lindeloff que sigue el lema. O

TEOREMA 4.16. Sean 7 un nimero real en el dominio de definicion de A(t), ¢(t) una solucion

de la ecuacidon (4.1.1) tal que ¢(7) = xo y ®(t,7) su matriz de transicidn. Entonces

1 La matriz ®(t, ) es la solucidn de la ecuacidon matricial

2 La matriz ®(t,7) es no singular para todo t y 7.

3 Para cualesquiera t, T y o se satisface

®(t,7)®(1,0) = B(t,0), B, 7) " =B(7,1).

4 La solucion ¢(t) satisface ¢(t) = ®(t, 7)xo.

DEMOSTRACION: 1) Sea I'(t) una matriz fundamental. Entonces ®(¢,7) = T'(¢)T'(7)~!. Por

lo tanto

0 0 -1\ _ -1 _
5, 2(t7) = o (COL(D) ™) = AMTHO() ! = A(D)®(t,7).

Ademés ®(7,7) = I. Del teorema de Picard-Lindeldff se sigue el inciso.

2) Es suficiente observar que det ®(t,7) = det T'(t) det [I'~*(7)] # 0.

3) Se sigue de las ecuaciones
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4) Sea 1(t) = ®(t,7)xg, entonces

’t/J(T) ZQ(T,T)XO :InXO = X,

d d
() = S B( 0] = A()B(T)x0 = AW,
Usando nuevamente el teorema de Picard-Lindeloft se sigue () = ¢(t). O

OBSERVACION 4.17. La matriz de transicién determina todas las soluciones de la ecuacién
x' = A(t)x, aunque puede ser dificil o imposible de calcular. En las secciones siguientes se des-

cribird y se dard un algoritmo para computar la matriz de transicién en el caso en que A(t) no

dependa del tiempo.

4.2. La forma de Jordan de una matriz

En esta seccién daremos algunas de las propiedades de la forma de Jordan de una matriz

que seran utilizadas en la proxima seccién para calcular exponenciales de matrices.

DEFINICION 4.18. Dos matrices A y B son similares si existe una matriz no singular P tal
que A = P"!BP. El polinomio p(\) = det(A — AI) se llama polinomio caracteristico de A. Las

raices de p(A) se llaman wvalores propios de A.

DEFINICION 4.19. Un wector propio asociado al valor propio A es un vector x € C" diferente
de 0 tal que Ax = Ax. En general un vector x es un wvector propio generalizado de rango k
asociado al valor propio A si (A —AI)*x = 0, (A —AI)* 'x # 0. Si ademds no existe un

vector y tal que (A — AI)y = x entonces x se llama un vector propio generalizado mazimal. En
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este caso la cadena de vectores propios generalizados es la sucesion
x1 =(A - ADF ' x = (A — AI)xs,

x3 =(A - )\I)k_2 x = (A — M) x3,

Xp_1 = (A = AI)' x = (A — A\I) xy,
xp=(A - A)’x =x.

El nimero k se llama la longitud de la cadena.

Recordemos que el niicleo de A — A es denotado por N(A — AI), el nicleo de (A — AI)?
es denotado por N(A — M), etc. Entonces el vector x; estd en N(A — M), el vector X,
estd en N(A — AI)? pero no estd en N(A — M), el vector x3 estd en N(A — AI)3 pero no
estd en N(A — AI)2, etc. Si xj,...,X, son valores propios generalizados maximales linealmente

independientes se puede demostrar que el conjunto de sus cadenas es linealmente independiente.

TEOREMA 4.20. Sea A una matriz con entradas complejas, entonces existe una matriz no
0
Ji
singular P tal que la matriz J = P~YAP tiene la forma J = . , donde Jg =
1
)\r+s

A Arps 1

A2
. yJ, = . parar =1,... k. Los niumeros A1, ..., Arqk
L Arge 1

r+s
son los valores propios de la matriz A. La matriz J se llama la forma de Jordan de A.

TEOREMA 4.21. FEl siguiente es un algoritmo para calcular la forma de Jordan de la matriz

cuadrada matriz A y su matriz de cambio de base P.

1 Computar los valores propios de A. Sea A un valor propio de A, con multiplicidad k.



2 Calcular las potencias (A — M), donde i = 1 2, .... La dimension del nicleo de cada
elemento de esta sucesion de matrices serd denotada porn;. Sea m igual al primer natural
que cumple n; = n;41.

3 Observar la siguiente cadena de contenciones
NA -M)CNA-AM)2CNA-M)’C---CNA-X)™=NA - \)",

y ademds

ng<ng <ng<---<m.

4 El nicleo N(A — \XI)™ es la suma directa de N(A — XI)™~! y un subespacio Wy de
dimension j1. Dar una base X1, ...,%x;, de Wi. Cada uno de estos vectores es generalizado
mazximal y ademdas define una cadena de longitud m. La primera de estas cadenas es
x11 = (A =AD" 1%y, ..., X1, m-1 = (A = AD)X1, X1, = X1. De esta manera se definen
m j1 vectores linealmente independientes. Si k = m j; entonces ir al siguiente paso. Si
éste no es el caso observemos que los j1 vectores definidos por x1,m—1 = (A — AI)xq,
Xom—1 = (A—=ADXa, ..., Xj; m—1 = (A—AD)x;, son linealmente independientes y estdn
contenidos en N(A—)\I)m_l. St j1 = nm_1 continuar con el andlisis del siguiente nicleo
N(A —XI)™~2. En otro caso como el niicleo N(A —XI)™~! es la suma directa de N (A —
AD)™=2 y un subespacio Wy de dimension jo. Seays,. .., Yj. una base de Ws, nuevamente
cada uno de estos vectores define una cadena de longitud m — 1 y ahora se tienen mj; +
(m—1)ja vectores linealmente independientes. Sik es igual a este nimero se ha terminado
este paso, de otra forma continuar el mismo andlisis en los siguientes nicleos. De esta
forma se encuentran exactamente k vectores propios generalizados asociados a A.

5 Repetir la misma construccion para los siguientes valores propios.
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6 Los vectores propios generalizados X11, Xi2,... , asi obtenidos forman una base. Como
Axi1 = Mxy, Axi2 = X1 + MXi2, ¥ as? sucesivamente hasta AXi = X1 -1 + AXqk.

Entonces la matriz A tiene la siguiente representacion en la nueva base

Al
21
’ 0
J= Al
A
0
7 Finalmente observemos que la matriz de similaridad P = [X11,X12,..., X1k, - . .| Satisface

J=PlAP.

Cada uno de estos pasos presenta dificultades, por ejemplo los valores propios de una matriz
son las raices de un polinomio, la obtencién de estas raices es tema central en la teoria de Galois

y el andlisis numérico.

EJEMPLO 4.22. Encontrar la forma de Jordan de la matriz

21 -1 0 -2

Como la matriz A es triangular superior su polinomio caracteristico es (z—2)*(x—3) y sus valores

propios son 2 y 3, de multiplicidad 4 y 1 respectivamente. Como siguiente paso computemos la
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sucesién de matrices (A — 2I)" y la dimensién de su nicleo n;.

01 -1 0 -2 00000 O
00 0 1 3 0000 2
A-2I=|p 0 o0 1 1| A-22=A-2=|¢g 0 0 0 o |,
00 0 0 —1 0000 -1
00 0 0 1 0000 1
ny =2, ng =ng = 4.

Como la dimensién de los nticleos de (A —2I)? y (A —2I)2 son iguales, el célculo de las potencias
es detenido y se pueden construir cadenas de vectores generalizados de a lo més longitud dos.
El vector x = (0,1,0,0,0) es un vector propio de rango 2 pues satisface (A — 2I)?x =0y

(A —-2I)x = (1,0,0,0,0). Tenemos la siguiente cadena

x; = (1,0,0,0,0),  x2=(0,1,0,0,0).

Como la multiplicidad del valor propio 2 es 4, faltan dos vectores propios generalizados asociados
a este valor.

El vector x = (0,—2,—1,1,0) es un vector propio generalizado de rango 2, pues satisface
(A-2I)>’x =0y (A—2D)x = (—1,1,1,0,0). Ademés los vectores x; y x son linealmente

independientes por lo tanto la cadena faltante asociada al valor propio 2 es

X3 = (717 1, ]-aOaO)a Xy = (0, -2,-1, 1,0)
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Un vector propio asociado a 3 es x5 = (0,2,0,—1,1). Entonces la forma de Jordan de A, J y la

matriz de cambio de base P = [xy,...,X5] son
21 0 00 10 -1 O 0
02000 01 1 -2 2
J=1002 1 0f: P=1oo0o 1 -1 o0
000 20 00 0o 1 -1
0 0 0 0 3 00 0 0 1

Observemos finalmente que N (A — 2I) es generado por los vectores X1, X3, y que N(A —2I)?

es la suma directa de N(A — 2I) y del subespacio generado por Xa, X4.

EJEMPLO 4.23. En este ejemplo se calcula la forma de Jordan de la matriz

El polinomio caracteristico de B es x° — 5% 4+ 102® — 1022 4+ 52 — 1 = (z — 1)5, entonces el tinico

valor propio es 1 y tiene multiplicidad igual a 5.
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Computemos (B — I)* y la dimensién de su niicleo ny, para k = 1,2,....

-1 3 -3 2 1 2 0 1 0 1
1 3 -2 2 0 2 0 1 0 1
2
B-I=|1 -3 3 -2 -1/, B-I)"=]-2 0 -1 0 —1]-
3 -6 5 —4 0 40 -2 0 -4
1 -3 3 —2 -1 2 0 -1 0 -1

B-1°=B-1'=0,

ny 22,712 =4,n3 :TZ4=5.

Comparando las dimensiénes de los nticleos se ve que existe un tnico vector en N (B —I)® —
N (B —I)?; dos vectores linealmente independientes en N (B — I)? — N (B — I); y finalmente dos

vectores linealmente independientes en N (B — I). Tenemos la siguiente cadena de longitud 3:

x3 = (1,0,0,0,0)
Xo = (B - I) X3 = (—].,—].7 1,3, ].)

x1=(B-1)’x3=(B-I)x; =(2,2,-2,-4,-2)

Observemos que x; estd en N (B —I)°— N (B — I). Existe otro vector linealmente independiente

en este conjunto, por ejemplo y = (—1,0,0,0,2), por lo que la cadena faltante es

Y2 = (_170707()’ 2)7

Y1 = (B — I) Y2 = (3, 1, *3, *3, *3)
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De esta informacion se deduce que la forma de Jordan J, y la matriz de cambio de base P =

[X17 X2,X3,¥Y1, y2] son:

1 1 0 0 O 2 -1 1 3 -1
01 1 0 O 2 -1 0 1 0
J=10 01 0 o], P=|-2 1 0 -3 o0
00 0 1 1 -4 3 0 -3 0
00 0 01 -2 1 0 -3 2

4.3. La exponencial de una matriz

TEOREMA 4.24. Sea A una matriz cuadrada de orden n, definiendo A® =T entonces la suma

. K
de matrices S, (A) =Y 1_, A,:—! converge.

DEMOSTRACION: Como el espacio de matrices M, es de Banach, es suficiente probar que la

sucesién de matrices S,, es una sucesién de Cauchy. Supongamos que n > m, entonces

”Sn - Sm” =

Al
<y 1AL

k=m+1

>

k=m+1

P Al . - s
Pero ||A|| es un niimero real, entonces Y ;' ., I k,” — 0, si m, n — 0, de donde la sucesién de

matrices S,, es de Cauchy. (]

DEFINICION 4.25. La exponencial de la matriz A, denotada por e® o por exp(A), es

© Ak
A B A
et = lim S, = —_—

k=0

Las exponenciales de matrices tienen propiedades similares a las exponenciales de ntimeros.

Los siguientes lemas y ejemplos dardn un método para calcularlas usando su forma de Jordan.
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LEMA 4.26. Si A es una matriz cuadrada entonces Ae® = e®A.

DEMOSTRACION: Consideremos la siguiente suma

n

Tomando limites se sigue que

Ae® = A lim §n A*
=0

AT " AFA " AR
B :k MZ[Z]A.

[ ar A
= lim ZF A =e™A.

k=0

PROPOSICION 4.27. Si AB = BA entonces eA1B = ¢AeB.

DEMOSTRACION: Es suficiente probar que

donde lim,,, ,oc R, = 0.

Fijemos n € N y definamos

C= Szn(A +

5n(A)Sn(B) + Ra,

2 (A +B)°

B) = s!

s=0

Como AB = BA entonces es valido el binomio de Newton:

S S

(A+B) =3 (})A'B* _Zﬂ(;!_'

t=0 t=0

entonces

0:§;<s! >

t+r=s

! T
t).AtBS*t: - ﬁAtB =5 >

t+r=s t4+r=s

RE)-y s AR

s=0t+r=s

A'B"

o

ol
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n+

FigurA 1. Conjunto de indices de la matriz C.

El tridngulo mas grande en la figura 1 es el conjunto de indices de la doble sumatoria, éste

es dividido en los conjuntos
P={(t,r):0<t<mn+1<r<2n—t},
Q={(tr):0<t<n,0<r<n},
R={(t,r):n+1<t<2n,0<7r<2n—t}.

Separando los indices correspondientes a cada conjunto se obtiene que

n n 2n—t 2n  2n—t

C-y Y ETAY Y SRy YR

t=0 r=n+1 t=n+1 r=0
n At n B" n 2n—t At BT 2n  2n—t At BT
LTt X a2 X
t= r=0 t=0 r=n+1 t=n+1 r=0
n 2 t 2n  2n—t

:S +ZZ AtB'r Z ZAtBT

n—
t=0 r=n+1 t=n+1 r=0
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Agrupando C y S,(A)S,(B), tomando normas y usando las propiedades de éstas se sigue

n 2n—t 2n  2n-—t
NN HBII ||A|| ||B||
jo-s.as.@) <y 3 IALIBE, s~ 512
t=0 r=n+1 : t=n+1 r=0 '
n 2n
\AII IBII I H BH
3y + > Z
t=0 r=n+1 t=n+1r=0
n 2n t 2n
Al B HAH HBII
~y Al st By I |
t=0 r=n-+1 t=n+1
2n r 2n t
B A
<ellAll Z 7” '” + Z 7” t!” Bl 0 ;Por qué?
r=n-+1 t=n-+1

A continuacion daremos un método para calcular exponenciales de matrices.

A

A
PROPOSICION 4.28. La exponencial de la matriz A = . es eMI.
A
Amgn
)\’Vlt’”/
Como (At)" = A™t" = - , se sigue que
Camgn
)\’Vlt"l
Angn
00 n (S) T
Z | Z |
n—o n=0 n.
oo A" At
Dm0 "l €
o0 )\ntn At
Zn:O n! e
oo AT¢" At
ano ! €
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01
01
PROPOSICION 4.29. La exponencial de B = . es la matriz dada en la ecua-
01
0
cion (4.3.1).
0001
0908, 0001
Las potencias de B son B? = : , B3 = . , etcetera. Observa-
001 001
bR 000
3 00
0

mos que para calcular B* se recorre k lugares a la derecha los 1’s localizados sobre la diagonal.

Ademés B* = 0, si k > n donde n es el orden de B. Calculemos ahora la exponencial de Bt.

000..100 00 0
000..010 00 0 k
Oo(Bt)k el (0.90..40491 00.9>t
Bt __ _ 000..000..000
(4.3.1) eB=3" = > o
k=0 k=0
Lot 220 330 L0 2/ (n—2)! t"1/(n—1)!
1 t t2/20 ... 3 /(n=3)! t"72%/(n —2)!
1 t
1

PROPOSICION 4.30. Calculo de la exponencial de una célula de Jordan.

Usando las proposiciones anteriores la exponencial de una célula de Jordan es

Al
Al

C=A+B=
A1
by

Ct

Como AB = BA, de la proposicién 4.27 se sigue que et = e MePB?, donde eB? fue calculada en

el ejemplo anterior.
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PROPOSICION 4.31. La ecuacidon (4.3.2) es la ezponencial de la matriz de Jordan J definida

a continuacion.

DEMOSTRACION: Si la matriz J tiene la forma

Ji

Jo
J= : ,
-
donde cada Jj es una célula de Jordan. Entonces
Iy
Jr = " " )
1
de donde se sigue que
el

e’l2

(4.3.2) et =
etk
O
PROPOSICION 4.32. Si A = P~1BP entonces et = P~ 1eBP.
DEMOSTRACION: Como A* = P~1B*P entonces
At ", (P~'BPt)" - 1B’“Pt’“
At _ 1; _
e fnlggoZ = lim } e = J;H;OZ
k=0
", BFtk BFtk
_ —1 _p-1 : 1,Bt
= lim P (Z o )P—P (nlgr;oz o | P=P PP
k=0 k=0
O

Se tiene entonces un método de calcular la exponencial de una matriz, el cual consiste en

buscar su forma de Jordan, luego se obtienen las exponenciales de sus células, etc.
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EJEMPLO 4.33. Calculemos e, donde A estd definida en el ejemplo 4.22. Usaremos la

notacion de este ejemplo.

1
eAt :ePJP t_ PeJtPfl

=loo 1 -1 —-1]exp|fo 0o 2 1 oft]]l0o 0 1 1 1

et te?t  _te2t 0 —2te?t

0 e 0 te?t  —2e2t 4 2¢3t 4 2t
=lo o o2t o2t ro2t

0 0 0 et et — g3t

0 0 0 et e3t

4.4. Sistemas de ecuaciones diferenciales con coeficientes constantes

TEOREMA 4.34. Sea A una matriz cuadrada y constante, tg € R, xg € R, consideremos la

ecuacion diferencial X' = Ax, entonces
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1 La matriz F(t) = et es una matriz fundamental.

-1
At AT _ 6A(t+'r), (eAt) — ¢—AtL

2 Para todo t, T € R se tienen las identidades e e

3 La matriz de transicion es F(t, 1) = A7),

4 La tnica solucion ¢(t) de x' = Ax, x(to) = xo es ¢(t) = eAixq.

DEMOSTRACION: 1) Consideremos la ecuacién matricial X’ = AX, X(0) = I. Por el método
de aproximaciones sucesivas la soluciéon de esta ecuacién diferencial es el punto limite de la

sucesién:
t
0

Esto es

X, =1,
t
Xl(t):I—i—/ Ads =1+ At,
0
¢ 1
Xz(t):IJr/ (I+ As) ds:I+At+§At27
O .

t 1 1 1
Xs(t):1+/ (I+As+2A52) ds=I+At+§At2+§At3,
O . .

— eAt-

De donde F(t) = eA! es matriz solucién, usando la férmula de Abel se tiene que det (eAt) =

At

et At £ 0, por lo que e®? es una matriz de transicién.

2) Como (At;)(Ats) = (Aty)(At), entonces eAtieAlz = eAlitAts — pAltittz),

At —At _  A( At

3) Del inciso anterior se sigue que e t=t) = 0 =1, por lo que la inversa de e

es e~ AL

4) La matriz de transicién es F(t,7) = eA? (eAT)fl = eAlt-T),
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]

EJEMPLO 4.35. Sea A = (g _aﬂ), donde B # 0, en este ejemplo se calculard la matriz
exponencial e! por dos métodos diferentes. Como primer método se usard la forma de Jordan

de A. Siguiendo el procedimiento dado en la seccién 4.2, se obtiene que la relacién entre A y su

forma de Jordan es

a —f 1/2  1/2 o+ B 0 1 4
8 « —i/2 /2 0 a— i 1 —d
entonces
a —f 1/2  1/2 a+ Bi 0 1
exp t| = exp t
8 « —i/2 /2 0 o — B 1 —
/2 1/2) [ elotpit 0 1
—i/2 /2 0 elo=Pt [\ 1 —j

cos(ft) —sen (Bt)
sen (Bt)  cos(ft)

:eat

aqui se ha usado e+t = ¢[cos Bt + isen (3t)].

A

El teorema 4.34 da otra forma de calcular la matriz exponencial. La matriz e®? es la matriz

fundamental de la ecuacién diferencial

= - 2(0) =20, y(0) = wo.

La cual se puede escribir en terminos de sus componentes como

W =ar—fy, Y =Prtay, a(0) =m0 y0) =10
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Transformando a coordenadas polares x = pcosf, y = psenf se tiene

' =cosfp — psenf @,

y =senfp’ + pcosfd.

cosf) —psenf
Como el determinante = p # 0, por la regla de Cramer se sigue

senf  pcos

x’ —psen ar =Py —y
yoopeost | |Brtay x| o (24 ?) o2
p p P P
cosf x 5 ar— Py
/
, senf vy - 5 Br+ay _5x2+axy—amy+ﬁy2_5($2+3/2)_@02_5
p p P’ P A

Integrando se obtiene p(t) = c1e®t, 0(t) = Bt + c2, donde ¢1 y ¢3 son constantes, en coordenadas
cartesianas se tiene z(t) = c1e®* cos(Bt + ¢2), y(t) = cr1e® sen (Bt + ¢2). Evaluando en ¢ = 0 se

tiene xg = ¢ cos(ca) vy Yo = c1 sen (cg). Para encontrar la matriz fundamental se hace el siguiente

computo:
x(t) c1e*t cos(fBt + o) o cos(ft) cos(cz) — sen (Ot)sen (cz)
= =cCc1e"
y(t) cre“tsen (Bt + ca) sen (0t) cos(ca) + cos(Bt)sen (c2)
. cos(ft) —sen (ft) 1 cos(cz) , cos(ft) —sen (0t) Zo

sen (Bt)  cos(ft) cosen (cz) sen (Ot)  cos(ft) Yo
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Entonces la matriz fundamental de la ecuacién diferencial lineal es

cos(0t) —sen (0t)
sen (0t)  cos(Bt)

este resultado coincide con el obtenido con el primer método.

En el siguiente teorema se dan las soluciones de las ecuaciones diferenciales lineales no ho-

mogéneas.

TEOREMA 4.36. La solucion de
(4.4.1) x' = Ax + f(t) x(tg) = %o,
donde A es una matriz constante y £ : (a, ) C R — R™ es una funcion suave, es

t
(4.4.2) x(t) = eAltto)x, 4 / eAU=9f(s) ds.

to

DEMOSTRACION: Primero escribamos la ecuacién (4.4.1) como x’ — Ax = f(¢). Usando
(e*At)/ = —Ae At la férmula de Leibnitz, la conmutatividad del producto de A y e At y

sustituyendo la ecuacién anterior obtenemos
(e_Atx)/ =e Al + (e‘At)lx =e Ay — AeAtx
= e Ay —eTAAx = e A (X — Ax) = e AU (1).
Esto es (e’Atx)/ = e~ Af(t). Integrando ahora desde ty hasta ¢ se tiene

e Alx(t) — e Alox(ty) = / e Af(s)ds

to

Y finalmente despejando x(t) obtenemos la ecuacién (4.4.2). O
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4.5. Mas sobre la forma de Jordan y la matriz exponencial

Esta seccién contiene varias observaciones sobre la forma de Jordan y la matriz exponencial
que son muy importantes en el estudio posterior de las ecuaciones diferenciales. Consideremos el

bloque de Jordan

A1
by

donde A € R o C. En ocasiones es conveniente reemplazar los 1’s con un nimero € # 0. Para hacer

1
€ €

2 —2
esto definamos Q. = - entonces Q.1 = < . Es inmediato
ek—1 1=k
verificar
A€
A€
Qe_l']Qe =
A€
A

Para matrices de Jordan se opera bloque por bloque.

Ahora consideremos las ecuaciones de la forma

x = Ax, o bien x' = Ax + f(t,x).

Para simplificar estas ecuaciones se procede a hacer un cambio lineal de variables, si x = Qy

donde det(Q) # 0 y J = Q~1AQ entonces se obtienen las ecuaciones

y =Jy, o bien y' =Jy +£(t,Qy).
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Se busca una matriz Q tal que este cambio de variables haga estos problemas maés sencillos que
los originales. El candidato obvio es que J es la forma de Jordan, pero surgen varios problemas.
Los valores propios de A no tienen por que ser reales; la matriz de cambio de bases Q puede
ser no real; y (¢, Qy) puede no existir si Q toma valores complejos. Una manera de resolver
estos problemas es buscar alguna forma andloga a la de Jordan, pero definida sobre los nimeros
reales. Para dar esta forma postulemos primero que los valores propios complejos de A se pueden
agrupar, contando multiplicidades, en parejas de la forma A = a4+ i3, A = a — i3, donde 3 # 0

y tales que los correspondientes bloques de Jordan son

>|-
>

donde ambos bloques de Jordan tienen la misma dimensién k. Se puede demostrar que existe una
matrix P constante, real e invertible y tal que PJP ! tiene en su diagonal bloques de dimensién

2k de la forma

(%2)

Al sustituir los bloques de Jordan correspondientes a entradas complejas por bloques que tienen

la forma anterior, que tienen la ventaja de ser reales, se obtiene la forma de Jordan real.
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Otra posibilidad es trabajar con funciones analiticas y con su extensién a subconjuntos
abiertos de C™.

Para terminar esta seccién notemos que calcular formas de Jordan y matrices exponenciales
puede ser muy dificil, la referencia [4] incluye una amplia discusién de las posibles complicaciones

que pueden haber, asi como varias formas de calcular las matrices exponenciales.

4.6. Retratos fase en el plano

Consideremos el sistema de ecuaciones diferenciales dado por
/ !/
Ty = a1171 + @122, Ty = A21T1 + G22%2, a;; € R.

también escrito como

;L B ail a2 Ha]
(4.6.1) x' = Ax, A=
21  QA22 T2

Haciendo el cambio lineal de variables x = Py, donde P es una matriz lineal constante e invertible

se obtiene y' = P71x' = P~'Ax = P~ 'APy v el sistema se transforma en
(4.6.2) y' =Jy, donde J = P 'AP.

Para regresar al sistema original (4.6.1) se realiza la transformacién lineal inversa por lo que,
sin perdida de generalidad, se puede suponer que el sistema ya esta en su forma de Jordan real.
Como se verd a continuacién, el diagrama de fase de (4.6.2) estd determinado sobre todo por
los valores y vectores propios. Antes de estudiar las diferentes posibilidades, observemos que si

a(t) = (y1(t),y2(t)) es una solucién, entonces la inclinacién de «(t) es medida por

() = T2 _ V2
dyi  y
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4.6.1. La matriz J tiene dos vectores propios diferentes y reales. Sean A\; y Ao los
dos valores propios de J, los cuales son necesariamente reales. Entonces J = (’\01 ;)2 ), y el sistema

(4.6.2) es
Yi = Ay, Yy = Aaya.

Las soluciones son las curvas a(t) = (cie™?, coe*??), donde ¢; y ¢z son constantes. Sic; =06
co = 0 entonces y;(t) = 0 6 y2(t) = 0 respectivamente. Las soluciones que empiezan en el eje X
o en el eje Y cumplen esta condicion y por lo tanto siempre estardn en estos ejes. Tenemos cinco
soluciones particulares: los cuatro semiejes y la solucién constante a(t) = (0,0). En otro caso la

inclinacién de «(t) es

/ Aot
Yo _ Aacae™’ Moo, _nn

t = = =
m( ) ?/1 Aicietit Ay ¢

Caso 1: 0 < A\ < Ag. Las funciones y1(t), y2(t) y m(t) son estrictamente crecientes y se

tienen los siguientes limites

, lim yi(t) =0, tlim y1(t) = £oo,
Jim g (t) =0, Jm s (t) = Foo,
tlim m(t) =0, . lim m(t) = +oo.

Donde el signo del limite al infinito depende del signo de ¢; o ¢3. El origen (0,0) en esta EDO
se llama nodo. Con esta informacién se construye el diagrama de fase, ver la figura 2.

Caso 2: 0 = A\; < Aa. En este caso y1(t) = ¢1. Ademds ys(t) — £oo sit — 00y yao(t) — £0

si t — —oo. El diagrama de fase estd en la figura 2.
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Y,
< y — >y,
0=N\<A,
Y
S,
AM<0<), 0<A, =2,

FIGUurA 2. Graficas de las soluciones de la subseccion 4.6.1.

Caso 3 : A1 < 0 < )Xg. Las funciones y,(t) y m(t) son estrictamente crecientes, y;(t) es es-

trictamente decreciente. Ademés se tienen los siguientes limites

¢ hr_n n (t) = :|:OO, thm yl(t) = Oa (Cl 7& 0)7
Jm o (1) =0, Jm yo(t) = +oo,  (cz # 0),
. lim m(t) =0, tlim m(t) = oo, (c1,c2 #0).

El origen (0,0) en esta EDO se llama un punto hiperbdlico o punto silla. En la figura 2 se

encuentra es diagrama de fase.
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YyvYy vvyyYy

A A 4 &

Ficura 3. Gréficas de las soluciones de la subseccién 4.6.2.

Caso 4 :0 < A\ = Ag. Se sigue que m(t) es una funcién constante. Ademds se tienen los

siguientes limites

lim y, (t) = oo, lim ys(t) = oo,
t—o00 t—o00
. 111}1 U (t) = O, ‘ llI}l yg(t) =0.

Con esta informacién se demuestra que las d6rbitas son rayos que salen del origen, junto con el
origen. En la figura 2 se encuentra el diagrama de fase.

Caso 5 : 0 = A1 = Aa. En este caso y1(t) = c1, y2(t) = co v las soluciones son constantes.

4.6.2. La matriz J tiene un tnico valor propio real y un tnico vector propio. La

forma de Jordan es J = (6‘ ;\) Las componentes de las soluciones son

yi(t) = (1 + cat)e™, yo(t) = cae™.

Entonces y4 (f) = (2 + Aler + eat)) e, yh() = exhe™ y mlt) = oyt
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Caso 6: 0 < A. Se tienen los siguientes limites

Jm i (8) =0, Jim 1 (t) = +o0,  (e1 # 0 or ez #0),
t}l}rfnoo yQ(t) = 07 tgnolo yQ(t) = ZtOO, (82 ?é 0)7
, lim m(t) =0 (c2 #0), tlim m(t) =0, (ca #0).

En la figura 3 se encuentra es diagrama de fase. El caso 0 > A es muy similar y serd omitido.

Caso 7: 0 = \. Las componentes de las soluciones son
Y1 (t) =C =+ Cgt, yg(t) = C3.

Entonces si ca > 0 se sigue y1(f) — oo si t +— oo, y1(t) — —oo si t — —oo. Sica < 0 se sigue
y1(t) — 0o si t — —oo, y1(t) — —oo si t — co. Sicy =0 entonces y1(t) = c1, y2(t) = 0, entonces

el eje X esta formado por puntos fijos. En la figura 3 se encuentra el diagrama de fase.

4.6.3. La matriz J tiene valores propios complejos A\=a+ iy A=a— i, #0.

o —f

o ), que fue estudiada en el ejemplo 4.35. Las soluciones

La forma de Jordan real es J = (
son, en coordenadas polares, p(t) = c1e®, 0(t) = Bt+ca, donde ¢y y 5 son constantes, se observa
que « esta relacionada con el cambio en el radio, mientras que 3 es la velocidad angular, ésta es

constante.

Caso 8: a =0, # < 0. En este caso el radio es constante, por lo que las drbitas son circulos

con centro en el origen y que son recorridos a velocidad uniforme en sentido de las manecillas del
reloj. Ver la figura 4.

Caso 9: @ > 0, 8 < 0. El radio crece a una velocidad uniforme y satisface r(t) — oo. Las

orbitas son espirales que giran alrededor del origen en sentido de las manecillas del reloj. Ver la

figura 4.
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NP gd //p ad
N &7

a=0 <0 >0 B<0

FIGURA 4. Gréficas de las soluciones de la subseccion 4.6.3.

El resto de los casos posibles son similares a los estudiados y son omitidos.

4.7. Retratos fase en el espacio

En esta seccién se estudian los retratos fase de las ecuaciones diferenciales lineales en tres

dimensidénes, no daremos su clasificacion completa. La siguiente ecuacion diferencial nos mostrara

algunas de las dificutades que pueden surgir. Sea 2’ = ax — vy, y' =z + ay, 2’ = —z. O bien
a —1 0

(4.7.1) xX'=Ax, donde A=|1 o o0
0 0 -1

La matriz A esta en forma de Jordan real, pero es natural escribir esta ecuacién en coordenadas
cilindricas. Recordemos que las coordenadas cilindricas del punto (z,y,z) son (p,6,z) donde
x=pcosf, y=psenf y z=z. El plano X — Y satisface z = 0. El eje Z es p =0, y en general

p = c es un cilindro cuyo eje es el eje Z.
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Procediendo como en el ejemplo 4.35 el sistema se transforma en

(4.7.2) o =ap, 0 =1, 2 =—z.

Integrando se obtiene p(t) = c1e*t, O(t) =t + ca, 2(t) = cze™!. Entonces

lim z(t) = too, lim z(¢) = 0.

t——o0 t—o00

Como la coordenada 6(t) crece uniformemente entonces las soluciones giran alrededor del eje Z,
como z(t) tiende a cero entonces todas las soluciones se aproximan al plano X — Y. Mds aun,
si ¢1 = 0 entonces p(t) = 0; si ¢c3 = 0 entonces z(t) = 0, por lo que las soluciones que en
algiin momento estdn en el eje Z o el plano X — Y siempre permaneceran en estos conjuntos.
Estudiaremos a continuacién los diferentes retratos de fase resultantes al ir variando .

Caso 1: > 0. En este caso

lim p(t) =0, lim p(t) = oo.

t——o00 t—o00

Las soluciones se alejan del eje Z. Ver la figura 5.
Caso 2: o = 0. Se tiene p(t) = ¢;. Las soluciones giran en cilindros con eje en el eje Z. Ver
la figura 5.

Caso 3: —1 < a < 0. En este caso se tienen los siguientes limites:

t —t
lim i = lim @ _ 8 lim e t(+e) — +o0,
t——00 p(t) t——o00 Cleat Cc1 t——o00
t
im 28 g
t—o0 p(t)

Entonces la soluciones se van acostando sobre el plano X — Y. Ver la figura 5.
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Ficura 5. Graéficas de las soluciones de la seccién 4.7.

Caso 4: —1 = «. En este caso se tiene

2(t)  eze”t e

pt) et o

Entonces las curvas solucién se mueven en conos con vértice en el origen. Ver la figura 5.

Caso 5: a < —1. En este caso se tienen los limites

t —t
lim (1) — lim 3% = 8 Jim e tHe) = +oo,
t— 00 p(t) too cpe®t cq t—oo
t
im 28 g
t——o00 p t)

Ahora las soluciones se aproximan al eje Z. Ver la figura 5.

109
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4.8. La foliacién de Hopf

En esta seccién estudiaremos la siguiente ecuacion diferencial de cuarto orden

] 0 -3 0 O 1
xh 3 0 0 O To
(4.8.1) = ,
w) \o o 1 0]\
que se puede escribir como xf = —3xy, x5 =3z, Y] = —y2, vh = y1. La solucién de este

sistema es: x1(t) = c1 cos(3t) — casen (3t), w2(f) = cacos(3t) + cysen (3t), yi(t) = czcos(t) —
cqsen (3t), ya(t) = cqcos(3t)+cssen (3t), donde ¢y, ca, c3 y ¢4 son constantes. Desde un punto
de vista cuantitativo sabemos todo sobre la ecuacién diferencial (4.8.1) pues tenemos las férmulas
explicitas de todas las soluciones.

Desde un punto de vista cualitativo estas férmulas no son satisfactorias. Por ejemplo, no
sabemos como las diferentes soluciones se agrupan, o si podemos distinguir algunos subconjuntos
particulares por medio de las soluciones. En esta seccién describiremos al flujo y responderemos
a estas preguntas.

Observemos que las érbitas que empiezan en una esfera con centro en el origen permanecen

siempre en este conjunto pues

d
p [2] + 23 + 47 + y3] =2212"1 4 2222"5 + 2y1y'1 + 2y2y/s

=2x1 (—3x2) + 222 (321) + 2y1 (—y2) + 2y2 (11) =0,
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Identificacion

de a Identificacion

deb

FIGURA 6. Construccién de un toro.

por lo que el radio \/27 + 23 + 47 + y3 es constante. Sin perdida de generalidad, estudiaremos

la ecuacién (4.8.1) en la esfera contenida en R* de radio uno y centro en el origen:

§% = {(201,56273/17?/2) : 37% —Hr:% —I—yf +y§ = 1}_

Necesitamos describir este conjunto. Como un paso previo veamos como se construye un toro a
través de la identificacién de varios puntos en el cuadrado {(8,¢) : 8, ¢ € [0,2x]}. Al identificar
en este cuadrado a todos los puntos (0, ¢) y (27, ¢) (es decir al pegar los lados a en la figura 6),
se obtiene un cilindro. Si en este cilindro se identifican los puntos (0,0) y (6,27) (pegando los
lados b de la misma figura) se obtiene el toro.

Haremos ahora un anélisis semejante en la esfera S3, consideremos los siguientes pares de

coordenadas polares

x1 =rcosb, To = rsend,

Y1 = pCos ¢, Yo = psen o, donde 0 <r,p, 0<8,¢<2m.
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Cilindro soélido Esfera solida

puntos
identificados

FI1GURA 7. Construccién de la esfera S3.

La ecuacién de S en estas coordenadas es 72 + p? = 1. De aqui se sigue que 0 < r < 1, y que
p = V1 — 72 es una variable redundante que se puede ignorar. Usamos (7,6, ¢), donde 0 < r < 1,
0<0<21y0< ¢ <2m, como las coordenadas de S?, sin embargo varias de estas coordenadas
pueden corresponder a un mismo punto, y necesitamos hacer las identificaciones § = 0 con 6 = 27

y ¢ =0 con ¢ = 2.



113

Toror=c esfera S°
O0<c<1
N b A
a a
0

FIGURA 8. Subconjuntos de la esfera S3.

Observemos que las coordenadas (r,6), donde 0 <7 <1y 0 < 6 < 27 son las coordenadas
polares de un disco cerrado; al agregar la coordenada ¢ se obtiene un cilindro sélido, ver la
figura 7.a. Notemos que estamos identificando # = 0 con 6 = 27.

Cuando r = 1 entonces p = 0 y la coordenada ¢ es superflua, esto quiere decir que si
0 < 6 < 27 entonces el conjunto Ay = {(1,0,¢) : 0 < ¢ < 27} se colapsa en un punto, al hacer
esta identificacion se obtiene la esfera sélida D = {(z,y, 2) : 22 +y*+2% < 1}, donde el hemisferio
superior corresponde a los puntos ¢ = 2w, el hemisferio inferior a los puntos ¢ = 0 y la cara
lateral del cilindro en la figura 7.a se convierte en el ecuador, ver la figura 7.b.

Como siguiente paso observemos que la identificacién de ¢ = 0 con ¢ = 27 significa la
identificacién del punto (z,y, z) en el hemisferio superior con el punto (z,y,—z) en el hemisferio

inferior, ver la figura 7.
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Toror=c esfera S°
0<c<1
b A
a a
b |-
D i - s
orbita tipica en el toro orbitas tipicas en S

Fiaura 9. Flujo de la ecuacién (8).

Notemos que los conjuntos = 0 y r = 1 son dos circulos anudados. El conjunto r = ¢, con
0 < ¢ < 1 es un toro, ver figura 8.

En las coordenadas (7,0, p, ¢) el sistema (4.8.1) se escribe

(4.8.2) =0, =3 p=0 o¢=1.

Integrando obtenemos

(4.8.3) r(t)=c1, 6()=3t+cy, plt)=cs, ot)=1t+cy.

Observamos que la coordenada 6 se mueve tres veces mas rapido que la coordenada ¢. En la
figura 9.a se encuentra el flujo en el toro r = ¢, con 0 < ¢; < 1 y finalmente en la figura 9.b se

encuentra el flujo en S3.
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4.9. Ecuacion de la primera variacion

Esta seccién puede ser incluida en el capitulo 3, nosotros preferimos diferirla hasta ahora
porque las ecuaciones diferenciales lineales son fundamentales. Empecemos con un resultado de

Hadamard.

LEMA 4.37 (Hadamard). Sea D C R™ un conjunto convezo, y sea f : D — R una funcidn

tal que las derivadas parciales %, AU % existen y son continuas. Entonces existe la familia

de funciones continuas g, : D x D — R, k = 1,...,n tales que si x = (x1,...,2,), ¥ =

(Y1,---,Yn) € D se sigue que

fx) = fly) = Z (@ —yr) gk (X, ¥), g (x,%) = 85:1(;:).

k=1

DEMOSTRACION: Sea a(t,x,y) =tx+ (1 —t)y, 0<t<1,x,y € D. Si x y y permanecen
fijos, se usard la notacién «(t), entonces a(0) = y, a(l) = x por lo que esta funcién es la
parametrizacién de la recta que une a dichos puntos. Observemos que « es suave y ademds
ot)y=x-y.

Usando el teorema fundamental del calculo y la regla de la cadena se tiene

1 1
160 = £(y) = (@) = £(0(0) = [ (Foat)ds= [ Vr(a(s) -a'(s)ds

! - Lot
:/0 Vf(oz(s))d5~(x—y)=kz_1< ; aglc]c(oz(s))cis) (XK — ¥Yi) -

Observemos ahora que g (x,y) = 01 a‘%(a(s)) ds es una funcién continua. El siguiente célculo
termina la demostracién:

0 hey) — h h

g:ij:) :}ILE)% f(XJF e;;) f(X) :h%gk (X+hek7x) :}ILLrnng (X+hek7x):gk (X,X)
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Los siguientes teoremas dan la diferenciabilidad de las soluciones con respecto a las condicion

inicial.

TEOREMA 4.38. Para la funcion f : D C R? — R una funcion con primeras derivadas %, %

continuas. Sea ¢(t,7,p) la solucidn de la ecuacion diferencial @' = f(t,x), ¢(7) = p. Entonces

las derivadas parciales %d)(t,r, D)y %qﬁ(tﬂ',p) existen, son continuas y satisfacen la ecuacion

diferencial
of
49.1 "= = (¢(t,T,p), )y,
(4.9.1) y =5 (et 7p) )y
y las condiciones iniciales a%qb(T, ,p) =1, 8%(;5(7’, ,p)=—f(p,T).

DEMOSTRACION: El teorema de Hadamard implica que existe H(z,y,t) continua tal que

f(l‘,t) - f(yvt) = H(‘T7yat)<x - y)7 H(.’E,.’E,t) = %(.’E,t).

Consideremos la familia de ecuaciones diferenciales dependientes del pardametro h

(4.9.2) y' =H(p(t, 7,p+h),6(t,7,p)y,  y(r)=1

Esta familia depende continuamente del pardametro h. Usando el teorema 3.24 se sigue que sus

soluciones, 1 (t, T, p, h), son continuas. Si h # 0 se tiene la igualdad

(b(ta T,p+ h) - ¢(t7 T, p)
h

1/’(@ s h) =

Pues el lado izquierdo satisface

d ot m,p+h)—¢(t,7,p) _flo(t,7,p+h),t) — f(o(t,T.p+ h),1)

dt h h

=H(¢(t,7,p+h), d(t, 7,p), 1) ot 7,p+ h})l — ¢t 7p)
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Ademés ¢(t’7’p+h,37¢(t’7’p) = p+2_p = 1. Usando la continuidad de % se sigue que

9 T ¢(tu7-up+h)_¢(tv7—ap) _ 0
w(t77—7p7 O) - ’ll}ir%)ql}(taTa]% h) - AE}% h - %¢(t7T7p)’

De donde se sigue que esta es solucién de la ecuacién (4.9.1)y que 8%(]5(7’, 7,p) = 1. Las soluciones
de (4.9.1) dependen de forma continua de las condiciones iniciales, por lo que 8% (t,7,p) es

continua. El resto de este teorema se obtiene de forma similar. O

La siguiente generalizacién de este teorema es también valida, y se prueba de manera similiar.

TEOREMA 4.39 (Diferenciabilidad con respecto a las condiciones iniciales). Sea f : D C
R x R™ — R™ una funcidn con primeras derivadas continuas. Si ¢(t,7,%o) es la solucion de la
ecuacion diferencial X' = £(t,x), ¢(7) = x¢ entonces la matriz jacobiana dx, (t, 7,Xo) y la funcion

%d)(t, T,Xg) existen y resuelven la ecuacidn diferencial

(4.9.3) y' = fx(o(t, 7,%0))y.
También satisfacen

0 o(t,7,%x0) = £ (1,0(7,7,%)), sit=r.

¢Xo(t77—7 XO) = I7 o7

DEFINICION 4.40. Cada una de las ecuaciones(4.9.1) y (4.9.3) se llama ecuacidn de la primera

variacion.

OBSERVACION 4.41. La ecuacién (4.9.3) es una ecuacion lineal. La matriz no es constante en
general y para poder aplicar esta ecuacion es necesario conocer la solucién ¢(t, 7,x). Suponiendo

que la funcién f(x, t) es suficientemente suave se puede aplicar este teorema repetidas veces para
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obtener ecuaciones diferenciales sobre las siguientes derivadas parciales de las soluciones. Lo més

importante es que las solucidénes satisfacen

(4.9.4) o(t,7,p +h) =~ ¢(t, 7, p) + X(t)h,

donde X(#) es la matriz fundamental de la ecuacién (4.9.3), y Y la aproximacién es de orden ¢.
EJEMPLO 4.42. La ecuacién del péndulo es 6” + sen (f) = 0, introduciendo las variables

x1 =0, x9 = 0 se escribe como

(4.9.5) Ty = w9, xh = —sen (z1).

El campo vectorial de esta ecuacién es f(x1,22) = (z2, —sen(z1)). Notemos que la funcién
constante ¢(t) = (0,0) es una solucién de esta ecuacién diferencial pues £(0,0) = (0,0). Ademds
la matriz jacobiana de f(z1,z2) en este punto es £(0,0) = (% §). La ecuacién de la primera

variacién es

Como se estudié en la seccién 4.6, las soluciones de esta ecuacién diferencial son los circulos
con centro en el origen y estdn parametrizados en coordenadas yi(t) = ¢1 cos(—t + ¢2), y2(t) =
c1sen (—t+c2), las constantes ¢; y ¢ estdn determinadas por las condiciones iniciales. El teorema

4.39 indica que las soluciones de la ecuacién diferencial (4.9.5) tienen la forma
x1(t) =0 + ¢1 cos(—t + ca) + o(t?) = ¢y cos(—t + ca) + o(t?),

xo(t) =0 + cysen (—t + ¢2) + o(t?) = cysen (—t + ¢) + o(t?).

Con el transcurso del tiempo el error determinado por el teorema 4.39 se incrementa, pero

algunas circunstancias este no es el caso. Los teoremas de la variedad estable e inestable y el
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teorema de Hartman-Grobman estdn intimamente relacionados con este aspecto, las referencias
[2, 5] traen un amplio estudio de estos teoremas y se recomiendan como continuacién de este

libro.

4.10. Algebra lineal

Terminemos este capitulo dando otra manera de pensar a las ecuaciones diferenciales lineales

y a sus soluciones. trabajaremos con los siguientes conjuntos:

CO(R,R™) ={f : R+ R": f es una funcién continua},

CYR,R") ={f :R+— R": f es una funcién con primera derivada continua}.

Los dos son espacios vectoriales de dimensién infinita. Sea A(t) una matriz continua, definida

también para todo t € R. Entonces la funcién

T:C'R,R") +— C°(R,R")  definida por  T(¢)=¢ — A¢

es una transformacién lineal continua. El nicleo N(T') = {¢ : ¢ — A¢ = 0}, consiste de las
soluciones de la ecuacién lineal x’ = Ax. El teorema 4.4 dice que éste tiene dimensién finita.
Con esta notacién la ecuacién no homogénea (4.1.2) se escribe T'(¢) = g(t), por lo que este
problema es equivalente al estudio de la imagen del operador T'.
Una gran diferencia entre las ecuaciones diferenciales ordinarias y varios de los ejemplos
dados en la seccion 1.2 es que en estos no se puede hacer la misma construccién, ya sea por
que los correspondientes espacios sean dificiles de definir o manejar, por que la transformacién

T presente diversas dificultades o por que el nicleo tenga dimensién infinita.
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La férmula de Abel y la existencia de la matriz fundamental dependen fuertemente de la
dimensién del nicleo, por lo que no es posible construir sus analogos si la dimensién del nicleo

es infinita.

4.11. Problemas

4.43. Sea ®(t,7) la matriz de transicién de la ecuacién x’ = A(t)x, entonces la tinica solucién
x(t, 7,%q) del problema con condiciones iniciales x' = A(t)x + g(¢), x(tg) = X, estd dada por

x(t,7,%0) = ®(t,7)x0 +/ D(s,7)g(s) ds.

T

4.44. Demostrar que si ¥(t) es una solucién particular de x’ = A(t)x + g(¢) entonces toda

solucién es de la forma ®(¢) + ¥(t), donde ®(t) es solucién de x' = A(t)x.

4.45. Calcular la forma de Jordan y la forma de Jordan real de las siguientes matrices.
Calcular su matriz exponencial e usando la definicién y por medio de la forma de Jordan de

las matrices:

2 1
1

-1 1

0 1
2

-1 0
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01 00

0 01 0
4

0 0 01

1 0 0 0

no existe ninguna matriz real A tal que e = B. Hint: Analizar las trazas, valores propios y
determinantes de las exponenciales de las posibles formas normales reales de matrices de orden 2,

éstas son

donde a, B, Ay p son reales.

4.47. Sea A una matriz constante. Sea o = max{Re\ : A\ es un valor propio de A}.
Demostrar que para todo € > 0 hay una K tal que ||eAt|| < Ke(®+9)* para t > 0. Demuestre por

medio de un ejemplo que es imposible encontrar una K que funcione para € = 0.

4.48. Sea f(z) = >, @,z™ una serie definida en R con radio de convergencia r, demostrar

que si A es una matriz que satisface |A| < r entonces f(A) =Y 7, A" es convergente.

4.49. Sea A una matriz cuadrada constante y con polinomio caracteristico p(\) = ag+ a1 A+

oo 4 A A"+ A" Demostrar:
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1 Si k > 0, entonces
n—1
AR =N "o AT,
§=0

donde ag; = —aj para j = 0,...,n —1; ap410 = =g Qg n—1; y Para j = 1,...n —1
Qky1, = —0j Qg p—1 + oy j—1. Hint: Usar el teorema de Hamilton-Cayley.

2 Demostrar que
n—1
eAt _ Z fk(t)Ak,
k=0
donde fi(t) es la funcién analitica definida por

tk S t7n+j
)=+ > g
5®) =4 +j:0ajk(n+l)!

Hint: Estudiar la convergencia de la serie, el criterio M de Wierstrass puede ser ttil.

4.50. Describir el diagrama de fase de las siguientes ecuaciones diferenciales

4.51. Describir los diagramas de fase en la esfera unitaria S® de las siguientes ecuaciones

diferenciales lineales
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4.12. *Ecuaciones lineales en diferencias

Casi todos los teoremas estudiados en este capitulo tienen un andlogo en las ecuaciones en

diferencias lineales. Esta seccién esta destinada a estos teoremas.

DEFINICION 4.52. Si para cada k € N, Ay es una matriz cuadrada invertible de orden n y
gk es un vector de orden n entonces la ecuacion en diferencias lineal homogénea es la ecuacién

en diferencias

(4.12.1) Yit+1 = AkYk, Yo-

La ecuacion en diferencias lineal no homogénea es la ecuaciéon en diferencias

(4.12.2) Vi1 = ApYr + 8k, Yo-

Ambas ecuaciones se llaman ecuaciones lineales en diferencias.

4.53. Escribir en la forma (4.12.2) a la ecuacién

Yntk = P1(F)Ynik—1 + D2(E)Ynik—2 + - + pu(K)yr + gi,

donde pl(k)a R pn(k)7 Ik € R.

4.54. Las soluciones de las ecuaciones (4.12.1) y (4.12.2) son, respectivamente,

k—1
ve = | [] Al vo,
_JZO -
(k-1 ] k=1 [ k-1
Vi = HAj Yo+ H A, | g;-
_]:O J=0 | r=5+1

4.55. El conjunto de soluciones de la ecuacién (4.12.1) es un espacio vectorial de dimensién n.



124

DEFINICION 4.56. Si y}, ..., y? es un conjunto de n soluciones de la ecuacién (4.12.1)
entonces la matriz ®; = [y},...,y7] se llama una matriz solucién. El determinante de ® se
llama su Casarotiano. Si y}v, ..., ¥} son linealmente independientes entonces forman un conjunto

fundamental de soluciones y ®y, es una matriz fundamental.

4.57. Demostrar que la matriz ®; es una matriz solucién si y sélo si satisface la ecuacion en

diferencias matricial ®511 = APy

4.58. Demostrar la formula de Abel:

k—1
det [®)] = | [] det A;| det [®,].
j=r

4.59. Demostrar que la matriz solucién ®,, es no singular en para todo n € N si y sélo si

®,,, para algin n, € N.

4.60. Demostrar que las soluciones y?, ..., y* son linealmente independientes si y solo si la

matriz solucién asociada @y, es no singular para todo k£ € N.

4.61. Si ®;, es una matriz fundamental y C es una matriz constante no singular, entonces

@, C tambien es una matriz fundamental.

4.62. Si @5 y I'y son matrices fundamentales, entonces existe una matriz C constante e

invertible tal que ®; = I';,C.

DEFINICION 4.63. La matriz de transicién en kg € N es la matriz fundamental tal que

®;, = I,,. Denotaremos esta matriz por ®, 1, .

4.64. Si T} es una matriz fundamental entonces ®y, r, = I‘kl"k_,ol.
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4.65. Escribir y demostrar una versién del teorema 4.16 para la ecuaciones en diferencias

lineales.
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