El Toolbox PDEtool de Matlab

@Joaquin Delgado
Departamento de Matematicas
UAM-Iztapalapa

Matlab tiene un modo interactivo para resolver varios tipos de ecuaciones
diferenciales parciales llamado Pdetool. Invoquelo directamente desde la
ventana de comandos.

>>pdetool

Aparecera una ventana como se muestra en la figura 1,
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El Modo de dibujo

Podemos comenzar por poner el Pdetool en Modo de dibujo (Draw Mode).
Seleccionando del menu principal Draw — Draw Mode. Se pueden dibujar
rectangulos, elipses o poligonos seleccionando del menu principal Draw —
Rectangle, Ellipse, Polygon, o bien a partir de los iconos que aparecen debajo
del menu principal. Existen dominios basicos como rectangulos, discos y
poligonos con los cuales se pueden operar para obtener dominios mas
complejos combinandolos con las operaciones de union (+) y diferencia (-).
Observe que las distintas regiones se van numerando consecutivamente, si son
rectangulos como R1, R2, etc., si son circulos C1, C2, etc. Para dibujar una



muesca se puede dibujar un circulo sobre otro modificar la combinacién por
defecto en la ventana Set formula de C1+C2 a C1-C2, como en la figura 2. al
cambiar de modo (por ejemplo cambiando a Boundary Mode) aparecera la

region resultante.
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En la siguiene figura se muestra una region mas complicada.
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El Modo de frontera

Una vez especificado el dominio, se pueden especificar la condiciones de
frontera cambiano al Modo de Frontera (Boundary Mode) a partir del menu
principal: Boundary — Boundary Mode. Si se desea se pueden remover los
border interiores del dominio, si los hay, seleccionando del Boundary —
Remove all subdomain borders.
Las condiciones de frontera sobre uno de los bordes se inician dando doble
click sobre alguno de los bordes de la frontera del dominio. Aparecera una
ventana donde se podran especificar las condiciones de frontera del tipo
Dirichlet, Neuman o Mixtas. En la figura siguiente aparece la ventana por
defecto para especificar condiciones de frontera tipo Dirichlet
h*u=r.

Aqui h y r son constantes o a lo mas funciones de la variables independientes
X, y. Por ejemplo para especificar la condicion de frontera

u=x"+y*(x,y)eo,
donde 0, denota la parte de la frontera seleccionada, debemos especificar h
como se muestra en la figura
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Observe que x e y seran en general arreglos (vectores o arrays) que contienen
las coordenadas (xi,yi) de los distintos puntos de la frontera, de modo que en la
especificacion de h y r deberan aparecer operaciones que preserven las
dimensiones de los arreglos x e y (i.e. operaciones puntuales o entrada por
entrada). En el ejemplo anterior, si en vez de especificar

r=x/2+y."2
escribimos

r=x*y

obtendriamos el mensaje de error
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ya que x*y es la operaciéon de multiplicacion matricial.

Las condiciones tipo Neuman se dan en el formato
n*c*grad(u) + qu=g
donde n, representa el vector normal exterior al borde la frontera seleccionado,
es decir
c(n-Vu)+qu=g (1)
donde c,q, g a lo mas puden ser funciones de X, y a valores reales. La cantidad

n-vu :Z—u evaluada en un punto (x,y) de la frontera, se llama también la
n

derivada normal y representa la tasa instantéanea de variacién de u a lo largo
de una curva cualquiera con direccion del vector normal n, en el punto (x,y). La
constante ¢ permite interpretar muchas veces c(n-Vu) como flujo de calor,
corriente eléctrica, etc. En muchos casos, las leyes empiricas establecen una
relacion proporcional entre el flujo y la diferencia del valor de u respecto de un
valor de referencia. Tal es el caso de la ley de enfriamiento de Newton que
establece que el flujo de calor en una frontera libre es proporcional a la
diferencia de temperatura de la frontera y el medio ambiente. En simbolos
c(n-vVu)=A(u-u,)
que naturalmente se puede llevar a la forma normal (1) de Matlab.

El Modo PDE
Los tipos de EDP que se pueden simular en Pdetool son las que se muestran

en la siguiente figura, después de seleccionar el modo PDE: PDE — PDE
Mode y seleccionar el menu PDE — PDE Specification.
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Por ejemplo la ecuacién eliptica mas general que se pueden trabajar en
Pdetool son de la forma

-V-(cVu)+au=f
En el caso mas simple u es una variable real, pero también pueden
especificarse sistemas de ecuaciones. En tal caso, las operaciones cVu, au
deben considerarse con mucho cuidado, por ejemplo, si uell?, entonces
f €0? y a debe ser una matriz 2 x 2 para que au<l]* . El gradiente de ue?
se considerar componente a componente, asi que Vu el ** una matriz de 2 x

2, de modo que también ¢ debera ser una matriz 2 x 2. Mas adelante veremos
como especificar sistemas de EDPs.

Los tipos de EDPs que se pueden especificar se resumen en la siguiente tabla
donde se muestra la sintaxis de Matlab a la izquierda y en notacién matematica
en la columna derecha.

Tipo Matlab Notacidn clasica
Eliptica n*c*grad(u)+a*u=f c(n-Vu)+au=f
Parabdlica d*u’-div(c*grad(u))+a*u=f q Z—?—V-(cVuHau g
Hiperbdlica d*u”-div(c*grad(u))+a*u=f 2

P (¢“grad(u)) dng—v-(cvu)+au=f
Valores -div(c*grad(u))+a*u=lambda*d*u -V-(cVu)+au=Adu
propios

El modo de Malla

Este modo permite inicializar la malla y refinarla en caso necesario. Tome en
cuenta que una malla no se puede refinar indefinidamente, si se refina
demasiado el calculo puede demorar demasiado o pueden aparecer
oscilaciones espurias. Esto marca un compromiso de rapidez y precision.

En la siguiente figura se muestra la malla inicial en una region en forma de L y
un primer refinamiento que obtenido al dar clic en el icono sefialado por el
puntero en la figura de la derecha.
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El modo de Solucién

En este modo se resuelve la EDP. Basta seleccionar del menu principal Solve.
En la siguiente figura se muestra la solucion en base al ultimo mallado de la
region. Por defecto, el grafico que se muestra es del tipo de colores, con la
barra a la derecha indicando los valores que se asocian a diversos tonos. En la
figura, se ha resuelto la ecuacion de Laplace en la regién enforma de L. la
region central en rojo corresponde a valores mas altos, los bordes mas claros a
valores menores de la solucién. En el ejemplo, las condiciones de frontera son
del tipo Dirichlet homogéneas, de ahi que la solucion debe tomar el valor cero
en la frontera.
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Se puede optar por otras formas de representacion de la solucion. Esto se
logra seleccionando del menu principal Plot — Parameters, con lo que
aparecera la siguiente ventana de opciones:
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Por ejemplo, si seleccionamos las opciones de Contours y Arrows, después de
dar clic en el boton Plot, obtenderemos la siguiente figura donde ademas del
grafico de color, apareceran las curvas de contorno u(x,y)= const. y el negativo
del campo gradiente —Vu que en el caso de problemas de transferencia de
valor se puede interpretar como el vector de flujo de calor, en elasticidad se
interpreta como el desplazamiento
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En otra forma de representacion hemos seleccionado las opciones Deformed
mesh y Height (3-D plot), con lo que obtenemos un grafico tridimensional de la
superficie u = u(x,y), con el mallado sobre la superficie. Este objeto
tridimensional se puede girar con el mouse seleccionando el icono de giro en el
menu de la Figura.
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Otras EDPs que se pueden estudiar con PDETool

Existen otro tipo de aplicaciones especificas de PDEtool hacia problemas de la
ingenieria. Algunas de las posiblidades se muestran en la siguiente figura que
muestra el submenu de Options — Applications — Heat transfer. Podemos ver
la forma explicita de la EDP que se resuelve a partir del menu Solve — PDE
Specification, como se muestra en la siguiente figura
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Resolucion de sistemas de EDPs en Matlab

Con un poco de esfuerzo se pueden resolver sistemas de ecuaciones
diferenciales de la forma

-V-(c®Vu)+au=f,

donde c es un tensor N-por-N-por-2-por-2. Con la notacion CIC e u),
queremos decir la matriz N-po -1 con componente (i,1)

La condiciones de frontera son en general mixtas, i.e., en cada punto de la
frontera una combinacion de condiciones de Dirichlet y Neumann
generalizadas,

1 =T

i
T Vu)+gu = g+ ii'n

La notacion T - (€®Vw

significa la matriz N-por-1 con componente (i,1)
N

p P i R o o PP
E L cosl “"f'.'.__r. L 15y +cos(o 'f'-'.__r. 1, Em."' smi ”"f'-'.__r, I R + sl o 'f.r._.'. 2, Eﬁ. __'!"_.'

J=1

(1)

donde el vector normal exterior es ¥ - icos(et), sin(ee)) . Existen M condiciones de
Dirichlet y la matriz h es M-por-N, M >0 . La condicién generalizada de
Neumann contiene una fuente h'u donde los multiplicadores de Lagrange p se
computan de tal manera que las condiciones de Dirichlet se satisfagan. En un
problema de mecanica estructural éste término es exacamente la fuerza de
reaccion necesaria para satisfacer las restricciones cinematicas descritas por
las condiciones de Dirichlet.
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LAS ECUACIONES DE STOKES EN MATLAB

La funcidn de corriente y vorticidad

Las ecuaciones de Stokes en un dominio plano D c R*

HAV =VD
1)
V-v=0
se pueden escribir en términos de la funcion de corriente v y la vorticidad » como
sigue:
La funcidn de corriente esta relacionada con el campo de velocidades por

VEUHIV= =0 y= -V y =iyt iyy)

es decir

U=y
V= '\I/x

luego la ecuacion V-v = 0 se satisface automaticamente. En términos de la vorticidad
®=VAV=0xV-0yU=0x (-yy) - Oy(yy) = - Ay

de donde

Ay + o =0.

Por otro lado tomando el rotacional de ambos lados de la primera ecuacion en (1), e
intercambiando los operadores A y V,

UWVAAV)=pAVAV)=VA(VP) =0

es decir A o = 0. En resumen, la funcién de corriente y y la vorticidad o satisfacen el
sistema de EDPs elipticas

(2) Ay + ® =0,
Aw = 0.

Resolucion en Matlab

En nuestro caso N = 2 y la forma explicita de (1) es

12



0 0 0
C1111 ox + C11,12 a +
0

>
7 N 7\

0 0
C12 11 8X + C12,12 &

|
{ U, +ayu, = f,
&
g

(21118)‘*‘a 02112E +

OX oy
o
oy

0 5
ox Cou = ox 8X Co12 +

ay,U; +ayu, = fz
Para nuestro caso

o))

(oloa)rala)ala) s Lol

9

oy 0
{6@6}6(08J+8(06)+6[16]}w+0 yi0-o-
ox\"ox) ox\ oy) oy ox) oyl oy
a2?+62—?=0
OX oy

Comparando coeficientes
a; =0,a,=1a,=0a,=0

Cun = 1 Cipp = 0, Ciior = 0, Ciizp = 1

Com = 01C12,12 =0, Com = 0, Cpom = 0,
Conn = 0, Corn = 0, Corpn = 0, Cornn = 0,
Con = 1 Copp = 01C22,21 =0, Com = 1

Condiciones de frontera

Las condiciones de frontera son de tipo Dirichlet para o,
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w=0N-0,U
y de tipo Neumann para y

WX =- Vy
Yy =U _
que son conocidas en la frontera.

Para la vorticidad es necesario hacer una hipotesis adicional para extender v a un
entorno de la frontera.

Un ejemplo.

Considérese un circulo de radio 1 rotando con velocidad angular constante.

Tomemos la condicién de frontera v (x,y) = i(x+iy) =-y +ix=u+iv. Se verifica que
la solucion en el interior del disco es v =—y +ix. La condiciones de frontera son:

Para la funcion de corriente,

Yx = =X,

Yy =-Yy

para la vorticidad,

©w=0N-0Uu=0,Xx-0,(-y)=2.

Para simplificar y a manera de prueba, aprovechando que se conoce la solucion, la
funcion de corriente es

Y =- (U2)(x*+y’)
de modo que podemos especificar condiciones de tipo Dirichlet para el vector

) _(w)_[- @2 +y%)
u, o) 2

Véanse las siguiente ventanas de didlogo en matlab

Seleccion de opcidn genérica (vectorial)

14
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Resultados preliminares para codificar en matlab
(Seccion en construccion, pero se incluye para futura referencia)

Problema: Conocidos los valores de Vy sobre la frontera, ;como calcular la
vorticidad sobre la frontera?

1. Usar la relacion o = -Ay y usar la aproximacion discreta del laplaciano

— @, :iz(l//nl,j TV TVWijntTVija _4'//i,j)z_a)i,j+l
h

donde (i, j+1) es un punto sobre la frontera de donde vij:+1 €s conocido; en tanto
que los valores interiores i, Vi.1j, Vij-1, Vij+1, Vis1j Provienen de una iteracion
anterior.

2. Consideremos un sistema de coordenadas n, t como se muestra en la
figura

entonces si n = (cos(«),sin(«)) entonces t = (-sin(«),cos(x))

v=(v-n)n+(v-t)t

= ((ui +vj)-n)n+ ((ui +vj) - t)t

= (ucos(e) + vsin(a))n + (—usin(«) + vecos(a))t
=V, z+Vt
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Por el teorema de Stokes

.[(axv - ayu)dxdy = §>udx +vdy
pero

= €0S(er)dn —sin(«)ds
dy =sin(a)dn + cos(a)ds
luego

it;udx + vdy =§u(cos(a)dn —sin(a)ds) + v(sin(a)dn + cos(a)ds) =
}(u cos(a) + vsin(a))dn + (—usin(e) + vcos(«))ds =

Eﬁvndn +v.ds =

Hanvs —0,v,dnds

Tomando un circuito de area dS yhaciendo tender a cero

® =0V, —0,V,

Proposicion

Sean n, tlos vectores unitarios normal y tangente al dominio D. Sean n,t

coordenadas relativas a este sistema coordenado, sean v, v; las componentes

normal y tangencial del campo entonces
®=0.V, —0,V,
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