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Introduccién

RESUMEN. A continuacién presentamos el resumen de las notas de
curso de variable compleja I, con el fin de que el alumno tenga un apoyo
complementario a su libro de texto y/o notas de clase. Como parte de los
objetivos del presente curso tenemos que el alumno:

Comprenda los elementos basicos de la teoria clasica de funciones de
una variable compleja, y los relacione con otras ramas de las matematicas,
esto con el fin de prepararlo para cursos posteriores de matemaéticas.

Reconozca el papel que juega la variable compleja dentro de las ma-
tematicas, como antecesor de diversas areas de la misma, tales como
la teoria de la homotopia, la teoria de variedades, la teoria de las
Superficies de Riemann, y la teoria de Curvas Algebraicas, entre otras.

Integre los conocimientos y habilidades adquiridos en cursos anteri-
ores, tales como: Estructuras Numéricas, Cédlculo Avanzado,Algebra y
Geometria, reconociendo la interrelacién que hay entre ellos.

Reafirme su habilidad para formular enunciados y demostraciones en
términos matematicos, con el rigor adecuado.



6 INDICE GENERAL

Historia

Alrededor del ano 1545 el matematico italiano Girolamo Cardano publi-
c6 Ars Magna (El Gran Arte), una obra maestra de 40 capitulos en el cual
se da, por primera vez, una solucién algebraica a la ecuacién cubica general:

P Har’+br+c=0

Su técnica involucrd el transformar esta ecuacién en otra ecuacién cibica
libre del término cuadratico, esto es, una ecuacién de la forma:

224br+c=0

Una solucién a dicha ecuacién estd dada como [U, pg. 84-86]:

_3—c+ 02+b3+3—c 02+b3
=V 197 2 1 o7

Dicha solucién le habia sido presentada por Niccolo Fontana, mejor cono-
cido como Tartaglia, aunque dicha solucién fue descubierta unos 30 afios
antes por Scipione Ferro de Bolonia, de manera totalmente independiente.

Este valor que se obtuvo para x podria usarse para factorizar la ctubi-
ca en una ecuacion lineal y otra cuadritica, y la dltima podria resolverse
aplicando la férmula cuadratrica. Asi, basando en el trabajo de Tartaglia,
y una transformacién apropiada, Cardano pudo resolver la ecuacién cibica
general, hecho que hasta entonces habia parecido imposible.

En el tiempo de Cardano, todavia se trataban los nimeros imaginarios
con cierta suspicasia, pues era dificil concebir cualquier realidad fisica que
correspondiese con ellos. El propio Cardano, pese a sus esfuerzos a tratar
con esta nocién, en un momento consideré que, el proceso de la aritmética
que trata con las cantidades imaginarias es, tan refinado como initil.

Esta forma de pensar cambié apartir de 1572, afio en que Rafael Bombelli
mostré que, de hecho, estos niimeros tienen gran utilidad. Si se considera la
ecuacion ctibica z2 — 152 —4 = 0, y se substituyen los valores b= —15y ¢ =
—4 en la férmula de “ Ferro-Tartaglia ”para la ecuacién cibica z3+bx+c = 0,
obtenemos el valor:

T = €/2+\/—121+ i/Q—\/—121

que puede representarse como,

v= {24 11V=T+ {2 11T
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Bombelli sospeché que, si la ecuacion cibica original tenia solucién, esta
podria escribirse en términos de u+v+y/—1y u—v+v/—1 para algunos ntimeros
reales u y v.

Es decir, Bombelli pensé que

ut+ov/—1=14/2+411V=1 y u—vv/—1={/2—-11V—1.

De hecho, usando la identidad (a + b)® = a® + 3a?b + 3ab? + b3, y pre-
tendiendo que estos nimeros obedezcan las reglas normales de el dlgebra,
tomando a = u y b = vy/—1, lograron ver que:

(u+vyv/—1)3 ud + 3u?(vv/—1) + 3u(vv/—1)% + (vv/—1)3
= u(u® - 3v?) +v(3u? —v?)V/—1

24 11v-121

Asi, igualando ambas partes de las ecuaciones, Bombelli razond que:
u(u® — 30?) =2 y v(3u® —v?) =11

Entonces supuso que esos v y v eran enteros. Como 2 es un nimero
primo, sus tnicos factores enteros son 2 y 1, por lo que, la ecuacién u(u? —
3v%) = 2 lo llevé a concluir que u = 2 y u? — 3v? = 1. De esto se sigue
que v?> = 1, o que v = #1. Increfblemente, u = 2 y v = 1 resuelven la
segunda ecuacién v(3u? — v?) = 11, por lo que declaré que los valores para

u y v debian ser respectivamente v = 2 y v = 1. También noté que, si

(24 +/—1)3 =2+ 11/—1, entonces 2 + v/—1 = /2 + 11y/—1. Igualmente,
afirmé 2 4+ v/—1 = /2 — 11v/—1. Y tenemos claramente:

{’/2+11\/—_1+6/2—11\/—_:(2+\/—_1)+(2—\/—_1):4

lo cual era un hecho sorprendente.

Pues es claro que una solucién de la ecuacién 23 —152—4 = 0 es = 4. Sin
embargo, para llegar a esta solucién real, se forzé a recorrer el desconocido
territorio de los nidmeros imaginarios.

Asi, ya no podia ignorarse la utilidad de estos nimeros, que actualmente
llamamos los nimeros complejos.

Pero ni siquiera este descubrimiento abrié la aceptacién general hacia los
nuameros complejos. Después de todo, un nimero real podria representarse



8 INDICE GENERAL

geométricamente en la recta numérica. ;Qué posible representaciéon podrian
tener estos nuevos nimeros?

En 1673 John Wallis hizo una aproximacién a una representacion ge-
ométrica de los nimeros complejos, como la que actualmente conocemos.
Wallis estaba interesado en representar las soluciones de la ecuacion cuadratica
general 22 + 2bx + ¢? = 0.

Usando la férmula cuadratrica, dicha ecuacién tiene las soluciones x =
b+ Vb2 — 2

Wallis imaginé estas soluciones como los desplazamientos a la izquierda,
el punto —b como una correcion, y vié cada desplazamiento, cuyo valor era
Vb2 — ¢2, como las longitudes de los lados de un tridngulo rectédngulo.

Desafortunadamente, el método de Wallis tiene como consecuencia que
—+/—1 esta representado por el mismo punto que v/—1. No obstante, con
esta interpretacion, se podia pensar a los nimeros complejos como los puntos
en el plano.

Por el ano de 1800, el gran matematico suizo Leonhard Euler adopto esta
representaciéon de los nimeros complejos para obtener las n soluciones de
la ecuacién z" — 1 = 0. Actualmente, sabemos que estas soluciones pueden
expresarse como e’ = cos (#) + v/—1sin () para algunos valores reales de 6;
Euler pensé en ellos como los vértices de un poligono regular en el plano. Eu-
ler también fue el primero en usar el simbolo 2 para v/—1. Actualmente, esta
notacion es la mdas popular, aunque algunos ingenieros eléctricos prefieren
en cambio el simbolo 7, pues ¢ la utilizan para representar la corriente.

Quizé la figura que mas influy6 en la aceptacién de nimeros complejos
fue el matematico aleman Carl Friedrich Gauss, que en su tesis doctoral
(1799) presenta la primera demostraciéon de El Teorema Fundamental de
Algebm, asi como sus criticas y objeciones a pruebas anteriores, posterior-
mente en 1816 y 1831 presenta otras demostraciones de dichos resultados.
En un articulo que escribié en 1831, produjo una representacién geométrica
clara: identific6 el ntimero complejo = + 1y con el punto (z,y) en el plano
cartesiano. Y también describié cémo realizar las operaciones aritméticas
con estos numeros.

Por otra parte Cauchy, basandose en el trabajo sobre la teoria de fun-
ciones de Lagrange, inicia el estudio riguroso de la teoria de funciones de
una variable compleja, trabajo que continuaria desarrollandose posterior-
mente bajo la guia de Weierstrass y Riemann.

http://wuw-history.mcs.st-andrews.ac.uk/HistTopics/History_overview.html



Capitulo 1

Numeros Complejos

1.1. El algebra de los niimeros complejos

Es fundamental que los niimeros reales y complejos satisfagan las mismas
leyes fundamentales de la aritmética. En esta seccién se estudiaran dichas
leyes, asi como su interpretacién geométrica.

Definiciéon 1. Un numero complejo es una expresion fromal x + yr donde
T Yy son numeros reales .

St z1 = x1 4+ Y11 Yy 20 = Ta + yor son dos numeros complejos, diremos
que: z1 = zo st, Yy solamente si, x1 = T2 Y Y1 = Y2

Siz1 = x1 + Y11 Yy 20 = T2 + yor son dos numeros complejos, se define la
suma de z1 con zo, que denotamos z1 + zo como:

21+ 22 == (21 + 22) + (Y1 + y2)1,
y el producto de z1 con z3, que denotamos z1 -z (o0 simplemente z1z2), como:
2122 = (T122 — Y1y2) + (2192 + T2y
Ejemplo 1.

1. Siz; =142ty 290 =3+ 8, entonces z1 + zo = 4 + 102, mientras que
2120 = —13 + 14a.

2. Sizg =x1+ 0y 29 = x9+ Oz, entonces z; + 23 = (x1 +x2) + 0t y
21+ 29 = x129 + O1.

3. Siz = 29 =0+ 11, entonces z% =z %27 = —1+ 0.
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Teorema 1. Las definiciones anteriores para la adicion y multiplicacion
vuelven al conjunto de los numeros complejos un campo, donde 0 + 01 es el
neutro aditivo, y 1 4+ Ouv es el neutro multiplicativo.

Demostracion. Para verificar que el conjunto de los niimeros complejos dota-
do de las operaciones de suma y producto definidas anteriormente satisface
los axiomas de campo utilizaremos la estructura de campo de los niimeros
reales.

Sizi=a+b, zo=c+dry z3 =e+ fi,donde a,b,c,d,e y f denotan
numeros reales, entonces:

1. Como z; + 22 = (a+¢) + (b+ d)r donde a + ¢ y b+ d son nimeros
reales, tenemos que la suma es cerrada.

2. Sabemos que, en el campo de los nimeros reales la suma es conmuta-
tiva, tenemos asi que a + c=c+ay b+ d =d + b, de donde

zn+zm=(a+c)+(b+dr=(ct+a)+(d+br =2+ 2
por lo que la suma también es conmutativa en C.

3. En el campo de los nimeros reales la suma es asociativa, por lo tanto:
a+(ct+e)=(a+c)+eyb+(d+ f)=(b+d)+ f, se sigue de aqui
que:

z1+ (224+23) = a+bi+[(c+e)+ (d+ f)]
at(cte)+p+(d+f)e

(a+c)+e+[(b+d)+ fle

= (z21+22)+ 23

la suma en C es asociativa.

4. Como 0 es el neutro aditivo en R, entonces a+0=a y b+ 0 = b, de
donde

zi=a+bi=(a+0)+ (b+0)=(a+b)+ (0+ )
Esto implica que 0 4 0z es neutro aditivo.

5. Como a,b € R, y R es un campo, ay b tienen inverso aditivo, los
cuales denotamos —a y —b respectivamente. Si definimos z9 como zo =
(—a(+(=b)1 = —a — I tenemos que

zn1+z=(a+b)+(—a—tr)=(a—a)+(b-0br=0+0

Asi zo0 = —a — bt es el inverso aditivo de z; y solemos denotarlo como
—Z1.
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10.

Como z; - z2 = (ac — bd) + (ad + be)r donde ac — bd y ad + be son
numeros reales, tenemos que el producto es cerrado.

Sabemos que, en el campo de los ntimeros reales el producto es con-
mutativo, tenemos asi que ac — bd = ca — db y ad + bc = da + cb, de
donde

21+ 22 = (ac — bd) + (ad + be)r = (ca — db) + (da + ¢b)1 = z2 - 21
por lo que el producto es una operacion conmutativa en C.

Usando las propiedades de campo de los ntimeros reales es facil ver
que:
a(ce — df) —b(de + ¢f) = (ac — bd)e — (ad + ac) f

y que
b(ce—df)+a(de+cf) = (bctad)e+(—bd+ac) f = (ad+bc)e+(ac—bd) f,
por tanto:

21 (z2-23) = (a+ W)+ [(ce —df)+ (de + cf)]
[a(ce — df) — b(de + cf)] + [b(cd — df) + a(de + cf)] 2

[(ac — bd)e — (ad + ac) f] + [(ad + be)e + (ac — bd) f] e
= E(ac - bd) (ad + be)r] (e + f2)

21 22) 2
tenemos asi que el producto en C es asociativo.

Para cada x € R tenemos que -0 =0, x-1 ==z, y x +0 = z, se sigue
de aqui que

z1 = a+bt = (a+0)+(0+b)r = (a-1+b-0)+(a-0+b-1) = (a+bz)-(14+02)
Esto implica que 1 + 02 es neutro multiplicativo.

Para ver como obtener el inverso de un ntimero complejo distinto de
0 4 0z, supondremos que a,b € Ry alguno de ellos no es cero, en
particular, a® +b% # 0. Si w = = + y2 fuera inverso multiplicativo de z;
tendrilamos que 1402 = z;-w = (a+b)(z+y1) = (ax—by)+ (ay+bz)e,
tenemos asi el siguiente sistema de ecuaciones:

1 =ax — by, 0=bx+ ay
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Como a? + b?> # 0, podemos ver que la solucién a este sistema de
ecuaciones estd dada como

a —b

TTere VT g

a

a2+ b2 o+ b2
denotarlo como w = 2| L

Asi w = 1 es inverso multiplicativo de 21 y solemos

11. Para mostrar la propiedad distributiva del producto con respecto a
la suma, nuevamente utilizaremos las popiedades de campo de los
numeros reales.

z1-(z24+23) = (a+b)[(c+e)+ (d+ f)]
la(c+e) = b(d+ f)] + [b(c+e) +a(d+ f)|
= [(ac —bd) + (ae — bf)] + [(ad + bc) + (af + be)e
[(ac — bd) + (ad + be)r] + [(ae — bf) + (af + be)i]
= 2z1-22+21-23

O

Al campo de los niimeros complejos lo denotaremos con la letra C

Noétese que la funcién ¢ : R — C dada como ¢(a) == a + 10 es un
monomorfismo de campos, por lo que R es un subcampo de C. Asi, identifi-
caremos el nimero real a con el niimero complejo a + 10, esto es, a = a + 0.

Por otra parte, si z = 0 + y2 simplemente escribiremos z = yz.

Una vez realizadas estas aclaraciones el ejemplo 3 nos dice que 2 = —1,
por lo que 2 es una solucién a la ecuacién 22 + 1 = 0.

Proposicion 1. C es un R-espacio vectorial de dimension dos.

Demostracion. Si z1 = x1 +y11 y 22 = xa + Y92 son dos nimeros complejos,
tenemos que 21 + 22 1= (1 +22) + (Y1 +y2)7, y si A € R, entonces A - 21 =
Azr1 + Ay1e, como consecuencia del teorema anterior, tenemos que C es un
R—espacio vectorial.

Aun més, como x + yr = (1 4+ 0¢) + y(0 + 12) para cada = + y2 € C
tenemos que C es un R—espacio vectorial de dimensién dos. ]

El claro ahora que podemos definir un R—isomorfismo de C en R? como
w(x+yr) = (x,y). Claramente p respeta las operaciones de espacio vectorial,
y la inversa de esta funcién esta dada como pu~!(z,y) =z + y.
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En particular, esto nos permite pensar al nimero complejo a + b2 como
un segmento dirigido con origen (0,0) y punto final (a,b), como se muestra
en (1.1).

>
‘
‘
‘
‘
=
<

Figura 1.1: Representacién de un ntmero complejo como punto en R?
Luego entonces, si tenemos los ntimeros complejos z; v z2, como seg-

mentos dirigidos en el plano, la suma 2z + 29 corresponde a la diagonal del
paralelogramo que determinan z; y zo (1.2).

>

Figura 1.2: Representacion geométrica de la suma de nimeros complejos.

Observacion:

Pese a que en R? podemos definir distintos tipos de ordenes parciales <,
entre otros el lexicografico, cabe notar que no puede existir un buen orden
en C compatible con las operaciones de campo definidas en C.

Si asf fuera, deberfamos tener una clase positiva C* la cual contiene al
1 =1+ 02 y al cuadrado de cualquier niimero complejo distinto de cero. Si
1 € CT, entonces 22 € CT, pero 1> = —1, como 1 € C, como consecuencia
de el principio de tricotomfa, —1 no puede estar en la clase positiva CT,
lo cual contradice el hecho de que 2 este en C', de donde — € C*, pero
suponer esto implicarfa que (—?) = —1, lo cual nos conduce nuevamente a
una contradiccién.

Asi, no es posible construir una clase positiva en C compatible con las
operaciones de campo.
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Definicion 2. Siz yy son niumeros reales, y z es el numero complejo z+,
entonces al nimero complejo x — y1 se le denomina el conjugado de z, y se
denota Z = x — 1.

El nimero x es la parte real de z, y suele escribirse x = Re(z). Por otra
parte, el nimero y es la parte imaginaria de z, y se escribe Im(z).

Ejemplo 2.
1. Siz =3+ 52, entonces Z=3 — 51, Re(z) =3,y Im(z) =5
2. Siz=8— 13, entonces Z =8 + 131, Re(z) =8, y Im(z) = —13.

La conjugacién por un nimero complejo, nos permite definir una funcién
C—valudada de variable compleja p : C — C como p(z) = Z.

Al identificar C con el plano euclidiano R? podemos interpretar esta fun-
cién como la reflexién con respecto al eje x. Mientras que Re(z) corresponde
a la proyeccion ortogonal de z con respecto al eje z y Im(z) corresponde a
la proyeccién ortogonal con respecto al eje y.

b1 z=a+bt

N/ Z=a-bt

Figura 1.3: Representacion geométrica del conjugado de un ntimero comple-
jo.

Teorema 2. Si z y w son numeros complejos, entonces:

1. z+w=Z+w.

2. Z-w=%Z-w.
3 Re(z):2+z
2
z—z
T -
4 Imiz) =

5. Siz esun numero complejo distinto de cero, entonces z-Z es un nimero
real y positivo
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Demostracion. Si z=a+ bty w = c+ di, entonces:

1.

2.

ZHtw=(a—W)+(c—di)=(a+c)— (b+dp=z+w.
Z-w=(a—W)+ (c—di) = (ac — bd) — (ad + bc)r = Z-w.

24+Z (a+b)+(a—b) 2a+00
5= 5 = = a = Re(z).
27 (a+b) — (a—In) :O+2blzabzlm(z).
2 2 2

z-Z=(a+b)(a—b) = (a®—b(=b)) + (a(—b) + ba)r = a® + b°.

Como a, b € R, entonces a®+b* > 0, y como alguno de ellos es distinto
de cero, entonces a® 4 b2 # 0. O

Como consecuencia del inciso 5 del teorema anterior, la raiz cuadrada de

z-Z esta bien definida, lo cual nos permite definir una funcién R— valudada
de variable compleja | | : C — R como |z| = v/2Z.

Definicion 3. Si z es un numero complejo, el mddulo de z, que denotaremos
|z|, se define como la raiz cuadrada no negativa de z-Z, esto es, |z| = Vz-Z

Ejemplo 3.

1.
2.

Si z = 8 — 151, entonces |z| = v/289 = 17.
Si z = —24 4 T, entonces |z| = V625 = 25.
Si z = —b — 121, entonces |z| = V169 = 13.

Si z =141, entonces |z| = v/2.

Figura 1.4: El médulo de un ntimero complejo.

Cuando z = x + 0z es un ntimero real, Z = z = z, asi z-Z = 22 > 0, por

lo que vz -z = Va? = |z|. Por tanto, el médulo de un niimero real coincide
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con su valor absoluto, y el médulo de un niimero complejo z = a+ b2 coincide
con la distancia que hay, en R?, del punto (a,b) al origen (0, 0).

Ademds se satisfacen las siguientes propiedades:

Proposicion 2. Si z y w son dos numeros complejos, entonces:

1.
2.

3.

4.
.

2| = ]
|2w] = [2] - [w].

St w # 0, entonces ‘i‘ = u
wl - |wl

|Re(2)] < |]

|2+ w| < |z] + |wl.

Demostracion. Si z 'y w son dos niimeros complejos, entonces:

1.

Como z = Z, entonces 2z = z z, de donde
|zl =Vzz=Vzz=]z|
lzw| = Vew - zw = /(2Z)(ww) = V2ZVww = |2] - |w.

Si w # 0, entonces |w| # 0, como consecuencia del inciso anterior
bastard mostrar que |w™!| = 1/|w|. Como ww = |w|?, y w # 0 tenemos
que

ww 1 dedonde w™!'= .
|w|? |wl|?
Por tanto - -
|’U}_1| = ‘—w = —|w| = i
w2 w]? [wl

Si z = x+11, entonces © = Re(z), pero |x| = Va2, y como 2?2 < 22 +42,
se sigue que |z| < /22 +y? = |z|.

Para demostrar que |z + w| < |z| + |w|, notamos que 2w = Zw, de
donde, 2w + zZw = 2Re(z). Por tanto

|2+ w]? (2 +w)(z+w

2Z + 2w + Zw + ww
|22 + 2Re(zw) + |w|?
2% + 2|2 - |w] + [w]?
(1] + [w])®

Al
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extrayendo raiz cuadrada a ambos miembros se obtiene el resultado
deseado. O

Como consecuencia de esta proposicion tenemos que, si z # 0, entonces

1 zZ
2T = .
|22
Proposicién 3 (La desigualdad de Schwarz). Sizi,...,2z, ywi,...,wy

son numeros complejos, entonces
n
T - |2 |2
szwj < Z A Z |wj”.
=1

n n n
Demostracion. Si A = Z |zj|%, B = Z lw;|>y C = sz@j, entonces B >
j=1 j=1 j=1
0, si B =0, entonces w; = 0 para j =1,...,n, asi C = 0.
Supongamos entonces que B # 0, en particular B > 0y

n n

Z ’BZJ' — ij’2 = Z(BZJ — C'UJj)(ij — 6@j

j:1 J_l n n n n
= B?) |3~ BCY zmw; - BCY Zjw; +|C*_ |wj|?
j=1 j=1 j=1 j=1

= BA- B|C]?
= B(AB-|CP)

n
Como cada término de la expresion Z |Bz; — ij\Q es no negativo, tenemos
j=1
que B(AB — |C|?) > 0, y como B > 0, entonces AB — |C|?> > 0, como
esperabamos demostrar. O

Completez del campo C. De manera similar a como se hace en R, podemos
decir que una sucesién en C es una funcién s : N — C. Sin € N, a su imagen
bajo s la denotamos como s(n) = s,. También usamos la notacién {s, } para
una sucesién en C.

Usando el moédulo de los nimeros complejos s,, podemos definir los
conceptos de sucesién de Cauchy y de limite de una sucesiéon en C
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Definicién 4. Se dice que la sucesion de nimeros complejos {s,} es una
sucesion de Cauchy si dado €, un niumero real positivo, existe N € N tal que
[$n — sn| < € siempre que n,m > N.

Se dice que un nimero complejo s es el limite de la sucesion {s,} si para
cada numero € real positivo, existe un entero positivo N tal que |s, — s| < €
sitempre que n > N.

Si la sucesion {sp} tiene un limite en C diremos que la sucesion es
convergente.

Si {s,} es una sucesién en C, y escribimos cada s, = a, + b2 con
an, b, € R, tenemos las sucesiones {a,} vy {b,} en R. Reciprocamente, si
tenemos dos sucesiones {a,} y {b,} en R, y definimos s,, = a,, + by, entonces
{sn} es una sucesién en C.

Proposicién 4. Sea {s,} una sucesion de nimeros complejos, con s, =
an + bpt. Entonces:

1. La sucesion {s,} es de Cauchy si y sdlo si las sucesiones {an} y {bn}
son de Cauchy en R.

2. La sucesion {z,} converge a s = a+b en C si y solo si {a,} converge
aay{b,} converge a b en R.

Demostracion. 1. Sea {s,}, con s, = ay + by, una sucesién de Cauchy en
C.

Como |Re(w)| < |w| y Im(w) = Re(—w), de donde |[Im(w)| < |w|, para
cada numero complejo w.

Dado & un nimero real positivo, como {s,} es una sucesién de Cauchy,
existe un entero positivo tal que |s, — s, < € siempre que n,m > N, de
donde :

lan, — am| = |Re(sn — $m)| < |sn — sm| < &

|bn, — b | = [Im(sn, — Sm)| < |0 — sm| < €

siempre que n,m > N.

Reciprocamente, Dado € un ntimero real positivo, como las sucesiones
{an} v {bn} son de Cauchy en R existe un entero positivo N tal que
lan, —am| < e/2y |bn, — bm| < €/2 siempre que n,m > N.

Como consecuencia de la desigualdad del tridngulo tenemos:

ISn = Sm| = [(an — am) + (b — b )2| < lan — am| + |bp — bin| < €
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siempre que n,m > N. Es decir, {s,} es una sucesién de Cauchy en C.

2. Supongamos que la sucesién {s,} converge a s en C, con s,, = a,+bp1
y § = a + bi. Dado un niimero real positivo ¢, existe un entero positivo N
tal que |s, — s| < e, de donde:

(s5p —8) + (s — 8) |55 — 5] |55, — s |5y, — s
—qaql = < =2

[n = a 2 STy T 7 =
y

(s —8) — (s — 8) |sn — 8| [sn — s |sn, — s
b, — bl = < =2
(b = bl % =T T 7 <&
sin> N.

Finalmente, si {a,} y {b,} son sucesiones en R que convergen a los
valores a y b respectivamente, dado un nimero real positivo ¢, existe un
entero positivo N tal que |ap, —a|] < €/2 y |b, —b] < e/2sin > N. Si
Sp = Qp + byt y s = a + b, entonces:

|50 — 5]

= [(an +bnt) — (a+ b2)| = |(an — a) + (bp — b)¢|
< ap—al—|bp—0b <&

siempre que n > N.
Por lo que, la sucesién {s,} convege a s. O

Como R es un campo completo, toda sucesion de Cauchy en R converge
en R. Asi, las partes real e imaginaria de una sucesién de Cauchy {s,} en
C convergen en R a dos niimeros, digamos a y b, tenemos entonces que la
sucesion de Cauchy {s,} converge al nimero complejo s = a + bu.

Concluimos de aqui que C es un campo completo.

Definicion 5. Si z es un nimero complejo distinto de cero, el argumento,
o amplitud, de z, que denotaremos arg(z), se define como el dngulo 6 que
hay del eje real positivo al vector determinado por el punto z, véase la figura
(1.5) y solemos escribirlo como:

arg(z) = 6.
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Figura 1.5: El argumento de un nimero complejo.

El adngulo se considera positivo si se mide en sentido contrario a las
manecillas del reloj (levogiro), y negativo en el caso contrario (dextrogiro).

Al nimero complejo z = 0 no le asignamos argumento. El argumento
queda definido salvo multiplos enteros de 27, y podemos terminar con esta
ambigiiedad si determinamos una “rama’para el argumento, se suele con-
siderar 0 < 0 < 27 o0 bien —7 < # < w. Aunque puede considerarse cualquier
intervalo semiabierto de longitud 2.

Ahora, si z # 0y z = a+ bt y consideramos el tridngulo cuyos lados son
los vectores determinados por a, b y z tenemos que:

cos(f) = %, lo cual implica que a = |z|cos()
y
b
sin(f) = Bk de donde b = |z|sin(0).

Consecuentemente z = a + bt = |z| cos(6) + |z| sin(0): = |z|(cos(0) + sin(f)z)
y, si a # 0, entonces tan(f) = o

Restringiendo el dominio de la funcién tangente a un intervalo donde sea

biyectiva tenemos:
b
0 = arctan <—> ,
a

o bien, si a = 0 entonces § = w/2 + k7 con k entero.

En esta parte, cabe notar que la funcién arctan esta bien definida salvo
multiplos enteros de m, no de 27, como es el caso de la funcién argumento.
El problema radica en que los vectores determinados por z y —z tienen el

. p . . b —b p
mismo moédulo y direcciones opuestas, por lo que © = =, notamos asi que

arg(z) y arg(—z) difieren por un multiplo impar de 7.
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El niimero complejo cos(#) + sin(f)z suele abreviarse como e, o bien
exp(10), esto es,

e .= cos() + sin(f)s

Representar un ntimero complejo z en términos de su médulo y su ar-
gumento, nos permite dar una interpretacién geométrica al producto, esto
es:

Proposiciéon 5. El mdédulo de un producto es el producto de los modulos y
el argumento de un producto es la suma de los argumentos de los factores.

Ya que el argumento no es una funcién, debemos entender esta proposi-
ci6n de la siguiente manera, si 61 y 02 son valores admisibles para arg(z1) y
arg(zy), entonces 6 = 01 + 6, es un valor admisible para arg(z; - z2). Véase
la figura (1.6).

Demostracion. Si zy = ri(cosf; + 1sinfy) y zo = r2(cos by + 1sinfy), por
trigonometria elemental tenemos que:

z1+-2z2 = [ri(cosfy +sinfy)] - [ra(cosfs + 2sin 6)]
= rira[(cosf; - cosfy — sin b - sin Oy)
+(cos 6y - sin By + sin 0y - cos 6 )1]
= rirafcos(6r + 62) + sin(6; + 62)1]

esto es, arg(z122) = arg z1 + arg zs. O

Figura 1.6: El producto de dos nimeros complejos.

Como consecuencia de este resultado tenemos que, si z es un numero
complejo distinto de cero, entonces:

1
2|

|27 = y argz~! = —arg(2).
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También podemos analizar el producto de niimeros complejos de la si-
guiente manera: Sea w € C un nimero complejo fijo, y definamos la apli-
cacién 1y, : C — C como 1), (z) = wz; la multiplicacién por w. Ademsds, la
transformacién 1, es R—lineal, pues:

Yu(21 + Az2) = w(z1 + Az2) = w21 + Awzy = Yy(21) + My (22),

para cada A € R, 21,29 € C.

Al identificar C con R? tenemos que v, es la aplicacién que simplemente
gira al vector z un angulo igual al argumento de w, y modifica la longitud
del vector z por el factor |w|. Véase (1.7).

l//W(z)Zw- z

Figura 1.7: La transformacion R—lineal ),

Siw=a+byz=x+ y1, tenemos:

C Y, C z=z+y — wz=(ax—by)+ (ay + bx)
ol Y l !
R2 HoYworTl o (2,9) — (ax — by, bz + ay)

Como toda transformacién lineal del plano puede representarse por una
matriz, tenemos que la matriz de 1, es:

(i)
w()=0 ) () =)

Definicién 6. Si z # 0 es un nimero complejo, sir = |z| y 0 = arg(z),
entonces z = r(cos(f) +1sin(f)) = re??. A esta representacion del mimero
complejo z # 0, se le denomina la forma polar del nimero complejo z.

es decir:



1.1. EL ALGEBRA DE LOS NUMEROS COMPLEJOS 23
Ejemplo 4.

1. Si zyp = 1+1, entonces |z0] = VIZ+12 = 2 y arg(zg) = 7/4,
por lo que, la forma polar del niimero complejo zy estd dada como

z0 = V2e'7
2. Siz =1-—1, entonces |z| = /124 (=1)2 = V2 y arg(z1) = 7r/4,

por lo que, la forma polar del niimero complejo z; estd dada como

z1 = \/Ee’%r.
3. Sizg = —1—1, entonces |z3] = /(=1)2+ (=1)2 = /2 y arg(z2) =

5m/4, por lo que, la forma polar del nimero complejo zo estd dada
como zp = \/56’%.

La férmula para el producto de dos niimeros complejos en forma polar
es muy util para calcular las potencias z” con n > 0 de un ntimero complejo
distinto de cero, ya que, si z = re*, utilizando induccién sobre n podemos
ver facilmente que |2"| = r" y arg(z") = n#, de donde

SN — Tneme

1 n zn@s

Por otra parte, como 2z~ = r~le=" tenemos que la férmula 2" = r"e
cumple para cada nimero entero n. Esta férmula se conoce como la formula
de D’Mozivre.

Siw € C, utilizando la férmula de D’Moivre podemos resolver la ecuacién

€

2" =w.

Siw=re? yz=pe¥, como consecuencia de la férmula de D’Moivre
tenemos que 2" = p"e”¥, de donde p" = r = |w| y np = 0 + 27k, para
algin entero k, de donde:

2= r [cos <¥> + 2sin (HT%FI{:)}

Es decir, todo nimero complejo distinto de cero tiene exactamente n
raices n—ésimas complejas, dichas raices tienen el mismo médulo, y sus
argumentos se encuentran igualmente espaciados.

Geometricamente, las raices n—ésimas de un nimero complejo, distinto
de cero, son los vértices de un poligono regular de n lados.

Ejemplo 5.
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Las cinco soluciones z; con k = 0,1, 2, 3,4, de la ecuaciéon z"™ = 1 son:

27k 2k
Z, = COS <%> + 2sin (%) , k=0,1,2,3,4.

Asi, las raices quintas de la unidad son:

zZ0 = 1;
b ex <Z2_7T>_< 1 )+ Vo+2V5 )
! "5 1+5 1+v5 "

C e (Y 2L (3B [ 5=V
2 = U )T T 2\ T2 |
z3 = ex 24—7T _ ! 3+ V5 (L 5 V5 1
37 P )T o T 2 2 Y

24

27r> ( 1 > V5 +2v5
= — 1.

1+/5 1+/5

Como podemos apreciar en la figura (1.8), las raices quintas de la unidad
corresponden a los vértices de un pentiagono regular, con centro en el origen,

el cual tiene uno de sus vértices ubicado en el punto 1. Ademads, z4 =Z1 y
23 = Z9.

Il

@

"

S
—

|

Z

Z3.

Figura 1.8: Las raices quintas de la unidad

En general, las raices n—ésimas de la unidad, esto es, las soluciones de
la ecuacién z™ = 1 estan dadas como:

¢ = cos <2_7r> + 2sin (2_7r>
n n

Si ¢ es una raiz distinta de uno, esto es, ( # 1 todas las raices pueden
expresarse como 1,¢,¢2,...,¢" !, y como ¢ # 1 es solucién de la ecuacién:

0=2"—1=(z-1DE" T +2"2+.. . +224+2+1),
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tenemos que ( es solucion de la ecuacién ciclotémicas:
Al 44 1=0.

En la geometria analitica clésica la ecuaciéon de un lugar geométrico se
expresa como una relacion entre las variables x y ¢, tomando en cuenta que,
al identificar R? con C tenemos = = %z vy = %, entonces podemos
expresar un lugar geométrico en términos de las coordenadas z y Z. Asi,
podemos pensar a una ecuacién en variable compleja como una ecuacién, o
sistema de ecuaciones, en dos variables reales.

Por ejemplo, sabemos que una circunferencia con centro en un punto
20 = (x0,y0) y radio 7 > 0 es el lugar geométrico de los puntos z = (x,y)
que equidistan la distancia r del punto zg, esto es, |z — zp| = 7.

Una linea recta £ en C puede darse en su forma paramétrica por medio
de la ecuacion z = a + tb, donde a y b son nimeros complejos, b # 0 y ¢ es

un parametro real, es decir:

L={z€C|z=a+1tb, con teR}

Como z € L si, y s6lo si existe t € R tal que z = a+tb, equivalentemente,

z—a
€ R.
b

z
Esto es, z € L si, y sélo si Im (

t=
—a

b

> = 0. De donde,

c:{zeC|1m<Z;“):()}.

Dos ecuaciones z = a + tb y z = a’ + tb’ representan lineas paralelas si
b’ es multiplo real de b, y representan la misma linea si, y sélo si, a —a’ y V/
son multiplos reales de b. La direccion de esta linea queda determinada por
arg(b). El dngulo entre las lineas 2 = a +tb y z = a’ + tb’ estd dado como
arg(b/b'); nétese que este dngulo sélo depende del orden en que se dan las
lineas. Dos lineas son ortogonales si /b’ tiene parte real cero.

1.2. El plano extendido.

Algunas veces sera necesario estudiar el comportamiento de una funcién
de variable compleja cuando |z| crezca arbitrariamente, por lo cual resulta
conveniente agregar al plano complejo un punto ideal, llamado el punto al in-
finito, que denotamos co. Asi, el plano extendido es CU{co} = C4,. También
introduciremos una funcién distancia en C, par discutir las propiedades de
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continuidad, y aquellas nuevas propiedades se relacionen con el concepto de
limite, y que tenga una funcién en el punto al infinito.

Un modelo que representa el plano extendido lo constituye la esfera uni-
taria S? en R3, esto es:

% = {(z1,29,23) € R:};"Ij‘% +x% _|_x§ =1}

Si N = (0,0, 1), podemos identificar S>\ { N} con R? donde identificamos
R? con el plano IT = {(z1,ws,0); z1, 22 € R?}, y el punto N con el punto al
infinito.

Para esto, emplearemos la proyeccién estereografica, ¢ : S? — Cg, la
cual estd dada como sigue: p(N) = oo. Si u € S*\ {N} consideremos la
linea £, que une el punto N con el punto u. Esta recta intersecta al plano
IT en un punto, el cual denotamos (u), esto es, p(u) = £, NII, como se
muestra en la Figura (1.9). Claramente ¢(u) = ¢(v) si, y sélo si u = v, es
decir, ¢ es inyectiva.

@ (u)

Figura 1.9: La proyeccion estereografica.

Ademas, ¢ es sobre, esto es, si z € II, consideramos la recta ¢ que pasa
por los puntos N y z, dicha recta corta exactamente en un punto u € S?, en
particular ¢(u) = z.

Para obtener el valor que ¢ y ¢~ ! toman en un punto procederemos
de la siguiente forma. Sea z = x + y1, identificamos z € C con el punto
z = (z,y,0) € R? sea u = (1,22, 73) el punto correspondiente en S2. La
linea que pasa por z y N esta dada por {tN + (1 — t)z;t € R} esto es,
(1= ), (1 =ty 1)t € RY.

Un punto de la forma ((1 —t)z, (1 — t)y,t) esta en S? si:

I=(1-t)222 + (1 -t +12 =1 —t)?|2]* + 12
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2> 1
|z|2 + 1

S0_1(2):< 2 2 VP—1>::Q2+E —uz—avpﬁ_1>

EEES NS UEEES! P EI RN P R P
(1.1

De donde t = , de aqui se sigue que:

Por otra parte, si u = (1, z2,23) € S*\ {N}, y queremos encontrar las

coordenadas del punto correspondiente z, simplemente tomamos t = 1 ,
y tenemos
T+ 1x2

ey (1.2)

SO(xl, L2, .%'3) =

Esto es, hay una correspondencia uno a uno entre los puntos de la esfera
y el plano complejo extendido.

Podemos notar ademas que, bajo la proyeccion estereografica, los puntos
del ecuador corresponden a la circunferencia unitaria con centro en el origen,
el hemisferio sur corresponde a los puntos en el interior de la circunferencia,
y el hemisferio norte a los puntos en el exterior de la circunferencia. En par-
ticular, la reflexién en el circulo unitario corresponde a reflejar con respecto
al plano que pasa por el ecuador.

A continuacién enumeramos algunas propiedades de la proyeccion es-
tereografica:

Teorema 3. Bajo la proyeccion estereogrdfica las circunferencias en la es-
fera se proyectan en lineas rectas o circunferencias en el plano, y viceversa.

Ilustramos este hecho en la Figura (1.10).

Demostracion. Una circunferencia en la esfera estd dada como la intersecion
de la esfera z7 + z3 + 23 = 1 con un plano:

Az + Bxo+ Cxz3 =D, donde A%+ B*>4D(D - C). (1.3)

Si (&,m,¢) es un punto en esta interseccién del plano y la esfera, el punto
(1, x2,0) que le corresponderd debera satisfacer la ecuacién:

(C — D)(2? +x3) + Axy + Bag =D, x3=0 (1.4)

Esta ecuacién corresponde a una circunferencia en el plano x3 = 0 si
C # D, y a una linea recta si C = D.
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Figura 1.10: Comportamiento de circunferencias bajo .

Podemos notar que, si C = D entonces, la circunferencia original pasa
por el punto N = (0,0, 1).

Reciprocamente, si iniciamos con la ecuacién (1.4), con A% + B% >
4D(D — C), tenemos una circunferencia en el plano x3 = 0 cuando C' # D,
y una linea recta si C' = D.

Usando las ecuacién (1.2), podemos ver que los puntos sobre la esfera que
estan en la imagen inversa bajo ¢ de la circunferencia, o recta, cuya ecuacién
estd dada por(1.4) también estan en el plano Ax; + Bxo + Cx3 = D. O

Teorema 4. La proyeccion estereogrdfica preserva dngulos.

Es decir, si dos curvas se intersectan en el plano x3 = 0, y sus tangentes
en el punto de interseccién forman un angulo «, entonces las tangentes de
las imédgenes de dichas curvas bajo la estereogréfica en la imagen del punto
de intersecciéon formaran nuevamente un angulo a.

Ya que, lo importante es ver que se preservan que forman las tangentes
a las curvas, y con el fin de simplificar la demostracién, solo verificaremos
que el teorema se cumple en el caso de lineas rectas.

Demostracion. Supongamos que tenemos dos lineas rectas en el plano x3 = 0
que pasan por el punto zg. Como vimos en el teorema anterior, estas lineas se
transforman en dos circunferencias sobre la esfera que pasan por los puntos
Ny ¢ 1 (p) = (&,1m0,C0), ¥ estas circunferencias forman el mismo angulo,
una con respecto a la otra, en sus dos intersecciones.

Si las rectas tienen ecuaciones

ayry +agre +a3 = 0, x3=0
bix1 +boxao+b3 = 0, 23=0
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Figura 1.11: ¢ preserva angulos.

y sus imégenes inversas bajo la proyeccion estereografica se encuentran, re-
spectivamente, en los planos:

a1x1 + agwe + asz(l — x3) 0,
bix1 + boxo + b3(1 — 1‘3) = 0,

Las tangentes a las circunferencias el el polo norte son las intersecciones
de los planos con el plano 3 = 0, esto es, sus ecuaciones estan dadas como:

a1 +asxe = 0, x3=1
bix1 +boxre = 0, z3=1

Y, ya que estas rectas estdan en un plano, a saber el z3 = 1, es claro que
el angulo entre estas dos rectas es el mismo que el dngulo entre las rectas
dadas en (1.5). O

Teorema 5. La razén entre elementos de linea correspondientes entre el
plano y la esfera es una funcion que depende sdlo de la posicion, es decir,
si 21,72 € C, el segmento z129 y el arco p~'(z1), 0" (22) sobre la esfera
satisfacen la siguietne relacion.

. U(Zy,Zy) 2
lim = ,
z9—21 |21 — 23] 1+ |21’2

(1.6)

donde ((Z1,Z3) denota la longitud de arco entre los puntos Z1 y Za con
0(Z1) = 21 y o(Z2) = 2.
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Demostracion. Si C denota el segmento de recta en el plano z3 = 0 dado,
en términos de longitud de arco s, por C' : z = z(s), con 0 < s < L, y si
I = Y0).

Entonces la longitud de arco de I' estd dada por:

Lo L |dz(s

Obsérvese que, podemos reemplazar ((Z1,Z3) por d(Z1,Zs3), pues la
razon entre la longitud de arco y su cuerda, esta tiende a 1 cuando zo — 2.

Definamos d(Z1, Z2) = x(z1, 22).

Esta expresiéon determina una funcién distancia, la cual se denomina la
distancia cordal entre z; y zo. Luego entonces

2|z — 2|
VI + )1+ [P
2

V14 |z]?

Esta dltima expresién implica el resultado buscado.

si 2,2 e€C

!/

X(z7z ) =

si 2/ =00,z # 0

Asi, para obtener la distancia cordal, consideremos el plano que pasa
por los puntos (0,0, 1), z1 = (z1,91,0) y 22 = (22, y2,0). Este plano también
contendrd los puntos Z1 = ¢~ 1(z1), Zo = ¢~ (22), el segmento de recta que
los une, y el arco de circunferencia de Z; a Zs.

En 1.12, la circunferencia es la intesecién del plano que pasa por N, z1 y
29 con la esfera S2.

Figura 1.12: Relacién entre la distancia en la esfera y la distancia euclidiana.
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Si o = £Z1N Z5, entonces

d(Z1,7Z2) sina

f(Zl,ZQ) N [0 ’

este cociente tiende a 1 cuando 29 tiende a 21, por lo cual, podemos reem-
plazar ¢(Zy, Z3) por d(Zy, Zs).

Ademds, d(N,z1) = /14 |z1|2, d(N,z2) = \/1+|22/?, d(N,Z;) =

1 1

v dN,Z
\/1+|Z1|2

,Zy) = ———, donde las dos ultimas relaciones se
1+ |2’2‘2

deducen de las primeras dos, ya que:

d(N, Z) 1-& 1

d(N,z) 1 — 14]z?

De la relacion

d(N, Zl) . d(N, 2’1) = d(N, ZQ) . d(N, 22)

concluimos que los tridngulos NZsZ; y Nzjz9 son semejantes. De aqui se
sigue que:

d(Zy,23)  d(N,Z>)

d(zl, ZQ) d(N, Zl) '

Esto es,

d(N, Zy) - d(z1,22) _ 2|z — 2|

W2 ="y A

O

Al agregar el simbolo co a los complejos, también podemos definir las
operaciones de suma y producto con el punto co por medio de las siguientes
reglas:

1. Siz e C, entonces z 4+ 0o = c.
2. Siz # 0, entonces z - 0o = 0.
3. 00+ 00 = 00.

4. ©00-00 = 00.

5. Siz € C, entonces S
00
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Lo cual, podemos pensar como una consecuencia de las propiedades de los
limites en C. Sin embargo, aun tenemos problemas con algunas expresiones,
como oo/00, 0+ 00y 0o — 00, las cuales alin no estan definidas.

Para tratar apropiadamente con estos términos, intorducimos los con-
ceptos de limite en infinito, y al infinito apropiados:

Definicién 7. Sea {z,,} una sucesion de nimeros complejos, y f : Coo —
Co una funcion.

1. Diremos que la sucesion {z,} tiende a oo cuando: Para cada R > 0,
exista N € N tal que, si N < n entonces |z,| > R.

2. El limite cuando z tiende a oo de la funcion f(z) existe, y es igual a
un numero complejo zy, cuando: Para cada € > 0, exista una R > 0
tal que, si |z| > R entonces |f(z) — 20| < €.

Si dicho limite existe lo denotaremos lim f(z) = zp
Z— 00
3. El limite cuando z tiende a zo de la funcion f(z) existe, y es igual a
00, cuando: Para cada R > 0, exista una § > 0 tal que, si |z — zo| < ¢
entonces |f(z)| > R.

Si dicho limite existe lo denotaremos lim f(z) = oo
z—20
4. El limite cuando z tiende a oo de la funcion f(z) existe, y es igual a
oo si: Para cada N > 0, exista una R > 0 tal que, si |z| > R entonces

[f(z) > N.

Si dicho limite existe lo denotaremos lim f(z) = oo
Z— 00
Por ejemplo, si a, b, ¢, d € C son tales que ad —bc # 0, entonces la funcion
t:C\ {{—d/c} — C definida como t(z) = Z£b  es continua, y su imagen es

cz+d’
CA\ {2}

) az+b bd — ad
Podemos notar que lim = y
z——djfccz+d ¢ lim cz+d

z——d/c

= o0, mientras que

.

az+b b a + bw a .

im = lim = lim = —, por lo que t se extiende a
z—o0 cz +d w—0 = +d w—0 ¢ + dw c
una funcién T': Co, — C definida por T'(z) =
continua.

az+b
cz+d?

la cual es biyectiva, y

Basandonos nuevamente en la proyeccion estereografica, de acuerdo con
esta definicién, un punto esta cerca del punto oo cuando este fuera de un
circulo arbitrariamente grande.
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Basados en esto, podemos ver que, si {z,} es una sucesién de nimeros
complejos, entonces:

1. zp — 20 si, y sblo si, doo(zn, 20) — 0.

2.z, — o0 si, y s6lo si, doo(2p,0) — 0.

Con respecto a la métrica do, €l plano complejo extendido C, resulta
ser un espacio métrico completo, esta es una propiedad que se hereda del
hecho que R" es un espacio métrico completo para cada entero positivo n.

Ademsds es un espacio totalmente acotado, esto es, para cada € > 0 existe
un conjunto finito de puntos {p1,...,p,} tal que las e—vecindades de estos
puntos cubren la esfera, esto es,

n
U B(pg,e) = C, donde B(pg,e) = {2z € Co : doo(2,pr) < €}.
k=1
El plano complejo extendido también se denomina la esfera de Riemann.

1.3. Ejercicios

1. Una n—ésima raiz primitiva de la unidad es un numero complejo ¢
tal que 1,¢,¢2,...,¢" ! son las n raices n—ésimas de la unidad. De-
muestre que si ¢ y b son primitivas de ordenes n y m de la unidad,
entonces ab es una raiz primitiva de la unidad para algtin orden k,

2. Si ¢ # 1 es una raiz n—ésima de la unidad, evalue la siguiente expre-
sion:
14+2¢+3¢%4...+n¢" !

3. Utilice la ecuacién binomial (a + b)" = Z <Z> a™ *b* | y 1a férmula
—

0
de D’Moivre para demostrar que

cosnb = cos" 0 — <Z> cos” 2gin? 6 + (Z) cos" 4 Psin*0 — ...
y que

sinnf = <71l> cos” 1 fsinfh — (7‘;) cos" 3sin® 0+ . ...
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Demuestre que la funcién ¢ : R — S! dada por ¢(t) = e es un

homomorfismo del grupo aditivo de los nimeros reales en el grupo
multiplicativo St = {z € C; |z| = 1}.

Diga que subconjuntos de S? corresponden, respectivamente a los ejes
real e imaginario al identificar el plano extendido con S2.

Muestre que, bajo la proyeccién estereografica, lineas en C correspon-
den a circulos que pasan por N.

Siag,-..,a, € C, con ag # 0, demuestre que la suma y el producto de
las raices de agz™ + a12" ' + ...+ a, = 0 son —ai/ag y (—1)"an/ao
respectivamente.

Si ag,...,a, € R, con ag # 0, y si aes una raiz de apz" + a;2" ! +
...+ a, =0, demuestre que @ también es una raiz.

Si m es un entero positivo, n > 2, demueste que:

2m 4m T
a) cos— + cos— +cos — + ...+ cos
n n n n

. 27 Y . 6w . 2(n
b) sin— 4 sin — +sin — + ... +sin
n n n n

Para cada entero positivo m > 2, demuestre que se cumple la siguietne
. . .o, 2, 3w . (m—=1)m m
identidad: sin — - sin — - sin — - - - sin ( ) = T

m m m m 2m=




Capitulo 2

Teoria de funciones
C-diferenciables

2.1. Introduccion.

El concepto de funcién de variable compleja representa un caso particular
del concepto matematico de funcién, esto es, si U es un subconjunto de
C, a cada punto z € C se le asocia exactamente un ntmero complejo w.
Abreviando, f : U — C es la funcién que a cada nimero z € U le asocia el
valor w = f(z).

Por ejemplo, dado un entero positivo n, tenemos la funciéon f : C — C
dada por f(z) = z". Otro ejemplo es la funcién g : C — C que asocia a cada
numero complejo z su conjugado z, esto es, g(z) = Z. También tenemos la
funcién Re : C — C que asocia a cada nimero complejo z € C su parte real,
esto es, Re(z) = (z+7%)/2. Y la funcién que asocia a cada nimero complejo
su médulo, esto es, | |: C — C dada como |z| = v/2Z, entre otros ejemplos.

En el caso general, si z = x +y1 y w = u + v, decir que la funcién
w = f(z) estd definida en U, al identificar C con R? equivale a decir que en
cada punto de U de coordenadas (z,y) se le asocia una pareja de nimeros
reales u(z,y) v(z,y). En otras palabras, en U estan definidas dos funciones
realvaluadas u(z,y) y v(z,y). Por ejemplo, la funcién w = 22 equivale a
w = u(w,y) + v(z,y)1, donde u(x,y) = 22 — y* y v(x,y) = 2xy.

Por otra parte, también vimos que, si n > 2 es un entero positivo, y w es
un numero complejo distinto de cero, la ecuacién 2™ = w tiene exactamente
n soluciones. Como z = {/w si, y sblo si 2" = w, la raiz n—ésima de w no
define una funcién como en los casos anteriores, sin embargo, tenemos una
relacién multivaludada bien definida. Posteriormente veremos céomo cons-

35
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truir apropiedamente un dominio para que este tipo de relaciones sea una
funcién, por lo que a este tipo de relaciones las denominaremos funciones
multivaludas.

Los conceptos de limite y continuidad que induce R? en C, aunados a
la estructura de campo de C nos permitird definir el concepto de derivada
en el sentido complejo. Posteriormente, daremos el concepto de diferencial
en el sentido complejo, y los compararemos con los conceptos en el sen-
tido real. Introducimos también los conceptos de funciones holomorfas y
C-diferenciables, asi como el estudio de sus principales propiedades.

Definicion 8. Sea 2 C R™ un conjunto abierto no vacio, f : Q@ — C una
funcion, a € Q,1 < j < n. Se define la derivada parcial (0f/0x;)(a) de f
en el punto a, como el siguiente lmite, cuando este existe,

lim f(al, ey Q1,05 + h, Ajtls-- -y an) — f(al, RN an)
h—0,h£0 h

Denotaremos por C1(£2) al conjunto de funciones R"-valuadas definidas
sobre (2 tales que (0f/0z;)(a) exista para cadaa € 2y 1 < j <n,y es una
funcién continua. Para cada k € N,k > 2 se define inductivamente C*(Q)
como el conjunto de funciones para las cuales las derivadas parciales de todos
los ordenes menores o iguales a k existen y son continuas. Finalmente C*> es
el conjunto de funciones infinitamente diferenciables definidas sobre €2, esto
es, C®(Q) = N, CH(Q).

En este capitulo, cuando sea necesario, identificaremos C con R? por
medio de la aplicacién z = z + 1y — (z,y) , donde z,y € R?.

2.2. Funciones C-diferenciables y holomorfas.

A lo largo de la presente seccién 2 C C denotara un subconjunto abierto
no vacio.

Definicion 9. Dada una funcion f : 2 — C compleja valuada definida sobre
Q, ya €, diremos que [ es C-diferenciable en a si

o fath) - @

11m
h—0,h0 h

existe. Cuando este limite existe, lo denotaremos por f'(a), o bien (df /dz)(a),
y este limite se denomina la derivada de f en a.
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Diremos que f es C-diferenciable en 2 si, f es C-diferenciable en a, para
cada a € Q. En este caso, la funcién a — f’(a), que denotamos denotamos
f', se denomina la derivada de f.

En variable real, una funcién diferenciable es continua, esto también se
tiene en variable compleja, esto es:

Proposicion 6. Si f : Q@ — C es una funcion C-diferenciable en 2, entonces
f es continua en Q.

Demostracion. Dado a € €, tenemos:

£ (2) — f(a)

, ) | / .

lim z)—f(a)l = Um z—al = a Iim |z—al=0
zqa#alf( )—f(a) i |z—a| = | f'( )\Ha’ #al \
donde h = z — a. O

Ejemplo 6.

1. Las funciones constantes C-valuadas son C-diferenciables, esto es, si
A € Ces fijo, y f(z) = A para toda z € C dada a € C tenemos:

i JAFMZS@ g AA
h—0,h£0 h h—0,h£0 h

de donde f es C-diferenciable en a para cada a € Cy f'(a) = 0.

2. Dadan € C, la funcién f(z) = 2" es C-diferenciable para toda a € C,
pues

fla+h)—f(a) (a+h)™—a"

/ = 1/ =
fa) h—0.h£0 h h
— lm (@™ +na™ th+ ...+ h") —a®
T h=0,h#0 h
h(na™! + —n("Q_l)a"_Qh +... A

h

= na" '+ lim hO(a)=na""!
h—0,h£0
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3. Lafuncién que a cada z € C le asocia su conjugado no es C-diferenciable.
Si f(z) =Z,a€C,y h €R, h+# 0, entonces

limw:limm—h_a:h’mﬁzl
h—0 h h—0 h h—0 h ’
por otra parte
i 2FN 8 g BT, TRy
h—0 1h h—0 1h h—0 1h ’
por lo cual, el limite no puede existir, es decir, f(z) = Z no es C-

diferenciable.

A continuacién veremos como expresar el hecho de que f es C-diferenciable
en términos de las variables reales x, y, asi como de las funciones coordenadas
que determinan a f.

Proposicion 7. Si f : Q@ — C es una funcion complejo valuada definida
sobre Q), y f es C-diferenciable en a, con a € 2, entonces:

1. Euxisten las derivadas parciales g—f;(a) Y g—g(a).

2 @) =@ =10

Demostracién. Dado a = a+10 € Q, y h € R, h # 0, por definicién de f/(a)
y unicidad del limite, al identificar C con R? y f(z+y) con f(x,y) tenemos:

£(a) = lim flath)—fla) _ . flat+hpB)—fla,B) _9f

h—0 h h—0 h Oz

(a).

De manera similar tenemos:

' h) — ) h,B) — f(a, 10 o)
fa) = lim flat ZZ})l flo) _ Jim flats f})l flenh) _ ;a—‘g(a)—za—‘;(a)
U

Nétese que, una funcién f(z,y) de las variables reales x,y puede verse
formalmente como una funcién ¢(z,z), de las variables z y z, donde z =
x +w,zZ = x — 1wy, consecuentemente r = (z +2)/2 y y = (2 — 2)/(2).
Derivando formalmente 0z/0z = 0, 0z/0z = 1, 02/0z = 0, 0z/0z = 1.
Como consecuencia de la regla de la cadena en derivadas parciales podemos
definir la derivada parcial de la funcién f con respecto a las variables z y Z.
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Definicion 10. Sea f una funcion complejo valuada definida sobre un con-
junto abierto @ C C, y supdngase que f posee primeras derivadas parciales,
con respecto a las variables reales x,y, en el punto a, entonces

of 1 [/of of of 1 (of of
@ =3 (- Fw) L= (fLoriw).

Utilizando esta notacién, y como consecuencia de la proposicién anterior
tenemos:

Corolario 1. Si f es C-diferenciable en ), a € ), entonces:

of Of 1 _
= () = f'(a) =L () =0,

Recordamos que una funcién f : @ C R? — R? puede describirse en
términos de funciones coordenadas como f(z,y) = (u(x,y),v(x,y)), e iden-
tificando via p(z +w) = (x,y), tenemos f(z) = u(z) +w(z), basdndonos en
esto, podemos re-escribir el corolario anterior en términos de las funciones
coordenadas u y v como sigue:

Corolario 2. Si f es una funcion C-valuada, definida sobre en 2, a € Q,
y escribimos f = u + w, donde u,v : Q — R. Si f C-diferenciable en a,
entonces:

ou ov ou ov
%(G)—a—y(a) @(a)——%-

Como consecuencia de lo anterior, podemos dar la siguiente definicion.

Definicion 11. Sea f una funcion complejo valuada definida sobre 2 C C,
y escriba f = u+w, donde uw y v son funciones real valuadas definidas sobre
Q. Las siguientes ecuaciones son equivalentes por pares, y se denominan las
ecuaciones de Cauchy-Riemann:

; 9f_ _9f
" ox oy’
of
2. 55 = 0.
3 du Ov ou v

ox oy T oy ox
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of _of
4. a_x—a.

Por otra parte, dada una funcién f : Q C R? — R? con:

f(z,y) = (u(z,y),v(z,y)),

la matriz Jacobiana de f en a € (), se define como la matriz de derivadas
parciales

Df(CL‘, y) la = 5 5 )
oz (@) 5,(a)
la cual induce, de manera natural, una transformacién R-lineal entre T, ~
R2, el espacio tangente a  en el punto a, y Tr(a) ~ R, el espacio tangente a

R? en el punto f(a), a saber, la diferencial de f en a. Dicha transformacién
estd dada como sigue:

Df, :R?> - R?
Gu(a) Gu(a)
on(9)-( 50 2 (6)

En este contexto, las ecuaciones de Cauchy-Riemann admiten otra in-
terpretacion, para lo cual nos basamos en el siguiente resultado:

Lema 1. Una matriz A = (a;;) € Ma(R) representa la multiplicacion por
un numero complejo si, y sélo si, a11 = a9 Y a12 = a1.

Demostracion. Dado A = a + b € C fijo, al multiplicar z = x + wy por A
obtenemos:

Az = (a+b)(x +1wy) = (ax — by) + 1(ay + bz),
lo cual, identificando C con R? via z + 1wy +— (z,), es equivalente a:
a —b T ax — by

b a Y bx + ay

Reciprocamente, si
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a b T
=X (x4 w),
c d Y
con A = A1 + 2\, tenemos:
ax + by = Mx — Aoy cx +dy = Az + A

para toda z,y € R. Tomando = = 1; y = 0 obtenemos a = A\; = c¢. Por otra
parte, si z = 0; y = 1 entonces b = — A9 = d. O

Proposicién 8. Con la notacion anterior, (0f/0%Z)(z) = 0 si, y sdlo si la
aplicacion diferencial Df, : C — C es una transformacion C-lineal. En este
caso

Df(¢)=f'(a)-¢ paratoda (€C

Con lo antes demostrado, tenemos que las reglas formales de cédlculo di-
ferencial pueden extenderse a funciones diferenciables de una variable com-
pleja, podemos resumir estos resultados en la siguiente proposicion.

Proposiciéon 9. Sea Q un subconjunto abierto, no vacio. Si f y g son fun-
ciones C-diferenciables en Qy \ € C, entonces:

1. M\f + g es C-diferenciable, y (A\f +9) = A\f'+ ¢
2. f-g es C-diferenciable, y (f -g9) =f -9+ f 7.
3. Sig(z) #0 para toda z € S, entonces f/g es C-diferenciable y
<i>' _fryg—fd
g g?

Como consecuencia de estas férmulas tenemos que cualquier polinomio
en la variable z es una funciéon C—diferenciable. Adema&s una funcién racional
es C—diferenciable en cualquier abierto que no contenga los ceros del denom-
inador. En particular, las funciones

az+b

T(Z):m, C7é0

es una funcién C—diferenciable si z # —d/c.
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Proposicién 10 (La regla de la cadena). Si U,V C C son abiertos,
yf:U —C, g:V — C son C-diferenciables, y f(U) C V, entonces
go f:U — C también es C-diferenciable en U. Si a € U entonces

(g0 f)(a) =g'(f(a))- f'(a).

Demostracion. Sia € Uy elejimos un nimero positivo r tal que B(a,r) C U.
Bastara demostrar que, si {h,} es una sucesién de nimeros complejos no
nulos, tales que lim h, =0y |hy,| < r, entonces:

n—oo

o gt k) = 9(7(@)

n—o00 hn

existe y es igual a ¢'(f(a)) - f'(a).
Primer Caso. Supéngase que f(a) # f(a + h,) para cada n. Entonces
fla+ hy) — f(a) #0, de donde:

g9(f(a+hn)) = g(f(a)) g(f(a+h ) —9(f(a)  fla+ha)— fla)

hn, fla+hn) = f(a) hn,
Como f es C—diferenciable en a, entonces f es continua en a, de donde
hy,

limy, oo f(a+hy)— f(a) =0y h’m 9(fla+ h)) 9(f(a))
al producto de los limites lim g(f(a + ) = g(f( ) - lim flathn) = fla)
el cual, por definicién de derivada, es g’(f( )) f’( ).

Segundo Caso. Si f es constante en una vecindad de a, entonces f'(a) =
y go f también es constante en dicha vecindad de a, por lo que (go f)'(a)
0=g'(f(a))f'(a).

Supéngase que f(a+ h,) = f(a) para una infinidad de valores n, consid-
eremos las subsucesiones {k,} y {l,} de {hy} que satisfacen f(a+k,) # f(a)
y fla+1,) = f(a) para toda n. Como f es derivable:

f(a+kn)_f<a) f(a+ln)_f(a)_

existe y es igual

I

0

fla) =), b = In =0
En particular, lim 9(fathn)) - g(f(a)) = l{m 9(fla+nn)) —g(f(a))
n—00 h n—00 kn

y como consecuencia de lo visto en la primera parte,

o 9@+ ) = g(f(@)

n—o0 hn

=g (f(a))f'(a) = 0.
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Como consecuencia de la regla de la cadena tenemos el siguiente resul-
tado:

Corolario 3. S5i )y y Q9 son dos subconjuntos abiertos de C, f: Q) — C
y g : Qo — C son funciones continuas tales que f(21) C Qa2 y g(f(2)) =
z para cada z € Q. Si g es C—diferenciable y ¢'(z) # 0, entonces f es
C—diferenciable y
1
fl(z) = ———.
&= T
Demostracion. Sia € Q1 yh € C,estal que h # 0y a+h € Q1, en particular

9(f(a)) =ayg(f(a+h)) = a+h,lo cual implica que f(a+h) # f(a),y como
f es continua, entonces flLﬁ% fla+ h) — f(a) = 0. Por otra parte sabemos que

dz/dz = 1, luego entonces (g o f)'(a) existe y es igual a uno, pero como

(9o () = 1w WOE) ZI()
— lim g(fla+h)) — f(f(a)) ‘f(CH—h)—f(a)
h—0  f(a+h)— f(a) h
. fla+h)—fla) . |
tenemos que ]llli% Y existe, y f'(a) = m‘ 0

Proposicién 11 (El teorema de la funcién inversa). Siz € Q y f es
una funcion C-diferenciable, tal que f'(a) # 0, entonces existe una vecindad
U de a y una vecindad V de f(a) tal que Jlv + U — V es biyectiva, su
nversa fﬁ/l : V. = U es C-diferenciable en V, y su derivada estd dada por:

dfﬁ/l(w) 1
dw f|/U(z) ’
Demostracion. Como f'(a) # 0, al identificar C con R?, tenemos z = x + y,

y f = u + v, entonces el determinante de la matriz jacobiana real es no
nulo,

donde w = fjy(2).

ou ou ou ov
PG 3—y(a) 5@ —7-(a)
det(Df,) = det = det
ov ov ov ou
%(a) 8_y(a) %(a) %(a)
ou @

=[f"(a)* #0,

= 5@ @ =
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como consecuencia del teorema de la funcién inversa para funciones de va-
riable real, existen vecindades U de a y V de f(a) tales que Jiv:U—"Ves

biyectiva, por lo que existe fﬁ/l .V — U tal que f~1(f(2)) = 2 para cada
zeU.
Como coscuencia de la proposiciéon anterior, fﬁ/l es C—diferenciable y
-1
df 1% (w) 1
dw f |/U (Z) .

O

Dada un entero positivo n, sabemos que la funcién f : C — C dada
como f(z) = 2" es C—diferenciable, ademds f'(z) = nz"~! = 0, sélo cuando
z = 0.

De acuerdo con el teorema de la funcion inversa, exiten abiertos 21 y €29
contenidos en el plano complejo tales que fi, : 1 — Qg es biyectiva y la
funcién inversa de f, que denotaremos f~(w) = {/w si f(z) = w satisface:

Cdyw 1

d .4 _ 11,
T = =

(Vw)t™" = Lur

1
dw nz"1 n

Concluimos asi que la funcién raiz n—ésima de una funcién es C—diferen-
ciable si restringimos la funcién a un dominio en el cual esta sea univaluada.

Como consecuencia de esto, tenemos que, si p > 0 y ¢ son enteros, la
funcién f(z) = 21 s C diferenciable, si restringimos el convenientemente el
dominio de zpara que la funcién z — 21/¢ = /z sea univaluada, y aplicando
la regla de la cadena tenemos:

1)
dz a '

Proposicion 12. 5i Q2 C C es un subconjunto abierto, conexo, y f : Q@ — C
es una funcidn C-diferenciable en Q tal que f'(z) = 0 para toda z € €,
entonces f es una funcion constante en §2.

Demostracion. Si z,w € Q, queremos demostrar que f(z) = f(w). Como €
es conexo, podemos encontrar una curva v : [0,1] —  tal que v(0) = z y
7(1) = w. Como consecuencia de la regla de la cadena

YOO _ piope =0,

pues f’(s) = 0 para toda s € . Por otra parte, si f = u + w, con u y v
funciones real valuadas definidas en {2, entonces
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df(v(t) _ du(r(t))  dv(v(t))

dt dt dt
de donde
du(~(t)) _ 0 y dv(v(?))
dt e’

y como u oy son funciones real valuadas de variable real con derivadas cero,
de célculo elemental sabemos que, u oy y v oy son funciones constantes en
[0,1], esto es, u oy = ¢1, y vory = ¢z con c1,c2 € R. De donde f(z) =
(u+w)(z) =c1 +1c2 = (u+ w)(w) = f(w). O

Cabe notar que, en el capitulo anterior, definimos el plano complejo
extendido, asi como los conceptos de limite al infinito, y limite en el punto
al infinito, esto nos permite extender también el concepto de derivada de
una funcién el el punto al infinito.

Definicién 12. Una funcion f es C—diferenciable en z = oo si f(1/w) es
C—diferenciable en w = 0.

Las funciones racionales de la forma

donde el grado del polinomio P(z) no excede al grado del polinomio Q(z), nos
proporcionan ejemplos de funciones C—diferenciables en el punto al infinito,

como consecuencia de esto, tenemos que, las funciones fraccionales lineales

T(z) = 2 +2 con ¢ # 0 son C—diferenciables.
cz

Por otra parte, la funcién

es C— diferenciable salvo en 0 y co.

Proposicion 13. Sea f una funcion complejo valuada definida en Q. Supon-
ga que Of /0x, Of /Oy existen y son continuas en . Supdngase que ademds

?(2) = —z?(z) para cada punto z en
x y

entonces, f es C-diferenciable en €.
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Demostracion. Dado ( =&+ € C, &, € R escribamos f = uw + v, donde
u,v: Q=R Seaa=a+18€ Qa8 €R. Como du/dxy dv/dy existen y
son continuas, como consecuencia del teorema de Taylor tenemos que:

ula+¢) —ula) = ula+¢&,6+n) —u(a,f)
o 0
_ 8_Z(a,ﬁ)-g+8—;”(a,ﬁ)-n+el(£,n),

donde £1(£,7m)/(|¢] + |n]) — 0 si &, n — 0. Analogamente,

va+Q)—v@) = vla+&B+n) —v(af)
0 0
= 55 (@) &4 5 (e 8) n+er(En)

donde £3(&, 7)/(I¢] + [n]) — 0°si &, n — 0.
Luego entonces:

fla+ Q) = fla) = (utw)a+()—(utw)a)
= [u(a+ () —u(a)] +2fv(a + () - v(a)]

= o) gt G nr &)+
e ) €+ 50, 8) 0+ ealém)
= e+ o) n+elc)

donde (¢)/(|¢]) — 0. cuando ¢ — 0. Como Of/dy = 1(9f/0x), tenemos

fla+¢) = fla) _Of e(@) _of
¢—0,(#0 ¢ - Ox (@) +<—»5r,rcl¢o ¢ Oz (a).
Es decir, f es C-diferenciable en a. ]

Podemos resumir algunos de los resultados anteriores en el siguiente
teorema:

Teorema 6. (Cauchy-Riemann). Sea 2 un subconjunto abierto no vacio de
C, f una funcion complejo valuada definida en 2, y sea a € Q). Entonces f
es C-diferenciable en a si, y solamente si, f es diferenciable en el sentido
de variable real, y en a = (xo,yo) las funciones coordenadas w y v de f
satisfacen las ecuaciones de Cauchy-Riemann.
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Asi, st Ou/0x, Ou/dy, dv/Ox y dv/dy, son continuas en § y satisfacen
las ecuaciones de Cauchy-Riemann, entonces f es C-diferenciable en €.

Si f'(a) existe, entonces f'(a) = 0f /0x = —1df [Oy.

La hipdtesis de la continuidad en las derivadas parciales resulta ser su-
perflua, este hecho fue demostrado por Looman (1923) en Uber die Cauchy-
Riemannschen Differentialgleichungen, prueba que, desafortunadamente tenia
un error, el cual fue corregido por Menchoff (1936) en Les conditions de
monogénéité. Ya que la demostraciéon de este resultado es bastante técnica,
y puede verse en [?, §6, pg. 43-51], sin embargo, a continuacién enunciamos
la version fuerte de este resultado.

Teorema 7. (Looman-Menchoff). ea Q un subconjunto abierto no vacio de
C, y f una funcion complejo valuada y continua definida en 2. Supdngase
que las derivadas parciales Of /0x y Of /0y existen en cada punto de Q y sat-
isfacen las ecuaciones de Cauchy-Riemann Of/0x = —u(0f/0y). Entonces
f es C-diferenciable en €.

Ejemplo 7.

Sea f(z) = 2°/|z|* si 2 # 0y f(0) = 0. Nétese que h’ir(l)f(z)/z no
existe, por lo cual, f no es continua en 0, y consecuenterznente, f no es
C—diferenciable.

Si u y v denotan las partes real e imaginaria de la funciéon f respectiva-
mente, entonces u(x,0) =z, v(0,y) =y, y u(0,y) = v(z,0) = 0.

De aqui concluimos que las derivadas parciales de u y v existen y satis-
facen las ecuaciones de Cauchy-Riemann, pero f’(0) no existe. Esto significa
que no es posible eliminar la hipdtesis de continuad de la funcién f en el
teorema de Cauchy-Riemann.

2.3. Series de Potencias y funciones holomorfas

Las funciones C-diferenciables también se conocen como funciones holo-
morfas, analiticas, o bien, funciones regulares. Como veremos posterior-
mente, hay una forma alternativa de definir una funcion C—diferenciable,
esta se basa en la representacién local de una funcién en términos de una
serie de potencias convergente, las cuales denominaremos funciones holomor-
fas, y uno de nuestros objetivos es mostrar que toda funciéon C—diferenciable
es holomorfa y reciprocamente.
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Definicion 13. Sic, € C para cada entero no negativo n, diremos que la
o

serie E cn, converge a un numero complejo ¢ si, y solo si, para cada € > 0

n=0
m
existe un entero positivo N = N, tal que, sim > N entonces | E cn — ] <e.
n=0

Diremos que la serie Y ¢, converge absolutamente si »_ |cy,| converge.

Como consecuencia de la desigualdad del tridngulo, tenemos que, si una
serie converge absolutamente, entonces converge.

Definicion 14. Sea f una funcidon complejo valuada definida en ). Diremos
que f es holomorfa en Q si, para cada a € €1, existe una vecindad U de a,
U C Q, y una sucesion de nimeros complejos {c,} tal que, para cada z € U,

la serie
o0

Z cn(z—a)"

converge a f(z).

En la siguiente parte veremos que toda funciéon holomorfa es C-diferen-
ciable, para lo cual, demostraremos primeramente algunos lemas técnicos.

Proposicién 14 (El criterio M de Weierstrass). Sea Q un subconjunto
abierto no vacio del plano complejo, u, : @ — C una sucesion de funciones
definidas en €, y supongase que existe una sucesion de constantes reales
M, > 0 tales que:

1. up(z)| < M, para cada x € Q.

o0
2. ZM" converge.
n=0

Entonces E up(x) converge uniformemente en §Q.

n=1

Demostracion. Dada € > 0, como g M,, converge, entonces es de Cauchy,

n=0
por tanto existe N = N, € N tal que, Sl n,m > N y m > n, entonces

Z M. < €. Luego entonces, si s,,(z) = Z ug (z) entonces, para n,m > N

k=n+1
tenemos que
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m m m
5ne) = sm(@) = | 3 w@)] < D fwl@) < D My<e
k=n-+1 k=n-+1 k=n+1

se sigue de aqui que la serie s,(x) es de Cauchy, y por ende, converge. Para
cada z € Q existe ( = (, € C tal que s(z) = (, es decir, tenemos una funcién
s: X — C tal que

(o, ¢] o0 (e.)
s(z) —sn(@)] = | D w(@)| < D Ju(@)| < D My <e
k=n+1 k=n+1 k=n+1
para toda x € €, sin > N. O
© [ ——
Por ejemplo, Z 2" /n converge uniformemente en B(0,7)si 0 < r < 1,
k=n-+1

para ver esto, basta tomar M,, = r™/n y aplicar el criterio M de Weierstrass.

Lema 2 (El lema de Abel). Dada una sucesion {c,} de nimeros com-
plejos, existe R > 0 (R puede ser oo) tal que la serie

o
g 2"
n=1

converge si |z| < R, y diverge para |z| > R.

Ademds, la serie converge uniformemente sobre cada subconjunto com-
pacto de B(0, R) = {z € C;|z| < R}, la bola abierta con centro en el origen
y radio R.

Demostracion. Consideremos el niimero real R dado como sigue:

R =sup{r > 0;3Ip=p,>0n>0 |cn|r" < M}.

Si |z| > R, la sucesién |c,||z|™ no es acotada, luego entonces la serie
>~ ¢n2™ no puede ser convergente.

Sea K un subconjunto compacto de B(0, R), como R es un nimero real,
podemos elegir otro niimero p con 0 < p < R y tal que

K C B(0,p) ={z € C; |2 < p}.
Sea r € R tal que p < r < R, por definicién de R, existe M = M (r) > 0
tal que |c,|r™ < M para todan € N. Si z € K, tenemos que |z| < p <r, de
donde:
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n
len2™| < lenlp™ < M (B)
T

n
Como p < r, la serie Z <B> converge.
T

Aplicando el Criterio M de Wierstrass, se sigue que la serie g cnz"
converge uniformemente en K. [

Corolario 4. Sea ) un subconjunto abierto no vacio de C, y f una fun-
cion complejo valuada definida en 2. Si f es una funcion holomorfa en €,
entonces f es continua en 2.

Por ejemplo, si 2 = {z € C;|z|] < 1}, y K es un subconjutno compacto
de €, la funcién f definida por la serie

[e.e]
Z?’L

n=0
es holomorfa y continua en K.

Definicién 15. Dada una sucesion {c,} de nimeros complejos, el nimero
dado por R = sup{r € R;r > 0,3p/—p1(yerVn>olen|r™ < M}, de acuerdo
con el lema de Abel, se denomina el radio de convergencia de la serie »_, ¢ 2".

Desde luego, hay diversas formas de obtener el radio de convergencia de
una serie, dos métodos préacticos para calcular R son los criterios de la razén
y de la raiz, que recordamos acontinuacion:

Proposicién 15. Considere una serie de potencias ) cp2".

1. Criterio de la razon: Si

K |Cn|
11m
n—00 |cp 41

existe, entonces es igual a R, el radio de convergencia de la serie.

2. Criterio de la raiz: Si p= lim 1/|c,| existe, entonces R = 1/p es el
n—oo
radio de convergencia de la serie. Si p =0, entonces R =00, y R=0
§1 p = Q.

Recordamos que, lim ¢, = lim sup{c,, cpt1,-..}-
n—oo n—oo
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Demostracion. Utilizando los criterios de convergencia para series con térmi-
nos reales, tenemos que:

1. La serie ) |cp|r™ converge, si:
n+1
, Cp+1T
T i
n—oo  |cprm|
(v diverge si este limite es mayor que uno), de aqui, la serie converge

S1:

1 |cnl |cnl
im
LS —y

>1r divergesi lim <.

=20 |Cn 1]

Ya que

R =sup{r € R;r > 0, 3p/=p1(r)erVnzolenlr™ < M},
tenemos R = im0 |Cn|/|Cry1]-

2. Aplicando el criterio de la raiz para series reales, sabemos que Y |c,|r"
converge si lim,, o ¥/|cy|r™ < 1 (divege si este limite es mayor que
uno); o equivalentemente, converge si r < 1/lim, o0 {/|cp|-

Diverge si r > lim,, .~ {/|cn| aplicando el inciso anterior se sigue que:

1
Im {/[ca|
n—oo

Ejemplo 8.

[e.e]
1. La serie g z" tiene radio de convergencia uno.

n=0
o]
2. La serie E 2" /n!  tiene radio de convergencia R = 400, pues:
n=0
lim ¢,/chy1 = lim (n+41) = oo.
n—oo n—oo

oo
3. La serie g (z"/e") tiene radio de convergencia R = e, pues:

n=0
p= lim v/|c,| =lim y/1/e" =1/e, de donde R=1/p =e.
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Lema 3. El radio de convergencia de la serie de potencias

o
g 2"
n=0

coincide con el radio de convergencia de la serie

[oe)
E ne, 2" L.
n=1

Demostracién. Denotemos por Ry R’ los radios de convergencia de las series

o [e.e]
Z 2,y Z nepz" L, en particular:
n=0 n=1
R = sup{r > 0; Iy/—p1(r)erVn>olcnlr™ < M}
y

R’ = sup{r > 0; Iy_n(erVnzol(n + 1)cppa|r™ < M}.

Veremos primeramente que R’ < R. Si n > 1, entonces:

len2™| < [nep2™| = |nepz™ 1 |2|.

Si |z| = r < R/, entonces |nc,|r™ = (Inc,|r"~Y)r < Nr < NR/, para
toda n € N.

Por ende, si |z| = r < R/, se sigue que existe M := NR' € R tal que,
|en|r™ < M para cada entero no negativo n, por lo que ' < R. Si R =0,
en particular R' = 0 = R.

Supongamos ahora que R > 0, veremos ahora que R < R’. Podemos
elegir r, p € R tales que 0 < r < p < R, entonces

1l 1 n r\" 1 r\"
nlep|r™ ™ = | =lenlp” ) |n | - <-Mm(-] .
r p r p

Como na™ — 0 si |a| < 1, se sigue que si |z| =r < R, existe N, € R tal
que,|nc,|r™ < Ng, por lo que, R < R'. O

El siguietne lema nos permitira demostrar que una serie de potencias
puede derivarse término a término

Lema 4. Sean o, 8 dos numeros complejos, para cada entero positivo n se
tiene:

[(a+8)" —a”| < nlB] (laf +|8)"
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Demostracion. Si o = 0 el resultado es evidente, supongamos entonces que
a # 0y definamos ¢t = (3/«, entonces:

[(a+p)" —a” = [a"[(1+1)" —1]|

> ()
< ol ()Wf

= laP [0+

= af"

Si 7 > 0, entonces
1+7n)"—-1= / (1+u)"' du <nr(1+71)" L
0
Se sigue de aqui que

(@ +B8)" = a®[ <laf"n

- <1 + é>n1 = nlBl(lo] + [B)"
[0 o
O

A continuacién veremos que toda funcién holomorfa es C-diferenciable
en el interior de su circulo de convergencia.

Proposicion 16. Sea R > 0 y suponga que la serie Z en(z —a)™ converge

n=0
a f(z), si|z—al < R.

Entonces f es C-diferenciable en B(a, R) = {z;|z — a| < R}. Ademds

oo
'(z) = chn(z —a)" !
n=1

Demostracion. Denotemos por g(z) a la funcién g(z) = 3" ne,(z —a)™ 1, si
|z| < R.

Fijemos z € B(a,R), y elejimos ( € C con 0 < [¢| < (R — |z — al),
entonces:

f(z—i—( chz—i-C—aC (z—a)”
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SiN>0,yp=3(R+|z—a|]) <R, como consecuencia del lema anterior
tenemos:

ch(z—i-f—a)”—(z—a)”

: <> nlen|([€+z—a)" Tt <> nfen|p™ !

n>N n>N

n>N

Como |z — a|] < R también tenemos |z — a| < p, de donde

- IC)
}C S nente-a)

(z+C¢—a)"—(z—a)"

N
< Z|C"| ¢
n=1

Como el radio de convergencia de la serie > ¢, 2" es el mismo que el de la
serie Y nec,z" 1, dada € > 0, podemos elegir un entero positivo N = N:.R

—n(z—a)" !

+2 Z nlealp™ L.

n>N

_ 1 ,
tal que ;Vncnp" < 3¢ Ademés, como
n

h,m(z+C—a)”(z—a)” =n(z—a

o ¢

podemos elegir 6 > 0 (el cual depende de N, z y {¢,}, para n < N), donde
§ < 3(R—|z—a), tal que

> leal

n<N

(z+C¢—a)"—(z—a)"
¢

)nfl

—n(z—a <e st 0<|¢|<o.

Asf, para 0 < [(] < 0, tenemos

< 2¢.

O -f6) &
|C St

Como consecuencia de este resultado tenemos:

Corolario 5. Siw es un subconjunto abierto en C, cualquier funcién holo-
morfa en ) es C—diferenciable en €.
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Posteriormente demostraremos que el reciproco también es cierto, toda
funcién C-diferenciable es holomorfa, lo cual nos permitird utilizar indistin-
tamente los términos C-diferenciable, analitico y holomorfo.

Corolario 6. Si f(z) = > 7" ;cn(2—a)" tiene radio de convergencia R > 0,
entonces

1. Para cada k > 1 la serie

o0

Z (n—1)-(n—k+1)cp(z —a)"*

tiene radio de convergencia R;

2. La funcidn f es infinitamente C-diferenciable sobre B(a, R) y, ademds,
para k > 1y z € B(a, R) tenemos:

o0

F® (2 Z (n—1)-(n—k+1)ea(z —a)"™"

3. Paran >0, el n-ésimo término de la serie de f satisface

L5 ).

Cp — I
n:

Ejemplo 9.

Considere la serie f(z) =Y o2, 2™ /n!, como consecuencia del criterio de
la raiz, esta serie tiene radio de convergencia

2 2
R—hml/—n:h'm ntl =1
W T + 172 n

y su derivada estd dada como

& n—1 X _n—1
nz z

fR) =3 —5 =2~
n=1 n=1

Note que la serie de f’(z) no converge para z = 1, de donde f no puede
extenderse analiticamente a cualquier regién que contenga a la cerradura del
disco unitario.
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2.4. Ejercicios

1. Suponga que f y g son C—diferenciables en un abierto no vacio 2 € C.
Demuestre las siguientes identidades:

a) (f+9'=f+4g.
b) (f-9)=f-9+f"9g

c) (£> = gf’g—Qfg si g(z) # 0 para cada z € Q.



Capitulo 3

Funciones elementales

El objetivo principal de este capitulo es extender las funciones elemen-
tales de variable real a variable compleja, tales como las funciones trigonométri-
cas, la exponencial y la logaritmica. Asimismo, pretendemos estudiar sus
propiedades fundamentales.

3.1. Potencias y raices.

Sea n un entero positivo, y consideremos la aplicacién f : C — C definida
como f(z) =2". Si z =1 -exp(:0), entonces w = f(z) = r" exp(nh).

T(z) =z3
E—

Figura 3.1: Representacién geométrica de la funcién f(z) = z".

En particular, el rayo arg z = 6 se transforma en el rayo arg(w) = n#,

mientras que la circunferencia |z| = r se transforma en la circunferencia
|lw| = 7™, el cual se cubre n veces. En efecto, cada uno de los n arcos de
circunferencia

2 2
|z| =, k—ﬂgargz<(k+1)—7r, k=0,1,2,...,n—1,
n n

o7
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se transforma completamente sobre la circunferencia |w| = r™.

Como consecuencia de la férmula deD’Moivre, la funcién f(z) = 2™ es
una transformacién biyectiva del interior de cualquier sector de la forma
{z: 0 <argz < 2%}, sobre el interior del sector {z: 0 < argz < 27}

Lo descrito al inicio de esta seccién, muestra que, para obtener una re-
presentacion geométrica de la aplicaciéon f(z) = 2™ necesitamos n copias del
w-plano, los cuales, ademds, deben unirse apropiadamente. Estas representa-
ciones fueron introdicodas por B. Riemann en 1851, y el tipo de espacios
que se obtienen se conocen actualmente como superficies de Riemann.

A continuacién daremos una breve descripcién de como se genera, en
este caso, dicha superficie.

Iniciemos con n copias del w—plano extendido, las cuales denotamos
S1,59,...,59,, apartir de ellas formaremos una superficie conexa R siguien-
do las siguientes convenciones:

1. Si es la k—ésima hoja de R.

2. Todas las hojas tienen los puntos w = 0 y w = oo; estos dos puntos se
conocen como puntos de ramificacion de de la superficie, y estos son
los dos puntos de orden n — 1 donde las n hojas se pegan.

3. En cada hoja dibujamos una, y la misma curva, que una a los puntos
0 e oo.

4. La curva se conoce como una linea de ramificacion de la superficie,
yva que a lo largo de esta linea se conecta una hoja con la otra. Para
simplificar la discusion, tomaremos el eje real positivo como la linea
de ramificacién.

Procederemos a especificar como las hojas se uniran a lo largo de la linea
de ramificacion, y esta convencién se amplificard por una descripcién de que
constituye una e—vecindad de un punto de R. En la figura (?7?) presetamos
una representacion pictérica de una porcién de R cerca del origen en el caso
n = 3.

Si consideramos los puntos a + b2 y a — b2 en Sg, donde a > 0y b > 0.
Estos puntos pueden conentarse por medio del perimetro del rectangulo
con vértices a + b, —a + b1, —a — b, a — bn; el cual se encuentra totalmente
contenido en Sj. Ahora bien, si en lugar de seguir la trayectoria de a + bz al
punto a — bz en S lo unimos al punto a — bt descendiendo a la hoja Si_1
para k —1 > 1, y ascendiendo al punto a — bz en la hoja S,,.
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Figura 3.2: Superficie de Riemann de 23,

Si iniciamos en a — bt en Si y procedemos a subir al punto a + b2 en la
hoja Si11 hasta llegar a S,, y descendemos entonces a S; para continuar
ascendiendo hasta regresar a Sj.

Iniciando en w = a+bu en Sy, describimos la circunferencia |w| = |a+ bt
n veces en sentido positivo, esto es , arg w es creceitne, entonces encontramos
el punto a 4+ bz en forma consecutiva en las siguientes hojas:

SksSkt1s--+>,51,52, ..., Sk—1, Sk-

Asi, regresamos al punto de partida después de dar n vueltas. Si de-
scribimos la circunferencia en el sentido negativo, las hojas se recorreran en
el orden inverso:

SksSk=15--+551, 50, Sn—1,- -, Sk+1, Sk-

Para completar la descripcién de la superficie, asignamos vecindades a
los puntos de R de la siguiente manera: Si a + bz estd en Sy y la distancia
al eje real positivo es menor que € entonces el conjnto de todos los puntos
en S v su distancia de a + b1 es menor que ¢ constituye una e-vecindad de
a+ bi. Los puntos sobre la linea de ramificacion, esto es, aquellos sobre el eje
real positivo, debemos distinguir entre los dos ejes de la linea, pues a + 07 en
Sy es el mismo punto que a — 0z en Si_1, y a — 0z en Sy es el mismo punto
que a + 02 en Siy1. En el primer caso, una e-vecindad esta dada como:

{w;lw—a| < e, Im(w) > 0,w € Si}U{w; |lw—al <e, Im(w) < 0,w € Sk_1},
y en el segundo caso
{w;lw—a| < e, Im(w) < 0,w € Sk}U{w; |lw—al <e, Im(w) > 0,w € Sk+1},

donde a # 0,00,a > €.
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Una e—vecindad de w = 0 es el conjunto de todos los puntos w con
|w| < € y w que se encuentrar sobre las n hojas Sj. Reemplazando |w| <
por 1/|w| < ¢, tenemos la vecindad en w = oco. Con lo cual se concluye la
descripcién de la superficie R.

Bajo la aplicacién w = z™ hay una correspondencia uno a uno entre el
z—plano extendido y la superficie de Riemann R.

Por otra parte, si n es un entero positivo mayor que uno, tenemos z =
Yw, ya que z = Jw si, y s6lo si w = 2™. Sin embargo, esta funcién no es
univaluada, y por ende, no esta bien definida.

Supongamos que w = Rexp(10), con 0 < © < 2II. Definamos entonces

211
2k = z5(w) = VRexp <%+(k—1)7> k=1,2,...,n (3.1)

Como (zx(w))" = w para cada k = 1,2,...,n esta férmula determina
las n—raices de w.

Si w es un punto distinto de cero, los puntos z1 (w), z2(w), . . ., zp(w) son
los vértices de un poligono regular de n lados con centro en el origen, el cual
varia continuamente con w.

Para que z;(w) sea una funcién univaluada de w tenemos dos opciones;
podemos utilizar el hecho de que w = 2" da una correspondencia uno a uno
entre la esfera de Riemann y la superficie de Riemann R descrita anteriror-
mente. Por lo cual, la superficie de Riemann R es el dominio de la funcién
univaludada z = {/w, o bien, restringir el dominio de w.

Sea D un abierto conexo en el w—plano tal que, si Pi es un poligono
cerrado simple contenido en D entonces w = 0 nunca es un punto de Pi o
de su interior. Si wg € D y ©g es el valor que determina argwy, la funcién
argw = O estd determinado en forma tnica en D pidiendo que la funcién
argumento sea continua en la variable w y asuma el valor ©¢ en el punto
w = wy. La funcién zx(w) definida por (?7?) usando el valor O, es univaluada,
estd bien definida y es continua en D.

En particular, podemos tomar D como el sector 0 < argw < 2.

Cada uno de las funciones resultantes zp(w) es univaluada y continua en
este sector. Se acostumbra denominar a zj(w) la rama principal de la raiz
n—ésima de w. Esta eleccién de D tiene la propiedad de que la raiz n—ésima
de un nimero real positivo es un nimero real positivo.
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3.2. La formula de Euler

Como mencionamos en el primer capitulo, en 1740 Leonhard Euler des-
cubrié la férmula

e = cosf +1sin 6

Para explicar la férmula de Euler debemos responder a la pregunta ; Qué sig-
nifica e.
Si x es un numero real, sabemos que la funciéon f : R — R definida por

f(x) = e* satisface las propiedades

df
— = ) 0)=1.
S — @), v )
De manera similar, si k es una constante real, entonces e, queda definido
por la propiedad

df

ki), v 10 =1

Puede extenderse la accién de la funcién exponencial e” de valores reales, a
valores imaginarios, pidiendo que esta propiedad se cumpla para k = 2, esto

es .
(A
de ot

o e
Para que esta ecuacion tenga sentido, imaginemos a una particula moviéndose

a lo largo de una curva en C. Este movimiento puede describirse paramet-

ricamente diciendo que en el tiempo ¢ la particula ocupa la posicién ~(t).

La velocidad v(t) es el vector cuya longitud y direccién estan determina-

dos por la velocidad instantanea, y la direccién instantanea del movimiento,

tangente a la trayectoria, del movimiento de la particula.

dy Yt +h) =)
—)= Il — = (t).
gt =, lm W v(t)

Asi, dada una funcién compleja v(t) de la variable real ¢, podemos vi-
sualizar v como la posiciéon de una particula en movimiento, con velocidad
dry/dt.

Si y(t) = e, como

d ezt
= je"
dt
tenemos que la velocidad es igual a la posicién girada por un angulo
recto. Como la posicién inicial de la particila es v(0) = e = 1, la velocidad
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inicial es ¢ asi la particula se mueve en direccion vertical hacia arriba. Un
instante después la particula se mueve ligeramente en esta direccién, y la
nueva velocidad formard un angulo recto con respecto al nuevo vector de
posicién. Continuando con este proceso, podemos ver que la particula se
mueve alrededor del circulo unitario.

Sabemos que |y(t)| = 1 a lo largo del movimiento, se sigue que la veloci-
dad de la particula |v(t)] = 1. Asi, después de un tiempo ¢t = 6 la particula
viajard una distancia 6 alrededor del circulo unitario, y asi el angulo de
v(t) = e serd 6. Este es el significado geométrico de la férmula de Euler.

b -' Velocidad
inicial =1

Figura 3.3: Representacion geométrica de la formula de Euler.

3.3. Las funciones exponencial y logaritmo.

En esta parte se generaliza el método que se utilizé en la seccién anterior,
pasando de nimeros imaginarios, a cualquier nimero complejo.

3.3.1. La funcién exponencial

En general, podemos definir la funcién exponencial como la solucién
de la ecuacién diferencial f/(z) = f(z) con condicién inicial f(0) = 1. Si
suponemos que hay una funcién analitica que, en una vecindad del origen,
satisfaga esta propiedad, entonces

f(z2) = cot+caz+...+c2"+...
fl(z) = e14+2cz+... Fnc,2" ..

si queremos que f = f’, como dos series de potencias alrededor del cero
coinciden si coinciden término a término, debemos tener c,,_1 = nc, para
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toda m > 1, ahora bien, la condicién inicial f(0) = 1 nos dice ¢g = 1, de
donde ¢; = 1, asi 2¢co = 1, es decir, co = % y, procediendo inductivamente
1

podemos ver que, ¢, = 7.

Definicion 16. La solucion a la ecuacion diferencial

a _

dz_f

se denota €* o bien exp z, y determina una funcion analitica, la cual se
denomina la funcion exponencial.
Como consecuencia del criterio de la razén, la serie

e} n

z
expz = E -,
n!

n=0

tiene radio de convergencia infinito, es decir, la serie converge en todo el
plano.

Como consecuencia de la definicién, la funcién exponencial satisface el
teorema de la adicion, esto es:

Proposicién 17.
ea—i-b — e+ eb

Demostracion. Sabemos que,

d d d
%(ez . eC*Z) _ E(ez) CeCTE 4 eza(ecfz)
= e%.efTF LR (_ec—z) =0,

como e® esta definida y es analitica en C, el cual es conexo, también la
funcién e? - e“~%, es analitica en C y su derivada es identicamente nula en C.

Como una funcién C—diferenciable definida en un abierto conexo, si tiene
derivada identicamente nula, entonces es constante, se sigue que e - e“~% es
constante. Para encontrar el valor de dicha constante bastara evaluar esta
funcién en z = 0, por lo que ¢* - e % = ¥ . e = ¢¢, tomando z = a y
c=a+b tenemos €0 =e® el O

Como consecuencia del teorema de la adicién tenemos que e* - e % = 1,
lo cual muestra que e* es nunca nula. Para x € R el desarrollo en serie de
la exponencial muestra que e® > 1 si x > 0, y asi, e y e~ * son reciprocos,
0 < e® <1 cuando z < 0.
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El hecho que la serie tenga coeficientes reales implica que exp zZ es el
complejo conjugado de exp z. Asf [e¥]? = e¥.e W =1, ysiz=2x+w
con x,y € R, el teorema de la adicién nos dice que € = e = % . %, de
donde |e*| = e”.

De lo anterior podemos concluir que e* = 1 si, y sélo si, z = 2mn para
algin entero n. Antes de continuar analizando esta funcién, recordamos que

Definicién 17. Una funcién f(z) tiene periodo ¢ si, f(z +¢) = f(z) para
toda z.

Luego entonces, si e*T¢ = €, entonces e¢ = 1, asf ¢ = 2mn. Podemos
concluir que el minimo periédo positivo de la funcién exponencial es 27s.

Desde un punto de vista algebraico, la aplicaciéon w(y) = e” con y € R
establece un homomorfismo entre el grupo aditivo de los niimeros reales y el
grupo multiplicativo de los ntimeros complejos de mdédulo uno. El ntcleo de
este homomorfismo es el subgrupo formado por todos los multiplos enteros
de 2.

Si z = x4y entonces exp z es tal que |exp z| = e® y arg(exp z) = y+27k.

Observamos que, si ¢ > 0 entonces lim expz = oo, mentras que, si
Z— 00
z < 0 tenemos que lim expz = 0, como consecuencia de esto tenemos que
|z]—o00

lim exp z no existe.
|z[—o0

3.3.2. La funcién Logaritmo

dexp z

Como

dice que exp z, al menos localmente, la exponencial tiene funcién inversa, la
cual, de manera andloga al caso real, denominaremos funcién logaritmo, por
definicién, z = log w es una “raiz”de la ecuacién e® = w.

# 0 para toda z € C, el teorema de la funcién inversa nos

Como e? # 0 para toda z € C, entonces z = log 0 no tiene solucién, esto
es, el niimero cero no tiene logaritmo.
Podemos dar asi la siguiente definicién:

Definicién 18. Sea @ C C un conjunto abierto, conexo y tal que 0 ¢ 2, y
sea f:Q — C una funcion continua tal que z = exp(f(z)) para toda z € Q.
La funcion f se denomina una rama de logaritmo definida en €.

Si f es una rama de logaritmo definida sobre un cojunto abierto, conexo
Q C C\{0},yn € Z, basandonos en lo discutido en los parrafos anteriores,
la funcién ¢g(z) = f(z) + 272 es otra rama de logaritmo. Reciprocamente,
si f y g son dos ramas de logaritmo, entonces para cada z € (), se tiene
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que f(z) = g(z) + 2mne para algin entero n, donde, en principio, el entero
n depende de la elecciéon del punto z. Sin embargo, podemos ver que el
entero n es independiente de z € (), para esto, consideremos la funcién
h(z) = [f(z) — g(z)] = 2m. Como f y g son continuas en €, la funcién h
resulta continua en 2, y su imagen h(2) es un subconjunto de Z. Como §2
es conexo, y la imagen bajo una funcién continua de un conjunto conexo es
conexo, entonces h(§2) C Z es conexo. Luego entonces h(z) es constante, es
decir, existe n € Z tal que h(z) = n para toda z € Q. De donde, f(z) =
9(z) + 2mna.

Para definir explicitamente una rama de logaritmo, notamos que, si w #
0, la ecuacién e = w es equivalente a

et =lw|, e¥= v
|w]

La primera ecuacién tiene una tnica solucién, a saber, x = In |w|, donde
In denota la funcién logaritmo natural real. Por otra parte, la segunda
ecuacién da un numero complejo de médulo uno, la cual tiene una tnica
solucién si 0 < y < 27w. Ademads, como mencionamos anteriormente, pode-
mos encontrar una solucién diferente médulo multiplos enteros de 27 esto es,
todo nimero complejo distinto de cero tiene una infinidad de “logaritmos”,

los cuales difieren uno del otro por multiplos enteros de 271, esto es:

z =log w=In|w|+rarg(w) = In|w| +(argw + 27k), con £k € Z.

La parte imaginaria de log w se denomina el argumento de w y se denota
arg w. Geométricamente, el argumento se interpreta como el Angulo, medido
en radianes y recorrido en levogiro, entre el eje real positivo y el rayo que
va del origen al punto w.

Por convencion, el logaritmo log w de un ntimero real positivo w siempre
se toma como el logaritmo real de w, esto es, In w, a menos que se especifique
lo contrario.

Luego entonces, podemos considerar la rama principal de logaritmo como
sigue:

Definicién 19. Sea Q := C\{z € C : Re(z) <0 y Im(z) =0}, El
conjunto ) es un subconjunto abierto y conexo de C, que corresponde al
plano menos el eje real negativo. Cada punto z € §, puede representarse
en forma tinica como z = |z|e¥ con —m < 0 < w, donde 6 = argz. Para
—m < 0 < ), definimos la rama principal de la funcion logaritmo como:

Lrecorrido en levogiro= recorrido en sentido contrario a las manecillas del reloj.



66 CAPITULO 3. FUNCIONES ELEMENTALES

log z = In|z| +rarg z,
donde In |z| es el logaritmo natural del nimero real positivo |z|.

Si escribimos el punto w en términos de coordenadas polares, esto es,
w = re’?, entonces log w = r + 1.

A

Figura 3.4: Exponencial y la rama principal de logaritmo.

En resumen, hemos visto que la funcién exponencial f(z) = exp z es
una aplicacion biyectiva, de una franja de anchura 0 < 0 < 27, paralela al
eje real, en un sector de magnitud 0 con vértice en el origen de coordenadas.
Y es continua si la franja tiene anchura estrictamente menor a 2.

El teorema de la adicién para la funciéon exponencial implica:

log (21 - 22) = log 21 + log 22;

pero sélo en el caso en que ambos lados representen el mismo conjunto de
nimeros complejos.

Como hemos mencionado anteriormente exp’ z = exp z # 0, y el teorema
de la funcién inversa implica que, localmente, exp z tiene inversa, y como
la funcién inversa es Unica, esta debe ser una rama de la funcién logaritmo.
Ademis, la derivada de la funcién inversa de la funcién exponencial f(z) =
exp z, en el punto w = exp z es igual a (f~!)(w) = 1/e* = 1/w, para cada
ze{r+w €y <y <yo+ 2r}, de donde:

dlogz 1

dz z’

obtenemos asfi el sigueinte resultado:

Corolario 7. Una rama de la funcion logaritmo es C-diferenciable, y su

derivada es la funcién z7 1.
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Avin més, dado un abierto conexo Q C C\ {0}, si f es una rama de loga-
ritmo definida en 2, y b € C es fijo, podemos definir una funcién g : Q@ — C
por g(z) = exp(bf(z)). Si b € Z, entonces g(z) = z°. Esto nos permite definir
una rama de z? para b €. Si escribimos g(z) = z° como funcién, deberemos
entender 2z = exp(blog z), donde log z es la rama principal de logaritmo,
en particular, como g(z) es composicién de funciones C—diferenciables, en-
tonces g(z) = 2* es C—diferenciable, y

@zt

= b—1
dz 0

donde utilizamos la misma rama de logartimo en ambos lados de la igualdad.

De aqui podemos deducir que, si a,b € C, y a # 0, el simbolo a’ se
interpreta como exp(b log a). Si a es un nimero real positivo, log a también
es un ntimero real, y a® es univaluada, de otra forma, a® admite una infinidad
de valores, los cuales difieren por factores de €™, Esta tiene sélo un valor
cuando b es un entero, en cuyo caso ab se interpretara como una potencia
de a, o bien, de a~!. Si b es un nimero racional, con forma reducida ]53’
entonces a’ admite exactamente ¢ valores distintos, y pueden representarse
como ¥/aP.

Formalmente, si a # 0, también podemos definir la funcién f(z) = a* =
exp(zloga), en una rama apropiada de logaritmo. En esta rama, la funcién
f(z) = a* es una funcién C—diferenciable, univaluada y, definidas en la
misma rama de logartimo tenemos:

da*
dz

= a”loga.

3.4. Las fuciones trigonométricas

Se definen las funciones trigonométricas como:

cosz = ———, sinz =
2

que se denominan respectivamente, las funciones coseno y seno. Estas fun-
ciones claramente son analiticas en todo el plano complejo.
Sustituyendo la expresién en serie de potencias de e** obtenemos:

o0
(=" o 2 2
cosz:];) 2k)!2 =1-4+= _

( ol 4l
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oo
. _ (_1)k 2k+1 __ 2 2P
D DI e E A TR
k=0

las cuales convergen para cada nimero complejo z.

Para z = z € R estas expresiones se reducen al desarrollo de Taylor
de la series cosxz y sinz, y tienen propiedades similares a las funciones
trigonométricas de variable real, pero que ahora, tendremos diferencias sig-
nificativas, tales como el hecho de que estas funciones no son acotadas.

Como consecuencia de las definiciones de las funciones cosz y sin z te-
nemos la férmula de Euler:

e"” = cosz +1sin z

asi como la identidad

2

cos® z +sin®z =1,

para cada z € C. En particular, si z = x € R tenemos que ¥ = cos x+1sin z.
Ademas, se conserva la paridad de las funciones, esto es:
cos(—z) =cosz y sin(—z)= —sinz.

También es facil verificar que

cos' z = —sin z, sin’ z = cos z.
Y la férmula de adicién de la funcién exponencial nos induce las férmulas
de la adicién de las funciones trigonométricas:
cos(a +b) = cosacosb —sinasinb
sin(a 4+ b) = cosasinb + sina cos b

para cada a,b € C.
Esto muestra que, podemos expresar las funciones trigonometricas en
términos de las funciones trigonométricas e hiperbdlicas reales comosigue:

cos(x +1y) = coszcoshy —sinzsinhy,
sin(z +1y) = sinxcoshy + 2cosxsinhy.

Estas relaciones muestran que cosz y sinz no sélo toma valores reales
sobre el eje real, sino en todo un sistema de rectas verticales en el plano, ya
que:
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sin(km 4 2y) = o(—1)F sinh y,
cos(km 4 1y) = (—1)¥ cosh y,

sin ([214: + 1]% + zy) = (—1)* coshy,

cos ([Zk: + 1]% + zy) =2(—1)*sinhy,

Lo cual determina todas las posibilidades en que las funciones sinz y
cos z toman valores reales, o imaginarios puros para un valor complejo z.

Ademsds, las férmulas de adicion muestran que cosz y sin z no pueden
tener ceros distintos a los que conocemos en el caso real, esto es:

2k +1
cosz =0 si, y sélo si z:%,

sinz =0 si, ysélosi z= k.

Aun més, como consecuencia de estas férmulas, si ¢ es un periodo para
cos z y sin z, entonces cos(p + 0) = cos(0) = 1 y sin(p + 0) = sin0 = 0, por
lo que p = 2kw. Por lo que, el menor periodo para estas funciones es 27.

LAs funciones trigonométricas tienen bandas periddicas verticales. Una
eleccién conveniente es:

2k—1)r <z <(2k+1)m, con ke€Z.
Si definimos la funcién tangente como

sin z

tan z =
CcoS 2

tenemos que esta funcién es C—diferenciable si sinz # 0, es decir, cuando

zeC\{@;keZ}.

Noétese que
lim tanz = oo.
s (Qk;l)w

En este caso, las férmulas de adicién nos dicen que

tana + tanb

t b)y=—--——
an(a +b) 1 —tanatanb
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en particular

tanx(1 —tanh®y (1 4 tan®z)tanhy
? .
1 + tan? z tanh?y 1 + tan? z tanh?y

tan(z +1y) =

Esta ultima férmula muestra que tan z € R si, y sélo si z € R. Mientras que
tan z tiene parte real cero si x es multiplo de 7/2. Los tnicos ceros de la
funcién tangente son de la forma z = km con k € Z, y tan z es una funcién
periédica de periodo .

Las bandas

(2k — 1)m <z< (2k+ 1)m
2 2
es una banda periédica. La imagen de dicha banda bajo la funcién tangente
es C\ {£¢}.
Finalmente,

lim tan(z + ) = +u.
Yy——+00

Las otras funciones trigonométricas, al igual que en variable real, estdn
definidas en términos de las funciones cos y sin, y se deja como ejercicio dar
su expresién en términos de la funcién exponencial, asi como verificar sus
principales propiedades.



Capitulo 4

Aplicaciones Conformes

Una aplicacion conforme es aquella que preserva dangulos en cada punto
de su dominio. Las aplicaciones conformes han sido utilizadas por matema-
ticos, cartégrafos y fisicos para deformar regiones en forma tal que se la
forma de las regiones se preserva a pequena escala. En la presente seccién,
estudiaremos el comportamiento general de las aplicaciones conformes C-
valuadas defnidas sobre un abierto 2 C C, asi como una familia especial de
este tipo de aplicaciones, conocidas como las transformaciones de M&bius.

4.1. Introduccion.

La cartografia estudia el problema de transferir las distancias medidas
sobre la superficie de la tierra, la cual es una superficie con curvatura, en un
mapa, el cual resulta ser una superficie plana. Los métodos que se utilizan
para realizar este trabajo se denominan proyecciones. Algunas proyecciones
son tales que, los dngulos y consecuentemente las formas, son tan cercanas
a la realidad como sea posible. Las aplicaciones que preservan angulos se
denominan conformes.

Historicamente, la proyeccién desarrollada en 1569 por Gerhardus Mer-
cator, es una proyeccién cilindrica conforme. Este tipo de transformaciones
produce considerables distorsiones en latitudes grandes, pero tiene la venta-
ja que las rutas del compas son consistentes en todos los puntos del mapa,
cualquier trayectoria a lo largo de una direcciéon del compas aparece como
una linea recta en la proyeccion de Mercator, lo cual sigue utilizandose como
la base de las cartas de navegacion. En particular este hecho mostraba que
las aplicaciones conformes definidas sobre superficies son aplicaciones mas

71
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flexibles que las isometrias, o las aplicaciones lineales.

Gauss confirmo este hecho en su trabajo A general solution to the prob-
lem of mapping parts of a given surface onto another surface such that the
image and the mapped parts are similar in the smallest part. En esencia este
resultado nos habla de la existencia de coordenadas isotermas en el caso
analitico. Cabe recalcar que este estudio precede y es en parte motivado por
el trabajo de Gauss en el que se desarrolla la nocién de curvatura de una
superficie. Otro hecho importante es la conexién que hay entre las coorde-
nadas isotermas y las funciones holomorfas en una variable compleja, por
ejemplo, la proyeccién de Mercator basicamente estd dada como z +— log z,
la cual es holomorfa. El aspecto global de ésta teoria lo constituyen las su-
perficies de Riemann. La relacién entre lo local y lo global es uno de los
principales ob- jetivos de la geometra conforme: a saber, poder entender
la geometria diferencial desde un punto de vista cldsico, es decir, separar
los aspectos analdticos de los topoldgicos para entenderlos de la mejor for-
ma posible, y relacionarlos con las nociones primitivas de la geometré tales
como &angulo, distancia, drea, lineas rectas (geodésicas), etcétera. Las apli-
caciones conformes también han sido utilizadas para estudiar problemas de
fluidos en dos dimensiones. La idea que se encuentra detras del andlisis del
alerén por transformaciones conformes consiste en relacionar el flujo de un
campo alrededor de una regiéon conocida al campo del flujo de un alerén. La
figura conocida méas usada es el circulo, asi el problema consiste en encon-
trar una funcién analitica que relacione cada punto del disco con un punto
correspondiente del aleréon. Por ejemplo, Jaukowski noté que la aplicacion
z — z + 1/z transforma el circulo unitario en una especie de ala. Tomando
el origen en diversos puntos del disco se pueden producir distintos tipos de
alerones.

4.2. Aplicaciones Conformes

Consideremos la funcién analitica f : C — C dada por f(z) = 22,
identificando R? con C via pu~1(x,y) = z + iy = 2 nos permite ver a f como
u(z,y) + iv(x,y), donde u(z,y) = 2% — y?, v(z,y) = 2xy, si consideramos
las lineas x = c (y arbitraria ), tenemos que u = ¢? — y? y v = 2cy, de
donde v? = 4c?y? = 4c%(c?), mientras que las lineas y = d (z arbitaria ) se
transforman en las pardbolas v? = 4d?(u + d?).

Estas pardbolas se intersectan ortogonalmente en los puntos (¢2—d?, £|2cd|),
como se muestra en la Figura (77?)

Este ejemplo se generd utilizando el programa “maple”dando los sigu-
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Figura 4.1: Geometria de la funcién f(z) = 2>

ientes comandos:
> with(plots);
> conformal (zA2,z=0..2+2*I);

El hecho que se preserven los dngulos, no es un fenémeno exclusivo de
las lineas que elegimos, o de la funcién en si, el hecho de que se preserven
los angulos es una propiedad, denominada conforme, que exploraremos de
manera general en la presente seccion.

Cabe notar que cuando c tiende a cero, la parabola v? = —4c?(u — ¢?)
tiende al eje real negativo, unién el cero. Esto se debe a que la funcién g(z) =
21/2 tranforma el conjunto abierto G := C\ {z € R;z < 0} sobre el conjunto
{#z € C; Re(z) > 0}, y en particular las lineas x = *c se transforman en la
misma parabola.

Podemos examinar con més detalle esta funcién, por ejemplo, del capitu-
lo anterior sabemos que f transforma el circulo con centro en el origen y
radio 7 > 0 en el circulo con centro en el origen y radio r2. Ain mas, si
consideramos la expresién polar de un punto zgp = rexp(«f) € C\ {0} la
recta que va del origen a zy bajo f se transforma en la recta que pasa por
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el origen y el punto z; = 2 exp(2:0).

Luego entonces, si tomamos el sector S(a, ) := {z €;a < arg(z) <
con a < By B — a < m, como consecuencia de lo anterior vemos que, bajo
f, este sector se transforma en el sector S(2c,23), por lo que en este caso
particular, a diferencia del anterior, no se preservé el angulo 3 — «, esto se
debe a que la funcién f deja de ser conforme en el origen.

Esta pequena discusién nos da una idea de la natrualeza de la funcién
f(2) = 22, y nos orienta sobre el comportamiento general de la teoria de las
transformaciones analiticas.

Definicién 20. Una trayectoria (o curva) en una region Q C C es una
funcion continua vy : [a,b] — Q, para algin intervalo [a,b] C R, con interior
no vacio, es decir a < b .

Diremos que vy es una trayectoria cerrada si y(a) = y(b).

Diremos que 7y es una curva simple si-y es inyectiva, esto es, si s,t € [a,b]
con s # t, entonces y(s) # (t).

Diremos que v es una curva cerrada simple siy si s,t € (a,b) con s #t,
entonces y(s) # v(t) y y(a) = vy(b). Una curva cerrada simple también se
denomina curva de Jordan.

Decimos que v es una trayectoria suave si~'(t) existe y es continua,
para cada t en el interior del intervalo I.

Finalmente, se dice que v es una trayectoria suave por partes si vy
es continua y existe una particion ty < t; < ... < t,, del intervalo I = [ty t,],
tal que ~y es suave sobre cada subintervalo (t;—1;t;), con 1 < i < n.

Una curva cerrada simple es homeomorfa a una circunferencia, esto es,
hay una funcién biyectiva y bicontinua de uno en otro. Como una circunfer-
encia separa el plano, esta propiedad se hereda a las curvas de Jordan.

Teorema 8 (Teorema de la curva de Jordan). Si vy : [a,b] — C es
una curva cerrada simple, el complemento de v es la union de dos conjuntos
abiertos conexos mutuamente excluyentes, y cada punto de v es un punto
frontera de cada dominio.

Uno de los dominios determinado por v es acotado, y se denomina el
interior de la curva, el otro, es no acotado, y se denomina el exterior de la
curva

Recordamos que, dada una trayectoria suave v : [a,b] — C, y t¢ € (a,b),
un punto tal que v/(tp) # 0, entonces ~ tiene una linea tangente en el punto
20 = v(to), a saber, la linea que pasa por el punto zy con vector de direccién
v/ (to), o equivalentemente, con pendiente tan(arg(y'(to)))-
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Definicién 21. Si v : [a,b] — C y 72 : [¢,d] — C son dos trayectorias
suaves en C que pasan por el punto zy, es decir v1(t1) = z9 = Y2(t2) con
t1 € (a,b),ta(c,d), y v, (tr) # 0 para k = 1,2, definimos el dngulo entre las
trayectorias y1 y y2 en el punto zg como

arg(v5(t2)) — arg(yy(t1))

Si vy : [a,b] — Q es una trayectoria suave, con Q C C abierto, y f :
) — C es una funcién C—diferenciable definida en €2, entonces o := f o~
también es una trayectoria suave, y como consecuencia de la regla de la
cadena o'(t) = f'(y(t))'¥'(t). Si para tg € (a,b) denotamos ~v(ty) = 2o, y
suponemos que v'(to) # 0y f'(29) # 0, entonces o’(tp) # 0, atin més,
arglo’(to)] = arg[f'(20)] + arg[y'(to)]-

Luengo entonces, si 71, 72 son dos trayectorias suaves que pasan por
zo0 = m(t1) = 72(t2), vy w(te) # 0 para k = 1,2y o = foy, y si
suponemos ademads que 71 (t1) # v2(t2), entonces

arg(f'(20)] = argloq(t1)] — arg[y (1)) = argloy(t2)] — arglys(ta)],

o quivalentemente

argloy(t2)] — arg[o’ (t1)] = arg[ys(t2)] — argly; (t1)]

Esto significa que, f transforma cualesquiera dos trayectorias que pasen
por zg en dos trayectorias que pasan por f(zg) y, cuando f’(z9) # 0, los
angulos de las trayectorias se preservan en magnitud y direccion, esto es:

Teorema 9. Sea Q2 C C un conjunto abierto, y f una funcion C—diferen-
ciable definida en ). Entonces [ preserva dngulos en cada punto zg € €2
donde f'(zo) # 0.

Asi, la funcién f(z) = 2% preserva dngulos, en magnitud y direccién, si
20 # 0. aplicacién f(z) = z + 1/z preserva angulos si f/(z) =1 — 1/2%2 # 0,
esto es, si zg # +1.

Definicion 22. Seq Q C C un conjunto abierto, zg € ), y f una funcion
C—waluada definida en ). Diremos que f es una aplicacion conforme en zg
si, f tiene la propiedad de preservar dngulos, en magnitud y direccion, en el
punto 29, y ademds existe el siguiente Imite:

o 1£2) = £Go)

zZ—20 |z — 2’0|

Diremos que f es conforme en §2, si f es conforme en z para cada z € Q.
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En particular, si f es C—diferenciable y f’(z) # 0 para cada z, entonces
es conforme.

La funcién exponencial es conforme en todo C. Si consideramos las rectas
verticales z = a+1y con a € R fijo, entonces f(z) = e®e" son circunferencias
con centro en el origen y radio e“.

Mientras que, la imagen de la recta horizontal z = x + b estd dada como
f(x) = e®e® la semirecta que forma un dngulo b con el eje real positivo. En
7?7 mostramos el comportamiento de una familia de rectas.

Figura 4.2: Geometria de la funcién f(z) = expz

Cuando f’(z9) = 0, no necesariamente se preservan los angulos. Si f :
) — C es una funcién C—diferenciable, un punto zy € Q2 donde f’(zy) = 0 se
denomina un punto singular. La conducta de una funcién C—diferenciable
en una vecindad de un punto singular es un tema muy interesante, y se
estudiard posteriormente.

Proposicion 18. Sea Q) C un conjunto abierto no vacio, f : @ — C una
funcion, y denotemos por Q' = Imf. Si f: Q — Q' es conforme y biyectiva,
entonces f~1: Q' — Q también es conforme.

Demostracién. Como f es biyectiva, f~! existe. Como consecuencia del teo-
rema de la funcién inversa, f~! es analitica, y

df t(w) 1 _
T P donde w= f(z).
dz

df ! (w)
dw

mente, f~1 es conforme. O

Como f es conforme f’(z) € C\ {0}, se sigue que # 0, consecuente-
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Proposicién 19. Sean Q, C C, abiertos no vacios para k = 1,2,3, y sean
fr : Q. — Qg1 funciones C—diferenciables, si k = 1,2. Supongamos que fi
y fo son conformes y biyectivas, entonces fo o fi1 : Q1 — Q3 es conforme y
biyectiva.

Demostracion. Como f1 y fo son biyectivas y C—diferenciables, entonces
f2 o f1 es biyectiva y C—diferenciables. Como consecuencia de la regla de la
cadena (f2 0 f1)'(2) = f4(f1(2)) - f1(2) # 0, lo cual implica que f2 o fi es

conforme. n

Corolario 8. Sea Q0 C C un conjunto abierto mo vacio. El conjunto de
las transformaciones C—diferenciables, conformes y biyectivas, f : Q0 — §,
constituye un grupo bajo la composicion de funciones.

Uno de los resultados bésicos referentes a la teora de las aplicaciones
conformes es el teorema de la aplicacién abierta de Riemann, el cual no de-
mostramos en la presente seccion, simplemente lo enunciaremos, y daremos
una referencia donde puede leerse su demosrtacion.

Riemann enuncid, alrededor de 1900, el teorema de la aplicacién abierta
en su disertaciéon Grundlagen fiir eine allgemeine Theorie der Functionene
einer veranderlichen complexen Grosse. Collected Works, 3-45, para lo que
actualmente conocemos como superficies de Riemann compactas con fron-
tera, siendo dicho teorema mds general que la versién usual que enunciamos
en la presente seccion. El basa su demostracién en el principio variacional de
la ecuacion Au = 0, aunque segun observo Weierstrass, Riemann no justifica
su principio, siendo Hilbert quien en 1904 da la justificacién del mismo en su
articulo Uber das Dirichletsche Prinzip. Math. Annalen 59 (1904), 161-186.
Collected Works, vol. 3, pp. 15-37.

La version que a continuacién enunciamos es una caso especial del teore-
ma de la aplicacién abierta de Riemann, la cual fue demostrada por Osgood
en 1900.

Teorema 10 (Teorema de la aplicacién abierta de Riemann). Si ()
es un subconjunto abierto, simplemente conexo de C, y si Q # C , existe
una aplicacion conforme y biyectiva f : Q — A, donde A = {z €;|z] < 1}
denota el disco unitario. Ademds, para cada zg € S, fijo, podemos encontrar
una tunica f tal que f(z0) =0y f'(20) > 0. [2, Chap. 6, pg. 229-235]

Definicién 23. Si Q) & C son abiertos y conezos, k = 1,2. Diremos que
Q1 y Qo son conformes si, existe una transformacion conforme y biyectiva
de Q1 en Q.
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El teorema de la aplicacion abierta de Riemann implica que dos regiones
simplemente conexas, propiamente contenidas en C, son conformes.

En la Figura (??) mostramos el efecto de algunas aplicaciones conformes
sobre determinadas regiones en el plano.

z 7?2

T(C) T(4) T(B)

z 1/

Figura 4.3: Geometria de transformaciones conformes
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4.3. Transformaciones de Mobius.

En la presente seccién estudiamos una familia especial de aplicaciones
conformes, asi como la forma de obtener aplicaciones conformes especificas
entre dos regiones dadas.

Uno de los ejemplos més simples, y ttiles, de aplicaciones conformes que
discutiremos son las fraccionales lineales, esto es aplicaciones de la forma:

az+b

T = —
(2) cz+d’

con a,b,c y d nimeros complejos tales que ad — be # 0. Este tipo de apli-
caciones fueron utilizadas por Md&bius en 1853 para estudiar una clase de
aplicaciones geométricas la cual denominé Kreisverwandtschaften. Este tipo
de aplicaciones también se denominan homografias.

Definicion 24. Una aplicacion fraccional lineal
az+b
T =
(2) cz+d

es una aplicacion de Mébius si los numeros complejos a,b,c y d satisfacen
la condicion adicional ad — be # 0

La condicion ad — be # 0 simplemente nos dice que la aplicacién 1" no es
constante.

b
Proposicién 20. Si T'(z) = azj}—_d es una aplicacion de Mdbius, entonces
cz

T es conforme y biyectiva de A = {z €;cz+d # 0} sobre B = {w €;w # g}.
c

Demostracion. Claramente T' es C—diferenciable si cz+d # 0, y si definimos

dz—b
S(z) = Zi_}_, podemos ver facilmente que T 0 S(z) = S oT(z) = z. Por
—cz+a
lo que S = T~ ! es la aplicacién inversa de T, y es claro que Dom(S) = {w €
;a—cw # 0}, y que T~! también es una aplicacién de Mobius. O

Noétese que

—dw+b

cCw —a

lim =
z—d
C

=00, y lim

w—2
c

cz+d

az—l—b’

Esto nos permite considerar la aplicacién T definida sobre el plano ex-
tendido C,,, definiendo
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obteniéndose asi que T' es conforme y biyectiva de C, en Cy.

Es claro que el conjunto de las aplicaciones de Mobius T : Co, — Cq
constituye un grupo bajo la composicién, el cual denotaremos Méb. Por otra
parte, si GL(2, ) denota el grupo de matrices invertibles, 2x 2 con coeficientes
complejos, tenemos un homomorfismo de grupos ¢ : GI(2,) — Mob, dado

como:
" a b\ az+bd
c d) cz+d
. az+b C -
Ademss, si T'(z) = g S uma aplicacién de Mobius, y A € C\ {0},
z
entonces \ b
az +
T(2) = ———
(2) Acz + Md

esto es, los coeficientes a, b, ¢ y d no son tnicos.

A nivel de grupos esto significa que el homomorfismo ¥ no es inyectivo,
y tiene nicleo keryp = {A -1 € GL(2,); A € C\ {0}}, donde I denota la
matriz identidad. Consecuentemente, el grupo Mob es isomorfo al grupo
GL(2,)/ker.

Podemos destacar algunos casos especiales de aplicaciones de Mobius, a
saber:

Definicion 25. S5i T : Coo — Cy es una aplicacion de Mobius, entonces:
1. SiT(z) =z+b, T se denomina una traslacion;
2. SiT(z) = az, cona > 0, ya # 1, entonces T se denomina una
dilatacion;
3. SiT(z)= ez, con 0 € R, T se denomina una rotacion;
4. SiT(z) = az, con a € C\ {0}, T se denomina una homotecia, en

particular, una homotecia es una composicion de rotaciones y dilata-
ciones; finalmente

5. SiT(z)=1/z, T se denomina una inversion.

Geometricamente hablando: Una traslacién mueve un punto z € C una
distancia |b| en la direccién arg b, sélo el punto al infinito permanece invari-
ante bajo traslaciones.

Una dilatacién expande el plano si a > 1, y lo contrae si a < 1. Solo el
origen y el punto al infinito permanecen invariantes bajo dilataciones.
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Una rotacién por un angulo 6, gira todo punto z alrededor del origen un
angulo 60, y s6lo deja invariantes el origen y el punto al infinito.

Una inversién es la composiciéon de dos reflexiones, la primera sobre el
eje real y la segunda sobre la circunferencia unitaria, aunque ninguna de
estas aplicaciones sea una transformacién de Mobius. Los puntos z = +£1
son sus unicos puntos fijos.

Proposicién 21. Si T es una aplicacion de Mébius, entonces T es la com-
pocion de traslaciones, homotecias e inversiones.

Demostracion. Si ¢ = 0, entonces T'(z) = %z + 7 definamos T (z) = %z y
b
To(z) =z + 7 Claramente T' = Ty o T7.
Si ¢ # 0, definamos:
d 1 bc — ad b
Ti(z) =z + = T(z) = > Ts(z) = —a 7Y Ty(z) =z + rk
entonces IT'=Tyo0T30T5 0 T7. Ll
. . az+b o T
Notamos ademads que, si T(z) = g & una aplicacién de Mébius,
cz

entonces T'(2) = z si, y s6lo si, az +b = 2(cz + d), lo cual implica cz? +
(d —a)z — b = 0, como esta ecuacién es cuadrética, concluimos que: una
transformacion de Mobius, distinta de la identidad, tiene a lo mds dos puntos
fijos, o equivalentemente, si una transformacién de Mobius fija al menos tres
puntos, entonces es la identidad Id(z) = z.

Si T es una aplicacién de Mdbius, a, b, ¢ € C4, son tres puntos distintos
con o =T(a), 3=T(b)~v=T(c)y S es otra aplicacién de M&bius tal que
a = S(a) 3= 9(b) v = S(c), entonces S~! o T fija los puntos a, b y ¢, por
ende S™'oT = Id, de donde S = T. En resumen:

Proposicion 22. Una aplicacion de Mobius esta determinada, en forma
unica, por su accion sobre cualesquiera tres puntos distintos en Cx.

St 29,23,24 € Coo y k # 1, definamos T : Coo — Cop como:
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(2= 2)(z2 — 24) st z9,23,24 € C
(2 — 24)(22 — 23) T
Z—z

3 ST Z9g = 00
zZ — Z4
T(2) =

2 $1 23 = 00
Z — Z4 3
S ST Z4 = OO

\ 290 — 23

En cualquiera de estos casos T'(z2) =1, T'(23) = 0y T(24) = 00, ademds
T es la tnica aplicacién de Mobius con esta propiedad.

Definicién 26. Si z; € Cy, entonces (z1,22,23,24), la Tazén cruzada de
Z1, 22, 23 Y 24, €s la imagen de z1 bajo la unica aplicacion de Mobius que
transforma zo en 1, z3 en 0 y z4 en oo.

Por ejemplo (z2,29,23,24) = 1; (23,22,23,24) = 0y (2,1,0,00) = z.
Ademas, si T es cualquier aplicacion de Mobius y weo, w3 y w4 son pun-
tos tales que T(wz) = 1,T(w3) = 0y T(ws) = oo, entonces T'(z) =
(z, wa, w3, wy).

Proposicion 23. Si zo, 23, z4 son puntos distintos en Cso, y T es cualquier
aplicacion de Mobius, entonces

(Zv 22, 23, Z4) = (T(Z)7 T(’ZQ)? T(Zg), TZ4)
para cada z € Co.

Demostracion. Sea S(z) = (z, 22, 23, 24), la razén cruzada de z, z9, 23 y 24,
entonces S es una transformacién de Mobius, tal que S(z2) =1, S(z3) =0y
S(z4) = 00. SiU = SoT~ !, entonces U(T(2;)) = (SoT)(T(z1)) = S(z1),
donde U(z) = (2,T(22)),T(z3,T(24)) para toda z € Cs. En particular, si
z =T(z) tenemos (z, 2o, 23, 24) = (T(2),T(22),T(23),T(24)). O

Corolario 9. Si 29, 23, 24 son puntos distintos en Cno, y wa, w3, wy también
son puntos distintos en Co, entonces existe una unica aplicacion de Mdbius
T tal que T(zx) = wg, para k = 2,3,4.

Si pensamos Cs, como la compactificacion de C por medio de la proyec-
cién estereografica, podemos ver que las lineas rectas en C corresponden a
circunferencias en C, que pasan por co.
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Proposiciéon 24. Una aplicacion de Mdébius manda circunferencias en circun-
ferencias.

Demostracion. De acuerdo con la proposicion 77, podemos escribir T' como

una composicién de traslaciones, homotecias e inversiones, concretamente,

d 1 bc — ad
T =Ty0T30T50T, con T1(z) = z+ — , Ta(z) = —, Tg(z):%zy
c z c

b
T4(z) = z + —, recordamos que las traslaciones (17 y T4), y las homotecias

(T3) transforman circunferencias en circunferencias, por lo que bastard ver
que las inversiones transforman circunferencias en circunferencias. De ge-
ometria analatica basica sabemos que una circunferencia, o linea, tienen
ecuacién

Az + By +C(2* +y*) =D

con A, B,C, D € R, constantes, no todas cero. Sea z = x 41y, y supongamos
2z #0,sea 1/2 = u +iv, entonces u = z/(z +y?), y v = —y/(2? + y?), la
ecuacion de la circunferencia es equivalente a:

Au — Bv — D(u® +v?) = —C,
la cual también es una linea o una circunferencia. O

Proposicién 25. Si zq, 29, 23, 24 son cuatro puntos distintos en Co, en-
tonces (z1, 22, 23, 24) €s un numero real si, y solamente si, los cuatro puntos
estan en una circunferencia.

Demostracion. Si T(z) = Coo — Co es la aplicacion T'(z) = (z, 22, 23, 24);

b
Zzz—td; siz=az€R, yw=T"z)#1, entonces z =

T(w), de donde T'(w) = T'(w), es decir

entonces 1T'(z) =

aw+b aw+b
cw+d Tw4+d

lo cual implica
(at — @c)|w|? + (ad — be)w + (be — da)w + (bd — bd) = 0.

Si a¢ € R, entonces a¢ — ac = 0; sean o = 2(ad — bc), B = 1(bd — bd), y
multiplicando la ecuaciéon anterior por 2 tenemos

0=Im(aw) — = Im(aw — ()
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pues (0 € R. Esto es, w esta en la linea determinada por la ecuacién anterior.
Si a¢ no es real, la ecuacién

(ac — @c)|w|? + (ad — be)w + (be — da)w + (dd — bd) = 0,

se transforma en

w2 +Jw+~yw -0 =0
para algunas constantes v € C, § € R. En particular |w + 7| = A, donde

A= (I +4) 0

~ |ac — ag| '
Como v y A son independientes de x y como la ecuacién |w + v = A es la

ecuacién de una circunferencia, concluimos que (z1, 22, 23, z4) €s un nimero
real si, y solamente si, los cuatro puntos estdn en una cricunferencia. ]

Corolario 10. Dadas dos circunferencias C y C' en Cs, ewiste una apli-
cacion de Mébius tal que T(C) =C'.
En particular, si A = {z €;|z| < 1}, denota el disco unitario, podemos

ver que:

Proposicion 26. Cualquier transformacion de la forma

0 2 — 20
T _ L0
(2) =e R

con zop € A, y 0 €|0,2m) fijos; es conforme y biyectiva de A en A.

., . . i9 2 — 20
Demostracién. Verificaremos que, si T(z) = e ——" | entonces T(A) =
z

A. Primeramente veremos que, si |z| = 1, entonces |T'(z)| = 1. Como |z| = 1,
entonces zz = 1, entonces:

()| = |0 2220 | | 2z | J LIz al
1—Zpz Zz — Zoz |z| |Z — Zo|
Ademés z — = __ZO es C—diferenciable en C\ {z;'}, y como |2| < 1,
— 20k

entonces |z, | > 1, es decir, Zo ¢ A.

Como T'(z9) = 0 € A, por continuidad 7' transforma el interior de A
en el interior de A. Y como T es la restriccién a A de una transformacion
conforme, T es conforme de A en A. O

Posteriormente, cuando estudiemos el teorema del médulo méaximo, de-
mostraremos que toda aplicacién conforme y biyectiva de A sobre A es de
la forma descrita en la porposicién anterior.
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4.4. Simetria.

Recordamos que dado un punto (z,y) € R?, el punto (x, —y) es simétrico
a (z,y) con respecto al eje x, la aplicacién o(x,y) = (—y, x) es una aplicacién
R — lineal, que preserva normas.

De manera més general, puede definirse simetria con respecto a cualquier
otra linea y = mx, como:

09(z,y) = (Rgo oo R_p)(x,y)

donde m = tan#,y Ry(z,y) = (v cos—ysin b, z sin 0+y cos ) es la rotacién
que gira el plano un angulo 6 en el sentido contrario a las manecillas del reloj.

Finalmente, si deseamos reflejar con respecto a cualquier linea y = mxz +
b, con b # 0 bastara considerar, de manera adicional, la traslacién t,(z,y) =
(x,y —b), y considerar la composicién t_j o gg o t;, para obtener el simétrico
de un punto con respecto a una recta. Ahora bien, podemos generalizar esta
idea, y considerar el simétrico de un punto con respecto a una circunferencia
como sigue:

Definicion 27. Sea C una circunferencia en Co, que pase por los puntos
22,23 Y z4. Dados z, z* €4, diremos que z* es el punto simétrico a z con
respecto a C si, y solo si, (2, za, 23, 24) = (2, 22, 23, 24)

Cabe notar que, de manera similar al caso de las rectas en R?:

s La definicién sélo depende de C, y no de los puntos z2, 23 y 24.

= 2 es el punto simétrico a z* con respecto a C.

s Los puntos de C son los tnicos que son simétricos a ellos mismos.

s La tranformacién z — z* es biyectiva, y se denomina la reflexiéon con
respecto a C.

Para ver que esto realmente una generalizacién del cado descrito anteri-
ormente, supongamos z4 = 00, asi C corresponde a una recta en C, y
Z— 23 Z— 23

(o) — ) = £ _ 2
7272 29 —23 Z2— 23

Z2* — 23

esto implica

25— 23 Z— Z3

29 — 23 Z9 — Z3
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de donde |z* — 23| = |z — 23|, por lo cual z y z* equidistan de cada punto de
C. Ademas . L
zZ — Z3 Z— Z3 zZ — Z3
Im =Im——=—-Im
22 — Z3 22 — 23 22 —Z3

Por ende, y a menos que z € C, z y z* estdn en distintos semiplanos
determinados por C. Ademas, la recta que une z y z* es perpendicular a la
recta C.

Por otra parte, si co ¢ C, podemos suponer

C={z¢€lz—al]=R}, O0<R<x

aplicando sistematicamente la invariancia de la razon cruzada para una apli-
cacién de Mobius (Prop. 77), podemos concluir que:

(Z*722)Z37'Z4> = (2,22,23,254)
= (z—a,29—a,z3—a,z4 —a)
R? R? R?
_ <z—a, )

2o —a Z3—a z4—a

R2
- <§_a+a,22,z3,z4

Esta ecuacion muestra que el punto simétrico de z es z* = a+R?(z—a) !,
o equivalentemente z y z* satisfacen la relacién

(z* —a)(z—a) = R?

Consecuentemente, el producto de las distancias de z y z* al centro es R?,
esto es, |z — a| - |2* — a] = R%. Ademis,

z¥—a R?

z—a |z —al?

> 0,

lo cual significa que z y z* estan en la misma semi-recta con punto inicial a.
Dado z ¢ C, hay una constriccién geométrica muy simple para z*, la cual
describimos en la Figura (?77?):

= Sea L la semi-recta que pasa por z e inicia en a.
= Considere la perpendicular L' a L que pasa por z.

= Sea p el punto de interseccién de L’ con C.
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Figura 4.4: El punto z* es el simétrico de z

» Considere la recta tangente a C en p, T,,C

= z* es el punto de interseccién de L con T},C

En particular, los puntos a e co son simétricos con respecto a C.

Proposicién 27 (El principio de simetria.). Si una aplicacion de Mdobius
manda la circunferencia Cy sobre la circunferencia Ca, entonces cualquier par
de puntos simétricos con respecto a C1 se transforman bajo T en un par de
puntos simétricos con respecto a Co.

Demostracion. Si ze,z3 v z4 son tres puntos distintos en Cq, si z y z* son
simétricos con respecto a C1, y sea 1" una aplicacion de Mobius que trans-
forme Cy en Cy. Entonces

<2*7 22, 23, 24) - (Zv 224 %3, 24)

Como consecuencia de la proposicién ?7 tenemos que:
(T(2%),T(22),T(23), T(24)) = (2", 22,23, 24)

= (2,22,23,24)
(T'(2), T(22), T (23), T(24))

Luego entonces T'(z) y T(z*) son simétricos con respecto a Ca. O

4.5. Ejercicios

1. Obtenga la imagen del primer cuadrante bajo la aplicacién T'(z) = 23.



Capitulo 5

Integral de Linea.

En esta seccién veremos que la generalizacién inmediata de una integral
real a los nimeros complejos es definir la integral de una funcién compleja
sobre un intervalo real, esto nos conducira al concepto de integral de linea.
Este concepto nos permitird estudiar una serie de propiedades fundamen-
tales en el andlisis de funciones de variable compleja, las cuales son muy
complicadas de demostrar sin el uso de la integraciéon compleja, propiedades
mediante las cuales iniciaremos la distincién fundamental entre los funciones
reales de variable real y las funciones holomorfas. Estos resultados son el ob-
jetivo principal de la siguiente seccion.

Demostrar que una funcién C—diferenciable es holomorfa puede demos-
trarse sin utilizar integracién a lo largo de curvas, aunque las demostraciones
suelen ser mas complicadas, R. L. Plunket demostré la continuidad de la
derivada en A topological proof of the continuity of the derivate of a function
of a complex variable. Bull. Amer. Math. Soc. 65, (1959); 1-4. Mientras que
E.H. Connel y P. Porcelli demostraron la existencia de todas las derivadas en
A proof of the power series expansion without Cauchy’s formula. Bull. Amer.
Math. Soc. 67, (1961); 177-181. Ambos artéulos basan sus demostraciones en
una demostracion topoldgica del teorema de la aplicaciéon abierta, pues este
se encuentra muy relacionado con la estructura de las funciones holomorfas,
segun demuestra Stoilow, cuya disertacién puede encontrarse en el libro de
C. T. Whyburn Topologycal analysis, 2nd ed. Princeton. 1964.

5.1. Integracion Compleja

Como mencionamos anteriormente, las demostraciones cldsicas donde se
prueba que las funciones C—diferenciables son holomorfas se basan en la

91
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integracién a lo largo de curvas, por lo cual iniciamos la presente seccién
recordando algunas definiciones y propiedades fundamentales de curvas e
integracién.

Definicién 28. Sea (X, d) un espacio métrico.

1.

Una curva (o trayectoria) en X es una transformacion continua -y :
[a,b] — X donde [a,b] denota el intervalo cerrado {t € R?;a < t <
t a,beR,a<b}.

Los puntos v(a), v(b) se denominan los extremos de la curva, vy(a) se
denomina el punto inicial, y v(b) se denomina el punto final. También
se suele decir que v inicia en y(a) y termina en y(b).

Dados xo, x1 € X, diremos que una curva 7y : [a,b] — X une z¢ con
x1 sic y(a) = zg y y(b) = x1. En este caso también decimos que v es
una curva de xg a x1.

Diremos que una curva v : [a,b] — X es una curva cerrada si y(a) =
v(b). Si zg = y(a) = v(b), en este caso también decimos que 7y es un
lazo en xg.

Si~y:la,b] — X es una curva, denotamos la imagen de v como im(~y),
esto esim(y) = {vy(t);t € [a,b]}. La imagen de vy también se denomina
la traza, o soporte de la curva.

Siy:[a,b] — X es una curva en X, definimos la curva —y (también
se suele denotar y~1) como —v : [a,b] — X, —y(t) = v(b+a—t). Note
que —(a) = 3(b), ~(b) = ¥(a), y im(~7) = im(3). La curva — se
denomina la curva inversa de vy, y es la curva que recorre la traza de
v en sentido opuesto.

Siy :lar,bi] — X, y2: a2, ba] — X son dos curvas tales que el punto
inicial de v2 coincide con el punto final de 1, esto es, v2(az2) = v1(b1),
definimos la curva v = 71 + 2 como Sigue:

v:la,b) = X, con a=ay, b=>b +by—ay

’)’1(75) si a<t< bl

Y(t) =
Yo(t +ag —b1) si by <t <by+by—a

Como ya(b1+az—0b1) = vy2(az) = v1(b1), esta funcion estd bien definida
y es continua. Nétese que im(y1 + 1) = im(y1) Uim(vye). Esta curva
se obtiene recorriendo primero 1 y posteriormente 7ys.



5.1. INTEGRACION COMPLEJA 93

8. Sea Q C C un conjunto abierto, no vacio, y v : [a,b] — Q una curva.
Diremos que v es suave por partes si existe una particion a = ag <
a1 < ... < ay = b del intervalo [a,b] tal que Y|(q4;a;,,)] €5 una funcion
continuamente diferenciable para j =0,1,...,n — 1.

Recordamos que la restriccién de v al intervalo [a;,aj4+1] es continua-
mente diferenciable si existe un intrvalo abierto I; € R, con [a;,aj41], tal
que v es continua y diferenciable en I;.

Nétese que, en este caso, hay un subconjunto finito S C [a,b] tal que
dry/dt existe y es continua en [a,b] \ S; ademds dvy/dt es acotado en este
conjunto.

Podemos notar que, si v es una curva diferenciable por partes en {2,
entonces y~! también lo es. Si y; y 72 son curvas diferenciables por partes
en (), y el punto final de 71 coincide con el punto inicial de -2, entonces
Y1 + 72 es una curva diferenciable por partes.

Definicién 29. Sea (X, d) un espacio métrico.

Si v+ [ag,bk] — X, k = 1,2 son dos curvas en X, diremos que y2 es
una reparametrizacion de i, (o que 7y se obtine de 1 por medio de una
reparametrizacion), si existe una funcion continua, sobre, y estrictamente
creciente h : [ag, ba] — [a1,b1] tal que 1 o h = s.

En este caso im(v1) = im(y2). Si X es un subconjunto abierto de C,
y si 7, son curvas suaves por partes, se pedird adicionalmente que h sea
diferenciable.

Procediendo de manera similar a lo realizado en los capitulos anteriores,
podemos identificar nuevamente C con R?, tomar  C R?, considerar una
curva suave v en € y una funcién f R?-valuada definida en €2, tomando
en cuenta que lo que sabemos hacer es realizar integracién de funciones
real valuadas de variable real, al evaluar f a lo largo de «v y realizar el
producto punto con ¥ obtenemos una funcién real valuada de variable real
h(t) = f(~(t))-4(t), y podemos realizar la integral de h(t) sobre el intervalo
de definicién de =, obteniendose asi un valor real, esto es:

Definicién 30 (Definicién Preliminar). Sea Q C C un conjunto abierto
no vacio, vy : [a,b] — Q una curva suave en Q, y f : Q@ — C una funcion
C—waluada, y continua definida en 2. Se define la integral de linea a lo largo

de 7, la cual denotamos /fdz, por la formula:

L Fiz= [ 7610 301
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donde f(~(t)) - 4(t)dt denota el producto punto de f(y(t)) y ¥(t) como vec-
tores en R2.

Si identificamos nuevamente C con R? via z = x + iy — (z,y), podemos
escribir la funcién continua f en términos de sus partes real e imaginaria
como f(x,y) = (u(z,y),v(z,y)), con u, v funciones R — valuadas definidas
en Q,y v(t) = (x(t),y(t)), entonces

b da(t) ay(t)
dz = u(x(t), v(x(t), ——|d
[z = [ [utoo.u0) S5 ot 0) L2
Ejemplo 10.

Evaluemos /fdz donde f(z +w) = w = (0,y), y 7[0,1] — C es la
v

curva que une 0 con ¢. Podemos ver que v estd dada por y(t) = (0,t), de
donde #(t) = (0,1), y por definicién

1 t2
/de:/ tdt = —
v 0 2

Desde luego, si v es una trayectoria que une los puntos zg y z1, la pregunta
natural que nos hacemos cuando estudiamos calculo es, si o es otra curva

que une a zg conzl,/f—/f?
0% o

Como consecuencia del teorema fundamental del célculo, sabemos que
siuw = dg/0x y v = 0g/0y, para alguna funcién suave g definida sobre un
conjunto abierto que contenga a la curva -y, entonces

1

1
0 2

/(udw +vdy) = g(v(a)) — g(v(b)),

es decir, la integral no depende de la curva . Aun maés, sabemos que
udxr + vdy no es de la forma dg/0x y v = Jg/dy, para alguna funcién
suave g, a menos que Jvdr = Ju = Jy. Obteniéndose asi una condiciion
necesaria, pero no suficiente. Como consecuencia de las propiedades de in-

tegracion de funciones de variable real, sabemos que / f no depende de la

¥
reparametrizacién de . Por otra parte, las propiedades del producto punto

en R? nos dicen que /(f—i—cg) :/f+c/g para todo ¢ € R, f y g fun-
v gl gl
ciones R%2—valuadas definidas en un abierto € que contenga a =, es decir,

/ :C — R es una funcién R—lineal, donde C es el R—espacio vectorial de
gl
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las funciones R? — valuadas definidas en un abierto £ que contenga a 7.
Desde luego, nos gustaria que la R—linealidad de la integral se extendiara al
campo complejo, es decir, que fuese C—lineal, desafortunadamente esto no
sucede, como podemos ver en el siguiente ejemplo:

Ejemplo 11.

Evaluemos /zfdz, donde f(x+wy) =w = (0,y), y 7[0,1] — es la curva

~(t) =t = (0, t) que une 0 con 1.
Como vimos en el ejemplo anterior

1

1 42
/fdz:/tdt:—
v 0 21

1
2

de donde z/ fdz = 5

Sin embargo o (z + 1) = 1(2y) = —y = (=9,0), y como f(1(t)) - () =
(—t,0) - (0,1) = 0, entonces /zf = 0.
Desde luego, lo que deseamos hacer es generalizar la integral de linea

real al caso complejo, es decir, deseamos que esta integral siga siendo in-
dependiente de las reparametrizaciones y que sea C—lineal, para lo cual,

debemos modificar nuestra definicién anterior de manera que [ f de un

~
nimero complejo.

Definicién 31 (Definicién de Integral de Linea). Sea Q C C un con-
Junto abierto no vacio, v : [a,b] — Q una curva suave en Q, y f : Q@ — C
una funcion C—wvaluada, y continua definida en 2. Se define la integral de

linea a lo largo de v, la cual denotamos | fdz, por la formula:

Lﬂuzéwwwwmw

donde ahora el producto f((t))¥(t) es como nimeros complejos.

Nuevamente, podemos escribir la funciéon continua f en términos de
sus partes real e imaginaria como f(z) = u(z) + w(z), con u,v funciones
R—valuadas definidas en Q, y v(t) = (z(t) + w(t)), entonces

FO@)3(t) = [uly(®) +w(y(@)][2@) + (1))
= [uly(#)(t) = v(y@)g(®)] + 2[u(y(2)9(t) — v(y (1) 2(1)]
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b
b [ utetr )+ vteto, o) 50 | a

La cual resulta mas facil de recordar si escribieramos formalmente

Afdz = /ab[udaf — vdy] + z/ab[udy + vdx]

Lfdz—/ab[uab—vy]Jrz/ab[uerm}dt

Desde luego, atin debemos verificar que, con esta definicion, se extienden
las propiedades de la integral de Inea, y que la integral, en este caso, resulta
C—Ilineal. Y al igual que en el caso anterior, si v es una curva de zg a z1,

o bien

nuevamente podemos preguntarnos si [ f depende , o no, de la curva 7.

¥
En esta seccion trataremos de dar respuesta a estas preguntas, pero antes,

veremos algunos ejemplos.

Ejemplo 12.

1. Evaluemos ahora /ezdz, donde ~(t) = €', con t € [0,27/2]. En este

v
caso

jus

/ezdz = /2 Y (t)dt
0% 0

3 .
= / eleostasint) . (_gin¢ 4 4.cost)dt
0

™

Bl
= / —e“*[cos(sint) - sint + sin(sin t) - cos t]dt
0

3
+ z/ —eS'sin(sint) - sint — cos(sint) - cos t]dt
0

/2

= ! cos(sint) ‘3/2 + 12 e“sin(sin t) }g

cost+esint ‘ /2

= e 0

= e'—e
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2. Ahora evaluaremos / fdz, donde f(2) = (z—a)7L, y y(t) = re?™ +a,
v

con t € [0,n], n € N. Tenemos
1 " 1
/ dz = / 5 2mrat - e?™dt
L Z—a o (re?™t4a)—a

—/zdz
0

= 27mne

Esta férmula posteriormente nos serd muy util.

Proposicién 28. Sea v : [a,b] — C una curva suave, si o : [c,d] — C es
una repametrizacion de vy, entonces

Aleﬁ

para toda fucion continua f definida sobre un conjunto abierto que contenga
a la tmagen de la curva .

Demostracion. Como o es una reparametrizacién de v, existe una funcién
h: [e,d] — |a,b], continua, diferenciable y creciente tal que o(t) = (yoh)(t).
Como consecuencia de la regla de la cadena tenemos:

o= dot) _dyoh)(t) _ dy(h(t)) dh(t) _ dv(s)ds

®) dt dt ds dt ds dt
con s = h(t), de donde

/g ;o= / oo

O

Proposiciéon 29. Sea Q C un conjunto abierto, no vacio, f,g : Q@ — C
funciones continuas, A una constante compleja, y sean v,y1 Yy Y2 curvas,
tales que el punto final de v, coincide con el punto inicial de 9. Entonces:
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)\f:)\/f.
/f+g /+L9.
=]
Aﬁwf(ﬂf+/j-

Demostracion. (1) Si f = u 4w, con u,v : 2 — R funciones R-valuadas,
continuas definidas en 2 , A = A1 +iXy € C, con N\, € R,y y(t) = z(t)+wy(t),
con t € [a,b] C R, entonces: A\f = (Aju — A\v) + 2 (A1v + Agu), de donde

S~

b
/ A= / [ — Agw)i + (Ao + Agu)gldt
b
+ / [(Aru — Aav)y 4+ (Ao + Agu)E]dt

b b
= N / (ut — vy)dt — )\2/ (uy + vi)dt
a ) a b
+ ()\1/ (ug + vi)dt + )\2/ (uz — vy')dt)

b
= )\/ f
(2) Si f =wu1 +1v1, g = ug + 1092, v como antes, entonces:
b
Jure = [l i - o+ il
(o a b

+ / [(u1 4+ u2)y + (v1 + vo)]dt
ba b

= / [urd — v1y]dt + 2 / [u1y + vi&]dt

b b
+ / [UQ.i" — Ugy]dt +1 / [qu + UQi]dt

- Lf+lg
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(3) Si fy 7 son como el inciso (1), entonces: —y(t) = (b — t), y como
consecuencia de la regla de la cadena

d(=)(t) _ dy@)db—t) _ dy(t)

dt dt dt dt ’

de donde

b _
[ 1= [

(4) Finalmente, sea f como en el inciso (1), v1(t) = z1(t) +ey1(t), sit € [a, D]
y 72(t) = z2(t) + 1 ya(t), si t € [b,c|, con v1(b) = v2(a). Entonces:

/Mer/wf = /f% ) (t)dt +

= /(uxl—vyl )dt + 1
a

)dt

uy1 + viy)d

\\\

+ / (ute — vyo)dt + 1 uyg + vio)d

b

b

= / (uzy — vy )dt +/ (uzg — viyo)dt

a b

b c
+ 2 </ (ugr + viq)dt +/ (uga —H}x'g)dt)
a b

Aplicando que estamos integrando fucnciones real valuadas, tenemos que

b c c
/ (uiq — vyp)dt + / (uty — vye)dt = / (ux — vy)dt
a b a

Yy que

b c c
/ (ugy + viq)dt + / (uge + vig)dt = / (uy — vi)dt
a b a
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donde z(t) = z1(t) si t € [a,b] y x(t) = x2(t) si t € [b,c|, procedemos en
forma anédloga para y(t). De donde:

AT AT

como deseabamos mostrar. O

Definicién 32. . Si vy : [a,b] — Q es una curva suave por partes, y a =
ap < a1 < ... < ap = b, es una particion de [a,b] tal que Vi = Vay ap,1] €S

diferenciable para k = 0,...,n — 1. Definimos /fdz como
¥

[yfdz = /Yk fdz.

Podemos notar, como consecuencia de la proposicion anterior,que el va-
lor de la integral de f a lo largo de v no depende de la particiion utilizada.

n—1

k=0

Definicién 33 (Longitud de Arco). Sea v : [a,b] — una curva suave la
longitud de arco de v se define como:

b b
o) = / ()]t = / NEOEERTOR

La longitud de arco también es independiente de la parametrizacién.
Ejemplo 13.

Si y(t) = exp(zt), con t € [0,27], es una parametrizacién del circulo
unitario, entonces

27 21
() = /0 /(= sin(0))? + (cos(t) 2dt = /0 it = 2r.

La siguiente propiedad nos permite obtener una estimacién de las integrales.

Proposicién 30. Si ) es un subconjunto abierto no vacio de C, v : [a,b] —
Q es una funcion continua, tal que existe una constante real M > 0 con
|f(2)] < M para toda =z € im(7y), entonces

/1

< M{(y).




5.1. INTEGRACION COMPLEJA 101

En forma mds general tenemos:

f] < [ 19lidz|
Yy

donde, por definicion,

/i —/ P ®)d.

Demostracion. Como

— d
/ f [ s d
entonces
b
[ = |[ rewnwa
¥ a
b
< |f(y(@)¥(D)] dt
< / FG@O)IA®)dt
< / M3 ()t
= M{(y)
pues, por hipétesis, |f(v(t))| < M para toda t € [a, b]. O

Teorema 11. (El Teorema Fundamental del Cdlculo para Integrales
de Linea). Si 7y : [a,b] — C es una curva suave, y f es una funcion
C—diferenciable en un abierto Q@ C C, tal que im(~y) C 2. Entonces

En particular, si vy es una curva cerrada, es decir, y(a) = v(b), entonces

/7 F()dz =
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Demostracion. Si f es C-diferenciable, entonces

FOy(8) = ult) +20(t),
con u,v : [a,b] — R diferenciables, entonces

d(f(v(t)) _ du dv
—a E(t) +2E(t)a

b b
du dv
! _
[yf(z)dz—/a dtdt—f—z/a dtdt

Aplicando el Teorema Fundamental del Calculo a las funciones reales de
variable real u/, v, tenemos

de donde

b dqu

b du
/a Cfl—tdt =u(b) — u(a), y ’ %dt =v(b) — v(a),

y como
(u(b) = u(a)) + 1 (v(b) —v(a)) = F(y(b) — f(v(a)))

podemos concluir que

O

Corolario 11. Si f es un polinomio en z, y v es cualquier curva cerrada
en C, suave por partes, entonces

g

Ejemplo 14.

Sizg =1, 21 = € para algin a € (0,7], y f(2) = 1/z, sabemos

dlo 1
que 8% _ —, donde log esta definido en la rama principal, esto es, si

zeC \dfz;Reé) =0, Im(z)<0}.

Como log(z1) =1, y log(1) = 0, entonces /f =1q.
2l
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Proposicién 31. Si Q es un subconjunto abierto no vacio en C, R un
rectdngulo cerrado contenido en Q y f : Q — C es una funcién C-diferenciable,
y f € CHQ), entonces

// dxdy_i | Jdz.

Demostracion. Si R = {zx + 1y €;(z,y) € [a,b] X [¢,d]}, es un rectdngulo
cerrado contenido en €2, con vértices v1 =a—+1c,va =b+1c,v3=b+1d,y
vy =a+1d, 1, ...,74 los lados de R, estos los podemos parametrizar como
71(t) =t+1c, con a <t < b, y2(t) = b+it, con ¢ <t < d, etc. Entonces

J o3 ()

=q + =h +

v=a vd Y ‘§b vd
R

Y Yz

\;:a+tc Y, vZ:b-Hc

Figura 5.1: Rectangulo cerrado en ).

[ fiayees = [ ([ 55m)

b
- / fla.d) - f(z,c)] du

= fdz— / fdz
—73 Y1
de manera similar obtenemos:

//Rg‘gidxdy = ( 72fczz+/mfdz>.

Sumando las integrales anteriores obtenemos:

// ~drdy = = Z =5 fdz

k;l'Yk

Como
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Corolario 12. Si f € C}(), y f es C-diferenciable en ), entonces para
cada rectdngulo cerrado R C ) tenemos

fdz=0
OR
A diferencia de este corolario , el siguiente resultado no pide que la fun-
cién f sea de clase C!, y es un resultado que juega un papel fundamental en
nuestro estudio de las funciones C-diferenciables, en particular, nos permi-
tird ver que estas funciones son analiticas.

Teorema 12 (El teorema de Cauchy-Goursat). Si Q es un conjunto
abierto en C, y f es una funcion C—diferenciable definida en ). Entonces,
para cualquier rectingulo cerrado R C €,

fdz=0
OR

Demostracién. Identificando nuevamente C con R? consideremos un rectén-
gulo cerrado R = {z + 1y € C; (z,y) € [a,b] X [¢,d]} contenido en 2, donde
a,b,c,d € Ricon a < by c<d,y denotemos por v, k =1, ...,4 los vértices
de R, estoes vy = a+ 1¢c;v9 =b+ 1c,v3 =b+1dyvy =a+ 1d. Y
consideremos los siguientes puntos auxiliares:

1 1 1
vg 1= Z(vl +v2 + vg + v4), w1 = 5(”1 + va), wy = 5(”2 + ),

1 1
w3 = 5(1}3 +v4),wy = 5(111 + v4)

Esto es, vy es el centro del rectangulo R, y los puntos wg son los puntos
medios de cada uno de los lados de R.

Dividamos R en cuatro rectangulos cerrados Ry, Ro, R3 v R4, donde Ry
tiene vértices v1, w1, v y wy; los vértices de Ro son wi, v, we y vg; R3 tiene
vértices vg, we, v3, w3, y finalmente, los vértices de R4 son wg, vy, w3 y v4, €n
este orden, como muestra la figura (77).

Como consecuencia de la proposicién 77, tenemos que

4

fdz= fdz.
OR ; ORy

/{)Rfdz

Denotemos por

A=

Y
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\é:aJrld W, v3:b+1d
R, R,

" 0 7
R] RZ

vI:a+1c w, v2:b+1c

Figura 5.2: Rectangulos cerrados en 2.

/BRk fdz

entonces

4
A= gz

k=1

)

4
;/@Rk fdz

En particular, existe v; € {1,2,3,4} tal que

/ fdz
ORy,

Ademéds, ((OR,,) = 3{(OR), y el didmetro de R,, es la mitad del didmetro de
R, es decir: diam (R,,) = 2diam (R). De manera similar a la anterior, ahora
dividamos R,, en cuatro rectdngulos R,, ,, con u = 1,...,4, introduciendo
el centro, y los puntos medios de los lados de R, , tenemos

> —A.

=

4
fdz=Y" fdz,
p=1

Ry, ORuy

luego entonces, existe vy € {1,2,3,4} tal que

1
[z gz pa
ARy s OR.,
ademas,
1 1
UORy, 1,) = ig(aRw) = ?g(aR)v
y

. 1. 1 .
diam (ORy, ,,) = édmm (OR,,) = ?dzam (R)
Iterando este proceso, encontramos una sucesién de rectangulos cerrados

{Ru, vs,..., - k € N} que satisfacen las siguientes propiedades:

1. RV17V27~~v,Vk7Vk+1 - RV17V27~-~7Vk-’
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2. LRy, i) = = L(OR),

-----

El inciso (1) nos dice que tenemos una sucesién {R,, ..., : k € N} de
compactos anidados, aunado esto al inciso (2) tenemos que

ﬂ Ry s, = {a}
keN
para un Unico punto o € R.
Definimos ¢ : Q — C, por €(z) = f(2) — [f(a) + f'(a)(z — a)].
Como f es una funcién C—diferenciable en §2, entonces € es C—diferenciable
en «a, y £(a) = 0. Luego entonces
im S8 o gy SR E@

=0.
z—azFa 2 — O z—a,zFQ Z—

Luego entonces, dada € > 0 existe § > 0 tal que |z — a] < ¢ implica
le(2)] < €|z — af.
Como f(a)+(z—a)f'(«) es un polinomio en la varible z, como consecuencia
del corolario anterior,

/ f(a) + (2 — a) f(a) = 0.

Luego entonces

Por otra parte, como lim diam (Ry, 4, ,) =0, existe k > 0 tal que
n—oo

diam (Ry, v,,... 1, ) < 0. En particular |z —a| < 0, si 2 € Ry, 1,,...1,- De qui se

deduce que
1
A< / fdz| = / edz
2 8RV1,IJ2 ,,,,, Vi 8RV1,V2 ..... Vi
. 1 . 1
<94 dlam(RV17V27--~7Vk) E(RVLVQ:WV;C) =€ ok diam(R) ok ((R),

es decir, A < ediam (R) ¢{(OR).
Como € es arbitraria, entonces A = 0. ]
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Para poder aplicar este teorema necesitamos una versién mas fuerte.

Teorema 13. Si ) es un abierto en C, f una funcion C—wvaluada y continua
en Q, a € Q, y f es C—diferenciable en Q \ {a}, entonces para cualquier
rectangulo cerrado R C )
fdz =0.
OR
Demostracion. Sia ¢ R, aplicamos el teorema anterior. Sia € JR, sea R un
rectangulo cerrado contenido en el interior de R, y cuyos vértices convergen
a R cuando € — 0. Esto es, si R = {z+wy €; (z,y) € [a,b] x[¢,d]},y 0 < e un
nimero suficientemente pequenio, entonces R, = [a +¢€,b— €] X [c+€,d — €].

1 '3
R] RZ
a=o+1
Vi V2
Figura 5.3:

Como f es continua en 2 y R es compacto, entonces f es uniformemente
continua en R, luego entonces

lim fdz= fdz
—0./8R. OR
Pero, como consecuencia del teorema de Cauchy-Goursat fdz =0,

IR,
de donde / fdz = 0. Finalmente, supongamos que a € Int(R) = (a,b) X
OR
(c,d), digamos a = a + 1 3. Sea R; el rectangulo con vértices v = a + uc,

wy = a+1c, wyg = a+1dy vy = a+id, Ry el rectingulo con vértices
wo, V9 =b—+1c, v3 =b+1d, ws.

Entonces
fdz= fdz+ fdz.
OR ORy OR2
Como a € OR1 y a € OR3, en el caso anterior mostramos que fdz=0,
ARy,
para k = 1,2, de donde fdz=0. [

OR
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5.2. El Teorema de Cauchy

Lema 5. Si R es un rectangulo cerrado en C, ya € R\ OR es un punto en

el interior de R, entonces
1
/ dz = 27i.
OR < —a

Demostracion. Dado t € [0, 1], existe un unico p(t) tal que en la frontera de
R tenemos el punto a + p(t)e* *t. Consideremos la curva suave por partes
r(t) = a + p(t)e*™*t. Entonces

/ 1d2 B /1 1 dp(t)627rztdt
onz—a = Jy st dr

B lp/(t) 1 .

= /0 p(t)dt+/02 dt
In(p(1)) — In(p(0)) + 27+

= 2m

donde el logaritmo es el logaritmo real de un nimero positivo, y como p(0) =
p(1), entonces In(p(1)) — in(p(0)) = 0. O

Teorema 14 (El teorema de Cauchy para rectdngulos). Si Q C C es
abierto no vacio, f : Q — C una funcion C—diferenciable en Q, R C Q un
rectdngulo cerrado, a un punto en el interior de R, entonces

fla) = 1 (2) dz.

2m1 Joap 2z —a

Demostracion. Para z € (), definamos la funcién

f(z) = f(a)

zZ—a

sio z2e€Q\{a}
9(2) =

f'(a) si z=ua
Claramente g es continua en €2, y g es C—diferenciable en Q \ {a}, como

consecuencia del teorema 77,0 = / gdz, y como

OR
[ ga = [ 10-1@,
OR AR z—a
(2) 1
= —dz— f(a dz
aRZ*CL f()/aRZCL

= Mdz—27rf(a)

QR < —a
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1
de donde f(a) = 571 Jon 5&22 dz. O

Teorema 15. Si Q) C C es un abierto no vacio, y f es una funcion C—diferenciable
en ), entonces f es analitica en 2, es decir, dado a € 2, existe r > 0, la
cual depende de a y 2, y existe una sucesion de nimeros complejos {cp}n>0

tal que
oo
Z en(z—a)"
n=0

converge a f(z) para toda z tal que |z — a| < r.

Demostracion. Sea a € €, y sea R C € un rectangulo cerrado tal que
a € R\ OR, y tomemos r > 0 tal que B(a;r) C int(R), es decir, la bola
cerrada con centro en a y radio r este contenida en el interior del rectangulo
R. Como consecuencia del teorema de Cauchy para rectangulos tenemos:

e,

2w Jogp 2z —w

flw) =
Por otra parte

1 _ 1 (1_w—a)_1: 1 i(w—a)
z—w zZ—a z—a z—a z—a

0

si|lw—al<|z—al
Siw € B(a,r) y z € OR, entonces |w —a| < 7|z —a|,con0<7<1,y7T
solo depende de r y R. Luego entonces

ia)n
d
27”/81% 0 (z —a)ntt =

n=

y como la serie converge uniformemente para w € B(a,r), y z € OR, pode-
mos intercambiar la suma con la integral, de donde

flw) = 5o :OO ([ rod ) w-ar

o equivalentemente

Ecn w—a)"
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con

1 f(z)
= om /aR (2 — a)”“dz'

Es decir, toda funcién C—diferenciable es analitica. O

Nota: En vista de esto, y del corolario 77 de la proposiciéon ?7, los
conceptos C—diferenciable, holomorfo y analitico, son equivalentes, y los
usaremos indistintamente a partir de este momento.

- 1
Avin més, como f(z) = Z cn(z — a)", entonces ¢ = Hf(k) (a),y el valor
n=1 ’

oo
¢k es independiente de OR, ademas la identidad f(z) = ch(z —a)", se
n=0
satisface para |z — a| < p, donde p es el radio de convergencia de la serie.
Corolario 13. Si f € ¢4(Q), y 0f/0Z =0 en €, entonces f es analitica.

Corolario 14. Toda funcion C—diferenciable en 1 es infinitamente dife-
renciable.

o0
Corolario 15. Si f : @ — C es analitica, entonces f(z) = ch(z —a)",
n=0

si |z —a|l < p, donde p es la distancia del punto a a la frontera de ), esto
es, p = d(a,00)

Corolario 16. Si ) C es abierto no vacio, f : & — C una funcion holo-
morfa en Q, R C Q un rectdngulo cerrado, a un punto en el interior de R,
entonces

k! z
f(k)(a) = 2me /BR (z ic(a))’“‘*‘l dz.

Demostracion. Como mencionamos anteriormente

%) (a) = kley = ik /6R (Ldz

2mi z—a)kt1
]

Teorema 16 (El Teorema de Morera). Si Q2 C C es un abierto no vacio,
f una funcion continua en §2, y si fdz =0 para todo rectingulo cerrado

OR
R C Q. Entonces f es holomorfa en ).
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Demostracion. Dado a = o+ 18 € €, consideremos r > 0 tal que B =
B(a,r) C Q.

Si z € B, entonces z = = + 1y, (z,y € R), sea 2/ = x +10, y se
Y. = 71 + Y2, donde 71 es el segmento de linea que une a con 2/, el cual
podemos parametrizar como, v1(t) =t + 23, con t € [, z]; y sea ¥ es el
segmento que une 2z’ con z, parametrizado por vq(t) = x + 1t con t € 3, y].

Figura 5.4:

Definimos F(z) = / f(w) dw.

z

Si h # 0 es un numero real tal que z + 1h € B(a,r), entonces

F(z+1h) - F(z) 1
= [ fwaw,

donde X es el segmento de linea que une z con el punto z + 2 h, por ende,

ANt)=x+1t,cony <t <y+h,y A(t) =1 Entonces

F(z+h) —F(z) _ @ /yM fx +t) dt.
Yy

h h

De donde, para cada z € B(a,r) tenemos

OF , F(z+1h)—F(2)

5, ) = I i — 1£(2).

Por otra parte, si 2”7 = a+ 21y, y I', es la curva I'y + 'y, donde I'; es el
segmento de linea que une a con z”, y I's el segmento que une z” con z, si
h # 0 es un nimero real suficientemente pequeno, entonces:
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F(z+h) — F(2) 1/
- _ dw,
) 7 [ rw)aw
donde L es el segmento de linea que une z con el punto z + h, por ende,
ANt) =t+ 1y, conx <t <axz+h,y L(t) =1, y procediendo de manera
similar a la realizada en el parrafo anterior, tenemos

Afirmamos que:

L=k

Siz # ayy# 3,y consideramos el rectdngulo R con vértices a, 2’,2,2”,

su frontera OR, estd dada por 7, — I',, y por hipétesis f =0, luego

OR
0:/8Rf:/zf_ sz‘

Por otra parte, si x = «, entonces 2’ = a y 2” = z, de donde

/vzf:/?zf:/a—gf

ya que az’ se reduce a un punto [ f = 0, analogamente / f= / f.
az’ T, az

entonces:

Cuando y = (§ se procede de manera similar a la anterior.

Como 0F/0x = f, y OF/0y = @ f, existen, son continuas y satisfacen
las ecuaciones de Cauchy-Riemann 0F/0z = f = —1 (v f) = —1(0F/0y),
entonces F' es C-diferenciable en z, para cada z € B(a,r), y como a es un
punto arbitrario de €2, entonces F' es holomorfa en ). O

Como consecuencia del teorema Fundamental del Célculo, si tenemos una
funcién holomorfa F', definida en un abierto conexo no vacio Q2 C C, tal que
F" = f, entonces / fdz = 0 para cualquier curva cerrada, suave por partes
contenida en (2. Réciprocamente, el resultado anterior nos dice que, si f
satisface la condicién / f =0, para cualquier rectangulo cerrado contenido

OR
en (), entonces f es holomorfa, lo cual proporciona otra caracterizaciéon de
las funciones holomorfas.
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Definicion 34. Sea 2 C C un conjunto abierto, no vacio, f una funcion
holomorfa en 2. Una primitiva de f sobre Q) es una funcion F, holomorfa
en Q, cuya derivada es f, es decir, F' = f.

Como consecuencia de que toda funcién holomorfa admite un desarrollo
en serie de potencias, tenemos la siguente proposicién:

0

Proposicién 32. Si ch(z —a)" converge a f(z) siz € B(a,r) ={z;|z—
n=0

al <}, entonces f tiene una primitiva en B(a,r).

o0

. c

Demostracion. Definamos F(z) = Z " _(z—a)"*!, claramente F' = f
—nt 1

y como consecuencia de la proposicién 7?7, el radio de convergencia de F

coincide con el de f. Por tanto, F' es una primitiva de f en B(a,r). O

Proposicion 33. Sea 2 C C un conjunto abierto, conexo, y sea [ una
funcion holomorfa en Q. Si F' y G son dos primitivas de f en ), entonces
F — G es constante.

Demostracién. Como F y G son primitivas de f en €, entonces (F — G)' =
F'—G = f—f=0,y como Q es conexo, tenemos que la funcién F — G es
constante.

O

5.3. Ejercicios

1. Evalué

/ dz
jel=2 2% — 1

donde la circunferencia estd recorrida en sentido positivo.

/ 2 =1 |dz]
|z|=1

3. Suponga que f(z) es analitica en una regién que contiene a la curva
cerrada . Demuestre que

2. Evalué

[y FEf(2) de

tiene parte real cero.
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4. Suponga que f(z) es analitica y satisface la desigualdad |f(z) — 1] < 1
en una regiéon . Demuestre que

f'z) . _
L 72 dz=10

para cada curva cerrada en 2.

5. Si P(z) es un polinomio y C denota la circunferencia |z — a| = R,
obtenga el valor de [, P(z)dz.



Capitulo 6

Funciones holomorfas.

En la presente seccién, analizaremos el comportamiento de las funciones
holomorfas, en particular veremos como ciertas condiciones locales determi-
nan el comportamiento global de la funcién.

Teorema 17. (El principio de continuacion analitica). Sea Q@ C C un sub-
congunto abierto no vacio, y sea f : 0 — C una funcion holomorfa. Si existe
un subcongunto abierto no vacio U contenido en  tal que f(z) = 0 para
cada z € U, entonces f(z) =0 para toda z € .

Demostracion. Denotemos por f( la n-ésima derivada de f, sin > 1,y
f© = f.Y denotemos por E, el conjunto de puntos z €  cuya n-ésima
derivada es cero, esto es,

E:ﬂEn

n>0

Queremos demostrar que E = 2, para lo cual demostraremos que E es
un conjunto no vacio, cerrado y abierto en €2, y como ) es conexo, entonces
FE debe coincidir con €.

Como f(z) = 0 para toda z € U, entonces U C E, por ende E # &.

Como f(™ es continua, y E, es la imagen inversa de un punto, que en
particular es un conjunto cerrado, entonces F), es cerrado. Por otra parte, co-
mo interseccién arbitraria de cerrados es cerrado, entonces E es un conjunto
cerrado en €.

Ahora demostraremos que E es abierto, sea a € E, como f es holomorfa
en (), existe r > 0 y una sucesién de numeros complejos {cp }n>0 tales que

115
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f(z) = ch(z—a)”, para toda z € B(a,r) = {z;]z — a] = r} y como
n=0

consecuencia de la proposicién 7?7 y el corolario 77 tenemos

oo

FR(2) = Z nn—1)--(n—k+1)ecp(z—a)" ", donde ¢, = f*(a)/k.
n=0

Como a € E, entonces f(k)(a) = 0 para toda k > 0, de donde ¢;, = 0 para
toda k > 0, por lo que f(z) = 0 para toda z € B(a,r), es decir B(a,r) C E.
Por tanto, E es abierto. ]

Teorema 18 (El Teorema de Independencia de Trayectorias). Si
f es una funcion continua sobre un conjunto abierto conexo Q2 C C, los
siguientes enunciados son equivalentes:

1. (Independencia de la trayectoria) Si zg y z1 son dos puntos en ), y las

curvas Yo Y y1 son trayectorias en ) de zy a 21, entonces/ f= /f.
Yo v

2. St~ es una curva cerrada contenida en ), entonces /f =0.
¥

3. Existe una primitiva (global) de f en Q.

Demostracion. Es claro que las condiciones 1 y 2 son equivalentes.

3 = 1 es consecuencia del teorema fundamental del calculo para inte-
grales de linea.

1 = 3 Como consecuencia del teorema de Morera, f es holomorfa en
Q, de donde, f es analitica en {2, y como consecuencia del principio de
continuacién analitica, f tiene primitiva en €2 ]

Teorema 19 (El Teorema de Cauchy-Goursat para bolas). Si f es
holomorfa en la bola con centro en zy y radio p, entonces f tiene una prim-
itiva en B(a,p). Ademds, para cada curva cerrada ~y contenida en B(a,p)

tenemos que | f=0
gl

Demostracion. Como consecuencia de la proposicién 77, la funcién f tiene
primitiva en B(a, p).
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Y como consecuencia del teorema de independencia de las trayectorias,
tenemos que para cualquier curva cerrada 7 contenida en B(a,p) se tiene

que/f:O. O
¥

Definicién 35 (Serie de Taylor). Sea 2 C C un abierto no vacio, f una
funcion holomorfa en Q, y a € Q. La serie

x £(n) (g
Z f '( )(Z _ a)n
n=0

n
se denomina la serie de Taylor de f en a.

Como consecuencia del teorema anterior tenemos que, la serie de Taylor
de f en a converge a f en una vecindad de a, ademéas de que es la Unica

serie Z cn(z —a)™ con esta propiedad.

Ejemplo 15.

1. Consideremos la funcién f(z) = (1 — z)~!, claramente f es holomorfa
en C\{1}, en particular en el punto z = 0. Por lo que, podemos obtener
la serie de Taylor de f en z = 0.

Como f(2) = (1—2)~!, podemos ver que f'(z) = (1—2)~2, y en general
f™(z) = nl(1 — 2)~*+D por tanto, £ (0) = 1 los coeficientes de la
serie de Taylor de f estdn dados como ¢, = f(™ =nl =1, paran > 0.

Luego entonces la serie de Taylor de f alrededor de z = 0 esta dada por
oo

la serie geométrica: E 2", la cual tiene radio de convergencia r = 1.

n=0
2. Como consecuencia de esto, la serie de Taylor de la funcién g(z) =

(1- z)_2 estéd dado como Z(—n)z”_lg(z) = —f/(z), pues g = —f’.

n=1

3. Consideremos ahora la funcién, log(z + 1) = In|z + 1| + ¢ arg(z + 1),
con —m < arg(z+1) <.

En particular z = 0 estd en el dominio de analiticidad de log(z +

dlog(z+1) 1
1). =
). Como dz z+1
(_l)nfl

(n—1)!

y la n—ésima derivada de log(z + 1)

estd dada como (z+1)"" sin > 1. Por ende, los coeficientes
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de su serie de Taylor alrededor de z = 0 estdn dados por ¢o = log(1) =

o,ycn:<ﬂ>/n!:ﬂ.

(n—1)! n
> n—1
. (_1) n
Por tanto, la serie de Taylor de log(z+1) esta dada por g — 2"
n
n=1

y la expresién es valida si |z] < 1.

Si f(z) = 1/(z — 1)(z — 2), aplicando fracciones parciales podemos
encontrar nimeros complejos A y B, tales que

a saber A=—1y B =1, es decir:

1 I DR B B
(z—1D(z-2) 2z2—-1 2-2 11—z 2z-2

Como vimos anteriormente, la funcién 1/(1 — z) en z = 0 tiene serie

oo
de Taylor Z 2", por otra parte, procediendo de manera analoga al
n=0

primer ejemplo, tenemos que la serie de Taylor de 1/(z — 2) estd dada
o0

-1
por Z il z", la cual tiene radio de convergencia 2.

n=0

Por lo que, la serie de Taylor de f(z) en z = 0 estd dada por

o 2t -1 - |

n __ n n
> (F) =
n=0 n=0 n=0

y la serie es vélida si |z| < 1.

X _n
z
La serie de Taylor de e?® alrededor de z = 0 esta dada por g ¥
n

n=0 "
tiene radio de convergencia infinito, es decir, la expresién es valida para

toda z. Esto es consecuencia de la definicién de la funciéon exponencial,
y de la unicidad de la serie de Taylor.

De manera similar, podemos demostrar que:
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X _2n
. La serie de Taylor de e alrededor de z = 0 estd dada por Z :

n=0
y tiene radio de convergencia infinito, es decir, la expresion es vélida

para toda z.

nl’

= (_1)n 2n

. . p —1
. La serie de Taylor de sin z estd dada por Z mz , vy esta
n=0
expresion es valida para toda z.
o (=)

. Laserie de Taylor de cos z esta dada por Z 22"y esta expresién

n=0

(2n)!

es valida para toda z.
. A continuacién procederemos a obtener los primeros términos de la
serie de Taylor para la funcién tan z, alrededor de z = 0.

Como tanz = sinz/cosz y cos0 = 1, tenemos que tan z es holomorfa
en una vecindad de z = 0, luego entonces, existe r > 0 y una sucesion
de nimeros complejos ¢, tales que

o0
tanz = E cnz"
n=0

y la expresién es vélida si |z| < 7.

En particular

o
sinz = tanzcosz = ( g cnz”) CcoS z

n=0

Sustituyendo las expresiones en serie de Taylor de sin z y cosz en z = 0
obtenemos:

00 _1)» . 00 . © (1) .
2 (Q(n —)1)!22 = (Z s ) (Z ((Qngl g )

Usando ahora el hecho de, (Z an> (Z bm> = Z dn , con:
n=0 m=0 n=0

n
d, = g arby,_1, tenemos que:
k=0
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z z z Co a
Z_§+§_ﬁ+"' = co—i—clz—i—(cQ—E)zQ—i—(c;g—j)zg
2, C0\ 4 €3 , Cl\ 5
+(C4—5+1)z + (c —E—FE)
4  C2 Co\ 6
+(6—§ I 5)2 +

Comparando término a término, obtenemos el siguiente sistema de

ecuaciones:
0 = ¢ l=¢
0 — Co 1 c1
= ey EE T
_ C2 Co 1_ C3 C1
0= a-gty TR
0 — Cq4 Co Co
R I TN

de donde, podemos deducir:

0:60:62:64:66:---

C1 1 1 1 C3 C1 2

=1, 0325—52? = =

C5—§ 5—5—1—5,

Por ende, la serie de Taylor de tan z en z = 0 estd dada por:

1 2
z+ §z3 + 1—525 + ...,y esvélidasi |z] < 7/2.



Capitulo 7

Homotopia y el Teorema de
Cauchy.

Para extender el teorema de Cauchy-Goursat a regiones mas generales
que rectangulos, necesitamos demostrar algunos teoremas de deformacién,
por lo cual, necesitamos introducir el concepto de homotopia, y dar condi-

ciones que garanticen la independencia de / de las trayectorias que con-

sideramos, por lo cual, trabajaremos dos tipos de problemas, el primero, en
el que las curvas tengan los mismos extremos, y en el segundo, consider-
aremos curvas cerradas. Para simplificar nuestra notacién, todas las curvas
que consideremos estardn parametrizadas por el intervalo [0, 1].

Definicién 36. Sea (X,d) un espacio métrico, xg,z1 € X. Sean v, 71 :
[0,1] — X, son dos curvas de x¢ a x1. Diremos que vy es homotépica a v
en X con puntos extremos fijos, si existe una funcion continua H : [0,1] x
[0,1] — X que satisface las siguientes condiciones:

1. H(0,t) =~o(t) st 0 <t <1
2. H(1,t) =m(t) si0<t<1;
3. H(s,0) =29s10<s<1,y
4. H(s,1) =21 50<s<1

La idea de la definicién es muy simple, pues cuando s varia de 0 a 1,
tenemos una familia de curvas que se deforman continuamente de vy a v

Para sg € [0, 1] definimos 7,,(t) = H(s,t), cada s es una curva en X
con extremos xg y x1.

121
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Figura 7.1: Homotopia

Y se puede verificar facilmente que ser homotodpicas es una relacién de
equivalencia.

Ejemplo 16.

Siv(t) =t(1+12),y 71(t) =t + 212, entonces 7o es homotépica a v1, y
una posible homotopia estd dada por, H(s,t) =t +1t'*%,

Definicién 37. Sea (X,d) un espacio métrico. Si vo : [0,1] — X, y 71 :
[0,1] — X son dos curvas cerradas en X. Diremos que o es homotdpica
como curva cerrada a vy en X, si existe una funcion continua H : [0,1] X
[0,1] — X que satisface las siguientes condiciones:

1. H(0,t) =~o(t) st 0<t<1;
2. H(1,t) =y((t) si0<t<1;
3. H(s,0) =H(s,1) si0<s<1,y
Nuevamente, si vs(t) = H(s,t), cada s es una curva cerrada en X.
Ejemplo 17.

Si yo(t) = cost +1sin ¢, y y1(t) = 2cos t + ¢ sin ¢, entonces 7 es ho-
motdpica, como curva cerrada, a y1, y una posible homotopia esta dada por,
H(s,t) = (14 s)cos t+1 sin t.

Definicién 38. Sea (X,d) un espacio métrico, Q C X. Decimos que § es
simplemente conexo si, toda curva cerrada en €0 es homotopica a un punto,
esto es, a una curva constante.

Ejemplo 18.

Siy(t) = cost+asint, y v1(t) = 0, entonces -y es homotdpica, como
curva cerrada, a 1, y una posible homotopia esta dada por,

H(s,t) = (1 —s)cos t+1sin t.
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Definicion 39. Sea ) C C, decimos que 2 es convezo si, para toda zg, a1 €
Q, se tiene que Azp + (1 — N)z1 € Q, para todo X € [0,1].

Esto es, un conjunto es convexo si contiene todos los segmentos de linea
que pueden construirse entre una pareja arbitraria de puntos en €.

Ejemplo 19.

1. SiaeCyr>0,claramente B(a,r) = {z;]|z —a| < r} es un conjunto
CONVEXO.

2. Sia€eCyr>0,claramente B(a,r)\{a} = {z;0 < |z —a| <7} no es
un conjunto convexo, pues el segmento de recta que une —1/2 con 1/2
no esta contenido en a.

Proposicion 34. Si Q es un conjunto abierto y convero en C, entonces
cualesquiera dos curvas cerradas en §2 son homotopicas como curvas cer-
radas en ), y cualesquiera dos curvas con los mismos puntos extremos fijos
son homotopicas con puntos extremos fijos.

Demostracion. Sean vy : [0,1] — Q y 71 : [0,1] — Q dos curvas cerradas
en 2, definamos H (s,t) = sy1(t) + (1 — $)70(t), claramente H es continua,
H(0,t) = y(t), H(1,t) = m(t) y si %(0) = (1), entonces H(s,0) =
1(0) + (1~ 51(0) = 37(1) 4 (L~ s)u(1) = H(s1).
Por otra parte, si v9(0) = 71(0) = 29 y 70(1) = 71(1) = 21, entonces
H(s,0) = 571(0) + (1 — $)70(0) = szo + (1 — s)z0 = 20, y H(s,1) = s11(1) +
(1 —s)y0(1) = sz1 + (1 — s)z1 = 21, por lo cual H es una homotopia con
puntos extremos fijos. O

Corolario 17. Un conjunto convezo es simplemente conexo.

Teorema 20 (El Teorema de deformaciéon). Sea Q@ C C un conjunto
abierto no vacio, y suponga que f es una funcion holomorfa sobre ), y que
Y 1 10,1] = Q, k=0,1, son dos curvas suaves por partes en €.

1. Siv(0) = 71(0) = 20, (1) = 1(1) = 21, y ¥(0) es homotdpica a
(1) en Q, entonces
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2. Siv(0) y (1) son homotdpicas como curvas cerradas en 2, entonces

[=1s

Demostracion. Como 7y es homotdpica a i, existe una funcién continua
H :[0,1] x [0,1] — Q tal que

1. H

3. H

(
2. H(
(
4. H(

Para cada valor de s fijo, la funcién v4(t) = H(s,t) es una curva interme-
dia que se obtiene durante el proceso de deformacién. Analogamente, para
cada valor fijo t, la curva I'y(s) = H(s,t) es una curva que con extremos
To(t) = H(0,t) y v1(t) = H(1,t). Luego entonces, las lineas horizontales y
verticales en el cuadrado corresponden a una red de curvas en 2, donde el
lado izquierdo del cuadrado corresponde a la curva 7, y el derecho a la cur-
va 1. Por otro lado, los lados superior e inferior del cuadrado corresponden
a los puntos extremos de la curva, esto es I'g(s) = z9 y I'1(s) = z1. Como
muestra la figura 77:

Sean 0 = s < 51 < ... < S, =1, y0 =t <t1 < ...<t, =1
particiones de [0, 1].

Como H es continuaen Qy K = [0,1]x[0, 1] C C es compacto, su imagen
H(K) es un subconjunto compacto de Q. Sea p = d(H(K),C\2). Luego
entonces, z € Q si, |H(s,t) — z| < p. Como H es uniformemente continua en
K, existe § > 0 tal que |H (s, t) — H(s',t")| < p si d((s,t), (s, 1)) <.

Si elegimos las particiones de [0, 1] regulares de longitud 1/n, para n <
v/2/6 tal que cada subcuadrado tenga longitud menor que 6. Si Ry denota el
rectangulo con esquinas (sy—1,tj-1), (Sk, tj—1), (Sk.t;), (s — 1,%;), entonces
la imagen bajo H del rectangulo R;; esta contenida dentro de la bola con
centro Byj = B(H(sk—1,tj—1),p), el cual, por construccion, esta contenido
en €. 'Y denotemos por I'y; = H(ORy;) orientada en levdgiro.

Entonces
Shohoe k)
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Como I'j;, es una curva cerrada contenida completamente en la bola By,
sobre el cual la funciéon f es holomorfa. El teorema de Cauchy para bolas
implica que, cada integral en la suma del lado izquierdo es cero, por ende,

0=/Fof+L1f—/Flf— 4

Como I'g(s) = z0 y I'1(s) = =1, entonces / f= f =0, de donde,
Io

I

Cuando las curvas 7y y 71 son cerradas, se procede de manera similar, y
se aplica el hecho que I'g(s) = H(s,0) = H(s,1) =T'1(s).

Como consecuencia del teorema de deformacién podemos generalizar el
teorema de Cauchy-Goursat:

Teorema 21 (El Teorema de Cauchy). Sea Q C C un conjunto abierto
conexo. Si f es una funcion holomorfa en §2, entonces

[

para cualesquier curva cerrada 7y, la cual es homotdpica a un punto en
Q.

Corolario 18. Sea © C C un conjunto abierto, simplemente conexo. Si f
es una funcion holomorfa en €, entonces

[

para cualesquier curva cerrada vy en €.

Corolario 19. Si Q) C C es simplemente conexo, y f : @ — C es holomorfa,
entonces f tiene una primitiva en f.

Demostracion. Como consecuencia del corolario anterior / f = 0 para toda
¥

curva cerrada v en 2. Aplicando el teorema de Independencia de trayecto-
rias, esto es equivalente a que f admita una primitiva global en €. O

Corolario 20. Si Q) C C es simplemente conexo, Q # C, y f : Q@ — C es
holomorfa nunca nula, es decir, f(z) # 0 si z € Q. Entonces, existe una
funcién holomorfa g : Q@ — C tal que f(z) = exp(g(z)). Ademds, si zy €
y e = f(20), podemos elegir g tal que g(zp) = wo.
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Demostracién. Como f es nunca nula, entonces f’/f es holomorfa en €,
como consecuencia del corolario anterior, f'/f admite una primitiva g, esto
es, g :  — C es una funcién holomorfa tal que ¢' = f’/f. Consideremos
la funcién h(z) = exp(g(z)), entonces h es holomorfa y nunca nula en €,
ademads

P\ R - W)
<E> (=) = )2 |

Por otra parte, sabemos que h' = ¢'f, de donde hf’ — fh' = 0, lo cual
implica que la derivada de f/h es cero, y como 2 es simplemente conexo,
f/h es constante en (2, esto es, existe una constante ¢ € C tal que

f(2) = cexp(g(z)) = exp(g(2) + c1),

donde exp(cy) = ¢. En particular, como exp(w) = exp(z + em k) para
k € Z, entonces f(z) = exp(g(z) +c1 + 271 k), y para un valor apropiado de
k obtenemos g(zp) = wy. O

Es decir, en un subconjunto propio, y simplemente conexo del plano
complejo, que no contenga al origen, siempre podemos definir ramas de
lograritmo.

Corolario 21. Si Q C C es un conjunto abierto, a € 0, yr > 0 es un
nimero real tal que B(a,r) C Q, dada f : Q — C una funcién holomorfa,
entonces

|
YR B R
fa) 2m A (z —a)ntl =
donde y(t) = a +re2™* con 0 <t < 1.

Corolario 22 (Las desigualdades de Cauchy). Sean a € C, y R € R,
R > 0. 5i f es una funcion holomorfa en B(a, R), tal que |f(2)| < M para
toda z € B(a, R), entonces

n!M

@) <

Demostracion. Como consecuencia del corolario anterior

1F"(a)] =

n! / f(2) dz| < n! M n! M M
2!

911 ), (z — a)nt1 7| = 2t (7):§7m+1 =
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Como r < R es arbitraria, tomando el limite por la izquierda cuando r
tiende a R tenemos el resultado deseado. O

Definicion 40. Diremos que una funcion es entera, si la funcion estd defini-
da y es holomorfa en todo el plano complejo C.

Ejemplo 20.

1. SiceC,y f(z) = c para toda z € C, entonces f es entera.
2. Sif(z)=ap+aiz+...+ ayz" es un polinomio, entonces f es entera.
3. f(z) = ae®, con a,b € C fijos, es una funcién entera.

4. Lasuma, el producto, y la composicién de funciones enteras, es entera.

Dejamos como ejercicio mostrar el siguiente resultado.

Proposicién 35. Si f es una funcion entera, entonces f tiene una represen-
tacion en serie de potencias f(z) = Y > cn2", con radio de convergencia
mnfinito.

Teorema 22. Si f es una funcion entera y acotada, entonces f es constante.

Demostracion. Supongamos que, existe M > 0 tal que |f(z)] < M para
toda z € C, como f es entera, en particular es analitica en B(a, R), para
toda a € C, y R > 0. Aplicando las desigualdades de Cauchy para n = 1
tenemos:

M
/
2 < —
VO
Como R es abitraria, tomando el limite cuando R tiende a oo tenemos
f'(z) =0, y como C es conexo, entonces f es constante. O

Si p(z) v q(z) son polinomios con coeficientes complejos, el algoritmo de
la divisién nos dice que, podemos encontrar dos polinomios s(z) y r(z) tales
que p(z) = s(2)q(z) +r(2), donde el grado de r(z) es menor que el grado de
q(z) (si r(z) = 0 diremos que r(z) tiene grado —o0).

En particular, si a es un nimero complejo tal que p(z) = 0, entonces
p(2) = (z—a)q(z), si s(a) = 0, podemos factorizar nuevamente z —a de s(z),
continuando con este proceso tenemos p(z) = (z — a)™t(z), con 1 < m <
grado de p(z), y t(z) es un polinomio tal que t(a) # 0.
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Definicion 41. Si f : Q — C es una funcion holomorfa, y a € € es un
punto que satisface f(a) = 0, diremos que a es un cero de multiplicidad
m > 1 si, existe una vecindad B(a,r) C Q del punto a, y una funcion
holomorfa g : B(a,r) — C, tal que f(z) = (2 —a)™g(z)para toda z € B(a,r)
y 9(a) £ 0.

Teorema 23 (El Teorema Fundamental del Algebra.). Sip(z) es un
polinomio no constante, con coeficientes en C, entonces existe un nimero
complejo a tal que p(a) = 0.

Demostracion. Supongamos que p(z) # 0 para toda z € C, entonces f(z) =
1/p(z) es una funcién entera.

Como p(z) no es constante, entonces lim,_,p(z) = 0o, de donde:
lim,—oo f(z) = 0. En particular, existe R > 0 tal que |f(z)| < 1si |z| > R.

Por otra parte, como f es continua, en particular, existe M > 0 tal que
|f(2)] < M si |z| < R. Sea N = max{1l, M}, entonces |f(z)| < N para toda
z e C.

Es decir, f es entera y acotada, y como consecuencia del teorema de
Liouville, f es constante, lo cual implica que p también es constante, lo cual
contradice nuestra hipétesis. ]

Corolario 23. Si p(z) es un polinomio no constante, y ai,...,ay, son sus
ceros, tal que a; tiene multiplicidad kj, entonces

p(z) =c(z — al)kl (2 — am)km,

para alguna constante ¢, ademds k1 + ...+ kp, es el grado de p(z).

Teorema 24 (El Teorema del Mdédulo Méaximo). Si Q@ C C es un
congunto abierto, conexo, no vacio, y f : Q@ — C es una funcién holomorfa
, y existe un punto a € Q tal que |f(a)| > |f(z)| para toda z € §2, entonces
f es constante.

Demostracion. Sea r > 0 tal que B(a,r) C €, y consideremos la curva
(t) = a+ re?™ con 0 < t < 1. Como consecuencia de la férmula integral
de Cauchy tenemos:

zZ—a 21

1 f(Z) 1 ! 2mt
f(a) /7 z /0 fla+re*™")2mit dt

De donde
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1
(o) < /0 Fla+re™)ds

y como |f(2)| < |f(a)| para toda z € 2, entonces

1
/0 Flatre®™)|dt < |f(a)

Luego entonces

1
/0 (1 (a@+re®™8)] ~ [ f(a)]) dt = 0

y como el integrando es no negativo, entonces | f(a+7e*™!| —|f(a)| = 0 para
toda t. Y como 7 es arbitraria, | f| es constante, aplicando las ecuaciones de
Cauchy-Riemann tenemos que f es constante. O

Es decir, las funciones holomorfas alcanzan su moédulo méximo en la
frontera.

En particular, podemos aplicar el teorema del médulo maximo para es-
tudiar el comportamiento de las funciones holomorfas, por ejemplo:

Lema 6 (El lema de Schwarz). Si f es una funcion holomorfa definida
sobre A y |f(2)| <1 para toda z € A y f(0) =0, entonces |f(2)| < |z| para
toda z € A y |f'(0)] < 1. Si |f(20)] = |20| para algin zo € A\{0}, entonces
f(2) = ¢z para alguna constante ¢, |c| = 1.

Demostracion. Si definimos la funcién g : A — C como ¢(z) = f(2)/z si
2 # 0,y g(z) = f'(0) si z =0, como hemos visto en otras ocasiones, g es
continua, y holomorfa en C\{0}, y como consecuencia del teorema de Morera
g es holomorfa en A. Si A, = B(0,r) para 0 < r < 1, por el principio del
modulo maximo |g(z)| < 1/r, para toda z € A,, de donde |f(z)| < |z|/r
, para z € A fija, consideremos r — 1, entonces |f(z)| < |z|. Claramente
lg(0)] < 1; es decir, |f/(0)| < 1.

Si [f(z0)| = |#0], ¥y 20 # 0, entonces |g(z0)| = 1 es maximo en A,, donde
|z0] <7 < 1,y asi g es constante en A,, y como la constante es independiente
de r, entonces f(z) = cz, para alguna constante de médulo uno c. O
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Capitulo 8

El Indice de una curva

1
Podemos ver facilmente que / ——dz =2mnsiy(t) = a+re", con
z—a
v
0 <t <1, este resultado lo generalizaremos en la siguente proposicién:

Proposicién 36. Sia € C, y v : [0,1] — C es una curva cerrada, suave
por partes que no pasa por a, es decir, a ¢ im(7y), entonces

1 dz

21 N2

es un entero.

Demostracion. Bastard demostrar este resultado en el caso en que 7y sea una
curva suave.
Definimos ¢ : [0,1] — C como

d
Claramente g(0) =0,y g(1) = / &
v Z—a
Ademaés
dgt) () Csio<t<1
dt y(t) —a
Consecuentemente

131
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Luego entonces e9(y — a) es constante, y como 7 es una curva cerrada,
en particular

e 0(1(0) — a) = 7(0) —a = (1) —a = WV (5(1) — a)

lo cual implica que, 1 = 79 = ¢=9() puesa ¢ im-~y. Entonces g(1) = 2mik,
para algun entero k. ]

Definicion 42. Sivy es una curva cerrada, suave por partes en C, para cada
a ¢ imy, el indice de v con respecto al punto a, se define como

( ) 1 dz
n(v,a) = — )
i 2m ),z —a

Este nimero también se denomina el nimero de vueltas de v alrededor
de a.

Como consecuencia de la proposicién anterior, el indice de una curva con
respecto a un punto es un nimero entero.

Recordamos que, si 7 : [0, 1] — C es una curva suave por partes, la curva
—~ definida como —v(t) = (1 — ) es una reparametrizacién, que cambia
la orientacién, de la curva inicial, y si o : [0,1] — C es otra curva tal que
~v(1) = 0(0), entonces v + o es la curva definida como (v + o)(t) = v(2t) si
0<t<1/2y (y+o)(t)=c(2t—1)sil/2<t<1.

Proposicion 37. Si v y o son dos curvas cerradas, suaves por partes, con
los mismos puntos iniciales, entonces:

1. n(y,a) = —n(—y,a), sia & im~y.
2. n(y+o,a) =n(vy,a)+n(o,a), sia¢im(y+o).

3. Sia ¢ imyUimo y si vy es homotdpica a o en C\{a}, entonces
n(y,a) =n(o,a).
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Demostracion. 1y 2 son consecuencia de la proposicién (7.2). mientras que
3 es consecuencia del teorema de deformacién (10.0.15)
O

Teorema 25. Sea 7 una curva suave por partes en C. Entonces n(v,a)

es localmente constante, esto es para cada componente conexra U de ) =

C\imr, existe una constante cy € C tal que n(vy,a) = cy para cada z € U.
Ademds, n(y,a) =0 si a pertenece a la componente no acotada de Q.

Demostracion. Definamos f : @ — C como f(a) = n(y,a), a continuacién
demostraremos que f es continua. Como {2 es abierto las componentes
conexas de € son conjuntos abiertos. Sea a € 2, y definamos r = d(a,im~y),
la distancia de la curva v al punto a, como {2 es abierto, r > 0. Si |a — b| <

0 < r/2 entonces
/ dz _/ dz
v Z—a 7z—b
/ a—2> I
5 (z—a)(z—b)
!a—b|/ |dz|
- |z —al|z — b]

pues |z —a| < r/2. Como z € imy, entonces |z —a| >r >1r/2,y |z —b >
r > r/2, por lo que

r |dz| (4
— [ — < — | 5/
47r[/ z—allz =] < o <r2 (7))
Luego entonces, dada e > 0, definimos § < min{r/2, (7r2¢)/20(7)}, si
|z — a|] < d entonces | f(b) — f(a)| < ¢, es decir, f es continua en ).

£ (b) = fla)| =

1

2
1

2

Como consecuencia de la proposicién 13.1, im(f) C Z, y para cada
componente conexa U C €, se tiene que f(U) es un punto, en particular f
es constante en U.

Si ahora Uy denota la componente no acotada de 2, existe R > 0 tal
que Up D {2z : |z| > R}. Si € > 0, elegimos a con |a| > Ry |z —al >
(2me)~14(7y), uniformemente para z € im(y), consecuentemente |n(v,a)| <
€, en particular lim, . n(v,a) = 0, y como n(y,a) es constante en Uy,
entonces n(vy,a) = 0 para cada a € Uy.

O
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Como consecuencia de esto, el interior de una curva v puede definirse
como {z : n(vy,z) # 0}, y esta definicién deberia coincidir con el interior
definido por el teorema de la curva de Jordan.*

Proposicién 38. (La formula integral de Cauchy). Sea f una funcion holo-
morfa definida en un abierto Q). Sea v una curva cerrada en 0 suave por
partes, sea a un punto que no este sobre la imagen de la curva v, y supong-
amos que v es homotopica a un punto. Entonces

1 [ f(z)
@) nt) = 5o [ T2

4 Si 7y :[0,1] — C es una curva cerrada simple, entonces C\im+y puede
escribirse en forma tnica como la unién disjunta de dos regiones Int(y) y
Out(7), tales que Int(y) es acotada. La regiéon Int(y) se denomina el interior
de v, y Out () se denomina el exterior de . La regién Int(y) es simplemente
conexa, y 7y es homotpica a cualquier punto en Int(y)Uim~y. La frontera de
cada una de estas regiones es la imagen de 7.

Demostracion. La demostracién es anédloga a la del teorema de Cauchy para
rectangulos. Para z € , definamos la funcién:
fz) = fla)
—r <~ sizeQ\{a};
9(z) = P \{a}

f(a), siz=a

Claramente g es continua en €, y g es holomorfa en Q\{a}, como conse-

cuencia del teorema de Cauchy (12.2) 0 = [ gdz, y como
2l

[ygdz:[{ww: y%dz_f(a)/wﬁdz

:i/lﬁiw_ammmaVW%
:

zZ—a

de donde n(vy,a)f(a) = L ﬁclz. O

21 v Z—a

Corolario 24. (La férmula integral de Cauchy para derivadas). Sea f una
funcion holomorfa definida en un abierto . Sea v una curva cerrada en (2,
suave por partes. Sea a un punto que no este sobre la imagen de la curva 7,
y supongamos que y es homotopica a un punto. Entonces

21

)P = o [ T



135

1
Demostracion. Si F(z) = —/ /(z) dz, derivando F' con respecto a z te-
gl

21 zZ—a

nemeos:

dF(z)
dz

procediendo inductivamente, se obtiene el resultado deseado.

]
(]

A continuacién aplicaremos la férmula integral de Cauchy para obtener

/ f, donde 7 es una curva cerrada, y f es una funcién holomorfa en un
-

abierto que contiene a la cerradura de la regién acotada por , salvo quiza,
un numero finito de puntos, ninguno de los cuales estd sobre la traza de la

curva .

Ejemplos:

2
1. / i 1dz, donde () = 2e?™, con 0 < t < k.
Z —
¥

Como f(z) = 2% es entera, 1 ¢ im~, y n(v,1) = 1, aplicando la férmula

integral de Cauchy:

—/ < dz = f(n(1,1) =1-k = k,
8

despejando obtenemos que 27k es el valor deseado.

2
-1
2. [y;ﬁdz donde v(t) = (t) = 2e2™ con 0 <t < 1.

Para poder aplicar la féormula integral de Cauchy, necesitamos que el
denominador sea de la forma (z — a)* para alguna k > 0, para esto,
notamos que n(y, 1) =1,y

221 1 122 -1 122 -1

2
= 1) P
22+1 (2" + )(z—i—z)(z—z) 2z+z+2 z—1
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de donde

/22—1 /( 222—1+zz2—1>d
= —= — z
y 22+ - 2241 2 z—1
21 21
_ —3/2 +3/Z d
2,Yz+z 2,Yz—z

Aplicando la férmula integral de Cauchy

1 22 -1
— dz= (-1 =2 -1=-2
27TZ . Z+Z z (Z )n(Fy? 7’) ?
y
1 22— 1
— dz = ((—1)* -1 =2 —1=-2
i | Tt = (0 = Dn =
de donde

/ gdz, donde 7(t) = 2™ si 0 <t < 1.
z
.

Aplicando la férmula integral de Cauchy para derivadas, si f(z) = sin z
entonces:

T 2m

FOO)n(r,0) = = / %dz

Como n(y,0) = 1,y f®)(2) = —cosz, entonces £ (0) = —1, luego
sin z 2m m
dz = (1) =——.

entonces 1 —_—
z 3! 3

Y

n
/ ( z 1) dz para todan € N, donde y(t) = 1+22™ con 0 < ¢ < 1.
Z_
”

z z"
Noétese que [ —— ) = ——, por lo que, si f(z) = 2™, como con-
q (z_l) 1) Porlea f(z)

secuencia de la féormula integral de Cauchy para derivadas
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F™(1)n(y,1) = n—!/(ziinl)ndz.

21

Como f™(z) =n!, y n(y,1) = 1, entonces / <z : 1) = 2m.
L \z—

También podemos aplicar la férmula integral de Cauchy para obtener
integrales de la forma / —, si f es holomorfa en una regién 2 que

contenga en su interior la reglén acotada por la curva v, y que admita
sélo un numero finito de ceros en 2. Recordamos que, si a es un cero
de la funcién holomorfa f, existe un entero positivo m, y una funcién
holomorfa ¢(z), tal que f(z) = (2 —a)™g(z), con g(a) # 0. De donde,
si ai,...,as son los ceros de f,a; # ap si j # k, entonces existen
enteros positivos myq, ..., ms, y una funcién holomorfa g tal que f(z) =
(z—a1)™ - (2 —an)™g(z) con g(aj) # 0, en particular

f'(z) = mi(z—a)™ Yz —a2)™ (2 —ay)™g(z) +...
+mj(z —a)™ - (z—a))™ (2= as) ™ g(2) + ...
Fmn(z — a1)™ (2 — az)™ -+ (2 — as)™ g(2)

+(z —a1)™ (2 —ag)™? - (2 — as)™ g/ (2)

Consecuentemente
) m m g
flz) z—a1 T z—as  g(2)’
de donde

/
/< o+ s +g(z)>dz
N\ 2 — a1 z—as g(z)
/
- / ™zt / / Tz
Ny Z— a1 2 Gs v 9
Como g no se anula en €, entonces ¢g’/g es holomorfa en ), de donde

/g’/g =0, y por la definicién del indice n(vy,ay) = 27m/ dz/(z — ag), de

v ¥
donde
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L/Vfl(z)dz = kan(% a).

2m )., f(2) —

Esto lo podemos aplicar para calcular integrales como la siguiente:

2z -1
/ 2Z7dz,donde v(t) = 2e*™ con 0 <t <1.
v 2 tz+1

Como 23 — 1= (z—1)(2% + 2 + 1), los ceros de 2% + z + 1 son las raices
cibicas de la unidad (; , K = 0,1,2 con (y = 1. Claramente |(x| = 1, y por
ende, se encuentran en el interior de v, ademas n(v, ;) = 1, de donde

2z -1
/{ mdz = 2m(n(7,C1) + n(v, (2)) = 2m(1 + 1) = 4m.

En particular podemos ver que:

Proposicion 39. Sea a € C, R > 0 y suponga que f es una funcion holo-
morfa en B(a,R). Sea o = f(a). Si f(z) — a tiene un cero de orden m en
z = a, entonces existe € > 0 y 6 > 0 tal que, si 0 < |( — a] < §, entonces
f(z) = ¢ tiene exactamente m soluciones en B(a,€).

Esta proposicién nos dice, en particular que, f(B(a,€)) D B(«,d). Ademds,
el hecho que f(z) — a tenga un cero de multiplicidad finita, garantiza que f
no es constante.

Demostracion. Como los ceros de una funcién analitica son aislados. Si
m = 1, podemos escoger ¢ > 0 tal que ¢ < R/2. De donde, f(z) = «
no tiene soluciones si 0 < |z —a| < 2¢,y f/(2) #0s1 0 < |z —a| < 2e. (Si
m > 2, entonces f'(a) =0.)

Sea y(t) = a + ee?™ con 0 < t < 1, y consideremos la curva o = f 0.
Como « ¢ im(o), existe & > 0 tal que B(a,d) Nim(c) = 0.

De donde, B(a,d) estd contenida en alguna componente de C\im(o);
esto es, |a — ¢| < § implica n(o,a) = n(0,¢) = > by n(7,26(¢)). Y como
n(vy,z) debe ser cero, o uno, y tenemos exactamente m soluciones de la
ecuaciéon f(z) = ¢ en el interior de B(a,€). Como f'(z) # 0 para 0 <
|z — a|] < €, cada una de las raices debe ser simple. O
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Teorema 26. (El teorema del mapeo abierto). Sea Q@ C C abierto y conexo,
sea [ : Q — C una funcién holomorfa no constante. Entonces, f(U) C C es
abierto, si U C Q) es abierto.

Demostracién. Sea U C Q un conjunto abierto, U # (), y supongamos que
a € U, ysea a= f(a). Como vimos en la proposicién anterior, podemos
encontrar € > 0 y 6 > 0 tales que B(a,e) C U y f(B(a,€)) D B(a,9).

O

Corolario 25. Sea Q2 C C, abierto. Si f : Q — C es holomorfa e inyectiva,
denotemos G = f(Q). Entonces f~' : G — Q es analitica y (f~4) (w) =
[f'(2)]7", donde w = f(2).

Demostracién. Como consecuencia del teorema del mapeo abierto, f~! es

continua y Q es abierto. Como z = f~1(f(z)) para cada z € €, como
consecuencia de la regla de la cadena (f~!)(w) = [f'(2)]"!, donde w =
f(2). O

Tarea. Del libro de J. E. Marsden, Basic Complex Analisis, realice los
siguientes ejercicios:

§2,2:

Ejercicio 7, Se satisface el teorema de Cauchy separadamente para las

partes real e imaginaria de una funcién holomorfa f ? Si es asi, demuestrelo;
si no, de un contraejemplo.

Ejercicio 10, Evalue / v/z donde v es la parte superior del circulo uni-

tario: primero directamente, y posteriormente; usando el teorema fundamen-
tal.

§2,3:
Ejercicio 1, Muestre que C\{0} no es simplemente conexo.

82,4 :
1. Evalue las siguientes integrales:

2
(a) / : 1dz, donde 7 es el circulo de radio 2, centrado en 0.
g

(b) / B—Zdz, donde v es el circulo de radio 1, centrado en 0.
y 2

3. Si f es entera, y |f(z)] < M|z|"™ para |z| grande, M una constante, y
n un entero, muestre que f es un polinomio de grado < n.
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4. Sea f una funcién analitica en el interior y sobre una curva cerrada
simple . Suponga que f = 0 sobre . Muestre que f = 0 en el interior de ~.

6. Sea f una funcién analitica sobre una regiéon A, y sea y una curva
cerrada en A. Para zp € A\im(y), muestre que

Q) f(Q)
[ | e
Puede generalizar este resultado ?

8. Suponga que f es entera y que lim @

Z—00 2

= 0. Demuestre que f es

constante.

13. Use el ejemplo 2.1.12 apropiadamente, y la férmula integral de Cauchy
para evaluar las siguientes integrales; v es el circulo |z| = 2 en cada caso.

dz dz dz dz

(a)22_1 (b)z2+z+1 (C)z2—8 (d)z2+2z—3

14. Demuestre que / %% cos(sin §)df = m considerando / (e*/z)dz, donde

-
~ es el circulo unitario.

21. Sea f analitica en el interior y sobre el circulo |z —zp| = R. Demuestre
que

ﬂﬂtﬁﬁﬂ—fumzi—j[@_ml S }ﬂam

21 — 29 2me )z —22)  (2—20)2

para z1, 29 en el interior de 7.

§2,5
1. Encuentre el maximo de |e?| sobre |z| < 1.

13. Sea f una funcién analitica y sea f’(z) # 0 sobre una regién A. Sea
z9 € Ay suponga que f(zg) # 0. Dado € > 0, muestre que existe z € A y
¢ € Atales que |z — 20| <€ [( —20| <€y

[F@>1F )l [F(O <1 (20)]

Sugerencia: Aplique el teorema del médulo méximo.
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§3,2
5. Obtenga la seire de Taylor de las siguientes funciones ( De apropiada-
mente los primeros términos de la serie de Taylor)

(a) (sinz)/z, zp = 1. (b) 2%e*, 20 =0. (¢) e’sinz, zp=0.

7. Calcule la serie de Taylor de las siguientes funciones en los puntos
indicados:
(@) ¢ 20=0 () 1/(z—1)(z—2),2=0

9. Obtenga los primeros términos de la serie de Taylor de v/22 — 1 alrede-
dor de 0.

oo o0
10. Sea f(z) = Z anz",y g(2) = Z by 2" series convergentes para |z| <

n=0

n=0
R. Sea v un circulo de radio 0 < r < R y defina

o= [ 19 ()

[e.e]
Muestre que F'(z) = Z anbnz™. (Sugerencia: Use el ejemplo 2.4.15.)
n=0
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Apéndice A

Teoria Basica de las Series de
Potencias.

La teoria de funciones de una variable compleja nos permite extender los
conceptos fundamentales del calculo al dominio complejo. Para esto, dota-
mos a los ntimeros complejos de la topologia inducida por el plano real R? |
por medio de la funcién p(z+y2) = (z,y) y la métrica inducida por el médu-
lo en C, esto es, si z,w € C, la distnacia entre z y w serd igual al médulo
de su diferencia. Una vez dotado C con esta topologia, podemos introducir
los conceptos de limite y continuidad. En esta seccion daremos, a menera
de repaso en la mayoria de los casos, las definiciones de los conceptos que
utilizaremos a lo largo de estas notas.

A.1. Introduccidon.

Al identificar C con R?, por medio de la funcién p(x + y2) = (x,y), el
modulo de z = x + yz, que denotamos |z| se define como el nidmero real no
negativo:

|2 := /22 + 92

En particular, si z,w € C, entonces |z—w| corresponde a la distancia entre
2y w (esto es, su distancia como puntos en R?), una propiedad fundamental
de la funcion distancia es que esta satisface la desigualdad del tridngulo, es
decir:

|21 — 22| < |21 — 22| + |23 — 22|

para cualesquiera nimeros complejos z1,z2 ¥ 23.

143
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Sin embargo, esta no es la tnica forma de dotar a C de una distancia,
por ejemplo, podemos definir

0 st z=w
plz,w) = { 1 si z#w.

Esta funcién, también satisface ser una funcién distancia, cabe notar
que, los conceptos de convergencia de una sucesion, limites y continuidad
dependen no sélo del conjunto dado, sino de la métrica (o distancia) de la
que se dota al conjunto.

Recordamos que:

Definicion 43. Sea X un conjunto no vacio, yd: X x X — R una funcion.
La funcion d se denomina una funcion distancia (o métrica) en X, si d
satisface las siguientes condiciones:

1. d(z,w) =0, para toda z,w € X.

2. d(z,w) =0 si, y sdlo si z=w

3. d(z,w) =d(w, z) para toda z,w € X.

4. d(z,w) <d(z,u) + d(u,w) para toda z,u,w € X.

En particular, un espacio métrico es una pareja (X,d), donde X es un
conjunto no vacio y d es una funcién distancia (o métrica) en X.

Luego entonces, podemos generalizar los conceptos de conjuntos abiertos
(resp. cerrados) que hemos estudiado en R™ a cualquier espacio métrico como
sigue:

Dado un espacio métrico (X,d), si z € X y r € R; con r > 0, definimos
la bola abierta con centro en x y radio r, como el conjunto de puntos en X
que distan de x menos que 7, simbdlicamente

B(z,r) ={y € X;d(z,y) <r},

por otra parte, definimos la bola cerrada con centro en x y radio r, como el
conjunto de puntos en X que distan de x a lo mas r, es decir:

B(x,r) ={y € X;d(z,y) <r}.

Si X = R?, la bola B(x,r) se suele denominar el disco abierto con centro
en x y radio r, y también se denota como D(z, 7).

Ejemplo 21.
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1. SiX=C,yzwe C, definimos dy(z,w) = |z —w|, entonces (C,d;) es
un espacio métrico, y B(0, 1) corresponde al interior del disco unitario

con centro en el origen, como se muestra en el lado izquierdo de la
Figura (?7).

2. Si X =C, definimos da(z + 1y, a +ib) = max{|z —al, |y — b|}, entonces
(C, d) es un espacio métrico, y B(0, 1) corresponde al cuadrado unitario
con centro en el origen, como se muestra en la parte central de la Figura

(?7).

3. Si X = C, definimos dz(x + wy,a + b) = |x — a| + |y — b, entonces
(C,ds) es un espacio métrico, y B(0,1) corresponde al cuadrado con
centro en el origen, como se muestra en el lado derecho de la Figura

(?7).

4. Si X = C, definimos p(z,w) =0si z=w y 1sin # w, entonces (C, p)
es un espacio métrico, y B(0,1) = {0}, mientras que B(0,1) = C.

(C d,) (C. d,) (C d;)

\ 4

~
\ 4
~
\ 4

B(0,1) B(0,1) B(0,1)

Figura A.1: La bola con centro en el origen y radio uno

Definicién 44. Dado (X, d) un espacio métrico, y Q C X, diremos que 2
es un subconjunto abierto de X si, para cada punto x € ) existe e = €; >0
tal que B(xz,€) C Q.

Cuando no haya lugar a confusiones, simplemente diremos que €2 es abier-
to

En particular, si B(x,r) C X es una bola abierta en X, entonces B(z,r)
es un subconjunto abierto de X.
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Proposicién 40. Si (X,d) es un espacio métrico, entonces:
1. Los conjuntos X y () son abiertos.
2. SiQq y Qo son abiertos, entonces 21 N Qs es abierto.

3. Si {Qua}acr es una familia arbitraria de subconjuntos abiertos, en-
tonces Unc1§ es abierto.

Demostracion. El inciso (1) es consecuencia inmediata de la definicién.

Para demostrar (2), si x € Q1 N Qg, entonces = € (i, para k = 1,2.
Como Qy, es abierto, existe r, > 0 tal que B(z,r;) C Q. Definamos r como
el menor valor entre r; y ra, esto es, r := min{ry, ra}.

Entonces B(z,r) C B(x,ry) C Q, para k = 1,2. Asi, B(x,r) C 21Ny,
es decir, 21 N Q9 es abierto.

(3) Finalmente, si € Unerfq, existe o € I tal que z € Q4,. Como
Q, es abierto, existe r,, > 0 tal que B(z,74,) C Qk C Uaer2q, por lo que,
uniones arbitrarias de conjuntos abiertos es un conjunto abierto. ]

Corolario 26. Si §2y,...Q,, son abiertos, entonces Nj_, Qi es abierto.

Por lo que, intersecciones finitas de conjuntos abiertos es un conjunto
abierto.

Definicién 45. Dado (X,d) un espacio métrico, y Q C X, diremos que 2
es un subconjunto cerrado en X, si su complemento X\ es abierto.

Cuando no haya lugar a confusiones, simplemente diremos que {2 es cer-
rado.

Como consecuencia de la definicién de cerrado, las propiedades de com-
plemento de un conjunto, y la proposicién anterior tenemos:

Proposicién 41. Si (X,d) es un espacio métrico, entonces:

1. Los conjuntos X y () son cerrados.
2. SiQ y Qe son cerrados, entonces 21 U Qs es cerrado.

3. Si{Qa}acr es una familia arbitraria de cerrados , entonces Naera
es cerrado.

Cuidado: Un conjunto es cerrado, si es el complemento de un abierto,
este enunciado mo significa que: si un conjunto no es abierto entonces es
cerrado.
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De célculo bésico sabemos que en R, con la métrica d(z,y) = |z — y| el
conjunto (0,1] = {x € R;0 < z < 1} no es abierto, ni cerrado . Este ejemplo
lo podemos generalizar como sigue: Si consideramos el espacio métrico C
con la métrica d(z,w) = |z — w|, entonces {z € C; Re(z) > 0} U {0} no es
abierto, ni cerrado.

Definicién 46. Sea (X,d) un espacio métrico, y Q C X.

1. El interior de ), que denotaremos §2°, se define como el mdximo con-
junto abierto contenido en €1, asi:

Q° = U G
GCQ
G es abierto

2. La cerradura de ), que denotaremos (), se define como el minimo
subconjunto cerrado que contiene a ), de donde:

Q.= ﬂ G
GO0
G es cerrado

3. La frontera de §2, se denotard 050, se define como:

90 = 0N (X\Q).

Ejemplo 22.

Sea (R,d) es el espacio métrico de los niimeros reales dotados con la
métrica usual d(z,y) = |x — y|, y consideremos Q C R el subconjunto de los
nimeros racionales, entonces Q° =0 y Q = R.

En general, si consideramos (R",d) con la métrica usual

d(xa y) =

entonces (Q")° =), y Q = R".

Definicién 47. Dado un espacio métrico (X,d), y Q C X, diremos que 2
es un subconjunto denso de X si la cerradura de €2 es un conjunto denso en
X, esto es, 1 = X.
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Como consecuencia del ejemplo anterior Q es denso en R, mientras que
Q x Q es denso en R?, en particular Q x Q es denso en C.

Proposicién 42. Dado un espacio métrico (X,d), si A, B C X, entonces:

1. A es abierto si, y solo si A = A°.

2. A es cerrado si, y solo si A= A.

3. A°=X\(X — A).
4. A=X\(X — A,

5. 0A=A\A°.

6. (AUB)=AUB.
7. a € A° si, y sdlo si, existe r > 0 tal que B(a,r) C A.

8. a € A si, y solo si, para toda v > 0, B(a,r)N A # (.

Definicién 48. Un espacio métrico (X,d) es conexo si, los inicos subcon-
juntos de X que son tanto abiertos como cerrados son ) y X . Si Q C X,
entonces §) es un subconjunto conexo de X si el espacio métrico (Q,d|q) es
conezo.

Ejemplo 23.

Si consideramos a R con la métrica usual, entonces 2 C R es conexo si,
y s6lo si € es un intervalo.

Proposicién 43. Un espacio métrico (X,d) no es conexo si, existen A

y B subconjuntos propios de X, abiertos, disjuntos, no vacios, tales que
X=AUB.

Una caracterizacién de conjuntos conexos de un espacio euclidiano, que
utilizaremos a lo largo del presente curso, es la siguiente:

Proposicion 44. 5i Q) C C es abierto y conexo, para cualesquiera a,b € €,
existe una trayectoria de a en b completamente contenida en 2, es decir,
podemos encontrar una funcion continua v : [0,1] — C, tal que v(0) =
a, (1) =0b, y~(t) € Q para toda t € [0,1].
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Definicién 49. Sea (X, d) un espacio métrico, K C X, diremos que K es
compacto si, toda cubierta abierta de K tiene una subcubierta finita. Esto
es, si G es una familia arbitraria de conjuntos abiertos tal que:

Kc |G,
Ge G

entonces existe un numero finito de conjuntos G1,...G, en G tal que

K C CJ Gy.
k=1

Claramente el conjunto vacio, y los subconjuntos finitos de X son com-
pactos.

Por ejemplo, si D = {z € R;x < 1}, entonces D no es compacto, pues
si G, = {r € Rjx < 1—1/n} para n € N, entonces D C UG, por lo
que {Gyn;n € N} es una cubierta abierta de D, sin embargo, esta cubierta,
no tiene subcubierta finita. Un resultado que nos permite identificar los
subconjuntos compactos de R™ (con la métrica usual) es el siguiente:

Teorema 27. (Heine-Borel). Un subconjunto K de R™ con n > 1 es com-
pacto si, y sélo si K es cerrado y acotado. [C, Theorem 4.10, pg. 23]

A.2. Sucesiones y completes.

Uno de los conceptos mas utiles que tenemos en un espacio métrico es el
de convergencia de una sucesién, asi podemos extender el papel que juega
el calculo en R™ a espacios métricos (X,d), aunque en el presente curso
estamos interesados en analizar C con la métrica inducida de R™.

Definicién 50. Sea (X,d) un espacio métrico, una sucesion en X es una
funcién s : N — X. A los valores s(n) € X se les suele denotar sy, y
solemos denotar una sucesion como {Sp}nen-

Diremos que una sucesion {sy tnen en un espacio métrico (X, d) converge
a s, con s € X si, para cada € > 0 existe un entero positivo N = N, tal que

d(sp,s) < € siempre y cuando n > N. Y denotamos esto como: lim s, = s
n—oo

o bien, s, — s si n — oo.

En particular, varias de las propiedades enunciadas en la introduccién
pueden reenunciarse en términos de sucesiones, por ejemplo: Si (X, d) es un
espacio métrico, y €2 C X, entonces €2 es cerrado si, y sélo si, toda sucesién
convergente {s,} en {) converge a un punto en €2, esto es, si lims,, = s, con
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sn € §2, entonces s € €). Y en este caso decimos que s es un punto limite de
Q.

Por lo cual, podemos reenunciar nuevamente lo anterior como sigue: Si
(X, d) es un espacio métrico, y € C X, entonces 2 es cerrado si, y sélo si,Q2
contiene a todos sus puntos limites. En particular Q = QU {z € X : x es un
punto limite de Q}.

Definicién 51. Diremos que una sucesion {sp}tnen en un espacio métrico
(X,d) es una sucesion {sp} de Cauchy si, para cada € > 0 existe un entero
positivo N = N, tal que, sin,m > N, entonces d(Sp, Sm) < €.

Diremos que X es un espacio métrico completo si (X, d) tiene la propiedad
de que toda sucesion de Cauchy en X tiene punto limite en X.

Sabemos, de cursos anteriores, que R es un espacio métrico completo.
Esto nos implica que C, es completo (estamos considerando a C dotado de
la métrica d(z,y) = |x — y|).

A.3. Continuidad

Una de las propiedades més elementales de una funcién, definida entre
dos espacios métricos, es la continuidad. Ya que el propdsito de este curso es
el estudio de la teoria de funciones de variable compleja, las cuales posean
derivada “en el sentido complejo”, la continudad es una propiedad bésica
para nosotros, ya que esta se ha estudiado en cursos de cédlculo previos, sélo
enunciaremos las definiciones y resultados fundamentales.

Definicién 52. Sean (X, d) y (Y, p) dos espacios métricos. Sea f : X —Y
una funcion, a € X, b €Y, entonces lim f(x) = b si, para cada € > 0 eziste
r—a

d = 0ae > 0 tal que, si 0 < d(x,a) <9, entonces p(f(x),b) <e.
La funcion f es continua en a si, lim,_, f(x) = f(a).
Diremos que f es continua en X si f es continua en a para cada a € X.

Proposicién 45. Sean (X,d) y (Y, p) dos espacios métricos, y f : X =Y
una funcion, a € X, b= f(a). Los siguientes enunciados son equivalentes:

1. fes continua en a.
2. SiQ CY es abierto, entonces f~1(2) C X es abierto.

3. SiQCY es cerrado, entonces f~1(Q) C X es cerrado.

Otra definicién que es de gran utilidad en este curso es la siguiente:
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Definicién 53. Sean (X,d) y (Y, p) dos espacios métricos, y f : X — Y
una funcion, diremos que f es uniformemente continua en X si, para cada
e > 0 existe 6 = 0. > 0 tal que p(f(z), f(y)) < € para todos los valores
z,y € X para los cuales d(z,y) < 4.

La continuidad uniforme es una propiedad de una funcién en un conjunto,
mientras que la continuidad se puede definir en un solo punto; y no tiene
sentido decir si una funcién es uniformemente continua en un punto, por
otra parte, si f es continua en X, es posible encontrar para cada ¢ > 0y
cada punto p € X, un nuimero § que posee la propiedad enunciada en la
definicién de continuidad, asi § depende de € y de p, mientras que, si f es
uniformemente continua en X es posible encontrar, para cada € > 0, un
nimero § > 0 que cumpla la condiciéon dada en la definicién para todos los
puntos p de X

Proposicion 46. Sea f una aplicacion continua de un espacio métrico com-
pacto X en un espacio métrico Y, entonces f es uniformemente continua.

Por ejemplo, si X = Y = R la funcién f(x) = z? es continua, pero
no uniformemente continua. Si X = Y = [0,1], la funcién g(z) = 22 es

uniformemente continua.

A.4. Convergencia uniforme.
El criterio M de Weierstrass.

Definicién 54. Sea X un conjunto, (Y, p) un espacio métrico, y supongase
que f, f1, fa,... son funciones de X en Y. Diremos que la sucesion {fn}
converge uniformemente a f, y lo denotaremos f = u—lim f, si, para cada
e > 0 hay un entero positivo N, que sélo depende de €, tal que si n > N,
entonces p(f(x), fn(z)) < € para toda x € X.

En particular sup{p(f(z)fn(z));z € X} <e,sin > N.

Ademas, toda sucesién uniformemente convergente es convergente. La
diferencia bésica entre los dos conceptos es la siguiente: si { f,} converge en
X, entonces hay una funcién f tal que, para todo € > 0 y toda x € Xm hay
un entero que depende de € y de z, que cumple la condicién p(f(z), fn(z)) <
e siempre que n > N; si {f,} converge uniformemente en X, es posible
encontrar, para cada € > 0 un entero N, que satisface p(f(x), fn(z)) < €
para todo x € X.

Una de las principales propiedades que tenemos es la siguiente:
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Proposicién 47. Sean (X,d) y (Y, p) dos espacios métricos, y supongase
que fn : X — Y es una funcion continua para cadan € N. Si f = u—Ilim f,,
entonces f es continua.

Consideremos el caso especial en que Y = C.

Definicion 55. St u, : X — C es una funcion, para cada x € X definimos

sn(z) = Z up ().
k=1

o0
Diremos que s(x) = Zuk(fv) si, y solo si, s(x) = lim s, (z) para cada
kil n—oo

zeX.
o
Diremos que la serie g up converge uniformemente a si, y solo si, s =
n=1
u — lim s,,.
Criterios de convergencia de series
oo
Proposicién 48. 1. Serie geométrica: Si |r| < 1, entonces g r" con-

n=1
verge a l—ir, y diverge si |r| > 1.

o0
2. p—serie: Zn_p converge si p > 1 y tiende a co si p < 1.

n=1

eriste y es menor que uno,

‘ . , Gp+41
3. De la razon: Supdngase que lim
n—oo | Gp

o

entonces E an convegre absolutamente. Si el limite es mayor que uno,
n=1

la serie diverge, y si el limite es uno, el criterio falla.

4. De la raiz: Supongase que lim 3/|a,| eriste y es menor que uno, en-
oo n—oo
tonces Z an convegre absolutamente. Si el limite es mayor que uno,
n=1
la serie diverge, y si el limite es uno, el criterio falla.
Proposicién 49. (El criterio M de Weierstrass) Sea up, : X — C una
sucesion de funciones definidas en X, y supdngase que existe una sucesion
de constantes reales My, > 0 tales que:

1. Jup ()| < M, para cada x € X.
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o0
2. % "o M, converge.
o0 .
Entonces Y~ u, converge uniformemente en X.

Demostracion. Dada e > 0, como Y>>, M, converge, entonces es de Cauchy,
luego entonces existe N = N, € N tal que, si n,m > N y m > n, entonces
Y heni1 My < €. Luego entonces, si s,(x) = > p_; ur(x) entonces, para
n,m > N tenemos que

[sn(2) = sm(@)| = | Y we(@)| < D |up@)| < Y My <e
k=n+1 k=n+1 k=n+1

por tanto, la serie s,(z) es de Cauchy, y por ende, converge. Para cada
z € X existe ( = (, € C tal que s(z) = ¢, es decir, tenemos una funcién
s: X — C tal que

5@ —s@) = | 3 w@| < 3 @) < Y My<e
k=n+1 k=n+1 k=n+1

para toda x € X, sin > N.
O

O

Por ejemplo, > ;2 . 2"/n converge uniformemente en B(0,7) si 0 <
r < 1, basta tomar M,, = r"/n y aplicar el criterio M de Weierstrass.

A.5. Series de Potencias.

Definicion 56. Si ¢, € C para cada entero no negativo n, diremos que la
serie Yy 0 Cn converge a ¢ si, y solo si, para cada € > 0 existe un entero
positivo N = N, tal que, si m > N entonces | Y ", —c| <e.

Diremos que la serie Y ¢, converge absolutamente si y_ |cy| converge.

Como consecuencia de la desigualdad del tridangulo, tenemos que, si una
serie converge absolutamente, entonces converge.

Definicion 57. Una serie de potencias alrededor del punto a es una serie
de la forma Y7 cn(z —a)"
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Uno de los ejemplos mas sencillos, y utiles lo constituye la serie geométri-

ca y ooz

Como

1+z+...2" 1= -2

1-=2
y ya que 2" — 0 si |z| < 1 concluimos que la serie geométrica converge
a 1/(1—z) si|z| < 1, mientras que |[z"| > 1 si |z| > 1, por lo que, la serie
diverge para |z| > 1.



Apéndice A
Sumas de Riemann-Stieltjes

En esta seccién definimos la integral de Riemann-Stieltjes, con el fin de
dar una definiciéon formal de la integral de una funciéon a lo largo de una
trayectoria en C, lo cual nos proporciona un argumento analitico que da
lugar a la definicién 7.4(checar).

Definicién 58. Sean a,b € R tales que a < b, y sea v : [a,b] — C una
funcion. Diremos que v es una funcion de variacion acotada si, existe una
constante M > 0 tal que, para cualesquier particion P = {a = ag < a1 <
az... < a, = b} del intervalo [a,b] se tiene que

Z 1v(ax) —v(ak—1)| < M,
=1

Denotaremos por v(v; P) a la expresion dada en el lado izquierdo de la
desigualdad anterior, esto es, v(v; P) = Y p_y |v(ar)—7(ak—1)|. La variacion
total de 7, que denotaremos V(7), se define como: V(v) = sup{v(y;P); P
es una particion del intervalo [a,b]}. Nétese que V(v) < M < oo.

Si v es una funcién real valuada, continua y no decreciente, entonces =y
es de variacién acotada y V(y) = v(b) — v(a). Ademds una funcién com-
plejo valuada es de variacién acotada si, y sélo si, su parte real, Re(y), y
su parte imaginaria, Im = (v), son funciones de variacién acotada. Como
consecuencia de la desigualdad del tridangulo tenemos que:

Proposicién 50. Sean a,b € R tales que a < b, y sean v,0 : [a,b] —
funciones de variacion acotada. Entonces:

1. Si'P y L son particiones de [a,b], tales que P C L, entonces v(y; P) <
v(v; £).

155
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2. Sia,B €, entonces ary + Bo es de varacion acotada y V(ay + fo) <
la[V(y) + 8]V (o).

Demostracion. Sea Q = {b; € [a,b;a = by,b = by, y bj < bjyq sij =
0,...,n — 1}, y supongamos que P C Q, entonces

v(1;Q) = Z|’Y Y(bk—1)|
= (k) = (e[ + D [r(Br) = Y(br)]

{k;br€P} {k;bx &P}
> Y k) = v(be)]
{k;br€P}
= v(%;P)
Por otra parte
v(iay + fo; Q) = ] ay + Bo)(b) — (ay + Bo)(bg—1)|

=1

( |l (br)| +Z|ﬁ||0(bk)|>

k=1 k=1

(Z!CVHV be-1) |+ZWHO’ bi— 1)\)
k=1 k=1

IN

= |04|ZW (br) = v(bg—1)| + \5|Z|V (bk) — (be—1)|
k=1

= Ialv(% Q) + [Blv(a; Q)

Tomando supremos sobre las particiones @ a ambos lados de las desigual-
dades, se sigue que V(ay + Bo) < |a|V(y) + 8]V (0).
O

Proposicién 51. Sean a,b € R tales que a < b, y sea 7y : [a,b] — una curva
suave por partes, entonces vy es de variacion acotada, y V() es igual a £(7),
la longitud de arco de la curva ~.

Demostracion. Bastard demostrar este resultado para curvas suaves. Si -y es
suave, y  es continua, consideremos una particién P de [a,b], como en la
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definicién, entonces:
m
v(1iP) = > Iv(t) — (k)
k=1
m

= > /ab&(t)dt'

k=1

mo b
> Kt

k=179

b
- / ()] dt
()

IN

Como esto es cierto para cualquier particion Q, se sigue que -y es de variacién
acotada, y que V() < £(v). A continuacién mostraremos que V() > £(v).
Como ¥ es uniformemente continua, dada ¢ > 0, podemos elegir §; > 0
tal que |s —t| < d; implica |[¥(s) — ¥(t)| < €, por otra parte, podemos
elegir 09 tal que, si P = {tx € [a,b];tg = a < t; < ... < t, = b}, ¥
| P|| =méx{ty —tr—1;1 < k < m} < 62, y si 7 € [tg—1,tk] €s un punto
arbitrario, entonces

<€

b m
/ S)lde— 3 )t — te1)
a k=1

Luego entonces:

b
/ (b))t

m

e+ > ()|t — tr1)

k=1

IN

m

> /t:: V(i) dt

k=1

= 6+

m

S bt - st

k=1|"tk-1

IN

€+

ty
[ s
te—1

Sea § = min{d1,da}, si ||P| < 0, entonces |y(7x) — F(t)| < esit €
[tk—1, tk]-

m
+>
k=1
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Ademas

b m
/ SOldt < et eb—a)+ 3 hltr) — At )]
a k=1
= €l+(b—a)]+v(y;P)

< i+ (b-a)]+V(y)

Tomando el limite cuando € tiende a cero, tenemos ¢(y) < V (), de donde

y) =V ().
O

Teorema 28. Sean a,b € R tales que a < b, y sea v : [a,b] — una funcion
de variacion acotada, y supongase que f : [a,b] — es una funcion continua.
Entonces, existe un numero complejo I tal que, para cada € > 0, existe
d > 0 tal que, cuando P = {ty € [a,b;a =ty < t1 < .... < t;, = b} es una
particion de [a,b] con ||P|| = mdz{(ty —tx—1);1 < k <m} <9, entonces

I=> " fE)h(te) = v(Ti-1)]| < e

=1

para cualesquier eleccion de puntos Ty, € [tg—1, tx].

Demostracion. Como f es una funcién continua, y [a,b] es compacto, en-
tonces es uniformemente continua; luego entonces, podemos encontrar, in-
ductivamente, nimeros positivos §; > dy > §; > ...tales que, si |s — t| < Oy,
entonces |f(s)— f(t)| < 1/m. Para cada m > 1, considere P,, la coleccién de
todas las particiones P de [a, b] con || P|| < d,n; en particular P; D Py D ...
Finalmente, denotemos por Fj, la cerradura del siguiente conjunto:

{S(P) =Y fE)N(tk = Y(tr1); P € Prny y te1 < 70 < tk} :
k=1

Como P; D P2 D ..., entonces Fy} D Fy D ...

Por otra parte, demostraremos que diam(F,) < 2V(v)

Una vez hecho esto, como consecuencia del teorema de Cantor, existe un
tnico nimero complejo I, tal que I € F, para cada m > 1.3

3(El Teorema de Cantor). Un espacio métrico (X, d) es completo si, y sélo si, para
toda sucesién {F),} de conjuntos cerrados no vacios {F,} de conjuntos cerrados no vacios
con F1 D F» D ... tal que diam(F,) — 0, se tiene que N5~ F;, consta de un tnico punto.
[C, pg. 19]
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Si € > 0 consideremos m > 2V(y); entonces ¢ > m > ZV(y) >
diam(Fy,).. Como I € F,, |Fy, — I] < €, y tomando § = 6, se demues-
tra el teorema. Ahora demostraremos que diam(F,,) < 2V(y).

Dadom > 1,81 P = {tx;a =ty < t1 < ... < t, = b} es una particién
en P € Py, mostraremos que, si P C Q, entonces [S(P) — S(Q)| < LV (v).
Sélo demostraremos el caso en que Q se obtenga de P agregando sélo un
punto, el caso general se obtiene iterando este proceso.

Sea 1 < p < myseaty 1 <t* <ty supéngase que Q = P U {t*}. Si
1 <o <t yt' <o <t,y

=> f((ox) =y (tr—1)]+f (@) [y () =y (tp-1)]+f (o)) [y (tp) =7 ()],
k#p

y como |f(7) — f(o)] < 1/msi |7 — 0| <, entonces

1S(P) = S(Q) = |D_[f(m) = F(e)(tk) = v (te-1)] = f(mp) V(1) —

k#p

’y(tp D] = F(@) (&) = v(tp-1)] + F(") [y (tp) — v ()],

< 2P =2l + 1) = FIR () =)
+[sz> o (s) = 7(0)
< =S ht) — o)l + I ()~ )]
k#p
+—l(ty) = 7(t°)
< V()

m

Para la parte final, considerese P y Q dos particiones en P,,, entonces
Q = P UR es una particiéon que contiene a P y a R, aplicando la parte
anterior tenemos:

[S(P) = S(R)| < [S(P) = S(Q[+15(Q) = S(R)| < —V (7).

Consecuentemente, diam(Fy,) < ZV(v).
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Definicion 59. FEl nimero I, dado en el teorema anterior, se denomina la
integral de Riemann-Stieljes de f con respecto a «y sobre el intervalo [a,b], y

se denota por
b
1= [ s
a

Una vez hecho esto, podemos formalizar, como mencionamos al inicio de
esta seccidén, la definicién de integral de linea de una funcién —valuada, de
variable compleja, f : Q —, a lo largo de una curva suave v : [a,b] — Q,
considerando simplemente la restriccion de f a la imagen de v, pues f o~y :
[a,b] — es una funcién continua, —valuada, de variable real.

Tarea.

1. Sia,b E R a < b, y g : [a,b] — es una fucién continua, escriba
g(t) ) + @v(t), con u,v : [a,b] — R funciones continuas. Defina

/ / u+l/ v. Demuestre que
a) Re/a ()dt—/a Reg(t)dt.
’ t)dt‘ < /ab lg(t)|dt.

2. Evalues lo siguiente:

b)

2 z . .
a) / ze* dz, donde 7 es el circulo unitario.
gl

b) /(22 + 2z + 3)dz, donde 7 es el segmento de la recta que 1 con
%
2 +1.
1 , . .
c) / 1 donde v es el circulo con radio 2 y centro en 1, recorrido
oy —

en sentido contrario a las manecillas del reloj.

3. Demuestre, o de contraejemplo: Re (/ fdz> = /Re(f)dz.
gl 2l

4. Evalue / zdz, donde 7 es el irculo unitario, recorrido en setido con-

gl
trario a las manecillas del reloj, una vez.
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Evalue / Z2dz, a lo largo de las dos trayectorias, que unen al 0 con
1 + 4, descritas a continuacién:
a) yes el segmento de linea recta que une 0 con 1 + 1.

b) v es 71 + 72, donde 7, es el segmento de que une 0 con 1y 72 es el
segmento que une 1 con 1+ 4.

En vista de lo anterior, y del teorema fundamental del calculo, puede
ser Z2 la derivada de alguna funcién —diferenciable?

Si € es el arco del circulo |z| = 2 que se encuentra en el primer cuad-

rante, muestre que
/ dz T
_” <z
¢ 22 + 1|~ 3

Evalue las siguientes integrales:

z

dz‘.

=1 2 =1 2 = 2 T =

De algunas condiciones sobre una curva cerrada v que garanticen que

d
¥ _o.

’YZ

Sea 0 C un subconjunto abierto, no vacio. Sea 7 : [a,b] — una
curva suave contenida en Q, (es decir, im(y) C Q). Si f : Q — es
—diferenciable, y f'(z) es continua en ). Demustre o de contraejem-

plo:
/ f(2)f(2)dz
.

Sea €2 C C un subconjunto abierto, no vacio. Suponga que f : 2 — es
—diferenciable, y satisface |f(z) — 1] < 1 en ). Demuestre que

f/

es imaginario.

para cada curva cerrada contenlda en ().

Sip(z) es un polinomio y € denota el circulo |z—a| = R, Evalue / pdZ.
¢
([A, pg. 108])
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A.1. Foérmulas de Cauchy y sus principales conse-
cuencias.

En la presente seccidon veremos que es posible representar una funcién
holomorfa f(z) mediante una integral de Ifea en la cual la variable com-
pleja z interviene como un parametro. Esta representacién se conoce como
la féormula integral de Cauchy, la cual tiene una gran cantidad de aplica-
ciones, en particular obtendremos que toda funcién holomorfa es C*°(C) —
diferenciable, y en particular localmente puede expresarse como una se-
rie de potencias formal, es decir, es analitica. (En variable compleja, estos
conceptos son equivalentes, lo cual no sucede en variable real.) Ademas, el
estudio de las propiedades locales de las funciones holomorfas nos permite
realizar el estudio de algunas propiedades globales de estas funciones.
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