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1. Introduction

Este libro es un libro de texto. Su propdsito es entonces ayudar
a los estudiantes de las matematicas la iniciacion en el analisis que
idudablemente es una de las area mas importantes de esta ciencia.

Existen numerosos libros de texto sobre este tema en todos los
idiomas del mundo. Si considero necesario escribir otro material, es
porque creo que en cada Universidad se debe elaborar libros y proble-
marios adecuados a sus programas de estudios y tomando en cuenta
las caracteristicas de los estudiantes que ingresan a la Universidad.

Son necesarios anos de experiencia para conocer las dificuldades
que afrontan nuestros estudiantes y tipos de “trampas”, en las cuales
suelen caer en los primeros anos de sus estudios.

Por lo tanto una presentacién de la teoria, aunque fuera perfecta-
mente clara, 1égica y consistente, no hace todavia un texto satisfacto-
rio. El siguiente requisito por cumplir es una seleccién cuidadosa de
ejemplos, contraejemplos, ejercicios resueltos y ejercicios para resolver.

Haciendo esta tarea debemos tener muy claro su propoésito.

Muchos estudiantes creen que que el conocimiento de las definicio-
nes y de los teoremas debe ser suficiente para aprobar el curso.

Es muy importante convencerlos que los teoremas que tienen que
aprender no son una molestia mas, sino una bendicion que los permite
aprovechar los conceptos introducidos para resolver cada vez mas
problemas concretos.

El vinculo entre los conceptos introducidos y los teoremas se conoce
mejor estudiando las demostraciones de los teoremas. Durante las
clases debe verse claramente que las demostraciones son la mejor forma
de entrenamiento y de entender para que sirven los teoremas.

Resumiendo: este texto tiene un propésito didactico concreto. Solo
el lector puede opinar si este propdsito fue logrado.

En los cursos del calculo se ha estudiado los conceptos de conjunto
abierto, cerrado, compacto, conexo como propiedades de subconjuntos
del espacio euclideano. Por lo tanto las funciones y aplicaciones conti-
nuas que aparecen en estos cursos estan definidas sobre subconjuntos
de R" y toman valores en R¥.

El paso principal que se hace en el curso de Andlisis I consiste en la
introduccién y manejo de los conceptos topoldgicos en espacios mucho
mas generales, a saber en los espacios métricos.

En particular el estudiante vera que las funciones y aplicaciones
forman espacios en los cuales se puede introducir el concepto de la
distancia y por medio de ésta introducir los conceptos de la conver-
gencia de sucesiones, de conjuntos abiertos y cerrados, lo que permite
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extender a estos casos otros conceptos conocidos de geometria del es-
pacio euclidiano como la compacidad o conexidad.



Capitulo 1

Espacios métricos

Muchos de los conceptos que forman la rama de matematicas
llamada topologia aparecieron como resultado de del siguiente patrén:
tomamos una propiedad importante del espacio euclidiano o de alguna
clase de subconjuntos de este espacio y consideramos los espacios
abstractos que poseen la misma propiedad. En transcurso de este texto
vamos a ver varios ejemplos del funcionamiento de este esquema.

La introduccion de espacios métricos es uno de estos casos.

En el espacio euclidiano, en particular en el plano identificado con
R? tenemos definida la funcién distancia. La propiedad fundamental
de esta funcién estd relacionada con una experiencia cotidiana:

Si, camino a la fiesta de cumpleanos de la abuela Lupita, tenemos
que recoger a la tia Lourdes, nos espera un recorrido mas largo 6 en
mejor de los casos igual al que hacemos yendo directamente a la casa
de la abuela.

Esta propiedad se llama la desigualdad de triangulo y constituye
una de las leyes importantes a la cual estamos sujetos en vida real.

Pensamos entonces en todos los espacios, en los cuales se puede in-
troducir una funcién que cumple la desigualdad de triangulo, ademas
de algunas otras obvias propiedades de la distancia euclidiana y obser-
vamos que objetos se puede definir y que propiedades se puede deducir
partiendo tinicamente de estos datos.

A los espacios provistos de una distancia, los llamamos espacios
métricos. La definicion del espacio métrico aparecié en la tesis doctoral
del matematico frances M. Fréchet en el ano 1906.

1. Definiciones basicas

DEFINICION 1.1. Un espacio métrico es un par (X,d), donde X
es un conjunto y d es una funcién real definida sobre el producto
cartesiano X x X y que satisface las siguientes condiciones:

1° d(x,y) > 0 para todos z, y € X,

2° d(z,y) = 0siy solosixz=uy,

3° d(z,y) = d(y, z), para todos x, y € X,

4° para todos z, y, u € X

d(z,y) < d(z,u) + d(u,y).
7
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A la funcién d, la llamaos la métrica del espacio X.

Las propiedades de esta lista resultan muy naturales si interpre-
tamos la afirmacién d(z,y) = D como ”el punto x se encuentra a la
distancia D del punto y”.

Por lo tanto al valor d(z,y), lo llamamos la distancia entre z y y.

Como es natural, la distancia no puede ser negativa (inciso 1°), es
nula solo si nos quedamos en el mismo punto (inciso 2°), es simétrica
(inciso 3°) y satisface la desigualdad de triangulo (inciso 4°).

Definicién 1.1 no es ninguna carga nueva para nuestra memoria.
Para reconstruir las propiedades de la distancia en cualquier espacio
métrico es suficiente pensar en la relacién entre los lados de un trian-
gulo de vértices x, y, z en el plano.

En ocasiones la desigualdad de triangulo se usa en forma modifi-
cada.

PROPOSICION 1.2. Para todos z, y, u € X
|d(z,y) — d(z, u)] < d(u,y).

., Otra féormula para sobrecargar a la memoria? No, si nuevamente
pensamos en el mismo triangulo de vértices x, y, 2

DEMOSTRACION. La desigualdad d(x,y) < d(z,u) + d(u,y), im-
plica d(z,y) — d(z,u) < d(u,y).
Ademas, por la misma desigualdad 4° tenemos d(z,u) < d(z,y) +
d(u,y), por lo cual d(z,u) — d(z,y) < d(u,y).
Ambos nimeros d(x,y)—d(z,u) y —(d(x,y)—d(x,u)) son menores
que d(u,y) entonces |d(x,y) — d(z,u)| < d(u Y).
U

El anunciado de la proposicion siguiente se denomina la desigual-
dad de cuadrdngulo.

PROPOSICION 1.3. Para z, y, u, v € X arbitrarios
|d(£(,’, y) - d(u7 U)| < d(l’, U) + d(y7 U)'
Antes de ver la demostracion dibuja un rectangulo de vértices =,
Y, U, .

DEMOSTRACION. Dos veces aplicamos la desigualdad de triangulo
para obtener

d(x,y) < d(z,u) +d(u,y) < d(z,u) + d(u,v) + d(y,v).
Luego d(z,u) — d(u,v) < d(z,
de las parejas (z,y) v (u,v)
obtenemos d(u,v) — d(z,y) <
d(u,v)| < d(xz,u)+ d(y,v).

u) +d(y,v). Intercambiando los papeles
y gracias a la simetria de la distancia
d(x,u) + d(y,v). Finalmente |d(x,y) —
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O

DEFINICION 1.4. Sea (X, d) un espacio métrico. Sea = € X, r > 0.
El conjunto de forma B(z,r) = {u € X : d(z,u) < r} se llama la bola
centrada en x y de radio r.

Un conjunto A C X es acotado cuando existe una bola B(z,r) que
lo contenga.

Como hemos mencionado arriba el concepto de espacio métrico es
una generalizacion de espacio euclidiano, entonces este espacio tiene
que aparecer como el primer ejemplo de un espacio métrico.

EJEMPLO 1.5. ESPACIO EUCLIDIANO

En el espacio R" = R x - - - x R definimos la métrica por la formula
1

d((mlw"7xn)a(y1>-~ayn)) = (Z(x] _yj)2> :

El espacio C™ con la métrica

d((z1, -5 20), (Wi, -0 wn)) = (Z(Z’j —w;) (2 — wj))

j=1

es, como espacio métrico, otra forma de presentar al espacio R?".

Ambos espacios son objetos principales de los cursos de Calculo,
donde se ha demostrado las propiedades de la distancia correspondien-
te.

Por otro lado el espacio euclidiano es el caso més sencillo de un
espacio normado al cual dedicamos mas adelante otra seccion.

&

En seguida hablamos de ejemplos de espacios métricos de estruc-

tura mas ”exotica”.

EJEMPLO 1.6. METRICA DISCRETA

Sea X un conjunto arbitrario. Para z, y € X sea

] 0,81 2=y,
d(:t,y)—{ 1, si x #£y.

Las propiedades 1° - 3° de la métrica se cumplen obviamente.

Cuando = = y, la desigualdad 0 = d(x,y) < d(z,u) + d(u,y) es
obvia, porque las distancias son no negativas.

En el casode x # y y u = x 6 u = y la desigualdad de triangulo
toma la forma 1 < 1. Si los tres puntos son distintos la desigualdad
de triangulo afirma 1 <1+ 1.

En cualquier caso se cumple d(z,y) < d(z,u) + d(u,y).
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En un espacio discreto la bola B(z, ) consta de un solo punto {z}
cuando r < 1 y es todo el espacio X cuando r > 1.

El espacio de la métrica discreta es facil de visualizar inicamente
cuando contiene muy pocos elementos.

Cuando X = {z,y} podemos pensar en dos puntos en la recta que
se encuentran a la distancia 1.

En el caso de X = {x,y,z}, el triangulo equildtero en el plano
describe bién la estructura del espacio.

Cuando X contiene 4 elementos, podemos pensar en una piramide
eqilateral en el espacio R3.

Un espacio discreto de 5 elementos queda fuera de nuestra imagi-
nacion. Sin embargo, si podemos construir el conjunto de 5 puntos en
el espacio R* tal que la distancia entre cada par de puntos sea 1.

iHagalo como ejercicio de geometria euclidiana!

%

Este ejemplo demuestra que en los espacios métricos generales
aparecen fenémenos que no se observan en el espacio euclidiano. Otros
fenémenos de este tipo se pueden ver en el ejercicio siguiente.

EJEMPLO 1.7. METRICA “SOCIAL”

Esta métrica se define en un conjunto de personas que actualmente
viven en nuestro mundo.

Sean A, B dos personas reales vivas. Definimos obviamente d(A, B)
0 si se trata de la misma persona.

Cuando existe unconjunto de personas P = {Py,..., P,} tal que
P; y Pjiq se conocen, 1 < j < n — 1, vamos a decir que P es una
cadena de conocidos de longitud n.

Para personas distintas A, B, sea d(A, B) la longitud de la cadena
mas corta tal que P, = Ay P, = B.

Obviamente el dominio de esta funciéon no esta bién determinado.
La distancia entre Tu y el miembro de algtin tribu perdido en la selva
no se puede calcular.

La bola unitria contiene inicamente un elemento, su centro, como
en el espacio discreto. La bola de radio 2 contiene a la misma persona
y sus conocidos directos.

Es interesante que esta métrica no alcanza valores muy grandes.

Intenta calcular la distancia entre tu persona y el Presidente de
México, el Papa, el cantante mas famoso de actualidad.

EJEMPLO 1.8. METRICA DE CAMINO MAS CORTO

En este caso se trata de una amplia clase de métricas en distintos
conjuntos.
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Si X es una esfera, la distancia entre dos puntos de la esfera se
puede definir como la longitud del arco mas corto que une a estos
puntos.

Un automovilista mide la distancia entre dos punto de la superficie
terrestre como la mas pequena de longitudes de las carreteras que
unen a estos puntos. El espacio X es en tal caso el conjunto de puntos
sobre las carreteras que llegan al lugar, donde se encuentra nuestro
automovilista.

De la forma semejante, para un turista en una ciudad, la distancia
,,a vuelo de pajaro“ es irrelevante. La longitud del recorrido por las
calles 6 y senderos es lo que realmente define la distancia por recorrer.

Los Ejercicios 4 y 5 de este Capitulo proporciionan ejemplos de
este tipo formulados en forma analitica.

%

EJjemPLO 1.9. jEs posible que en algtin espacio una bola de radio
2 contenga a una bola de radio 37

La respuesta es: jsi!

Sea X = {—%, —-1,0,1, %} En este espacio con su métrica natural
d(xz,y) = |z — y| tenemos B(0,2) = X, mientras que B(%, 3) =
X\ {3}

Sin embargo, demuestre que en cualquier espacio métrico se cumple
B(x,2r) C B(y,r).

Vea el ejercicio 10 de este capitulo y en caso necesario la sugerencia
en Capitulo 11.

¢

Pasamos a los ejemplos que son fundamentales para el material que
siga. Como hemos advertido en la Introduccién una de las novedades
mas importante que debe asimilar el estudiante de este curso es el
hecho de que un objeto tan complicado como una aplicaciéon puede
verse como un solo punto en un espacio, en nuesto caso en un espacio
métrico adecuado.

En algunos problemas tenemos que tratar al mismo tiempo con
varios espacios métricos y por consiguiente con varias métricas. En
estos casos parece lo mas adecuado denotar la métrica en el espacio
X como dy. Solo en algunos casos, cuando en lugar de X aparece
un espacio de notacién demasiado complicada (por ejemplo cuando
X = L*(M,dpu)), vamos a buscar otra solucién.

Pasamos al problema de definir una métrica en un espacio de
aplicaciones.

EJEMPLO 1.10. LA METRICA DE CONVERGENCIA UNIFORME
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Sea C' un conjunto cualquiera y sea (X, dx) un espacio métrico.
Una aplicacién F': C'— X es acotada si F(C') es un conjunto acotado
en X.

Denotamos por B(C, X) el espacio de todas las aplicaciones aco-
tadas entre C' y X. En este espacio introducimos una métrica. Para
F, G € B(C, X) definimos

doo(F, G) = supdx(F(a),G(a)).
acC
Esta métrica es de importancia especial en analisis. Lleva el nombre de
la métrica de convergencia uniforme, porque efectivamente en el caso
de ¢ C R", X C R la convergencia de sucesiones correspondiente
a esta métrica coincide con la convergencia uniforme de funciones
conocida del curso de calculo.

Vamos a verificar que la funcién d., es efectivamente una métrica
en B(C, X).

Las propiedades de la positividad y de la simetria son obvias. Si
doo(F, G) = 0, se sigue dx(F(a),G(a)) =0y luego F(a) = G(a) para
todo a € C'. Entonces F' = G.

Sea H € B(C, X). Para todo a € C se cumple dx(F(a),G(a)) <
dx(F(a),H(a)) +dx(H(a),G(a)) y por la definicién de d

dx(F(a),H(a)) +dx(H(a),G(a)) < dw(F,H) + dw(H, G),

entonces
dx(F(a),G(a)) < dw(F, H) + dw(H, G).

Tomando el supremo del lado izquierdo obtenemos la desigualdad de
triangulo para la funcién d.

¢

Cuando la métrica dy en el espacio X es acotada, a saber 3C > 0
Va, y € X se cumple dy(z,y) < C, la métrica d, estd bién definida
en el espacio CX de todos los mapeos F': C' — X.

El Ejercicio 11 proporciona una informacién muy importante (se
puede ver la solucién en Capitulo 11). Para cualquier espacio métrico
(X.d) la funcién definida por la férmula

_d(z,y)
§(z,y) = Hd—(x,y)

es también una métrica en X. La métrica J es acotada (la cota C' = 1),
entonces para cualquier conjunto C' podemos definir la métrica ., de
la convergencia uniforme.

Los espacios de sucesiones proporcionan gran cantidad de ejemplos
de espacios métricos. Por lo tanto vamos a introducir la notacién
adecuada y definir los espacios mas importantes de esta clase.
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DEFINICION 1.11. Por una sucesion en un espacio X entendemos
una aplicacién del dominio N y con valores en X.

De acuerdo con la notacién general una sucesiéon a se debe denotar
como N 3 n — a(n) € X, sin embargo por tradicién la denotamos
(a,). No se debe confundir la sucesién con su imagen que es el conjunto
a(N) = {a, : n € N}.

En fin, las sucesiones que toman solo los valores 0 y 1 forman un
conjunto de la misma cardinalidad que el eje real. Lo saba hasta la
mas simple calculadora.

El espacio de todas las sucesiones valuadas en X se denota por
XY aunque en algunos casos, por ejemplo cuando X = R se usa la
notacién R,

Si E es un espacio vectorial sobre el campo K, en EV tenemos la
estructura vectorial natural.

Para a = (a,), b = (b,) € EY, t € K se define la combinacién
lineal como

a+tb = (a, + tby,).

Si el espacio E es también un algebra definimos la estructura de

algebra en EN:

ab = (ayby).
Los espacios R* se sumergen en RY por medio de aplicaciones que
conservan la estructura vectorial de los mismos. Vamos a usar estas
aplicaciones en algunas ocasiones, entonces conviene introducir la no-
tacion correspondiente.

Para (ay,...,a;) € E* = E x -+ x F sea

or(ay,...,ax) = (ay,a9,...,a;,0,0...).
En cambio, el espacio EY se proyecta sobre E* por medio de la
aplicacion
m(a) = (a1, ..., a).
EJEMPLO 1.12. SUCESIONES ACOTADAS
Las sucesiones acotadas son caso particular de aplicaciones aco-

tadas que hemos estudiado en Ejemplo 1.10, entonces agregamos
aqui unas informaciones sobre la notacion.

DEFINICION 1.13. El espacio de todas las sucesiones acotadas en
X se denota por [*°(X). Unicamente en el caso de X = R en lugar de
[*°(R) escribimos simplemente [*°.

En el espacio [*(X) se usa la métrica de convergencia uniforme
definida anteriormente: para a = (a,), b = (b,) € [*(X),
doo(a,b) = sup dx (an, by,).

neN
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2. Espacios normados

Los espacios normados ocupan un lugar intermedio entre los espa-
cios euclidianos y teoria de espacios métricos generales.

Estos espacios conservan varias propiedades de espacio R™ 6 C"
y al mismo tiempo proporcionan ejemplos de fenémenos nuevos que
ocurren en espacios métricos mas generales.

DEFINICION 1.14. Espacio normado es un espacio vectorial E
sobre el campo R 6 C (y denotado por K) provisto de una funcién
Il -||: £ — K llamada la norma que tiene las siguientes propiedades:

1° ||z|| > 0 para todo x € F,

2° ||z|| = 0 implica z = 0,

3° |lax|| = |al||z|| para x € E, a € K,

4° ||z +y|| < ||z|| + ||y|| para todos z, y € E.

Cada espacio normado admite una métrica natural.

PROPOSICION 1.15. Sea (E, ||-||) un espacio normado. Sea d(z, y) :=
|z — yl||. El espacio (E,d) es un espacio métrico.

DEMOSTRACION. Las propiedades 1°, 2°, 3° de la norma implican
exactamente las propiedades 1°, 2° 3° de lamétrica. Luego

diz,y) = [lz—yll=lz—-u+(u—-y)| <|z—ull+[u-yl
= d(z,u) + d(u,y),
por la propiedad 4° de la métrica. [J
EJEMPLO 1.16. ESPACIOS EUCLIDEANOS

Las métricas que definen los espacios euclidianos R" y C" (Ejemplo
1.5) son casos particulares de métricas provenientes de unas normas.
En ambos casos la norma correspondiente se puede escribir en la

misma forma: .
1
ll| = O a2,

j=1

para x = (x1,...,2,).
&

Los espacios de sucesiones [? y [?(C) se pueden considerar genera-
lizaciones a dimension infinita de espacios R™ y C" respectivamente.

EJEMPLO 1.17. Sea I* = {a = (a,) € R® : 377, |a;|*) < oo}

El espacio [*(C) consta de sucesiones complejas que satisfacen la
misma condicion.
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La norma en ambos espacios estd dada por la férmula

[e.9]

1

lalls = (D lasl*)2.
j=1

También en este caso las propiedades 1°, 2°, 2° de la norma son obvias.
En los casos del espacio R” y C™ conocemos la desigualdad

- 1 - 1 - 1
O lag+ 5172 < O lagl?)2 + O o).
j=1 =1 =1

. : 00 2 o0 2

Sabiendo que las series » -~ [a;|* y 377, [b;|* convergen vemos que la
serie 3027 |a;+b;|* también converge. Por la continuidad de la funcién
raiz se obtiene la desigualdad de triangulo para la norma || - ||2.

¢

EJEMPLO 1.18. En el mismo espacio R™ podemos definir otras
normas, de las cuales las mas importantes son las siguientes:

n
Jally =S lesl, el = it oy
j=1
¢
Los espacios normados de sucesiones andlogos a (R™ || - |1) v
(R™, || - ||ls) son los espacios ' v I'nfty que describimos en seguida.

EJEMPLO 1.19. Sea I' = {a = (a,) € R™ : 3777, |a;| < oo}
La norma en este espacio se define como

o0

lall = lay].

j=1

El hecho de que esta funcién es una norma es evidente.
Para espacio normado arbitrario (E,| - ||) podemos construir el
espaci de sucesiones sumables en F:

ME) = {(an) € B": ) Jlan|| < 00}

neN

(@)l = llanll.

neN

con la norma
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EJEMPLO 1.20. En la seccién anterior hemos conocido el espacio
de sucesiones acotadas valuadas en un espacio métrico arbitrario. Si
este espacio métrico es un espacio normado (£, | - ||), el espacio [*(FE)
es también normado con la norma

]l = sup [lal|z = doo(0; a),
neN
donde 0 = (0,0,...) es la sucesién nula.
Se cumple entonces

la = blloc = doo(a, b).

En los casos de F = R 6 EF = C vamos a usar la notacién [*° y
[*(C), respectivamente.

¢

Conocemos varios ejemplos de espacios de aplicaciones F': X — M
valuadas en un espacio métrico en los cuales se puede definir una
métrica de tal manera que F,, — F implica F,(x) — F(x) para
todos x € X. Es muy natural preguntar si en el caso de un espacio
normado E, || - ||), el conjunto F(X, E) de todas las aplicaciones entre
algin conjunto X y E, que tiene la estructura de un espacio vectorial,
se puede definir una norma tal que la convergencia en esta norma
implique la convergencia puntual.

En este caso, si el espacio X no es finito, la respuesta es negativa.
En Capitulo 11 presentamos como problema resuelto el caso del espa-
cio de todas las sucesiones reales y demostramos que en este espacio
no existe ninguna norma que tenga la propiedad mencionada.

La estructura lineal que tenemos en los espacios normados nos
permite hablar de conjuntos convexos en estos espacios. La convexidad
juega un papel muy importante en andlisis de espacios normados,
cuando existe un vinculo entre la estructura vectorial y la estructura
métrica. En los capitulos siguientes vamos a observar algunas de estas
relaciones, entonces es conveniente recordar aqui los hechos basicos
sobre los conjuntos convexos.

Recordemos que un conjunto A en un espacio vectorial E es con-
vexo si para todos a, b € Ay para todo 0 < t < 1 la combinacion
ta+ (1 —t)b pertenece a A. Cuando para a, b fijos t recorre el interva-
lo [0,1], las combinaciones de esta forma recorren el segmanto lineal
I(a,b) que une a estos dos puntos.

Un conjunto A es convexo si para a, b € A se cumple I(a,b) C A.

Nuestro interes por los conjuntos convexos se explica en parte por
el hecho de que las bolas en los espacios normados son convexas.
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PROPOSICION 1.21. Sea (E, ||-||) un espacio normado. Sean = € F,
r > 0. La bola B(z,r) es convexa.

DEMOSTRACION. Sean a, b € B(x,r). Sea 0 <t < 1. Calculamos:
[ta+(1=)b]| < [[tal|+[|(L=t)b]| = t[lal|+ (A=)l < tr+(1—t)r =1

. Efectivamente, ta + (1 —t)b € B(z,r).
|

Para A C E cualquiera, se define la cdscara convexa de A como el
mas pequeno conjunto convexo que contiene al conjunto A. La Céascara
convexa de A se denota por conv(A).

La definicién de la céscara convexa que hemos usado es elegante,
pero poco manejable. Para A C E y a € FE, jcomo averiguar si
a € conv(A)?

La proposicién siguiente da una descripcién de conv(A) es mas
técnica pero también de caracter mas constructivo.

PROPOSICION 1.22. Sea A un subconjunto arbitrario de un espacio
vectorial real E. Entonces

k k
conv(A) = {thaj Day,...,ap € A, th =1 0<t;, 1<j<k}.
j=1 j=1
DEMOSTRACION. Deanotemos por C(A) el conjunto que aparece
de lado derecho de la igualdad.
Visiblemente A C C(A). Verifiquemos que C(A) es un conjunto
convexo. Sean a = Z?Zl tja;, donde todos a; € Ay 25:1 ti=1y
b=>""sbi, donde todos b; € Ay> " s; =1.Sit+s = 1 obtenemos

k m
ta + sb = Z ttja; + Z s8;b;
j=1 i=1

que es una combinacion lineal con coeficientes no negativos de elemen-
tos de A.

Calculamos la suma de todos los coeficientes: Z?Zl ttj+> i, 88 =
t + s =1, por lo cual efectivamente ta + sb € C(A).

El conjunto C'(A) contiene a A y es convexo, entonces conv(A) C
C'(A), porque conv(A) es mas peque no conjunto de estas dos propie-
dades.

Ahora tenemos que probar que C'(A) C conv(A).

Vamos a demostrar que bajo las condiciones a4, ...,a; € A, 0 < ¢,
para todos 1 < 57 < k vy Z?Zl t; = 1, las combinaciones lineales

k .
de forma ) 7, t;a; pertenecen a conv(A). Para este fin utilizamos la
induccién con respecto al indice k.
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Determinamos la hipdtesis inductiva en la forma siguiente: para
ai,...,ap € Ay para los numeros no negativos ti,...,t, tales que
>_j=1tj =1la combiunacién » .. t;a; es elemento de conv(A).

Cuando k = 1, se cumple forzocamente t; = 1 y para cada a; € A
tenemos tja; = a; € A C conv(A).

Suponemos que para k la hipotesis es valida y tomamos ay, . . ., a1
A, 0 <t; tales que Zf;l t; =1

Sea s = Zle t; y sean t; =t;/s, 1 <j<k.

Se cumple entonces que 2521 t; = 1 y por lo tanto, gracias a la
suposicién inductiva b = Zle tha; € conv(A).

Tenemos tyy1 + s = 1, b, agy1 € conv(A) y por la convexidad de
conv(A) se cumple sb+ty41ax11 € conv(A). Ya hemos logrado nuestro

propésito, porque sb+ty a1 = S(E;?:l tha;)Ftriiap = ijl tia;.

O

A los elementos de conv(A), se los llama las combinaciones conve-
zas de elementos de A.

3. Sucesiones convergentes

La convergencia de sucesiones es indudabemente el origen y el
concepto fundamental de la teoria de espacios métricos.

Durante varios siglos los conceptos de la integral y de la derivada
usadas exitosamente en tantas ramas de las matematicas y de la fisica
se basaban en poco convincentes argumentos de los ”infinitesimales”.

Apenas en la segunda mitad del siglo XIX en los trabajos de
Cauchy aparecieron las definiciones y demostraciones relacionadas con
los conceptos de limites que ahora consideramos correctas.

Un poco mas tarde en los trabajos de Heine aparecié el método
de definir la continuidad de funciones utilizando las sucesiones. Desde
entonces el concepto de la sucesion convergente ocupé un lugar central
en analisis.

El hecho de que las sucesiones son suficientes para manejar la
continuidad en los espacios métricos esta relacionado con la estructura
del eje real y no se generaliza a espacios topoldgicos mas generales.

DEFINICION 1.23. Sea (X,d) un espacio métrico. Una sucesion
(a,) en X es convergente si existe a € X tal que d(a,,a) — 0 6 en
forma explicita

Ve>0 INeN, Vn>N d(aya)<e.

Denotamos este hecho como a,, — a. El elemento a se llama el limite
de la sucesién (a,) y se denota lim,, . ay,.
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Si una sucesion es convergente, su limite esta definido univocamen-
te gracias a la propiedades bésicas de la métrica.

PROPOSICION 1.24. Si a, — a y a, — b entonces a = b.

DEMOSTRACION. Sea ¢ > 0. Por la desigualdad de triangulo
tenemos para a, cualquiera

d(a,b) < d(a,a,) + d(an,b).

Para n suficientemente grandes ambos términos del lado derecho son
menores que €/2 entonces d(a,b) < e para todos £ > 0. Esto implica
d(a,b) =0y finalmente a =b. O

DEFINICION 1.25. Sea n: N 3 k — n; € N una sucesién creciente
y sea a = (a,) una sucesiéon en X. La composicién a o n se llama
subsucesién de a y, siendo también una sucesion, se denota como (ay, ).

Una subsucesion se forma con un numero infinito de elementos de
la sucesion original conservando el orden entre ellos.

PROPOSICION 1.26. Si una sucesién (a,) en un espacio métrico X
es convergente, entonces cada subsucesién de (a,) converge al mismo
limite.

DEMOSTRACION. Sea a,, — a 'y sea aj,, una subsucesion de (a,).
Para € > 0 dado, sea N € N tal que d(a,,a) < ¢ para todos n > N.

Existe K € N tal que ng > N. Si k£ > K tenemos ng > ng > N,
porque ny es una sucesion creciente. Obtenemos d(ang, a) < & cuando
k > K, entonces efectivamente limy_,o a,, =a. U

EJEMPLO 1.27. Sea a = (a,,) € I! y sea
Ay = (al,aQ,...,am,O,O,...).

Obviamente (a,,) es una sucesién en ['. Ademds, para cada m € N
tenemos ||a,,|[1 < ||a]l;. Observemos que
o0
la—anli= > lal.
j=m+1

[e.9]

Elhecho de que [lally = > 277, [a;] < oo significa que lim, 00 377, 1)

0. Por lo tanto a,, — a.
Sin embargo, si definimos a,,, de la misma manera en el espacio [*
entonces

|a;| =

o —amlleo = sup 1
j>m

y este valor tiende a cero si y solo si (a,) es convergente a cero.
Para otros elementos de [* la sucesién (a,,) es divergente.

¢
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4. Ejercicios

1. ¢ En el espacio N x N definimos la funcion:

0, n=m,
d(n,m):{l+ L Lo,

n+

Demuestre que d es una métrica en N.

2. Demuestre que las siguientes funciones son métricas en el es-
pacio R™ y en el caso de R? traza las bolas unitarias corres-
pondientes.

= d(a,b) =3 7 |a; — bj].
= d(a,b) = mdxi<j<p [a; — byl.
» d(a,b) = \/Z?:l ¢jla; — b;]?, donde ¢; > 0,1 < j <n.

3. La métrica del bosque.
Demueste que la siguiente funcion en el plano es una métri-

ca.
Para a = (a1, a,), b = (b1, by) € R? sea

d(a,b):{ |a1|—|—|a1—b1]+|b2|, al#bl,

|a2—bz|; a; = b.

Dibuja la bola centrada en el punto (1,1) y de radio 2.

4. Demuestre que la siguiente funcién es una métrica en R2,
explique su nombre ”la metrica de puente” y btraza la bola
centrada en (1, —1) de radio 1 + /2.

\/(Cll — b1)2 + (ag — b2)2, si (ag Z O, bg Z O)

dab) = 6 (az < 0, by < 0),
’ Vai+ a3+ /b + b3, si (ag >0, by <0)
é((lg <O, b ZO)

5. La métrica Metro parisiense.
Demuestre que la siguiente funcién es una métrica en R
\/(al —b1)?+ (ag — be)?, siexistet € R,a =tb,
d(a7 b) = \/ 2 2 2 9 . 2 .
a? + a} + /b3 + b3, si tal nimero no existe.

6. Traza las siguientes bolas en el espacio métrico del ejercicio
anterior:  B((0,0),1), B((1,1),1), B((1,1),2).

7. En el espacio R? con la norma ||(z,y,2)|li = |z| + |y| + |2|
describa la bola unitaria B(0,1).
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Sea A={xeR: 1< |z] <2, z#1}. Sea

_ |$_y|7 sl [L'y>0,
d(z,y) = { lz| + |y| —2, sizy <O.

Demuestre que d es una métrica en A.

. Demuestre que si una bola de radio 7 esta contenida en una

bola de radio 3, ambas son iguales.
Sea (X, d) un espacio métrico. En el mismo conjunto X x X
definimos

N [ d(z,y), cuando d(z,y) <1,
d<xay) - { 17 cuando d(l’,y) > L

Demuestre que d es una métrica en X y que z,, = x en (X,d)
siy solo si z, = x en (X, d).
d(z,y)

¢ Sea (X, d) un espacio métrico y sea 0(z,y) = T+ de.y)’ x,

y € X. Demuestre que 0 es una métrica en X.

4 Sea f: R — R una funcién no negativa que se anula uni-
camente en cero. Sea d(z,y) = f(x —y). ;Cuando 0 es una
métrica?

¢ Sean 6,(z,y) = |z — y|?, d2(z,y) = v/|z — y|. Cual de estas

funciones define una métrica en R?

Para 0 < p < oo sea [P el espacio de sucesiones reales (a,,) tales
que Y 7 a, P < oco.

a. Demuestre que para 0 < p < 1la funcién d,((a,), (b,)) =
Yo |an — by|P es una métrica.

b. Demuestre que para 1 < p < oo la funcién ||(a,)||, =

>, |an|p)% es una norma.

Sea C([a,b]) el espacio de las funciones continuas sobre el
intervalo [a, b]. Para f € C([a,b]) sea

||f||1—/ F(0)dt.

Demuestre que || - ||; es una norma en C([a, b]).

Demuestre que la funcién definida en el espacio M, x,(C) de
1
2

matrices complejas n x n por la féormula ||A|| = (tr(AA*))z es
una norma.
(Para A = (a;;) se define A* = (¢;) con ¢;; = aj; y

tr(A) =7 a;5.)
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Sea X un espacio métrico arbitrario y sea Y un espacio métrico
discreto. Pruebe que B(X,Y") es un espacio discreto.

Sea (X, d) un espacio métrico y sea ay € X. Sea X el espacio
de todas las sucesiones a = (a;) con valores en X y tales que

>y d(aj,a0) < oo.
Demuestre que la funcién D: X x X — R dada por la
férmula

D(a,6) =3 d(ay.by).

estd bién definida y es una métrica en X.

Pruebe que en un espacio normado (E, || - ||) para cada z € E
se tiene

1
||| = inf{t > 0: ST € B(0,1)}.

¢ Sea RN el espacio de todas las sucesiones reales con su

estructura natural de espacio vectorial. Demuestre que en RY

no existe ninguna norma tal que (aj,) = a, — a = (a; ).
n—o0

implique a;, — a; para todo j € N.
n—oo
Demuestre que el espacio ® de todas las métricas definidas en

el conjunto X es un cono convexo, es decir para todos d, d € ©
y para todos s > 0, t > 0 se cumple sd + td' € D.

Sea (E, || - ||) un espacio normado y sean (x,), (y,) sucesiones
convergentes en E. Demuestre que para a, b € K se cumple

lim (az, + by,) = a lim x, + b lim y,,.
n—o0o n—00 n—00

Sean A, B conjuntos convexos en un espacio vectorial E. De-
muestre que el conjunto A+ B :={z+y: x€ X, y €Y} es
CONVexo.



Capitulo 2

Espacios completos

La construccion del eje real R partiendo del campo de los niimeros
racionales Q tiene como propdsito asegurar que para cada conjunto
acotado A los niimeros sup A, inf A existan.

Esta propiedad resulta equivalente a decir que cada sucesion de
Cauchy en R tiene limite.

El concepto de la sucesion de Cauchy se generaliza a espacios métri-
cos en forma automatica. Llamamos completos los espacios que tienen
la propiedad de que cada sucesién de Cauchy en ellos es convergente.

El resultado mas importante de esta seccion dice que, asi como los
nuimeros racionales se sumergen en el eje real, cada espacio métrico se
sumerge en un espacio completo.

1. Sucesiones de Cauchy. Espacios completos

DEFINICION 2.1. A una sucesién (z,,) en un espacio métrico X se
la llama sucesion de Cauchy si

Ve>0 INeN, Vam>N dx,,z,) <e.

Cada sucesion convergente es de Cauchy. Efectivamente, si x,, — =z,
entonces

Ve>0 INeN, Vn>N d(z,x)<e/2.
Si ademéas m > N, obtenemos
d(Tp, ) < d(xp,x) + d(z, 2)) < €.

La sucesién (z,,) es de Cauchy.

No todas las sucesiones de Cauchy son convergentes. Conocemos
los contraejemplos en en el espacio Q de los nimeros racionales. La
aproximacién decimal del nimero V2 es una sucesién de Cauchy en
@ que no converge en este espacio.

Veamos otro ejemplo de una sucesion de Cauchy de funciones que
no es convergente.

23
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EJEMPLO 2.2. Sea X = C[—1,1] con lanorma || f||; = f_ll |f(t)|dt.
En este espacio definimos la sucesién

1, —1<x<0,
folz) =4 1—nz, 0<x§%,
0, %<x§1.

La funcién f,, es constante e igual a 1 en el intervalo [—1,0], luego
decrece linealmente al valor cero que alcanza en el punto + y queda

n
nula en los demas puntos del dominio. La sucesion satisface
1
||fn - fn—l—k”l § a0
2n

entonces es una sucesién de Cauchy. Sin embargo para la funcién
discontinua
1, —1<2<0,
f(x)_{ 0, 0<z<1.

se cumple [|f, — Il < 2.

No existe una funcién continua que fuera el limite de la misma
sucesion.

o

El resultado siguiente es muy 1til, cuando buscamos el limite de
una sucesion de Cauchy.

PROPOSICION 2.3. Sea (z,,) una sucesién de Cauchy en un espacio
métrico X. Si una subsucesién (z,,) converge a x € X, entonces
r = lim,_o0 T,

DEMOSTRACION. Tenemos la informacién de que
Ve>0 JKeN, Vi>K dz,,x)<e.
La sucesion original es de Cauchy, entonces
Ve>0 INeN, Vnm>N d(z,,z,) <e.

Para cada n > max{N,ng} y k tal que ny > max{N,nx} se
cumple
d(zp,x) < d(zp, Tp,) + d(xp,, ) < 2.
La sucesién (z,,) converge a z.
U

DEFINICION 2.4. Un espacio métrico X se llama completo si cada
sucesion de Cauchy en X es convergente.

Como sabemos, el espacio euclidiano es completo. Varios de los
espacios que acabamos de introducir también son completos.
El espacio X del Ejemplo 1.25 no es completo.
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Para probar la competez de varios espacios de sucesiones necesita-
mos una digresion sobre la convergencia de series.

PROPOSICION 2.5. Sean a,; > 0, n, k € N. Entonces
o0 (o] [o¢] (o)
DD am = ) e
n=1 k=1 k=1 n=1
DEMOSTRACION. La positividad de los términos de las series es
muy importante, porque asegura que las sumas parciales forman su-
cesiones no decrecientes.
Supongamos que la primera serie converge al valor A, mientras que

la serie del lado derecho converge a B > A.
Existe entonces K tal que

oo Ko
ZZ%—MZZ%—ZZW
n=1 k=1 k=1 n=1 n=1 k=1

La contradiccion que obtuvimos demuestra que si una de las series
converge, la otra coverge al mismo valor. Si una diverge al infinito, lo
mismo pasa con la otra. [

EJEMPLO 2.6. Los espacios [}, [?, [* son completos.

Vamos a probarlo en el caso de ['. Los demds casos se demuestran
con los mismos argumentos.

Sea (a,,) una sucesién de Cauchy en ['. Si denotamos (a,,) = (@),
entonces la informacién que tenemos es la siguiente:

o
Ve>03INEN, Vm k>N lay — alli = Y _ |am; — arg < c.
j=1
Vamos a buscar una subsucesion (a,,, ) cuyos elementos nos den
valores ||, — @, ||1 muy pequenos.
Sea ny tal que para [ > n; se cumple ||dy,, — am, |1 < 3
Sea ng > ny y tal gie para [ > ny se cumple ||y, — ap, |1 <
Sea n3 > ng y tal qie para [ > n3 se cumple ||a,,, — ap, |1 <
Cada uno de estos pasos esta justificado por la definicién de una
sucesion de Cauchy.
Siguiendo con esta procedimiento obtenemos (a,,, ) tal que

1
ok

Para simplificar la notaciéon denotemos by = a,,, = (by;). De tal
manera tenemos una sucesién que satisface

611 + Z 16k+1 — bgllr < |[b1]]1 + ZQ_k < 00.
k=1 k=1

oo|>—w>|>~

||amk - umk+1||1 <
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En forma explicita

(1) Z‘blﬂ +ZZ|b(k+1 — bij| < oo0.

k=1 j=1

La convergencia de esta serie asegura que la sucesién de las sumas

n="0b1+ Z(bk-',-l — by)

k=1

forman una sucesién de Cauchy en ['. Efectivamente,

n+l n+l
st —sali = 3 b=t < 3 20 <2t
k=n+1 k=n-+1

Si s, = (sp;) entonces obviamente par cada j se cumple

Sty — Sngl < llsnpr = Salli < 2077

Para cada j la sucesiéon numeérica n — s,; es de Cauchy en el espacio R
que es completo, entonces existe una sucesién s = (s;) = (im0 5p;)-
Vamos a probar que esta sucesién es elemento de [!.

sl = > lsil =1 lim syl = lim |s,|
=1 j=1 j=1
= >l (Jbyl + Y [besy; — bigl)
j=1 k=1
= Z‘bljy +ZZ|6 k+1)j = bl

7=1 k=1

La ecuacién (1) afirma que, cambiando el orden de las sumas obte-
nemos un valor finito entonces por Proposicién 2.5 concluimos que
|ls|]1 < oo, es decir 5 = lims,, € ['. Ahora debemos darnos cuenta de
que s, = by + Zk (b1 —by) = by = Ay -

Acabamos de probar que la subsucesién (a,,, ) de nuestra sucesién
de Cauchy (a,) tiene limite s en ['. PorProposicién 2,3 se cumple
lim,, o a, = 5.

El espacio [* es completo.

¢

EJEMPLO 2.7. La afirmacién: ”un limite uniforme de de funciones
continuas es una funciéon continua” dice exactamente que el espacio
BC(X) de funciones acotadas y continuas con la norma || f|l. =
sup,cy | f(x)] es un espacio completo.

¢
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EJEMPLO 2.8. Sea X un conjunto arbitrario y sea Y un espacio
métrico completo.

Sea F,, una sucesién de Cauchy en el espacio B(X,Y'). Se cumple
entonces lo siguiente:

Ve>0 N, Vnm>N do(F,, F,) <e.
Por consiguiente para todo z € X
(2) dy (Fu(x), Fp(x)) < e.

La sucesién (F,(z)) es de Cauchy en Y para cada valor z € X. El es-
pacio Y es completo, entonces podemos definir F'(x) = lim,, o F,(x).

Pasando al limite m — oo en la desigualdad (2) obtenemos
dy (F,(z), F(z)) < € en todo dominio X y para n > N entonces
doo(Fy, F) < €, lo que demuestra que la aplicacién F' es acotada y
ademés F,, — F en el espacio B(X,Y).

¢

2. Completacion

Los espacios completos juegan un papel muy importante en anali-
sis. Mas adelante vamos a probar varias de sus propiedades. Sin em-
bargo muchos espacios no son completos. En este momento vamos a
demostrar un teorema muy consolador. Cada espacio métrico se puede
completar.

DEFINICION 2.9. Una aplicaciéon J: X — Y entre dos espacios
métricos es isométrica si dy(J(x),I(y)) = dx(x,y) para todos =z,
y e X.

Una isometria sumerge el espacio X en Y conservando las distan-
cias entra los puntos.

TEOREMA 2.10. Para cada espacio métrico X existe un espacio
métrico completo Y y una isometria J: X — Y tal que la imagen
J(X) es densa en Y.

DEMOSTRACION. La demostracién del teorema es larga y consta
de varias etapas que senalamos explicitamente.

Construccion del espacio Y

Empezando la construccion del espacio Y denotamos por ) el conjunto
de todas las sucesiones de Cauchy en X. En este enorme espacio
introducimos una relacién de equivalencia diciendo que a = (a,) ~
b = (b,) cuando lim,,_, dx(a,,b,) = 0.

La relacién definida si es de equivalencia, porque la propiedad
a ~ a es obvia, asi como la simetria.
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La transitividad es consequencia de la desigualdad de triangulo.
De hecho, si a ~ by b ~ ¢, tenemos: lim, .o dx(a,,b,) = 0y
lim,, oo dx (bn, ) = 0y se sigue 0 < dx(an,¢n) < dx(an,by) +
d(by, c,) — 0, es decir a ~ c.

Observemos que una sucesiéon (a),) que es equivalente a una su-
cesion convergente a, — a, converge al mismo limite. Efectiva-
mente, si dx(a,,a) < €/2, para todos n > N, entonces tomando
m > max{N, 1} obtenemos

1
dx(a,,,a) < d(a,,,am) + dx(am,a) < — e/2 <e.

Hemos probado que a, — a.

Sea Y =9/ ~. Los elementos del espacio Y son clases de equiva-
lencia de elementos de %). La clase del elemento a € ) se denota por
[a].

Sumergimos X en'Y

Definimos de una vez la aplicacion J: X — Y asociando primero
al elemento = € X la sucesién constante ¢ = (z,x,z,...) € 2 para
luego poner J(z) = [r].

En seguida tenemos que definir en Y una métrica dy para luego
probar que dy (J(z), dy (I(y)) = dx(z,y).

La métrica en Y

Para [a] = [(a,)], [6] = [(b,)] € Y sea
il [6) = Jim (e, ).

Antes de aceptar dy como una funcién sobre Y x Y tenemos que
verificar que el limite del lado derecho existe y luego probar que el
resultado no depende de los representantes de las clases [a], [b] que
hemos usado en la definicion.

Segun la desigualdad de cuadrangulo (Proposicién 1.3) tenemos

|dX (CLn, bn) - dX (amu bm)| S dX (CLn, am) + dX(bn7 bm)

Ambas sucesiones (a,) y (by,) son de Cauchy, entonces para cierto N
y para todos n, m > N se cumple dx (a,, am) < £/2, dx(bn, bm) < €/2,
asi que |dX (a’m bn) - dX (a’m7 bm)l Se.

La sucesién (dy (an,b,)) es de Cauchy en el espacio completo R,
entonces lim,, ., dx(a,,b,) existe para cada par de representates de
las clases [a] y [b].

En seguida probamos que el el limite no depende de representantes
particulares. Sean (al,) ~ (a,) y (b)) ~ (by).

Nuevamente, por la desigualdad de rectdngulo estimamos:

|dX(am bn) - dX<a;w b;z)| < dX(anv CL;L) + dX(bm b;z)
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La definicién de sucesiones equivalentes afirma que para los n's ma-
yores que cierto N dx(an,al) < €y dx(b,, b)) < €, por lo cual las
sucesiones de Cauchy (dx(an,b,)) y (dx(a,,b))) son equivalentes y
como tales tienden al mismo limite.
La funcién dy estd bién definida y es una métrica en el espacio Y.
Prueba que J es una isometria
Cuando [a] = I(a) = [(a,a,...)] y [b] = I(b) = [(b,b,...)],

obtenemos:

dY(J<a)7 j<b>> = dY([a]7 [b]) = nlinolo dX(a7 b) = dx<(l, b)
La aplicacion J: X — Y si es una isometria.
Prueba que 3(X) es denso en'Y

Sea [a] = [(a,)] y sea € > 0. Debemos encontrar un elemento de la
imagen J(X) que estd a la distancia < ¢ de [a].

Existe N tal que dx(an,a,,) < € para n, m > N. Para el elemento
de la imagen J(ay41) se cumple

dy([a],I(an41)) = dm dx(an,an+1) <e.
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Prueba que el espacio Y es completo

Sea [a,,] una sucesién de Cauchy en Y. Por la densidad del conjunto
J(X) en Y para cada n € N existe z,, € X tal que dy (J(x,,), [a,]) < £.
Luego, como J es una isometria, se sigue

dX(Invxm) = dY(j(l'n)a j(xm)) < dY(j(xn)v [an]) + dY([anLj(Im))

< dy(I(wn), [an]) + dy ([an], [am]) + dy ([am], I(2:))
< %+dy([an],[am])+%.

La sucesién [a,] es de Cauchy, entonces para cierto N y para m,n >
N se cumple dy([a,], [a,,] < €/3. Si ademds tomamos n, m > 2
obtenemos dx (x,, T,) < .

Le sucesién (z,) construida en X es de Cauchy. Terminaremos la
demostracién probando que [(z,,)] = lim, s [a,].

Hacemos una estimacién de la distancia dy ([(@)], [a,)])-

dy ([(zm)], [an]) < dy ([(zm)], I(wn)) + dy (I(2n), [an])

< lim dy(xn, zn) + l

m—00 n
Cuando n — oo ambos términos del lado derecho tienden a cero,
entonces efectivamente [a,] — [(2,,)]-

O

., Que va a pasar, si aplicamos el procedimiento de la completacién
a un espacio completo?

Obviamente obtenemos un espacio isométrico con el espacio ori-
ginal. Si X es completo y [a] es una clase de sucesiones de Cauchy
equivalentes, todos los elementos de esta clase son sucesiones conver-
gentes al mismo limite a € X. De tal manera obtenemos una aplicacién
2/ ~3 [a] = a € X que es inversa a la aplicacién J y por lo tanto es
también isométrica.

El primer caso de una completacion de un espacio métrico que
hemos conocido en el curso de Célculo fue la obtencién del eje real
R a partir del campo de los nimeros racionales. Desafortunamente
Teorema 2.10 no se aplica a este caso, porque en su demostracion
hemos usado la completez del eje real. Si embargo, el método de clases
de equivalencia de sucesion de Cauchy si funciona para obtener la
completacion del espacio Q. Necesitamos tinicamente una modificacién
al momento de definir la distancia en el espacio R.

Nuestro punto de partida es el espacio Q provisto de la norma |z| y
la métrica d(p, q¢) = |p—q| que toman valores en el mismo espacio Q. La
definicién de la sucesion de Cauchy no necesitra ninguna modificacion
y tampoco la definicién de la equivalencia de tales sucesiones.
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El problema surge al momento de definir la métrica en el espacio R
definido obviamente como el espacio )/ ~ de clases de equivalencia de
sucesiones de Cauchy valuadas en Q. La definicién d([(p,)], [(qs)]) =
lim,, o0 |Pn — ¢n| que hemos usado debe ser substituida por

d([(pn)]; [(g2)]) = [(IPn = gnl)]

después de haber probado que en estas circunstancias la sucesion
|Pn — @n| es una sucesién de Cauchy.

Todos los demas elementos de la demostracion funcionan perfecta-
mente en este caso.

El hecho de que Q tiene la estructura algebraica de un campo agre-
ga un aspecto adicional al asunto. Obviamente nos gustaria obtener
la misma estructura algebraica en el espacio completado. El problema
se resuelve positivamente.

TEOREMA 2.11. Sea (E,|| - |) un espacio normado y sea F' su
completacion. El espacio F' tiene la estructura de espacio normado y
E se sumerge en F' por medio de una aplicacién isométrica y lineal J.

Si ademas E es un élgebra tal que ||abl| < ||all||b]|, a, b € E entonces
F tiene la estructura del algebra y J(ab) = J(a)J(b). Si E es un campo,
el espacio F' es un campo.

DEMOSTRACION. La demostracién es més larga que dificil. De-
finiendo el espacio F' como el conjunto de clases de equivalencia de
sucesiones de Cauchy en E, tenemos que introducir la operacion de
suma de elementos en F', el producto de un elemento por un nimero
y en el caso de una algebra el producto de dos elementos de F'. Luego,
debemos probar que la estructura algebraica obtenida es de un espacio
vectorial, de algebra y de campo, respectivamente.

Las definiciones de de la suma y productos en F' es natural. En
la seccion 1.1 hemos definido la suma y el producto en el espacio de
sucesiones con valores en un algebra.

Para [a], [b] € F, t € K definimos:

(a) + 6] :=[a+ 6], tla] = [ta], [a]-[6] := [a-b].

Para justificar estas definiciones tenemos que probar que suma de
dos sucesiones de Cauchy en un espacio normado, es una sucesién de
Cauchy, que en un algebra normada el producto de dos sucesiones de
Cauchy es una sucesion de Cauchy. Ademas es necesario verificar que
las definiciones correspondientes no dependen de los representantes de
clases.

Dejamos esta labor como ejercicios al Lector.

A continuacion senalamos las etapas que debe realizar el Lector
para completar la demostracion.
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Como sabemos, la norma en el espacio E define la métrica en el
mismo espacio segin la féormula dg(a,b) = |la — b||. De tal manera
la|]| = dg(0,a). En la demostracién de Teorema 2.10 se define en F' la
métrica dp([al, [b]). Para obtener una norma en F' ponemos entonces:
I[a][| == dr([0], [a]).

Hay que probar que ||[a]|| es una norma en F. Si E es una algebra,
queda por probar que ||[a][b][| < |[[a][|[[b][]-

Finalmente, cuando E es un campo, debemos probar que cada
elemento de F' distinto de cero tiene el inverso en F. El elemento
nulo en F' es el conjunto de sucesiones en E convergentes a cero. Si
a = (a,) es una sucesién de Cauchy que no converge a cero, solo
un numero finito de elementos a,, puede anularse. Ademds, ninguna
subsucesién de (a,) converge a cero, lo que significa que existe r > 0
tal que ||a,|| > r para casi todos n € N. Ignorando el nimero finito
los elementos nulos de la sucesién podemos definir

()] = [(a;,1)].

Falta probar que (a,!) es una sucesién de Cauchy que es el elemento
inverso a [(ay,)].
O

El punto débil de Teorema 2.10 es que los elementos de la com-
pletacion son objetos complicados. Si tomamos como X el espacio
de funciones polinomiales en el intervalo [a,b] C R con la norma
[Plloc = supseay [P(t)], €l hecho de que los elementos de la completa-
cién son clases de equivalencia de sucesiones de Cauchy de polinomios
no nos dice mucho. Es mucho més 1til la informacion de que, segin
Teorema de Weierstrass (vea Capitulo 10) este espacio se identifica
con el espacio de funciones continuas sobre el intervalo.

3. Ejercicios

1. Sean (z,), (y,) dos sucesiones de Cauchy en un espacio métrico
(X, d). Demuestre que (d(z,,y,)) es una sucesiéon de Cauchy
en R.

2. ¢ Sean (z,), (y,) dos sucesiones de Cauchy en un espacio
métrico (X, d). Sea

I si n=2k—1,
" yk, sin=2k.

Demuestre que la sucesioén (u,,) es de Cauchy si y solo si

nll_>nolo d(zn,yn) = 0.
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. Sea (x,) una sucesién de Cauchy en un espacio métrico (X, d).
Supongamos que la sucesion (y,) en X satisface d(z,,y,) <
|a,|, donde (a,) es una sucesién en R convergente a cero.
Demuestre que (y,) es una sucesiéon de Cauchy.

. En el espacio RY introducimos la métrica

0((@n), (b)) = { 0, (an) = (bu),

= m=min{n: a, #b,}.

m?
Demuestre que d es una nmétrica y que (RY, d) es un espacio
completo.
. Sea Cy(R) el espacio de funciones continuas sobre R que se
anulan fuera de cierto intervalo. Demuestre que Cy(R) no es es-
pacio completo con respecto a la norma || f||c = sup,eg |f(x)].
y tampoco con respecto a la norma || f|l; = [g | f(z)|dx.

. 4 Con el fin de probar que el espacio de las funciones polino-
miales sobre el intervalo [—1, 1] no es completo con respecto a

la norma || - ||o considera los polinomios
1 t

wo(t) = - / (1— 22)da,
Pn Jo

donde p,, = fol(l — z%)"dx y pruebe que w, — sgn uniforme-

mente sobre cada conjunto de forma [—1, —¢] U [e, 1].
Deduzca que los polinomios v, (t) = fot wy,(x)dx aproximan

uniformemente sobre [—1, 1] a la funcién ¢ — |¢].

. Demuestre que los espacios métricos (I?,d,), 0 < p < 1y los

espacios normados (7, || - ||,) para 1 < p < oo definidos en

Ejercicio 14 del Capitulo 1 son completos.






Capitulo 3

Conjuntos abiertos, conjuntos cerrados

1. Conjuntos abiertos

Cuando un fisico, un biélogo o un ingeniero habla de un objeto de
sus estudios: de una particula, una planta o un puente, esta convencido
de que se trata de algo "existente”. Los conceptos que introducen y
manejan los matematicos ”existen” en el sentido muy diferente. Se
puede pasar muy bién horas y dias discutiendo el problema: ; En que
sentido existe el nimero 77

Indudablemente los conceptos de un nimero o de un triangulo se
ha formado como resultado de experiencias cotidianas de gente no
necesariamente relacionada con el pensamiento matematico.

La situacién es diferente cuando se trata de conceptos relacionados
con matematicas a nivel mas avanzado, especialmente en la etapa de
la investigacion, de la creacion de areas nuevas.

Los matematicos del comienzo del siglo XX estaban probando
importantes teoremas sin usar los conceptos de conjuntos abiertos y
cerrados. | Incluso la nocién del espacio vectorial fue introducida en el
siglo XX!

Las dudas que preocupan a los alumnos, cuando tienen que es-
tudiar los conceptos que aparentemente tienen poco que ver con las
experiencias de la vida cotidiana son absolutamente naturales.

Sin embargo, el enorme progreso en muchas ramas de matemaéticas
que se ha observado a lo largo del siglo XX en gran parte se debe
a la aparicién y el desarrollo de la nueva rama de matemaéticas - la
topologia dedicada al estudio de conjuntos abiertos en la cual abundan
conceptos de gran nivel de abstraccion.

Basta con muy poca experiencia en matematicas para aceptar que
el concepto de aproximacion de un objeto por una sucesién de objetos
mas simples es fundamental. Mientras generaciones de geometras es-
taban haciendo esfuerzos de construir un intervalo de longitud 7 con
la regla y el compés, otros se dedicaban a determinar esta longitud
con una exactitud cada vez mejor.

35
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La derivada, la integral fueron fundamentos de la ciencia contem-
poranea aunque las definiciones de estos conceptos que se usaban du-
rante varios siglos son para nosotros poco aceptables. De todas mane-
ras el estudio de las reglas que gobiernan los procesos de aproximacion
fue el motor del desarrollo de matemaéticas desde hace mucho tiempo.

La aparicién de la topologia esta relacionada con una observacion
muy sencilla: se simplifican muchos razonamientos y muchas demos-
traciones si en lugar de estudiar los métodos de aproximaciones nos
ocupamos de los métodos de separar unas cosas de otras.

Aqui aparece el concepto del conjunto abierto - un conjunto cuyos
elementos estan bién separados del "mundo exterior”.

DEFINICION 3.1. Sea (X, d) un espacio métrico. Un conjunto O C
X es abierto en X si para cada x € O existe un radio r > 0 tal que

B(z,r) C O.

El conjunto O es abierto en X si con cada elemento x que contenga,
toda una bola centrada en x cabe dentro de O. Los elementos de O
no pueden ser aproximados por elementos del complemento O°.

Definiendo los conjuntos abiertos en espacios métricos generales
estamos construyendo objetos analogos al intervalo sin extremos en el
eje real R.

EJEMPLO 3.2. Sea X = R. El intervalo O = (a,b) = {x € R :
a < x < b} es el ejemplo fundamental de un conjunto abierto. Para
x € (a,b) y el radio r = min{z —a,b—x} la bola B(z,r) es el intervalo
(x — 7,z + 1) y éste esta contenido en O.

O

Es muy importante observar la relatividad de concepto ”ser abier-

79

to

EjemprLo 3.3. El intrevalo [a,b) no es abierto en R, porque su
elemento a no estd separado del complemento [a,b)¢ = (—o0,a) U
[b,00). Qualquier que sea r > 0, la "bola”(a — r,a + r) contiene
elementos de [a, b)°.

Sin embargo el mismo conjunto [a,b) si es abierto si en lugar
de X = R lo consideramps como subconjunto del espacio [a, 00).
Efectivamente, en este caso la bola B(a, r) significa el intervalo [a, a +
r)y para r < b —a se cample B(a,r) C (a,b).

O

EJEMPLO 3.4. En el espacio X = {(m,n) € R* : m,n € Z}
provisto de la métrica cartesiana todos los subconjuntos O C X son
abiertos, porque las bolas B(x,1) consisten de un solo elemento: el
mismo .
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O
La misma situacién existe en cada espacio de métrica discreta.
EJEMPLO 3.5. Sea X = R" y sea
O={x=(x1,...,2) : 2; >0, i=1,...,n}.

El conjunto O es abierto, porque para cada x = (x1,...,2,) € O,
tomando r = min{zy,...,x,} obtenemos para cada y € B(x,r),
1< <n:

|, —yi| < [|[x =yl <7 < a,y sesigue y; > x; — |x; — yi| > 0.
De tal manera se ha probado que B(x,r) C O.
O

Sin embargo, en el espacio I! de sucesiones sumables un conjunto
definido en forma semejante no es obierto.

EJEMPLO 3.6. Sea A = {(a,) €' : a, >0, n € N}.

Este conjunto no es abierto en I!.

Sea (a,) € Aysear > 0. Lasucesién (a,) converge a cero, entonces
existe ng tal que a,, < 3. Sea

yn:{ Qnp, n%n(b

—Qy, N =Nyg.

La sucesién (y,,) es elemento de [, pero obviamente no pertenece a A.
Sin embargo ||(an) — (yn)|l1 = 2an, < 7.

Cada elemento de A puede aproximarse con los elementos del
complemento de A, entonces efectivamente A no es abierto.

¢

EJERCICIO 3.7. Sea C' C N un conjunto finito y sea Ac = {(an) €
I': a, >0, neC} Demuestre que Ac es abierto en ['.

EJEMPLO 3.8. Sea X = R? con su métrica usual
A((@,y), (u,0) = (& — )+ (y — v)2)}.
Sea
O={(r,y) eR:z—-1<y<l—uz —z—-1<y<az+1}.

Queremos probar que O es un conjunto abierto. Para x = (z,y) € O
tenemos que determinar explicitamente el valor del radio » > 0 para
el cual B(x,r) C O.

Conjunto O es el cuadrado limitado por las rectas x +y = 1,
r—y=1, —x+1=1, —x —y = 1. Recordando las férmulas que nos
dan la distancia de un punto de una recta obtenemos

1
r=-—mn{z+y—-l,z—y—1,—r—y—1.—az+y—1}

V2
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Incluso en este caso extremadamente simple tenemos que apoyarnos
en formulas de geometria analitica para probar lo deseado.

Si queremos ser igualmente concretos en el caso del conjunto U =
{x:y>a? y—=x < 1} no lo lograrfamos sin usar el cdlculo diferencial
para calcular la distancia de un punto de la parabola.

En realidad, si nuestro problema es tinicamente probar que U es
abierto, no nos interesa el valor exacto de r, sino su existencia. Los
teoremas que vamos a probar en el capitulo sigueiente convertiran el
problema en muy sensillo.

De todas maneras recomendamos al lector que demuestre directa-
mente por la definicién que U es abierto.

En cada espacio métrico existen muchos conjuntos abiertos.

PROPOSICION 3.9. Sea (X, d) un espacio métrico. Para cadaz € X
y R > 0 la bola B(x, R) es abierta.

DEMOSTRACION. Sea y € B(x,R) y sea r = R\ d(z,y). Por
suposicion r > 0. Si u € B(y,r) se sigue d(u,z) < d(u,y) + d(y,z) <
r + d(y,x) = R. Hemos probado que B(y,r) C B(x, R), entonces el
ultimo conjunto es abierto.

0

EJjEMPLO 3.10. Proposicién 3.8 nos proporciona una demostracion
alternativa del hecho de que el conjunto O del Ejemplo 3.7 es abierto.
Este conjunto se puede describir en forma mas sencilla como O =
{(z,y) € R? : |z| + |y] < 1}. Por lo tanto O coincide con la bola
centrada en cero y de radio 1 con respecto a la métrica asociada a

la norma ||(z,y)|| = |z| + |y|. De acuerdo con Proposicién 3.8 O es
conjunto abierto.
¢

EJEMPLO 3.11. Para a < b € R sea X = C([a,b]) con su norma
1 lloo = suPsefap |f(@)].

Sea O = {f € X : Vz € [a,b] f(x) > 0}. Sea f € O. Cada
funcién continua sobre un intervalo cerrado alcanza en este intervalo su
minimo. Sea m = mingepy f(x) = f(z0). Se cumple entonces m > 0,
porque f(xg) > 0 por suposicién. Sea g € B(f, m). Para todo z € [a, ]
tenemos —m < g(x)— f(x) < my sesigue g(z) = g(x)— f(x)+ f(x) >
g(x) — f(z)+m > 0.

De tal manera B(f,m) C O. El conjunto O es abierto.

¢

Hay cierta analogia entre el iltimo ejemplo y Ejemplo 3.5. En am-
bos consideramos el conjunto de funciones (sobre N y [a, b] respectiva-
mente) que toman exclusivamente los valores positivos. Sin embargo
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el conjunto A de Ejemplo 3.5 no es abierto, mientras que el conjunto
O de Ejemplo 3.10, si es abierto. Esto se debe a que en el segundo
caso el dominio de las funciones es cerrado y acotado.

En seguida vamos a probar las propiedades basicas de la familia
de todos conjuntos abiertos.

TEOREMA 3.12. Sea (X, d) un espacio métrico.

1. X es abierto en X.

2. ) es abierto en X.

3. S5i 0, C X es abierto en X para cada o € A, entonces J, ., Oa
es abierto en X.

4. 51 0; C X, j=1,...,n son abiertos en X, entonces ﬂ?;l 0;
es abierto en X.

DEMOSTRACION. El inciso 1. no necesita explicacion.

2. Un conjunto A no es abierto si existe x € A tal que cualquier
bola B(z,r) contiene elementos que no son de A. En el caso de A =0
la afirmacién "existe z € )...”nos da una contradiccién probando que
() es abierto.

3. 81w € [J,ep Oa, existe o tal que x € O,,. Sabemos que Oy, es
abierto y podemos encontrar > 0 tal que B(x,7) C Oay C Jyep Oas
lo que termina la demostracion.

4. Para cada x € ﬂ;;l 0, 1 < j < n existe r; > 0 tal que

B(z,r;) C O;. Tomando r = min{ry,...,r,} obtenemos B(z,r) C
Nj—; O;. El anunciado estd probado.
U

Inmediatamente debemos aclarar porque en el inciso 4. se considera
el numero finito de conjuntos. Facilmente encontramos el ejemplo
de nimero infinito de conjuntos abiertos con interseccién que no es
abierta.

EJEMPLO 3.13. Sea X = R y sean I,, = (—=,1). Cada intervalo

n’

I,, es abierto en R, pero (), I, = {0} no es abierto en R.

O

En el caso del eje real R, que es exepcional en muchos aspectos, es
posible describir a todos los subconjuntos abiertos.

TEOREMA 3.14. Cada abierto O C R es de forma de una unién a
lo mas numerable de intervalos abiertos mutuamente disjuntos.

DEMOSTRACION. Sea x € O y sea r > 0 tal que B(z,r) =
(x—r,xz+7r) C O. Cada elemento de O pertenece a un intervalo abierto
contenido en O. Sea O, la unién de todos los intervalos abiertos que
contienen a x y estan contenidos en O. Por Teorema 1.7. el conjunto
O, es abierto en R como unién de abiertos.



40 3. CONJUNTOS ABIERTOS, CONJUNTOS CERRADOS

Obviamente O = J,.o Ox-

Vamos a probar que cada O, es un intervalo abierto. Sea a =
inf(0,), b = sup(0,). Sea a < y < b. Si y < x, existe u € O, tal que
u < y por la definicién del infimo. Ahora, por la definicion de O, el
intervalo (u, x) pertenece a O, y obtenemos y € O,. En forma anéloga
concluimos que x < y < b implica y € O,. Entonces O, = (a, b).

Supongamos que para y, = € O, y # x tenemos O, N O, # 0.
La unién de dos intervalos abiertos que se intersectan es también un
intervalo abierto, que contiene a ambos puntos z, ¥.

De tal manera obtenemos que y € O, y € O,, es decir O, = O,,.
La familia de conjuntos {O, : = € O} consta de intervalos abiertos
mutuamente ajenos. Cada uno de ellos contiene algin elemento ra-
cional, entonces la cardinalidad de esta familia no puede superar la

cardinalidad de Q - es a lo méas numerable.
O

Aunque esta descripcion de los conjuntos abiertos en R parece muy
sencilla, la estructura de los abiertos en el eje real tiene sus sutilezes.

EjEmMpPLO 3.15. Sea N 5 n — a, € Q una una biyeccién y
sea ¢ > 0. Sea O = |U,_(an — 5,0y + 57). El conjunto O es
abierto y contiene a todos los niimeros racionales, lo que sugiere que O
"casi llena” al eje. Su complemento O° no contiene ninguin intervalo.
Sin embargo la suma de las longitudes de los componentes que definen
a O es igual a €, entonces el "tamano”de O es en este sentido minimo
en comparacién co él de O°. Aqui entramos en problemas que estudia
la teoria de la medida.

O

Como hemos explicado anteriormente, el concepto del conjunto
abierto tiene su origen en los estudios de las separaciones de puntos y
conjuntos. Veamos el caso mas sencillo de estos fenémenos.

TEOREMA 3.16. Sea (X, d) un espacio métrico y sean z, y € X.
Si x # y, entonces existe r > 0 tal que B(z,r) N B(y,r) = 0.

DEMOSTRACION. Sea r = 1d(x,y). Se cumple la condicién r >
0, porque = # y. Si w € B(z,r) N B(y,r), por la desigualdad de
triangulo obtenemos: d(z,y) < d(z,u) + d(u,y) < r +r = d(z,y). La
contradiccion demuestra que la interseccion es vacia.

O

Cada subconjunto Y de un espacio métrico (X, d) es un espacio
métrico con la métrica definida por restriccién. Es importante conocer
la relacién entre los conjuntos abiertos en (X, d) y (Y, d).

TEOREMA 3.17. Un conjunto U C Y es abierto en Y si y solo si
existe en X un abierto O tal que U = ONY.



1. CONJUNTOS ABIERTOS 41

DEMOSTRACION. En este caso tenemos que distinguir entre las
bolas en X y en Y. Obviamente, para y € Y se cumple

By(y,r)={u €Y : d(u,y) <r} = Bx(y,r)NY.

De tal manera resulta obvio que para O C X abierto en X el conjunto
ONY es abiertoen Y.

Ahora supongamos que U C Y es abierto en Y. Para y € Y, sea
ry > 0 tal que By (y,r,) C U. Definimos O =,y Bx(y,7y).

Obviamente U C ONY. Seau € ONY. Entonces U € Y y existe
y € U tal que d(u,y) <1y, lo que implica u € U.

Hemos probado la contensién O N'Y C U completando asi la
demostracion.

OJ

En algunos problemas es importante saber si un conjunto deter-
minado contiene a un abierto. Es conveniente definir el concepto del
interior de un conjunto.

DEFINICION 3.18. Sea A C X. El siguiente conjunto se llama el
interior de A.

Int(A) ={x € A: 3r >0, B(x,r) C A}.
Si z € Int(A), decimos que A es una vecindad de x.

Un conjunto tiene el interior no vacio si contiene un subconjunto
abierto.
Un conjunto es abierto si y solo si es igual a su interior.

EJEMPLO 3.19. En el ejemplo 3.5 tenemos el caso del conjunto
A definido como la interseccién del nimero numerable de conjuntos
abiertos Ay, = {(a,) € I' : a; > 0}. Lo que hemos probado es que no
solamente A no es abierto, sino que Int A = ().

O

DEFINICION 3.20. Sea (X, d) un espacio métrico y sea Ty la familia
de todos los conjuntos abiertos del espacio (X, d). A esta familia, la
llamamos la topologia del espacio (X, d).

Si en un espacio X estan definidas dos métricas dy, do y se cumple
T4, = Ta,, decimos que las métricas d; y do son equivalentes.

EJEMPLO 3.21. Sea (X,d) un espacio métrico y sea 0(x,y) =
d(z,y
1+d(z,y)”
La funcién § es también una métrica. La métrica § toma valores

acotados por el nimero 1, cualquier que sea la métrica d. Sin embargo
las métricas d y § son equivalentes.
Ambos hechos estan probados en la seccién de problemas resueltos.
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La convergencia o divergencia de sucesiones se puede expresar en
términos de vecindades y conjuntos abiertos.

PROPOSICION 3.22. En un espacio métrico (X, d) una sucesiéon
(a,) converge a x € X si y solo si para cada vecindad V(z) de x
la condicién x,, & V(z) se cumple solo para un nimero finito de los
indices n.

En la demostracion de este resultado se utilizan tnicamente las
definiciones de los conceptos correspondientes, entonces dejamos esta
tarea al Lector.

2. Conjuntos cerrados

DEFINICION 3.23. Sea (X,d) un espacio métrico. Un conjunto
C C X es cerrado en X si su complemento C es abierto en X.

Inmediatamente debemos emfatizar que el hecho de que un con-
junto cerrado es complementario a un abierto no significa que estas
propiedades son contrarias.

EJEMPLO 3.24. En el espacio X = [—1,0) U (0, 1] los subconjuntos
mutuamente complementarios [—1,0) y (0, 1] son ambos abiertos y
ambos cerrados.

Las formulas de de Morgan

(U =45 (A= 4

aEA aEA aEA aEA

conducen a las propiedades de los conjuntos cerrados que son duales
a las propiedades de los abiertos. Dejamos al lector como ejercicio la
demostracion del siguiente teorema.

TEOREMA 3.25. Sea (X, d) un espacio métrico.

1. X es carrado en X.

2. () es cerrado en X.

3. S5i 0, C X es cerrado en X para cada a € A, entonces () ¢, Oa
es cerrado en X.

4. Si los conjuntos O; C X, j = 1,...,n son cerrados en X,
entonces U?Zl O; es cerrado en X.

Teorema 3.16 tiene tambén su homodlogo en el caso de conjuntos
cerrados.

TEOREMA 3.26. Sea (X, d) un espacio métrico y sea Y C X. Un

conjunto C' C Y es cerrado en (Y, d) si y solo si existe D C X cerrado
en X tal que C =DNY.
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Dejamos la demostracion al lector como ejercicio.

Hasta este momento podemos tener la impresiéon de que la intro-
duccién de los conjuntos cerrados es solamente un juego sin gran im-
portancia porque mediante las férmulas de de Morgan las propiedades
de los abiertos y de los cerrados estan en una correspondencia uno a
uno. Si no es asi, se debe a dos razones:

1. el papel de sucesiones convergentes en el estudio de los conjuntos
cerrados,

2. la importancia del concepto de la cerradura de un conjunto que
seria poco manejable en términos de los conjuntos abiertos.

TEOREMA 3.27. Un conjunto A C X es cerrado si y solo si cada
sucesién en A que es convergente en X tiene limite en A.

DEMOSTRACION. Sea A C X un conjunto cerrado en X y sea (ay,)
una sucesion de elementos de A. Supongamos que a, — a € X. Si
a & A, entonces a es elemento del complemento de A que es conjunto
abierto. Existe r > 0 tal que B(a,r) C A°. La bola B(a,r) no contiene
ningun elemento de la sucesién (a,), lo que es una contradiccién.
Hemos probado que a € A.

Ahora supongamos que A tiene la propiedad de que cada sucesion
en A que es convergente en X tiene limite en A. Sea a € A°. Si A° no
es abierto, para cada n € N la bola B(a, %) contiene a un elemento
A, digamos a,. De tal manera obtenemos A 3 a,, — a mientras que
a ¢ A. La contradiccion termina la demostracién del teorema.

O

La caracteristica de conjuntos cerrados contenida en Teorema 3.27

se puede expresar utilizando el concepto de un punto de acumulacion.

DEFINICION 3.28. Sea A un conjunto en un espacio métrico X. Un
punto x € X es un punto de acumulacion de A si en cada bola B(x,r)
se encuentra un elemento de A distinto de x. Los elementos de A que
no son sus puntos de acumulacién se llaman puntos aislados.

Llamamos perfecto a un conjunto que no tiene puntos aislados.

PROPOSICION 3.29. Un elemento a € X es punto de acumulacién
de A C X siysolosien A\ {a} existe una sucesién (a,) convergente
a a.

DEMOSTRACION. Si a es un punto de acumulacién de A, entonces
para cada n existe un elemento a, € AN B(a, %) tal que a, # a. De
tal manera obtenemos una sucesiéon A\ {a} 3 a, — a.

Por otro lado, suponiendo que a,, € A\ {a} y a, — a, obtenemos
que cada bola centrada en a contiene un ntimero infinito de elementos
de la sucesién, entonces a es un punto de acumulacién de A.

0
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PROPOSICION 3.30. Un conjunto A C X es cerrado si y solo si
contiene a todos sus puntos de acumulacion.

DEMOSTRACION. Sea A un conjunto cerrado. Como afirma Propo-
sicion 3.29, los puntos de acumulacién de A son limites de elementos de
A, entonces por Teorema 3.27, pertenecen a A. Cada conjunto cerrado
contiene a todos sus puntos de acumulacion.

Ahora supongamos que A contiene a todos sus puntos de acumula-
cion. Sea A 3 a,, — a. Si para algin ny tenemos a,, = a, ya sabemos
que a € A. En caso contrario a es un punto de acumulacion de A y
por suposicién pertenece a A. Por Teorema 3.27 A es cerrado.

DEFINICION 3.31. La cerradura de A en X es la unién de A y de
todos sus puntos de acumulacién en X. La cerradura de A en X se

S — . .
denota A o A” si queremos enfatizar cual es nuestro universo.

PROPOSICION 3.32. La cerradura de A C X es es un conjunto
cerrado en X.

DEMOSTRACION. Segun Proposicién 3.30, para probar que la ce-
rradura es cerrada, es suficiente demostrar que cada punto de acumu-
lacién de A pertenece a A, es decir es punto de acumulacién del mismo
A.

Tomemos =z € X tal que que cada bola B(z,r) contiene un
elemento u € A. Cada bola centrada en u, en particular la bo-
la B(u,r — d(x,u)), contiene a un elemento a € A. Sin empargo,
B(u,r — d(xz,u)) C B(x,r), entonces a € B(x,r). Asi hemos probado

que cada elemento de A pertenece a A. La cerradura de A es cerrada.
O
Hacemos un resumen de las propiedades de la operacion de la
cerradura.

TEOREMA 3.33. La operacion A — A tiene las siguientes propie-
dades
1. AC A,
2. Ac B=—= AC B,
3. A=A,
4. AUB = AUB.

DEMOSTRACION. Las propiedades 1. 2. son obvias por la defini-
cion. Inciso 3. es otra formulacion de Proposicion 3.32.

Las contenciones A C AU B, B C AU B implican por la férmula
2.que ACAUBy B C AUB, esdecir AUB C AU B.

Por otro lado, aplicando nuevamente el inciso 2. a la férmula

AUB C AUB, y obtenemos AU B C AU B. Sin embargo el conjunto
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AU B es cerrado como unién de dos conjuntos cerrados y por lo tanto
es igual a su cerradura. Finalmente AU B C AU B, lo que temina la
demostracion.
O
Existe otra manera de caracterizar la cerradura de A que es muy
importante para generalizar este concepto a espacios topoldgicos que
no son espacios métricos.

TEOREMA 3.34. Sea X un espacio métrico y sea A C X. La
cerradura de A es igual a la interseccién de todos los conjuntos cerrados
que contienen a A.

DEMOSTRACION. Denotemos por A la interseccién de todos los
cerrados que contienen a A. La cerradura A es uno de los conjuntos
cerrados que contienen a A, entonces AcCA.

Por inciso 3 de Teorema 3.24 el conjunto A es cerrado y obviamente
contiene a A. Aplicamos la propiedades 2. y 3. de Teorema 3.32 a la

contencién A C A obteniendo A C A = A. Hemos probado que A = A.
0

Pasando a los ejercicios sobre el tema de la cerradura y los conjun-
tos cerrados debemos subrayar que en cada caso tenemos la opcién de
utilizar el método de sucesiones del Teorema 3.26 o bién las propieda-
des expresadas en Teorema 3.24 y 3.32, respectivamente. El método
de sucesiones es mas natural para las personas que piensan ”geométri-
camente” mientras que el segundo método es mas "algebraico”.

La demostracion del inciso 4. del ultimo teorema pertenece a la
segunda categoria. Como ejercicio hagamosla utilizando el método de
sucesiones.

EJERCICIO 3.35. Estamos probando dos contenciones: A U B C
AUBy AUB C AUB.

Si un elemento x pertenece a AU B, existe una sucesion (x,) con-
vergente a x que consta de elementos de A inicamente o de elementos
de B tunicamente. En ambos casos la sucesién pertenece a AU B en-
tonces © € AU B.

Si x € AUB, existe r, — x, donde para cada n determinada
sucede x,, € A o z,, € B. Ente los conjuntos N ={n € N: z, € A}y
M = {n e N: z, € B} al menos uno es infinito, entonces la sucesién
(x,) tiene una subsucesién que pertenece a A o una subsucesién que
pertenece a B. Asf obtenemos z € A o z € B.

EJERrcIcIO 3.36. La igualdad 4. de Teorema 3.24 facilmente se
extiende a las uniones finitas de conjuntos. Es natural pensar en la
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relacién entre los conjuntos J, . AA_a ¥ Uaea Aas cuando el conjunto
A es infinito.

Aplicando la operaciéon de cerradura a la obvia relacion A, C
Uaen Ao obtenemos tinicamente

U 4a c | Ao
a€cA a€N
Un simple ejemplo demuestra que la igualdad no se da.

Sea X = R y sean A, = [%, 1]. Como unién de estos conjuntos
cerrados obtenemos el intervalo (0, 1], mientras que la cerradura de la
unién nos da el intervalo [0, 1].

Lo que si se puede probar es la igualdad

U -UA.

a€N acA

que dejamos al lector como ejercicio.

EJERCICIO 3.37. No menos natural es preguntar por la relacion
entre ANB y AN B. Cerrando ambos lados de la relacion ANB C ANB
obtenemos la contencién

ANBcC ANB.

La igualdad no se cumple en el siguiente caso de subconjuntos del
eje real. Si A = (0,1) y B = (1,a), el lado izquierdo de la relacién
es el conjunto vacio, mientras que el lado derecho consta del conjunto
{1}.

EJERCICIO 3.38. Sea (X,d) un espacio métrico. Ademés de la
bola B(z.r), x € X, r > 0 podemos definir la bola ”con frontera”
B(z,r) ={ue X : d(z,u) <r).

El conjunto B(x,r) es cerrado, lo que podemos ver directamente
por la definicién probando que el complemento de B(xz,7) es abierto.

Siy ¢ B(z,r), se cumple d(z,y) > r. Cada elemento a de la bola
B(y,r — d(z,y)) satisface d(a,z) > d(z,y) — d(y,a) > d(z,y) — (r —
d(z,y)) = r. Labola B(y,r—d(z,y)) esta contenida en el complemento
de B(z,7), entonces este complemento es abierto, mientras que B(z, )
es cerrado.

La bola B(z,7) es un conjunto cerrado que contiene a B(z,7),
entonces contiene también a la cerradura B(x,r).

;Son iguales B(z,r) y B(wz,r)?

Obviamente | no!

En el espacio discreto X de més de un elemento cada bola B(x, 1)

consta de un solo punto {z} y coincide con su cerradura, mientras que
B(z,1) = X.
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Sin embargo en algunos espacios estas bolas coinciden.

PROPOSICION 3.39. Sea (E,| - ||) un espacio normado. Entonces
paracadax € E, r >0

B(z,r) = B(z,r).

DEMOSTRACION. Ya hemos visto que B(x,r) C B(z,r). Por la
relacion C' = B(z,7) \ B(z,7) = {y € E : ||z — y|| = 1} es suficiente
demostar que C' C B(z, 7).

Seau € C. Denotemos v =u—xy u, = x+tv, 0 <t < 1. Tenemos
d(z,u) = ||lug — z|| = ||tv]| = tr. Para t < 1 el vector u; es elemento

de B(z,r). Luego
du, u) = [Jug = ul| = [z +t(u = 2) = ul|(1 = t)(z —w)| = (L= 1)r.

Cuando t 1 los elementos u; de la bola B(z,r) tienden a u. Hemos

probado que C' C B(xz,7), entonces B(x,r) = B(x,r).
O
De los cursos de dlgebra lineal conocemos la construccion de un
espacio cociente F/F cuando F es un subespacio vectorial del espacio
vectorial E (real 6 complejo).
Cuando el espacio E es un espacio normado, es natural pensar en
una norma en un espacio cociente.

PROPOSICION 3.40. Sea (E, ||-||) un espacio normado y sea F' C £
un subespacio vectorial cerrado. La funcion definida en el espacio
cociente F/F por la férmula

= Inf +
es una norma.

DEMOSTRACION. Estudiemos primero la funcién sobre E definida
por la férmula v(x) = infyep |z + h||. El valor v(z) obviamente existe
y es no negativo. Ademds v(z) < ||z + h|| para cualquier h € F.

La desigualdad del triangulo en F implica que para todos z. y € £
y h, b’ € F se cumple

vie+y) <|lz4+y+h+b| <|z+n|+|y+ |
Tomando los {infimos del lado derecho obtenemos
v(iz+y) <v(x)+v(y).

La funcién v se anula sobre el subespacio F'y por lo tanto, siy—xz € F
obtenemos:

v(iz) =v(y+(z—y)) <viy) +viz—y) =vy)),
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y de la misma manera

v(y) = vz +(y —2)) <v(z)

Obtenemos v(x) = nu(y) cuando x —y € F.

La funcién v toma el mismo valor sobre todo el conjunto [z] =
x4+ F. La definicién de ||[-]|| como de funcién sobre el espacio cociente
es correcta y satisface

] + [yl = Iz + ylll = v(z +y) < v(z) +v(y) = [l + [yl

Por la definicion del infimo para cada x € E existe una sucesion
h, en el subespacio F tal que v(z) = lim,, o ||z + hyl|. Si v(z) =0
tenemos 0 = v(z) = lim,_, ||z + hy||. La sucesién (h,) es entonces
convergente y su limite es el vector —z. El subespacio F' es cerrado,

asi que, por Teorema 3.26 se sigue x € F. La funcién ||[-]|| se anula
unicamente sobre la clase [0] y si,es una norma.
U

3. Ejercicios

1. 4 Demuestre que cada conjunto abierto en R se puede repre-
sentar como una unén numerable de intervalos abiertos mu-
tuamente ajenos.

2. Pruebe que en R™ cada conjunto abierto es una unién nume-

rable de bolas.
3. En cada espacio métrico los conjunto finitos son cerrados.

4. Encuentre un espacio métrico (X, d) distinto delo espacio dis-
creto y una bola B(z,r) C X tal que B(x,7) # B(z,r) = {y €
X d(z,y) <r}.

5. Sean d, d dos métricas en el mismo espacio X. Demuestre que
las métricas d, d son equivalentes (d ~ J) si y solo si para cada
sucesion (z,) en X se cumple (z, — z en (X,d)) <= (v, =«
en (X, J))

6. Sean d, d dos métricas en el mismo espacio X. Supongamos
que existen a, b € R tales que para todos x, y € X

ad(z,y) < d(z,y) < bd(z,y).

Demuestre que las métricas d, d son equivalentes.
Mediante un ejemplo demuestre que esta condicién no es
necesaria para la equivalencia de las métricas,
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¢ Sea (X,d) un espacio métrico y sea d(x,y) = 11(5(’;’;), x,

y € X. Demuestre que § es una métrica equivalente a la métrica
d.

. En el espacio R definimos la métrica:

_ |x _'y|7 T,y € (@()%,y € (22
d(z,y) = { |z| + |y|, en otros casos.

a. Demuestre que d es una métrica.

b. Verifique si el espacio (R, d) es completo.
c. Describa las bolas en este espacio.

d. Encuentre Int Q, Int Q°, Q, Qc.

. 4 En el espacio I* de las sucesiones sumables tenemos la norma

natural de este espacio: ||(a,)|l1 = > .o |an| ¥ la estructura
métrica dada por la férmula di((ay,), (b,)) = ||(an) — (ba)]|1 =
> et |an = bal.

Demuestre que la métrica doo((an), (b)) = sup,ex |an — by
no es eqivalente a la métrica d;.

Sea (z,) una sucesién en un espacio métrico (X, d) convergente
az. Sea Y = {x} U{x,}nen. Describa los conjuntos cerrados

en (Y,d).

Demuestre que para cada familia { A, },ea de subconjuntos de
un espacio métrico se cumple

UZ- U

aEA a€el

4 En el plano R? definamos
1
A= {(z,sen—: x> 0}.
x

Describe la cerradura de A.

¢ Demuestre que el espacio [* no es cerrado en el espacio c, el
ultimo provisto de la norma ||(ay,)||cc = SUpP,en |@n |-

Los espacios [P, 0 < p < oo estan definidos en Ejercicio 14 del
Capitulo 1. Sean
A, ={(a,) €”: Zan =1, a, > 0}.
n=1
Investigue si los conjuntos A, son cerrados en los espacio (?
correspondiente.
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Sea A un conjunto en un espacio métrico (X,d). Demuestre
que
reA <~ mfd(z,y)=0.
yeA

Demuestre que en un espacio normado la cerradura de un
subespacio vectorial es un subespacio vectorial.

Sea C' un conjunto en el espacio euclidiano R™ tal que B(0,7) C
C C B(0,r). Demuestre que C' es convexo. {Es cierta esta afir-
macion si en lugar de la norma euclidiana consideramos otra
norma en R"? Encuentre un ejemplo positivo y un contraejem-

plo.

Sean A, B dos subconjuntos de un espacio normado. Denota-
mos: A+ B={x+y: x €A, y€ B}. Supongamos que A es
abierto.

Demuestre que A + B es abierto.

Sea A un subconjunto en un espacio métrico X . Demuestre que
el interior de A es el conjunto abierto mas grande contenido en

A.

Demuestre las siguientes propiedades del interior de conjunto:
1. Int(AN B) = Int(A) N Int(B).
2. Int(A°) = (A)°.
3. (Int(A))c = A,
.Es cierto que Int(AU B) = Int(A) U Int(B) para A, B
arbitrarios?

Para un subconjunto A C X de un espacio métrico (X, d) se

define la frontera de A como A = AN Ac.
Demuestre Olas relaciones:

a. A=A b. X = AUInt(A) U Int(A°),
c. Ac A, d. Int(A) C A,
e. (AUB)C leuff, f. (ANnB)C ANB.
En los casos c., d., e., f. demuestre que las igualdades no
son validas.

Sea V' un abierto en un espacio métrico (X, d). Demuestre que
para todo A C X se tiene VNA C ANV. jSigue siendo valida
la relacion si no se supone que V' es abierto?

Sea (E,|| - ||) un espacio normado y sea C' C E un conjunto
convexo. Demuestre que la cerradura C' es también un conjunto
convexo.



24.

25.

26.

27.
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Sea c el espacio de todas sucesiones reales convergentes y sea
¢ el espacio de sucesiones convergentes a cero. Demuestre que
ambos espacios son cerrados en [*°. ;Es ¢y cerrado en c?

¢ (Teorema de Cantor) Sea F,, una familia descendiente de
conjuntos no vacios cerrados en un espacio completo y tal que
d(F,) = sup, ,er, d(x,y) — 0. Demuestre que [, oy [, consta
de un punto,

¢ Sea (E, || - ||) un espacio normado completo (espacio de Ba-
nach) y sea F' C E un subespacio vectorial cerrado. Demuestre
que el espacio E//F es completo.

neN

¢ Sea (E,||-]|) un espacio normado y sea F' C F un subespacio
vectorial. Supongamos que F'y E/F son espacios completos.
Demuestre que el espacio FE es completo.






Capitulo 4

Teorema de Baire

Teorema de Baire de Categorias tiene papel fundamental en anali-
sis y especialmente en analisis funcional. Los famosos teoremas tales
como Teorema de Banach-Steingaus, Teorema de la Grafica Cerrada,
Teorema de Operador Abierto, Teorema de Mazur-Orlicz y muchos
mas son corolarios de Teorema de Baire.

Entre los alumnos de andlisis este teorema tiene mala fama. La
causa es la terminologia introducida en relacién a este teorema que
tradicionalmente usa el concepto de conjunto denso en ninguna parte
y divide los conjuntos en los de categoria 1° y los de categoria 2°, lo
que conduce a muchos teoremas de caracter formal.

Lo que es realmente importante en esta teoria se puede expresar
sin introducir conceptos nuevos. La demostracion del teorema es un
bonito ejercicio acerca de conjuntos abiertos, sucesiones de Cauchy, la
completez de espacio métrico.

Después de haber conocido Teorema de Baire y sus consecuencias,
la introduccién de los conjuntos de primera y segunda categor

1. Teorema de Baire basico

DEFINICION 4.1. Sea (X, d) un espacio métrico. Un subconjunto

DcC Xesdensoen X siD=2X.

TEOREMA 4.2. (Baire) Sea O,, n € N una familia de conjuntos
abiertos y densos en un espacio métrico completo. Entonces (.-, O,
es un conjunto denso en X.

DEMOSTRACION. Denotemos por D el conjunto ()2, O,. Para
probar que D es denso en X es suficiente demostrar que cada bola
B(xg, 1), donde z¢ € X y ro > 0 se intersecta con D.

El conjunto O; es abierto y denso en X y B(zg,79) N O1 es un
conjunto abierto no vacio, entonces contiene alguna bola B(zi,s).
Sea r; = min{s/2,1/2}. La bola mds pequed B(zy,71) satisface
B(l’l,?”l) C B(C(](),T’l) N 01.

El conjunto O, es abierto y denso en X entonces usando los mismos
argumentos con B(xy,71) en lugar de B(zg,79) podemos encontrar
0 <17y < 1/4 tal que B(xg,13) C B(xq1,71) NOs.

53
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Por induccion, siempre con los mismos argumentos, podemos cons-
truir dentro de B(z,7¢) una familia de bolas

B(z1,71) D B(x2,72) D B(x3,r3) D+ D B(Zy,Tn) D ...

tales que paran =0,1,... se cumple B(x,,r,) C B(Zp_1,7n-1) N O,
y donde r, < 27".

La sucesién (z,,) de los centros de estas bolas satisface d(z,,, Tpix) <
27" para todos n, k € N y por lo tanto es una sucesién de Cauchy.

El espacio X es completo. Existe x € X tal que z, — z. En
vista de que z,.r € B(z,,r,) para todo k € N se sigue que = €
B(zp,rn) C O, N B(xg,ry) para n € N arbitrario. El elemento z
pertenece a D N B(xg,79). El teorema esta probado.

1.

Como primera aplicacién del Teorema de Baire vamos a obtener
una informacion importante sobre la estructura de espacios métricos
que son completos y a la vez numerables.

COROLARIO 4.3. Si X es un espacio completo finito o numerable
entonces X contiene un elemento aislado.

DEMOSTRACION. El caso de un conjunto finito es obvio. Supon-
gamos que X es numerable, entonces de la forma X = J, ;{2 }-

Recordemos que un espacio que no contiene elementos aislados se
llama perfecto. Estamos probando que un espacio completo y nume-
rable no puede ser perfecto.

Supongamos entonces que X si es perfecto. Para cada n € N el
conjunto X \ {x,} es abierto y denso. Por Teorema de Baire también
es denso en X el conjunto

(N A{za}) = (JH{zad) = x°=0.

neN neN
Esta contradiccion demuestra que X no es perfecto. [

EJjemMPLO 4.4. Conocemos varios ejemplos de espacios completos
perfectos. Ademas de los intervalos en R y el mismo espacio R, el
espacio de Cantor también es perfecto. Corolario 4.2 demuestra en
forma sencilla que estos conjuntos no son numerables.

Si en un espacio métrico X tenemos una sucesién (z,) convergente
a Tp, entonces A = {ajj};‘io es un ejemplo sencillo de un espacio
numerable completo y no discreto.

Aunque el teorema de Baire dice inicamente que un espacio com-
pleto numerable tiene al menos un punto aislado, es facil ver que en
un espacio X de estas propiedades existe un ntmero infinito de pun-
tos aislados. Efectivamente, si A = {x1,...,2;} es un conjunto finito
de puntos aislados de X, entonces X \ A sigue siendo numerable y
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completo, entonces contiene puntos aislados que a la vez son puntos
aislados de X.

2. Teorema de Baire generalizado

Para expresar Teorema de Baire en forma maés tradicional necesi-
tamos otra definicion.

DEFINICION 4.5. Un conjunto A en un espacio métrico X es denso
en ninguna parte si el interior de A es vacio.

COROLARIO 4.6. Si X es un espacio métrico completo y A, C X
son conjuntos densos en ninguna parte entonces X # [ J>7 | A,,.

DEMOSTRACION. Si A, es denso en ninguna parte, entonces A,,
tiene complemento abierto y denso en X.

Por teorema de Baire (02, (A,)¢ # 0. Férmula de de Morgan nos
lleva a (|7, A,)¢ # 0, es decir 7, A, # X. Por lo tanto | J77 | Ay,
que es un conjunto mas pequeno tampoco llena a X.

En varias aplicaciones la siguiente forma de Teorema de Baire es
mas conveniente.

COROLARIO 4.7. Si X es un espacio métrico completo que se
puede representar como X = |J,~, X,, entonces existe k € N tal que

Int(X},) # 0.

DEFINICION 4.8. Sea (X, d) un espacio métrico. Decimos que un
conjunto A C X es de 1% categoria en X si existe una familia { A, }nen
de conjuntos densos en ninguna parte en X tal que A = J, o An.

Un conjunto B C X es de 2% categoria si no es de 1* categoria.

TEOREMA 4.9. (Teorema de Baire de categorias) Cada espacio
métrico completo es de 2% categoria en si mismo.
3. Ejercicios

1. Demuestre que en el espacio C([—a, a]), a > 0 los conjuntos de
funciones lineales, de funciones polinomiales, de funciones, de
funciones pares, tienen complementos densos.

2. Utiliza Teorema de Baire para demostrar que el espacio Q no
es completo.

3. Demuestre que, si Y C X es de 2 categoria en X entonces X
es de 2% categoria en si mismo.

4. Sea X un espacio métrico completo. Sea O C X un subcon-
junto abierto. Demuestre que O es de segunda categoria en X.
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5. 4 Demuestre que existen funciones continuas sobre [a,b] C R
que no son derivables en ninguna parte.

6. 4 Demuestre que en cada espacio métrico, completo y nume-
rable el conjunto de elementos aislados es denso.



Capitulo 5

Separabilidad

En todos los enfoques de la teoria de los ntimeros reales el eje R
aparece como la completacién del conjunto de los niimeros racionales
@, aunque no neceseriamente se usa esta terminologia. En muchos
problemas de analisis es importante que Q@ C R donde el conjunto Q
es numerable.

El concepto de espacios separables aparece cuando nos pregunta-
mos que se puede decir sobre los espacios métricos que contienen un
subconjunto numerable y denso. La conclusion mas importante es que
la familia de todos los conjuntos abiertos en tal espacio es también
generada por una subfamilia numerable.

Los teoremas 5.15 y 5.17 son resultados centrales de este capitulo.

La primera secciéon esta dedicada a un recordatorio sobre la nume-
rabilidad de los conjuntos.

1. Conjuntos a lo mas numerables

DEFINICION 5.1. Decimos que un conjunto C' es a lo mas nume-
rable si existe una sucesién (¢,) cuyos elementos agotan a todos los
elementos de C.

Si un conjunto a lo mas numerable no es finito decimos simple-
mente que es numerable.

Las propiedades basicas de conjuntos numerables se deducen direc-
tamente de las propiedades del conjunto N de los niimeros naturales,
en particular del principio de buen orden.

Las dos ”obvias” propiedades siguientes son especialmente impor-
tantes para el estudio de numerabilidad:

1. Cada subconjunto no vacio de N es a lo més numerable.
2. N x N es numerable.

El lector interesado puede encontrar la demostracion rigurosa de la
propiedad (1) por ejemplo en el libro [Z], Capitulo II.
La propiedad (1) implica de inmediato lo siguiente.

COROLARIO 5.2. Cada subconjunto de un conjunto a lo méas nu-
merable, es a lo mas numerable.

57
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DEMOSTRACION. Si D C C'y C = {¢,}°,, definimos M =
{n € N: ¢, € D}. Si M es finito, D es finito. En caso contrario
por la propiedad (1) existe una sucesion N o k — ng, € M que
es suprayectiva. Por lo tanto N > &k — ¢, € D es una sucesién
suprayectiva. El conjunto D es a lo mas numerable.

OJ

La propiedad (2) se puede obtener construyendo explicitamente

una biyeccion entre N y N x N.

EJjercicio 5.3. La funcién 7: Nx N3 (k1) — @ +/—-1€eN
es una biyeccion.
Sugerencia. Grafique el producto N x N en el plano y despues de
calcular los valores 7(1,1), 7(1,2), 7(2,1), 7(1,3), 7(2,2), 7(3, 1, etc.
encuentre la interpretacién geométrica de la funcion 7.

%

Como corolarios obtenemos dos resultados.

COROLARIO 5.4. Si Xi, X, ..., Xy son conjuntos a lo mas nu-
merables, el producto cartesiano X; X Xy X --- X Xy es a lo mas
numerable.

DEMOSTRACION. Es suficiente demostrar el hecho para dos con-
juntos X, Y y luego aplicar la induccion y la féormula X x Y x Z =
(X xY)x Z.Sea7: NxN — N la funcién definida en Ejercicio 5.3.

Denotemos 771(k) = (n(k),m(k)) para k € N. Si X = {x,}nen v
Y = {Ym }men, obtenemos

X XY = {(Inaym)}(n,m)ENXN = {(mn(kz)yym(k))}kEN
El ultimo conjunto es a lo mas numerable.

O

COROLARIO 5.5. Sea C,, n € N una familia de conjuntos a lo
més numerables. Entonces C' = J, _C, es un conjunto a lo més
numerable.

neN

DEMOSTRACION. Cada uno de los conjuntos C,, es de forma C,, =

{¢nk fren, entonces C' = {cur}(nk)enxy = {€r-1(m) fmen- El conjunto C
es a lo mas numerable.

O

EJEMPLO 5.6. El conjunto de niimeros racionales Q es numerable,
porque se puede identificar con un subconjunto del producto Z x N de
pares (k,[) tales que k y [ no tienen divisores comunes no triviales.

El espacio Q™ es también numerable para cada n € N.

¢

Veamos otro ejemplo, que resultard ttil en la seccion siguiente.
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EJEMPLO 5.7. Sea X un espacio a lo mas numerable. Sea S(X) el
espacio de las sucesiones a con valores en X y tales que a,, es constante
desde cierto indice en adelante.

El espacio S(X) es a lo mas numerable.

Efectivamente, para a € S(X) fijo, sea NV, el indice mas pequeo des-
de el cual los valores de a son ya constantes.

Sea ¢(a) = (ay,...,ay,) € QM.

La aplicacién ¢ es visiblemente inyectiva y sumerge S(X) en el
espacio |J, oy Q". Por Corolario 5.5 el tltimo espacio es numerable,
entonces segin Corolario 5.2 S(X) es a lo méas numerable.

O

EJEMPLO 5.8. El conjunto R de todas las sucesiones que toman
Unicamente valores 0 y 1 no es numerable.
Efectivamente, supongamos que F: N — R es una biyeccién. De-
notamos
gj(n) = (g(nha 37(”)27 s 7)
Definimos una sucesién por la férmula

s=(1-FD)i,1—F(2)a1—F3)s...).

La aplicaciéon F es biyectiva entonces existe N € N tal que s = F(N).
Obtenemos una contradiccion porque el elemento N-ésimo de s es
igual a 1 — F(IV)y, mientras que el N-ésimo elemento de la sucesién
F(N) es F(N)y.

El conjunto R no es numerable.

¢

2. Espacios separables

DEFINICION 5.9. El espacio X es separable si contiene un subcon-
junto a lo méas numerable denso.

__ EJEMPLO 5.10. El espacio R" es una completacion de Q" entonces
Qr = R". El espacio Q™ es numerable y denso en R", asi que R" es
separable para n € N arbitrario.

O

EJjemMPLO 5.11. Un espacio discreto es separable si y solo si es a
lo mas numerable.

O

EJEMPLO 5.12. El espacio [! es separable.
Recordemos que I' = {a = (a,) : |all, = D07, |an| < oo}

Para a = (a,) hemos denotado por oy (a) la sucesién (aq, ..., ax,0,0,...).

Sea D el conjunto de elementos de I! de coordenadas racionales y de
forma oy (a) para algin k € N.
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El conjunto D es numerable como subconjunto del espacio que en
Ejemplo 5.7 hemos llamado S(Q).

Vamos a probar que la cerradura de D coincide con ['. Para
este fin calculamos |ja — ox(a)|ly = > .7, |as|. La convergencia
de la serie 7 |a,| significa que limy o> 07, an| = 0, enton-
ces limy_,o ox(a) = a. Por otro lado para cada elemento de forma
or(a)y para cada ¢ > 0 existen niimeros racionales qi, . . ., ¢; tales que
Zfizl |an — qn| <e.

Efectivamente, cada elemento de {! se puede aproximar por ele-
mentos del conjunto numerable D.

¢

De manera analoga se puede probar que el espacio [? es separable.

EJjemMPLO 5.13. El espacio [*° no es separable.

Sea R el conjunto de sucesiones que toman tnicamente los valores
0 y 1. Como sabemos estas sucesiones tienen la misma cardinalidad
que el mismo R, entonces R no es numerable.

Por otro lado, si a y b son elementos distintos de R tenemos
lla — b > 2.

El conjunto R C [*° tiene métrica discreta y no es numerable,
entonces ni R ni tampoco [*° es separable.

o

Existen otras formas de caracterizar la separabilidad de un con-

junto en términos de conjuntos abiertos en lugar de aproximaciones.

TEOREMA 5.14. Un espacio métrico (X, d) es separable si y solo si
existe una familia a lo mds numerable {O,,}°°, de conjuntos abiertos
tal que cada abierto O C X se puede representar como O = J;—; Oy, .

DEMOSTRACION. Supongamos que X es un espacio separable con
un subconjunto denso D = {z,}5_;. Sea On i = B(xy, 1), (n,k) €
N x N. Los conjuntos O, son abiertos y forman una familia a lo mas
numerable.

Sea O C X un abierto y sea U = {O, 1 : Opx C O}. Como subfa-
milia de una familia numerable, U es una familia a lo mas numerable
de conjuntos abiertos. Vamos a probar que O = J; o U.

Para x € O arbitrario debemos encontrar un elemento de la familia
U que lo contenga. Existe r > 0 tal que B(x,r) C O, porque O es
abierto. Sea k € N tal que % < r/2. Por la densidad del conjunto D
existe z,, € D tal que z,, € B(x, %) Se cumple entonces

z € B(xy, 1) C B(z,7) CO.

La bola B(z,, 1) pertenece a la familia U y contiene el elemento
z € 0.
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La familia U tiene las propiedades deseadas.

Ahora supongamos que el espacio X dispone de la familia numera-
ble U tal que cada conjunto abierto se puede representar como union
de algunos elementos de esta familia.

Para O, € U, sea x, € O,. Vamos a probar que el conjunto
(jaxioma de seleccién!) {x,}22 ; es denso en X.

Sea x € X ysear > 0. La bola B(z,r) es un conjunto abierto y se
puede representar como |J;, Oy, , donde O,, € U. Existe kg € N tal
que x € Oy, . Por la definicién z,, € O, C B(x,r). En particular
d(x, Ty, ) < r. Hemos probado que {z,};°, es denso en X, asi que X
es separable.

&

Teorema 5.13 proporciona en realidad una definicién equivalente
de la separabilidad de un conjunto.

Usando esta condicion, algunas propiedades de espacios separables
se demuestran mas facil.

COROLARIO 5.15. Sea (X, d) un espacio métrico separable y sea
Y C X. Entonces (Y, d) es separable.

DEMOSTRACION. Si U = {U,}nen es una familia de abiertos en
X que tiene las propiedades del anunciado de Teorema 5.13, entonces

O, = U,NY es la familia de abiertos en Y que tiene las mismas
propiedades. El espacio Y es separable.
O

Obviamente se puede demostrar Corolario 5.14 utilizando la defi-
niciéon original de la separabilidad. Lo recomendamos como ejercicio.

DEFINICION 5.16. Sea A un subconjunto del espacio métrico X.
Una cubierta abierta de A es una familia O = {O,}aea de conjuntos
abiertos en X tal que A C (J,cp Oa-

Si A C A, ala familia {O,}aen, la llamamos subcubierta de O.

El concepto de una cubierta abierta juega un papel fundamental
en el estudio de espacios compactos. Sin embargo, la separabilidad del
espacio se puede caracterizar también en estos términos. La familia de
abiertos {O,, },en del Teorema 5.13 es un ejemplo de una cubierta, pero
en este caso la cubierta tiene propiedades adicionales muy espaciales,
a saber es muy fina.

He aqui otra caracteristica de espacios separables llamada Teorema

de Lindelof.

TEOREMA 5.17. Un espaio métrico X es separable si y solo si de
cada cubierta abierta de X se puede selecciénar una subcubierta a lo
mas numerable.
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DEMOSTRACION. Vamos a llamar la propiedad de Lindelof la con-
dicién que segun el presente teorema eqivale a la separabilidad de un
espacio métrico.

Esta propiedad de cubiertas abiertas del espacio R™ fue observada
por Lindelof en 1903 dando inicio a una teoria actualmente muy
avanzada.

Supongamos que X es separable.

Sabemos por Teorema 5.13 que existe una cubierta numerable
O = {On}neny de X tal que cada abierto O C X se puede cubrir
con una subfamilia de O.

Sea U = {Uqs}aca una cubierta abierta de X arbitraria. Primero
definimos una subfamilia O’ de O.

A un conjunto O,, lo incluimos en O si existe a € A tal que
0, C U,.

La familia O es también una cubierta abierta a lo mas numerable
de X. Efectivamente, para cualquier x € X existe a € A tal que
x € U,. El abierto U, es unén de algunos elementos de la cubierta O.
En particular, para algin O, se cumple x € O,, C U,,.

Resulta que O,, € O’ y que cada = € X pertenece a algin elemento
de la cubierta reducida O’.

Ahora, para cada O,, € O’ escogemos uno de los U, que lo contenga
y ya tenemos una subcubierta numerable de U.

Hemos probado que cada espacio métrico separable tiene la pro-
piedad de Lindelof, es decir cada cubierta abierta del espacio se puede
reducir a una cubierta numerable.

Ahora supongamos que X tiene la propiedad de Lindel6f. Vamos
a probar que X es separable construyendo un subconjunto denso
numerable.

Sea U,, la familia de todas las bolas en X de radio % Obviamente
U,, es una cubierta abierta de X. Esta cubierta tiene una subcubierta
numerable que es entonces de forma U}, = {B(zpk, =) : 0 € X, k €
N}.

Repitiendo el procedimiento para cada n € N obtenemos un con-
junto numerable de elementos de X, a saber D = {z,, : (n,k) €
N x N}.

Inmediatamente vemos que el conjunto D es numerable y denso
en X. Siz € X yr > 0, existe n € N tal que % < r. Luego,
v € Upen B(@n ks %) y por lo tanto existe k tal que x € B(xyy, %)
En cada vecindad de x existe un elemento de D. El conjunto D es

denso en X.
O
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3. Ejercicios

1. ;Cuando un espacio discreto es separable?

2. Demuestre que el conjunto de todos los subconjuntos de N no
es numerable.

3. 4 Sea (X, d) un espacio métrico separable y sea C' C X un
conjunto que no es numerable. Demuestre que C' contiene un
nimero no numerable de sus puntos de acumulacion.

4. ¢ Sea (E,|| - ||) un espacio normado y sea A C E un con-
junto separable. Demuestre que la la cascara convexa de A es
separable.

5. 4 La siguiete funcién es una métrica en R?: (vea Capitulo 1,
Ejercicio 6)

d(a,b) = { V(a1 —b1)? + (ag — by)?, siexistet € R,a = tb,

Vai + a3 + /b? + b2, si tal nimero no existe.
Demuestre que el espacio (R?, d) no es separable.

6. 4 Supongamos que en el espacio métrico X cada conjunto
infinito tiene un punto de acumulacién. Demuestre que X es
separable.

7. Para A C N definimos la funcién (sucesién) caracteristica del
conjunto A como

La(n) = 1, neA,
0, n¢gA
Demuestre que las combinaciones lineales de las funciones ca-
racteristicas forman un conjunto denso en [*°.

8. Sea G un subgrupo del grupo additivo R, +). Demuestre que
G es denso en R si y solo si inf(GNR;) =0.

9. Sea r € Q°. Demuestre que el conjunto {m + nr : m,n € Z}
es denso en R.

10. Demuestre que la métrica en un espacio métrico (X, d) es equi-
valente a la métrica discreta si y solo si el inico subconjunto
denso en X es el mismo X.






Capitulo 6

Funciones y aplicaciones continuas

1. Definicion de continuidad

Existen dos opciones de definir la continuidad de aplicaciones entre
los espacios métricos, exactamente como en el caso de aplicaciones
entre los espacios euclideanos.

Ambas definiciones son equivalentes, entonces es solamente un pro-
blema didactico qual de las dos escogemos como la basica. Conside-
ramos como mas natural la definicién sequencial relacionada con el
nombre del matematico aleman H. E. Heine (1821-1881).

DEFINICION 6.1. Sean (X, dx), (Y, dy) espacios métricos. Sea = €
X.

Una aplicacién F': X — Y es continua en x si para cualquier
sucesién convergente =, — x en X se cumple F'(z,) — F(z) en Y.

La segunda de las definiciones mencionadas pertenece al francés
A. L. Cauchy (1789-1857), a quien se considera creador del andlisis
funcional. Sus definiciones y demostraciones precisas de "tipo €, §”, tan
odiadas por los alumnos, abrieron una época nueva en matematicas.
Presentamos la definicién de Cauchy en forma del siguiente teorema.

TEOREMA 6.2. Sean (X, dx), (Y, dy) espacios métricos. Sea F': X —
Y una aplicacion y sea x € X. Las siguientes propiedades son equiva-
lentes:

(a) Para todo ¢ > 0 existe r > 0 tal que dx(x,y) < r implica
dy(F(z), F(y)) <e.
(b) F' es continua en z.

DEMOSTRACION. (a) = (b) Supongamos que la aplicacién tiena la
propiedad (a). Sea x,, — x en X. Fijemos ¢ > 0 y sea r > 0 el nimero
que existe de acuerdo con la condicién (a). Por la convergencia de
la sucesién (z,) podemos encontrar N € N tal que para n > N se
cumple dx(x,,x) < r. Por consiguiente para los mismos n se cumple
dy (F(z,, F(x)) < e. La convergencia F(z,) — F(z) estd probada.

(b) = (a) Supongamos que F es continua en x y que la condicion
(b) no se cumple. Vamos a llevar esta situacién al absurdo.

65
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La condicién (b) no se cumple si podemos encontrar € > 0 tal que
para § > 0 arbitraria algin punto z;s satisface dx (x5, z) < J, mientras
que dy (F (x5, F(x)) > €.

En particular, tomando 0 en forma de %, n € N, se obtiene en X
una sucesiéon (z,) que converge a x, pero los valores F(z,) estan a la
distancia mayor que e del punto F(z). La aplicacién no es continua
en x contrario a nuestra suposicion.

O

EJEMPLO 6.3. En el caso de las funciones y aplicaciones sobre
el espacio euclideaano la existencia de objetos continuos es obvia,
porque la estructura vectorial del espacio nos proporciona las funciones
- coordenadas que son continuas. En el caso de un espacio métrico, las
unicas funciones dadas por la misma estructura del espacio son las
distancias.

Sea (X, d) un espacio métrico.

Para cada y € X fijo definimos funcion

fyx) = d(z,y).

Vamos a probar que esta funcién es continua en cada punto x € X
usando el criterio de Cauchy de continuidad.

Evaluamos el valor |f,(z) — f,(u)| = |d(z,y) — d(z,u)| < d(z,u)
por Proposicién 1.2.

Dado ¢ > 0, es suficiente tomar r = ¢ y de esta manera bajo la
condicién d(z,u) < r obtenemos |f,(z) — f,(u)| < e. La funcién f, es
continua.

O

Resulta que la familia de funciones que obtenemos de esta manera

es bastante amplia. Al menos es suficiente para separar los puntos de
X.

DEFINICION 6.4. Una familia de funciones F definidas en el espacio
X separa los puntos de X si para cada par de puntos z # y en X existe

f €T tal que f(x) # f(y).

El ejemplo fundamental de una familia de funciones que separa
los puntos del dominio es el sistema de coordenadas en el espacio
euclidiano.

El caso de funciones f, definidas en Ejemplo 4.3 es muy sencillo,
pero de suma importancia.

TEOREMA 6.5. Sea (X, d) un espacio métrico.
Para y € X fijo definimos fy,(x) = d(z,y). La familia de funciones
D ={f,: © € X} separa los puntos del espacio X.
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DEMOSTRACION. Si x, y € X y & # y entonces la funcién f,
separa estos puntos. Efectivamente, f,(y) = 0, mientras que f,(z) =

d(z,y) #0. O

EJEMPLO 6.6. La funcion distancia d: X x X — R es también
continua con respecto a la distancia

D((z,y), (u,v)) = d(z,u) + d(y,v)
definida en X x X.
Para la demostraciéon usamos la desigualdad de rectangulo (Pro-
posicién 1.3).
Segtun esta férmula

|d($7y) - d(uvv>| < d(l’,y) + d(“:“) = D((J:’y)? (U,U)).

Dado ¢ > 0, es suficiente tomar r = ¢ y entonces la condicién
D((z,y), (u,v)) < r implica |d(z,y) — d(u,v)| < e.
O

Es conveniente formular la condicién (a) del Teorema 4.2 en térmi-
nos de las bolas en los espacios correspondientes. El siguiente resultado
significa inicamente un cambio de lenguaje y es tan solo otra forma
del Teorema 4.2.

PROPOSICION 6.7. Una aplicacién F: X — Y es continua en
x € X siy solo si

Ve>0 dr>0 F(Bx(z,r)) C By(F(x),e).

A continuacién seguimos reformulando Teorema 4.2 para darle
forma cada vez mas ”topologica” y menos "técnica”’. El cambio es de
gran importancia para nuestra forma de pensar, pero también tiene
grandes valores practicos.

TEOREMA 6.8. Una aplicacién F': X — Y es continua en z € X si
y solo si para toda vecindad U C Y del punto F(x) la imagen inversa
F~Y(U) contiene una vecindad de z.

DEMOSTRACION. Suponemos primero que F es continua. Si U C
Y es una vecindad de F'(x), existe una bola By (F(x),e) C U. Por
la Proposicién 6.7 existe entonces r > 0 tal que F(Bx(z,7)) C
By (F(z), lo que implica By (x,r) C F~Y(U). Asi vemos que F~(U)
es efectivamente una vecindad de z.

Ahora supongamos que F~'(U) es una vecindad de z, siempre y
cuando U es vecindad de F'(x). En particular para U = By (F(z),¢)
la imagen inversa F~!(By(F(x),¢)) es una vecindad de z y por lo
tanto contiene una bola Bx(z,r). Proposicién 6.7 demuestra que la
aplicacién F' es continua.

0
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DEFINICION 6.9. Cuando una aplicacién F': X — Y es continua
en todos los puntos del dominio, decimos simplemente que F' es conti-
nua. El espacio de todas las aplicaciones continuas entre dos espacios
métricos X, Y se denota por C'(X,Y).

Por BC(z,Y’) denotamos el espacio de las palicaciones acotadas y
continuas.

TEOREMA 6.10. Una aplicaciéon F': X — Y es continua si y solo
si para cada U C Y abierto F~!(U) es abierto enX.

DEMOSTRACION. = Sea F' una aplicacién continua y sea U C Y
un conjunto abierto. Sea x € F~!(U)). El conjunto U es una vecindad
de F(z), entonces por Teorema 4.8 F~(U)) contiene a una vecindad
de z y por lo tanto a una bola B(x,r). Hemos probado asi que F~!(U))
es un conjunto abierto.

< Suponiendo que la imagen inversa de cada abierto U C Y
es abierto en X, fijamos x € X y una vecindad U del punto F(x).
Existe ¢ > 0 tal que la bola abierta B(F(z),e)) C U. El conjunto
F~Y(B(F(z),¢)) es abierto y contiene a x, entonces es una vecindad
de x y por teorema 6.8 obtenemos la continuidad de F' en cada xz € X.
OJ

En muchos casos la continuida de una aplicaciéon no es obvia, pero
resulta facil de probar si la tratamos como composicion de aplicaciones
mas simples.

TEOREMA 6.11. Sean X, Y, Z espacios métricos F': X — Y,
G:Y — Z unas aplicacionews. Si F' es continua en z € X y G es
continua en F'(z) € Y, entonces la composicion G o F(y) := G(F(y))
es continua en x.

DEMOSTRACION. Vamos a aplicar Teorema 6.8. Sea V' una vecin-
dad del punto Go F(z) = G(F(x)). Debemos probar que (Go F)~1(V)
contiene a una vecindad de x. Por la definicién de la composicion
(Go F)"1(V) = F1(G7'(V)). Aplicando Teorema 6.8 a la aplicacién
G sabemos que (G'(V) C Y contiene a una vecindad U de F(x),
luego por continuidad de F' obtenemos que F~'(U) contiene a una
vecindad O de z, la cual estd contenida en (G o F)~*(V).

U

EJEMPLO 6.12. Veamos como Teorema 6.8 se usa en ciertos casos
para investigar si un conjunto dado es abierto.

Sea O = {(z,y,2) e R* : 1 <zx+y <3, 0 < 2—y} Para
probar directamente por la definicién que O es abierto tendriamos que
hacer calculos relativamente complicados. En lugar de esto definamos
la aplicacién F: R?* — R? por la férmula

F(:L‘7y,2) = ($+y,z—y)
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Obtenemos entonces: O = F~1((1,3) x (0,00)). La aplicacién F es
continua en cada punto, el conjunto (1,3) x (0, 00) es abierto, entonces
por Teorema 6.8 nuestro conjunto O es una vecindad de cada uno de
sus puntos. Por lo tanto O es abierto.

Inmediatamente podemos generalizar este método.

EJEMPLO 6.13. Sea X un espacio métrico y sean fi,...,fr €
C(X). Definimos

O:{;Ui ai <f1<$> <b1,...,ak <fk(l’) <bk}

Podemos representar O = F~1((ay,by) x -+ - x (ay, by)), donde la aplica-
cion F: X — R¥ esta dada por la formula: F(x) = (fi(z),..., fu(2)).

El conjunto O es abierto como imagen inversa del cubo abierto
(ay,b1) X -+ X (ag, by) bajo una aplicacién continua.

¢

EJEMPLO 6.14. Como sabemos, una matriz k£ x k real o compleja
A es invertible si y solo si det A # 0. La matriz A es un elemento
del espacio K¥** donde K = C o K = R, dependiendo del caso. La
funcén determinante det: K¥** — K es continua porque tiene forma
polinomial. El conjunto de matrices invertibles se representa como
O = det (K \ {0}) y es abierto.

Un anélisis mas detallado permite calcular para cada A € O
el radio r(A) > 0 tal que B(A,r(A)) C O. Este radio depende
tnicamente de la norma de A en el espacio KF*¥,

Por lo tanto, si A, es una sucesién de matrices que converge a la
matriz invertible A, entonces existe N tal que para todos n > N la
matriz A,, es invertible.

Observemos que en este ejemplo los conjuntos abiertos aparecen
no solo como una herramienta para estudiar la continuidad sino como
un criterio para estudiar la invertibilidad de matrices.

2. Homeomorfismos, isometrias

DEFINICION 6.15. Sean (X,dx), (Y,dy) espacios métricos. Un
homeomorfismo entre X y Y es una biyecciéon F' € C(X,Y) tal que
FleC(X,Y).

Los espacios X, Y son homeomorfos si existe un homeomorfismo
entre ellos.

Una aplicacién F: X — Y es 1sométrica (es una isometria) si
dy(z,y) = dx(z,y) para todos z, y € Y.

Cada isometria es inyectiva y continua. La aplicacion inversa a
una isometria es también isométrica, entonces cada isometria es un
homeomorfismo sobre su imagen.
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Para establecer la existencia de homeomorfismo entre dos epacios
dados es importante ver cuales propiedades se conservan bajo los
homeomorfismos.

EJEMPLO 6.16. La completez de espacio no es propiedad invarian-
te bajo homeomorfismos. Los espacios Ny Y = {% : n € N}, ambos
provistos de la métrica de R son homeomorfos por medio de la aplica-
cion N> n — % € Y. El primer espacio es completo y el segundo no
lo es.

2

EJEMPLO 6.17. Las propiedades de conjuntos "ser abierto”, ”ser
cerrado” son invariantes de homeomorfismos.

EJEMPLO 6.18. La separabilidad es una propiedad invariante bajo
homeomorfismos. Gracias al Teorema 5.17 el hecho es obvio porque un
homeomorfismo transforma una cubierta abierta en cubierta abierta.

3. Continuidad uniforme

La propiedad de continuidad de una aplicacién es de caracter local
incluso considerando la continuidad en todos los puntos del dominio.
Para un punto x del dominio y € > 0 dado, el valor de r que asegure
la implicacion

d(z,y) <r = d(F(x), F(y)) <e

depende no solamente de € > 0 sino también del punto x. Las apli-
caciones que admiten para € > 0 el valor de r que sirva para todos
los puntos del dominio, se llaman uniformemente continuas y son de
importancia especial.

DEFINICION 6.19. Una aplicacién F: X — Y es uniformemente
continua si para todo € > 0 existe r > 0 tal que para x, y € X

dz,y) <r = d(F(z),F(y)) <e.

Obviamente cada aplicacion uniformemente continua es continua.
Las aplicaciones uniformemente continuas "respetan” a las sucesiones
de Cauchy, cosa que no neceriamente se cumple para algunas aplica-
ciones continuas.

PROPOSICION 6.20. Sea F': X — Y una aplicacién uniformemente
continua y sea (x,) una sucesiéon de Cauchy en X. Entonces (F(x,))
es una sucesion de Cauchy en Y.

DEMOSTRACION. El hecho se deduce directamente de las defini-
ciones correspondientes.
Sea € > 0y sea 6 > 0 tal que

dx(z,y) <0 = dy(F(x),F(y)) <e.
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Sea N tal que para n, m > N se cumple dx(x,, T,) < 0.
Para los mismos n, m € N obtenemos dy (F(x,), F(z,)) < €, lo
que demuestra que (F'(z,)) es una sucesién de Cauchy en Y.
0

TEOREMA 6.21. Sea F': X — Y una aplicacion uniformemente
continua y sean X, Y las completaciones de los espacios X, Y, respec-
tivamente. Existe una aplicacion uniformemente continua F': X — Y

DNEMO:gTRACIC')N . En los espacios X, Y denotamos las distancias
por dx y dy.

Tenemos que definir el valor F(u) para cada u € X conservando
la continuidad uniforme de la aplicacién. Sea u = lim,,_,,, x,, donde
T, € X.

La sucesion (x,,) es de Cauchy en X entonces por Proposicién 6.20
la sucesién (F(x,)) es de Cauchy en Y. Existe lim, o F(z,) € Y.
Definimos F(u) = lim,, 00 F(x,).

Observemos que para n > N se cumple dy (F(u), F(z,) < e.

Debemos asegurarnos sin embargo, que el valor F'(u) no depende
de la sucesion particular (x,) que aproxima a u. Si (y,) ~ (z,), existe
M tal que paran > M se cumple dx (Y, x,) < 0 y nuevamente por la
continuidad uniforme dy (F(x,), F'(ym)) < €.

Las sucesiones (F'(x,)) y (F(y,)) son equivalentes, entonces

lim F(z,) = lim F(y,).

Ahora, queda por probar que F es uniformemente continua. Si
U = 1My o0 Tn, ¥ = HMyueYn v dx(u,v) < /3, existe N tal que
para n > N se cumple dx(u,z,) < 0/3, dx(u,y,) < /3, de tal
manera que

dX (‘rna yn) < CZX (U, xn) + CZX (U, U) + CZX (Ua xn) < 0.
Por la continuidad uniforme de F' seguimos:
dy (F(u), F(v)) < dy(F(u, F(z,)) + dy (F (2, F(ya)) + dy (F(v, F(y))
< 3Be.

La extensién F' de la aplicacion F' es uniformemente continua.

O

EJEMPLO 6.22. El espacio normado BC(X,Y)

Para espacios métricos (X, dx), (Y, dy) denotamos por BC(X,Y)
el espacio de aplicaciones f: X — Y acotadas y continuas.

El espacio BC(X,Y) dispone de la métrica natural d.(f,g) =
sup,cx dy (f(x), g(x)) heredada del espacio B(X,Y).
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TEOREMA 6.23. El espacio BC'(X,Y’) es un subespacio cerrado de
B(X,Y). Cuando Y es completo BC(X,Y) es completo.

DEMOSTRACION. Sea f, una sucesiéon en BC(X,Y) convergente
en B(X,Y) a una aplicacién f. Debemos probar que f es una funcién
continua.

Sea N tal que para todo n > N se cumple do(f, fn) < €/3. La
funcion fy es continua, entonces para todo x € X existe r > 0 tal que

dx(z,y) < Timplicady (fn (), fn(y)) < €/3.
Bajo las mismas suposiciones sobre x, y calculamos:
dy (f(2), f(y)) < dy(f(2), fix)) + dy (fn(x), fn(y) + dy (fn(y), f(y))
< ¢/3+¢/3+¢/3=c¢.
Hemos probado la continuidad de f en cada punto del dominio. El
conjunto BC(X,Y") es cerrado en B(X,Y).
Cuando Y es completo, el espacio B(X,Y') es completo (Ejemplo

2.8) y su subespacio cerrado BC'(X,Y") es completo.
U

4. Continuidad de operadores lineales

Cuando (E,|| - ||g) es un espacio normado, tenemos en E dos
estructuras: la lineal de suma y de multiplicacién por nimeros y la
estructura métrica. La definicién de la norma establece la relacién
entre estas estructuras.

Es natural pensar primero en la continuidad de las operaciones
algebraicas en F.

Estudiamos entonces la continuidad de dos aplicaciones:

S: ExXE> (z,y) »x+y€E,

M: Kx E> (t,z) =tz € E.

En el espacio F x F fijamos la norma ||(z,y)|| = [|z|lz + ||ylle ¥
en K x F la norma ||(¢, z)|| = |t| + ||z] &

PROPOSICION 6.24. Las aplicaciones S y M son continuas.
DEMOSTRACION. Para (x,y), (u,v) € E x E se tiene
15(z,y) = S(wv)lle = llz+y—(uto)le=[l(z—u)+(y—-v)le
< lz —ulle + lly = vlle = Iz, ) = (u =)
= d((x,y), (uvv))'

La desigualdad asegura la continuidad de la operacién de adicion. En
el caso de la multiplicacion M calculamos:

M, 2) = M(s,9)|le = [tz = sylle = [ltiz —y) + (= s)ylle
< |tz = ylle + [t = slllylle-
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Cuando (8, yn) — (t,x), se obtiene M(s,,y,) — M(t,x).
U

Sean F, F espacios normados sobre el campo K = R o C y sea
A: FE — F un operador lineal, es decir una aplicacion A: £ — F' tal
que para todos z, y € F, a € K

Az + ay) = A(z) + aA(y).

Un operaador lineal es continuo en todas partes si y solo si es continuo
en cero. Lo vamos a demostrar en el teorema siguiente, donde incluimos
otro criterio de continuidad que tiene mucha importancia para la
teoria.

TEOREMA 6.25. Sea A: E — F un operador lineal. Entonces son
equivalentes las siguientes condiciones:

(a) A es continuo en cero.
b) A es uniformemente continuo.

(b)
(¢) supyy <1 [AW)[|F < 0.
(d) Existe C' > 0 tal que para todo x € E

[A(2)[|F < Cllz||e.

DEMOSTRACION. (a) = (b)

Suponemos que A es continuo en cero. En particular para cada
e > 0 existe r > 0 tal que para x € F tal que ||z||g < r se cumple
|A(z)||F < e.Silos puntos z, y € FE satisfacen ||x—y||g < r obtenemos
|A(x) — A(y)|| = ||A(x — y)||lr < €. El operador es uniformemente
continuo.

(b) = (c)

La continuidad de A en cero expresada en términos del Teorema
6.2 (a) implica que existe » > 0 tal que para ||z||g < r se tiene
|A(z)|[|r < 1. Si |lyllg < 1, se cample |5y|lz = 5||yllz < r, entonces
|A(5yllr < 1. Asf obtenemos [|A(y)||lr = 2| A(3ryllr < 2 < oc.

(c) = (d)

Sea C' = supy, <1 [|A(y)[|r < oo. Para z # 0 tenemos HmHE =
1. Por lo tanto ||A(+==)||r < C, luego | A(z)||r < C||z||p. Para x =0

(B2
la misma desigualdad se cumple obviamente.

(d) = (a)

La desigualdad en cuestién implica que para ||z,|| g — 0 se cumple
|A(z,)||r — 0 y la continuidad de A ven cero estd probada.

O

El valor supy, <1 [|A(y)||r se denota por ||Al| y se llama norma
del operador A.

El espacio de todos los operadores lineales continuos A: E — F' se
denota por L(E, F).
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En el caso particular, cuando F' = K, al espacio L(FE, K) se le llama
el espacio dual de E denota por F'.

Para el espacio de todas las funciones lineales sobre un espacio
vectorial £/ usamos la notacion E*.

EJEMPLO 6.26. Veamos como se puede describir el espacio dual
del espacio ¢y que es el espacio de todas las sucesiones complejas
convergentes a cero. La funcién

co 2 a=(a,) = ||a|l«x =supla,]

jeN

es una norma en Co.
Sea ' el espacio de las sucesiones ¢ = (c,) tales que |[¢|; :=
> 21 lejl < oo. Visiblemente [' es un espacio vectorial y || - ||, es

una norma en [!.
A cada ¢ € I' podemos definir un elemento de ¢, por la férmula

pe(@) = ¢ja;.
j=1

La serie del lado derecho converge porque
o0 oo
@] =1 esas] <D lejagl < Jellflall < oo
j=1 j=1

La misma desigualdad demuestra que ¢, € (s); y ademads ||¢.|| < ||¢]|;.

Vamos a demostrar que cada ¢ € (s)g es de esta forma, es decir
existe ¢ € [! tal que ¢ = ..

Para a = (a,) € (s) arbitrario definamos una sucesién en el mismo
espacio convergente a a.

Denotamos por ey la sucesién de forma e; = (0, . .. ,0,\1’/, 0,...)
y definimos !

N
ay = E ajej:(al,...,aN,O,O,...).
J=1

Tenemos entonces ||a—ay || = sup;- y |a;| — 0, porque la sucesion
a es convergente a cero.
Ahora calculamos aprovechando la continuidad de ¢:

N—oo

N
p(a) = Hm play) = ]\}gnoozajgo(ej).
j=1
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Sabemos que este limite existe, entonces
p(a) = Z ajp(e;).
j=1

De esta manera hemos probado que ¢ esta definido por una sucesion
¢ = (p(e,)) y queda por demostrar que ¢ € [1.

Cada ntumero complejo ¢, = ¢(e,) tiene forma ¢, = |c,|e",
0<a, <2.
. . . N . . .
Sea by = (€' e 2, ... N 0,0...) = ijl e'*e;. Las sucesio-

nes by pertenecen al espacio ¢y y son de norma 1, entonces

sup o(bn) < |l¢|l-
NeN

Sin embargo p(by) = Z;VZI lp(en)| = >272) [w(en)]. De tal manera
concluimos que ¢ = ., donde ¢ = (¢,) = (p(e,)) € I y ademés
llcll1 < [l¢]|. Junto con el resultado anterior obtenemos ||¢|| = ||| =
el

La aplicacion I' 3 ¢ — ¢, € (s); es lineal, suprayectiva y conserva
la norma. Es entnces un elemento del espacio de operadores L(I*, (s)g).

Obtenemos asi una descripcién completa del espacio dual (s); que
simbdlicamente podemos expresar como ' 2 1.

EJEMPLO 6.27. Uno de los espacios mas importantes que se estudia
en este curso es el espacio de funciones continuas sobre un conjunto
compacto. En particular sobre el espacio C|a,b], donde [a,b] es un
intervalo finito tenemos definida la funcién de integral de Riemann:

Clab] > f — o(f) = / F(t)dt.

Como sabemos, esta funcién es lineal y ademés satisface

b
o) =1 [ 0t <[~ al sup 17(0)] = 1]
a t€la,b]
La funcién ¢ definida sobre el espacio métrico (Cla,b],|| - ||) €s
continua.
En realidad conocemos este hecho del curso de Célculo Avanzado
como el teorema que afirma:
Si Cla,b] > f, — [ uniformemente entonces

/ab Fu(t)dt — /abf(t)dt.

La norma ||¢| se calcula facilmente. La desigualdad de arriba
demuestra que ||¢|| < |b — al. El funcional ¢ alcanza este valor sobre
la funcién f = 1, entonces ||¢|| = |b — al.
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5. Ejercicios

. De un ejemplo de una funcién f: R — R que sea continua en

un solo punto.

. 4 Sea

{ L sizg =2 n>0, n,mprimos relativos,
n n
)

@)= sizeR\Q.

Demuestre que f es continua en cero y en los puntos irra-
cionales y es discontinua en puntos racionales # 0.

. El eje real R es un espacio vectorial sobre el campo Q. Sabemos

del curso de &lgebra lineal que existe una base del espacio
vectorial (R, Q) tal que el niimero 1 es uno de los elementos de
la base que denotamos por rg. Representamos esta base como
{ro} U{rataea. Para cada = € R tenemos la descomposicién

Unica:
r=q(r) + Y qal@)ra,;
acA

donde ¢o(x) go(x) € Q y solo un nipero finito de los coeficien-
tes g es distinto de cero.

Sea f(z) := qo(z). Demuestre que la funcién f es aditiva
(flx+y) = f(x)+ f(y)) y discontinua en todos los puntos del
dominio.

. Construye una isometria del espacio

A={zrxeR: 1< |z[] <2, 2 # 1} con la métrica

=y, sixzy >0,
d(z,y) = { lz| + Jy| —2, sizy <O.

sobrs el intervalo [0, 2] con su métrica natural.

. Sea (X, d) un espacio métrico y sea A C X un conjunto no

cerrado. Construya una funcién continua no acotada sobre A.

. Sea (X, d) un espacio métrico. Sea A C X. Demuestre que la

funcién sobre X definida por la férmula
d = inf d
A(z) = Inf d(z, y)

es uniformemente continua.

. Muestre que si f: R — R es uniformemente continua, existen

a, b > 0 tales que |f(x)| < a|z| + 0.
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5. EJERCICIOS 7

Muestre que cada funcion f: R — R continua, mondtona y
acotada es uniformemente continua.

Sean f, g funciones uniformemente continuas y acotadas sobre
un espacio métrico X. Demuestre que fg es una funcién uni-
formemente continua. Mediante un ejemplo demuestre que es
necesario suponer que las funciones son acotadas.

Demuestre que una funciéon f € BC(R) es uniformemente
continua si y solo si para toda sucesion z, — 0 se tiene
f(x + z,) = f(r) uniformemente.

Sea X un espacio métrico arbitrario y sea Y un espacio discre-
to. Encuentre una condicion necesaria y suficiente para que una
sucesion (F,) en B(X;Y) fuera uniformemente convergente.

Sean X, Y espacios métricos y sea F': X — Y una aplicacion.
Demuestre que F' es continua si y solo si para cada conjunto
cerrado B C Y la imagen inversa F~'(B) es un conjunto
cerrado en X.

¢ Sean X, Y espacios métricos y sea F: X — Y una apli-
cacién. Demuestre que F' es continua si y solo si F~1(B) C
F~Y(B) para cada B CY.

¢ Sean X, Y espacios métricos y sea F': X — Y una aplica-

cién. Demuestre que F' es continua si y solo si F'(A) C F(A)
para cada A C X.

Demuestre que la funcién || - || sobre L(FE, F) es una norma y
que [[A|| =mf{C >0:Vz € E;|Ax)|r < C|z| s}

i, Averigue si la propiedad ”ser acotado.® invariante de homeo-
morfismos?

4 Demuestre que el cuadrante {(z,y) € R*: >0, y >0} y
el conjunto {(z,y) € R*: (z—1)*+14* <2, (z+1)*+y* <2}
son homeomorfos.

Sean FE, F' espacios normados sobre el campo R y sea F': F —
F una aplicacién continua y aditiva: F'(z +y) = F(x) + F(y).
Demuestre que F' es lineal.

¢ Sea (E,|| - ||) un espacio normado sobre un campo K (=R
6 C) ysea ¢: F — K una funcién lineal no identicamente nula.

Demuestre que ¢ es continua si y solo si Ker ¢ no es denso en
E.
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20.

21.
22.

23.

24.

6. FUNCIONES Y APLICACIONES CONTINUAS

¢ Sea (X, d) un espacio métrico y sea ug un punto arbitrario en
X. Paraz,u € X sea f,(x) = d(z,u)—d(z, up). Demuestre que
fu es una funcion acotada, continua sobre X y que la aplicacién
X 3> u— f, € BC(X) es una isometria.

¢ Deduzca Teorema 2.10 del resultado del ejercicio anterior.
¢ Sea D = {(z,y) € R?: ||(x,9)||? = 22 + y* < 1} - el disco
unitario en el plano. Sea £ = C'B(R?) - el espacio de funciones
continuas acotadas sobre el plano provisto de la norma || + ||oo-
Sea FF = {f € E: f|D = 0}. Encuentre una isometria lineal
entre el espacio cociente E/F y el espacio C(D).

Sean X, Y espacios métricos. Una aplicacién continua f: X —
Y es abierta si para cada O C X abierto f(O) es abierto.
Demuestre que, si X es de 2% categoriay f: X — Y es abierto,
entonces Y es de 2% categoria.

¢ Sea C'([a,b]) el espacio de funciones sobre [a,b] que tie-
nen derivada continua. Sea d(f,g) = sup,epy |f(z) — g(z)| +

|f'(z)—g'(z)|. Investigue la continuidad de la aplicacién T': C*([a, b]) —

C'([a, b]) cuando )
L (Tf)(x)= [ f(t)sen (x — t)dL,
2. (Tf)(x) = [, fA(B)dt.



Capitulo 7

Espacios compactos

Cuando se trata de las propiedades de los conjuntos tales como la
de ser acotado, conexo, separable, se puede dar una idea de su signi-
ficado hasta a un laico utilizando ejemplos sencillos de subconjuntos
del eje real.

No sucede asi cuando se trata de la compacidad. Es una propiedad
que posee el intervalo cerrado [a,b] C R, pero la importancia de este
hecho salié a la luz apenas en la segunda mitad del siglo XIX, en
realidad hasta a los finales del siglo.

La compacidad del intervalo [a, b] constituye exactamente el con-
tenido del Teorema de Bolzano-Weierstrass.

En el ano 1894 Borel formué otra propiedad del intervalo cerrado
en R que resulta equivalente a la propiedad de Bolzano-Weierstrass no
solamente en el caso del intervalo sino para todos los espacios métricos.

Seguramente el teorema de Borel fue uno de los impulsos ma&s
importantes para el nacimiento de una nueva rama de matematicas, a
saber la topologi.

En la topologia general la compacidad secuencial del teorema de
Bolzano-Weierstrass y compacidad en seco, la del teorema de Botel
son conceptos distintos.

1. Compacidad sequencial

Historicamente el concepto de conjunto compacto aparecio en re-
lacién con los problemas donde se necesitaba encontrar sucesién con-
vergente dentro de un conjunto. Por lo tanto la definicién secuencial
de compacidad parece mas natural y mas manejable.

Sin embargo otras descripciones de espacios compactos como Teo-
rema de Heine-Borel, su generalizacién a espacios métricos generales
(Teorema 7.10), Teorema de Borel son de suma importancia no sola-
mente para los estudios de la estructura de estos espacios, sino también
para el estudio de funciones y aplicaciones definidas sobre espacios
compactos.

DEFINICION 7.1. Un espacio métrico (X, d) es compacto si para
cada sucesion (z,) en X existe una subsucesion (z,,) y * € X tales
que limy_ o0 T, = .

79
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Un comjunto K C X es compacto si el espacio (K, d) es compacto.

Observemos inmediatamente que por la definicién definicion la
propiedad ” K es compacto” es es intrinsica: no depende del espacio
X en el cual K estd sumergido, mientras se conserve la métrica en K.
Por esta razon no es necesario decir ” K es compacto en X”.

La compacidad de un intervalo [a, b] es la original causa de nuestro
intereés en este concepto. Por lo tanto repetimos aqui su demostracién
llamada por algunos ”la caza del leén”.

TEOREMA 7.2. (Bolzano-Weierstrass) Sean a, b € R, a < b. El
intervalo [a, b] es compacto.

DEMOSTRACION. Sean a,, € [a,b], n € N.

Para un intervalo finito I = [¢,d] C R denotemos por d(I) su
didmetro |d — ¢|. Vamos a probar que existe una sucesion descendiente
de intervalos Iy C [a,b] tal que d(I}) < lb;,f'
a T, para un numero infinito de indices.

Al menos uno de los intervalos [a, 2] o [%t2b] contiene z, para
un numero infinito de indices n. A este intervalo, lo llamamos I;. Si ya
hemos construido intervalos Iy, ..., I}, donde I} contiene a x,, para un
numero infinito de indices, partimos I en dos intervalos de la misma
longitud d(1Iy)/2 y aquell de los dos que contiene z,, para un nimero
infinitos de indices, lo llamamos I;,;. De tal manera obtenemos una
sucesion descendiente de intervalos y aseguramos que d(I) < ‘b;k“'.
Ademas cada intervalo contiene a z, para un numero infinito de
indices.

En seguida construimos, también por induccién, una subsucesion
z,, tal que z,, € I escogiendo como z,, cualquier elemento de la
sucesion que esté en de I;. Luego , si ya hemos obtenido z,,, ..., z,,,
podemos encontrar en I un elemento xy tal que N > ny, porque
I, contiene a x, para un numero infinito de los n’s. Definimos
entonces nyy; = N. La induccién nos permite obtener la subsucesién
deseada.

El hecho de que |z — x| < %, k, | € N significa que (x,,) es
una sucesion de Cauchy, entonces convergente en R a un elemento X.
El intervalo [a, b] es cerrado en R y por lo tanto z € [a, b]. El intervalo

[a, b] es compacto.
U

y tal que cada [; contiene

Los hechos siguientes son muy utiles para estudiar la compacidad
de conjuntos més complicados.

PROPOSICION 7.3. Sean K,, n = 1,...,k conjuntos compactos.
Entonces el producto cartesiano K; X --- X K} es compacto.
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DEMOSTRACION. En virtud de que
Ky x- - x Ky =Ky x (Ky--- x Ky)

es suficiente probar que K; X Ks es compacto y luego aplicar la
induccion.

Sea (zn,y,) una sucesién en K; x K. Por la compacidad de K;
existe una subsucesién z,, — x. Consideramos en Ky la subsucesién
(Yn, ), que por su lado tiene una subsucesién (ynkl) convergente con
respecto a [ a un elemento y € Kj. Obtenemos liml%m(xnkl,ynkl) =
(x,y). La compacidad del producto K; x K5 esta probada. [

PROPOSICION 7.4. Si K es un compacto y A C K es cerrado en
K entonces A es compacto.

La demostracion es inmediata directamente por la definicion de
conjunto compacto y Teorema 3.26.

Como aa aplicacion obtenemos inmediatamente el importante Teo-
rema de Heine-Borel.

TEOREMA 7.5. (Heine, Borel) Un conjunto K C R™ es compacto
si y solo si es acotado y cerrado en R".

DEMOSTRACION. Supongamos que K es compacto y que no es
acotado. Para cada conjunto finito {x1, ..., 2, } C K contenido en una
bola B(0, V) existe entonces un elemento z,,+1 € K que esta fuera de
la bola B(0, N 4 1). Para cada 1 < j < m tenemos ||x; — 41| > 1.

De tal manera podemos construir por induccién una sucesién ()
en K tal que para todos i # j se cumple ||z; — z;|| > 1. Esta sucesién
no tiene ninguna subsucesioén convergebte. La contradiccién demuestra
que K es acotado.

Si K no es carrado en R"™, por Teorema 3.26 existe una sucesion
(x,) en K que converge a z € R"\ K y cada subsucesién converge al
mismo x, entonces no tiene limite en K. Nuevamente, la contardiccion
demuestra que K tiene que ser cerrado.

Hemos probado: K compacto = K es acotado y cerrado.

Ahora suponemos que K es acotado y cerrado en R". Existe
una bola B(0,r) que contiena al conjunto K. Por lo tanto K C

[—r,r] x -+« x [=r,r] € R™ Como un subconjunto cerrado de pro-
ducto cartesiano de intervalos compactos, K es compacto.
O

En muchos espacios métricos existen conjuntos acotados y cerrados
que no son compactos.

EJEMPLO 7.6. En el espacio [ de sucesiones sumables definamos
C' = B(0,1) que es un conjunto cerrado y acotado.
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k

Sea r, = (0,.. .,0,/1\,0,0...). Tenemos ||g||; = 1 entonces rj €
C. Para k # j se cumple |ry — ;|1 = 2. La sucesién (rx) no tiene
ninguna subsucesion convergente, entonces C' no es compacto.

%

Los conjuntos compactos tienen una propiedad mas fuerte que
ser acotado y que, suponiendo que el conjunto es ademas acotado,
aseguran su compacidad.

DEFINICION 7.7. Un espacio métrico A es totalmente acotado si
para todo £ > 0 existe un subconjunto finito {ay,...,ar} C A (llama-
do € - red de A) tal que A C U?:1 B(aj,¢).

Usando el término de la cubierta, un conjunto {as,...,ax} C A es
una ¢ - red de A si las bolas B(a;,e) 1 < ik forman una cubierta de
A.

Cuando A es un subconjunto en un espacio X y estamos preguntan-
do si A es totalmente acotado, puede ser 1til la siguiente observacion.
El hecho de que los elementos de la red {ay,...,a;} pertenecen a A
no es transcendente.

PROPOSICION 7.8. Supongamos que para todo € > 0 existen
x1,...,x, € X tales que A C Ule B(z;,¢). Entonces A es totalmente
acotado.

DEMOSTRACION. La propiedad que satisface A se puede expresar
como: para cada ¢ > 0 existe en X una ¢ - red de A.

Sea £ > 0. Buscamos en X una ¢/2 - red {xy,...,x,} de A. Para
cada X; tal que B(x;,e/2) N A # 0, sea a; cualquier elemento de esta
interseccion.

Para a € A arbitrario existe 1 < j < m tal que a € B(z;,¢/2). Se
sigue

d(a,a;) <d(a,z;) +d(zj,a;) <e/2+e/2=c¢.
Hemos probado que aq,...,a,, es una ¢ - red en A.
O

La ultima Proposicion implica de inmediato que cads subconjunto
del conjunto totalmente agotado es totalmente acotado.

La propiedad principal de los conjuntos totalmente acotados esta
formulada en el teorema siguiente.

TEOREMA 7.9. Un conjunto A es totalmente acotado si y solo si
cada sucesién (a,) en A contiene una subsucesiéon de Cauchy.

DEMOSTRACION. Sea A un conjunto totalmente acotado y sea ()
una sucesion de elementos de A. Procedemos como en la demostracién
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de la compacidad del intervalo. Vamos a construir una sucesién descen-
diente (By) de conjuntos tales que cada By, estd cobtenido en una bola
de radio % y ademas para cada k existe un ntimero infinito de indices
n para los cuales x,, € By. El método de construccién es inductivo.
Sabemos que para ciertos ay, ..., a, € A se cumple A C U§:1 B(a;,1).
Alguna de estas bolas contiene los x,, para un niimero infinito de indi-
ces n y a esta bola la escogemos como Bj.

Supongamos que ya tenemos construidos los conjuntos B; D By D
-+« D By, tales que d(z,y) < % para x,y € B,,, 1 <m < k, y que
B, contiene un nuimero infinito de elementos de la sucesién. Como By,

es también totalmente acotado contiene una = - red {a¥,... af}.

k+1
Uno de los conjuntos By N B (af, %H) contiene un numero infinito de
elementos de la sucesién y a este conjunto, lo nombramos By .

Hemos obtenido por induccién la sucesién By. Sea (z,, ) una sub-
sucesién de la sucesion (z,,) tal que x,, € By. Para todos k, [ naturales
tenemos d(xy,, , Tn,,,) < k%l entonces esta subsucesiéon es de Cauchy.

Asi hemos probado la implicaciéon

(A - totalmente acotado) = (Cada sucesién en A tiene una subsu-
cesién de Cauchy).

Para probar la implicacién inversa veremos que cada espacio A que
no es totalmente acotado contiene una sucesién de elementos z,, € A
tales que para algin € > 0 d(x,, z,,) > €. Nuevamente la construccién
es inductiva y muy parecida a la que hemos usado en la demostracién
de Teorema de Heine-Borel.

Si A no es totalmente acotado, existe ¢ > 0 tal que para ningin
conjunto finito {a;}¥_, C A se logra la contensién A C U?:l B(aj,¢).
Empezando con cualquier a; € A, existe ay € A tal que d(aq,as) > ¢,
porque A ¢ B(aq,e). Luego, si ya tenemos el conjunto {ay,...,a;}
tal que d(a;,a;) > €, 1 # j, existe agy1 & U§:1 B(aj, ). La sucesién
(a,) obtenida inductivamente de esta manera no contiene ninguna

subsucesién de Cauchy.
O

TEOREMA 7.10. Un espacio K es compacto si y solo si es completo
y totalmente acotado.

DEMOSTRACION. Primero probamos que (K compacto) = (K es
completo y totalmente acotado)

Si K no es completo, contiene una sucesién de Cauchy (z,) que no
es convergente. Cada subsucesion de esta sucesion tampoco converge,
lo que es una contradiccon con la definicién de la compacidad. Cada
espacio compacto es completo.
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Cada sucesion en espacio compacto K contiene a una subsucesion
convergente, que es entonces de Cauchy. Teorema 5.9 implica que K
es totalmente acotado.

Pasamos a la demostracién de la implicacién (K es completo y
totalmente acotado) = (K compacto).

Cada sucesién (z,,) en K contiene una subsucesién de Cauchy
por Teorema 5.9, porque K es totalmente acotado. El espacio K es
completo entonces x,, — x para algun elemento de K. La compacidad
de K eta probada.

O

A continuacion consideramo el caso cuando K es un subconjunto

de un espacio completo.

COROLARIO 7.11. Sea X un espacio métrico completo y sea K C
X. Entonces K es compacto si y solo si es cerrado en X y totalmente
acotado.

Este corolario es consecuencia inmediata del teorema anterior,
porque un conjunto en un espacio completo X es completo si y solo si
es cerrado en X.

Los espacios totalmente acotados tienen otra propiedad muy no-
table.

TEOREMA 7.12. Cada espacio métrico totalmente acotado, en par-
ticular cada espacio compacto, X es separable.

DEMOSTRACION. Para cada n € N existe un conjunto finito A,, =
{of,... 2} } C X tal que X = Ufll B(ah,L). Sea C =, oy 4n- El
conjunto C' es numerable como unién numerable de conjuntos finitos.

Para probar la densidad del conjunto C' es suficiente ver que para
cada x € X y ¢ > 0 la bola B(z,e) contiene a un elemento de

C, es decir uno de los 2. Si n € N es tal que % < ¢ entonces

T < U§llB<x?a%> y existe j tal que x € B(x?,%) Por lo tanto
i € B (z, %), lo que termina la demostracion.

Obviamente existen espacios separables que no son ni siquiera
acotados. El eje real R es uno de los ejemplos.

2. Teorema de Borel

El teorema de Borel que presentamos a continuacion proporciona
una condicién necesaria y suficiente para la compacidad de un espacio
métrico. Como vamos a observar mas adelante, el criterio de Borel es
muy util para probar rdpido varios teoremas, pero su importancia no
termina aqi. En caso de espacios topoldgicos que no son métricos la
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compacidad secuencial es una propiedad més débil que la condicion en-
contrada por Borel. El teorema de Borel sugiere la correcta definicion
de compacidad para los espacios topoldgicos generales.

TEOREMA 7.13. (Borel) Un espacio métrico K es compacto si y
solo si cada cubierta abierta de K contiene una subcubierta finita.

DEMOSTRACION. Vamos a referirnos a la propiedad: ” cada cubier-
ta abierta de K contiene una subcubierta finita” como a ”la propiedad
de Borel”.

Empezamos probando que la propiedad de Borel implica la com-
pacidad porque esta demostracion es mas sencilla.

Suponemos entonces que K tiene la propiedad de Borel y para
¢ > 0 dado construimos la cubierta abierta K = |J,.x B(x,€). Sea
{Bx;,€)}F_, una cubierta finita, que es entonces una ¢ - red para K.
El espacio K es totalmente acotado.

Supongamos que K no es completo. Existe en K una sucesion
de Cauchy (z,) que no tiene limite en K. El conunto de todos los
elementos de la sucesion es entonces cerrado, porque contiene a todos
sus puntos de acumulacién (jNo hay tales!).

Sea Oy = K \ {z1,...,zx}. Usando los mismos argumentos vemos
que cada Oj es abierto. Pero Uf; O, = K, entonces tenemos una
cubierta abierta de K del cual podemos escoger una subcubierta finita.
Para un conjunto finito {zy,,...,z, } tenemos K = (Ji2, O;.

Esto es un absurdo, porque significa que la sucesién de Cauchy
divergente (x,) toma un numero finito de valores.

Este absurdo demuestra que K si es completo y por Teorema 7.10
es compacto.

Ahora probaremos que cada espacio compacto tiene la propiedad
de Borel. Sea O = {O,}aca una cubierta abierta del espacio com-
pacto K. Por Teorema 5.17 esta cubierta contiene una subcubierta
numerable que podemos denotar {O,, },en-

Sea U, = [J,_, Ok. Visiblemente U = {U,},en es también una
cubierta abierta que consta de una sucesion creciente de abiertos.
Supongamos que ninguno de los conjuntos U, cubre a K. Sea z, €
K \ U,. Existe una subsucesién convergente x,, — = € K porque K
es compacto. El limite x de esta subsucesién que tiene que pertenecer
a uno de los conjuntos de la cubierta, digamos = € U,,.

Existe N € N tal que para & > N z,, € U,, C U,,, que es una
obvia contradiccion.

Se cumple entonces K = U, = |J;_, Ok para n suficientemente
grande. La propiedad de Borel esta probada.

O



86 7. ESPACIOS COMPACTOS

La siguiente consecuencia de Teorema de Borel tiene numerosas
aplicaciones en analisis funcional.

TEOREMA 7.14. Un espacio métrico C' es compacto si y solo si
para cada familia decreciente de conjuntos cerrados F,, C C se cumple

ﬂnENFn 7A @

DEMOSTRACION. Si C es compacto y la familia F}, de conjuntos
cerrados es decreciente, entonces O,, = Fy es una familia craciente
de conjuntos abiertos. Si [,y Fn = 0, la familia Op}nen es una
cubierta abierta que no contiene una ninguna subcubierta finita. Esto
es imposible por Teorema de Borel. Entonces [, . £, # 0.

O

Aunque sabemos perfectamente de otros cursos que los nimeros
reales forman un conjunto no numerable, es interesante ver que este
hecho esta relacionado con la compacidad del intervalo [0, 1].

EjempLo 7.15. El conjunto [0, 1] no es numerable.

Supongamos que los nimeros reales del intervalo I = [0,1] se
pueden ordenar en una sucesion de elementos (z,,). El conjunto 7'\ {z;}
contiene a un intervalo cerrado Iy = [a,b]. El conjunto I; \ {x2}
contiene algin intervalo cerrado I3 ...

Siguiendo asi podemos construir una sucesion decreciente de inter-
valos compactos tal que () —, I, no contiene ningin elemento de la
sucesion (z,), entonces es vacio. Por Teorema 7.14 esto es imposible.

&

EJERrcIciO 7.16. Utilizando el método aplicado en Ejemplo 7.15
demuestre que el conjunto de Cantor no es numerable.

3. Aplicaciones continuas sobre espacios compactos

Las aplicaciones continuas sobre un dominio compacto tienen mu-
chas propiedades notables. En algunos casos la definiciéon secuencial
de la compacidad es mas conveniente para deducir estas propiedades,
en otros casos es més convienieete usar Teorema de Borel.

Aqui presentamo algunas de estas propiedades.

TEOREMA 7.17. Sea K un espacio compacto y sea X un espacio
métrico. Si F' € C(K, X) entonces F'(K) es un espacio compacto.

DEMOSTRACION. Si y, € F(K), n € N, existen a,, € K tales que
F(an) = yn. La sucesién (a,,) tiene una subsucesién convergente a,, —
a € K. La aplicacion F' es continua, entonces F(an,) = yn, — F(A)
es la buscada subsucesién convergente en F(K).

U
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En el caso de una funcién real obtenemos un resultado de suma
importancia.

COROLARIO 7.18. Sea K un espacio compacto. Sea f € C(K).
Entonces existen a, b € K tales que f(a) = méx,ex f(z) v f(b) =
minzGK f(SC)

DEMOSTRACION. El conjunto f(K) C R es compacto entonces
sup,ex f(x) vy infex f(x) existen y pertenecen a f(K) siendo su
maximo y minimo, respectivamente. Esto es exactamente lo que dice
el anunciado.

OJ

El anunciado de Corilario 5.12 se puede expresar brevemente: cada

funcién continua sobre un espacio compacto alcanza sus extremos.

TEOREMA 7.19. Sea K un espacio compacto. Si F' € C(K, X) es
una aplicacién biyectiva, entonces F~! € C(X, K).

DEMOSTRACION. Supongamos que z, = F(a,) = = = F(a).
Tenemos que probar que F~(z,) = a, — a = F~'(x). Si no es
asi, por la compacidad de K existe una subsucesiéon a,, — b # a. La
aplicacién F' es continua y se sigue F'(a,, ) — F(b) # F(a). Obtenemos
una contradiccién que termina la demostracién. [

Sobre un dominio compacto la continuidad de una aplicaciéon im-
plica su continuidad uniforme.

TEOREMA 7.20. Sea K un espacio métrico compacto y sea Y un
espacio métrico. Cada aplicacién continua F': X — Y es uniforme-
mente continua.

DEMOSTRACION. La demostracién es mucho mas sensilla si usa-
mos el teorema de Borel.

Sea € > 0. Para cada x € K buscamos r, > 0 tal que d(z,y) <r
implica d(F(x), F(y)) < /2. Las bolas B(x,r/2), x € K forman
una cubierta abierta del compacto K. Por Teorema de Borel existen
x1,...,7 tales que K = B(xy,r/2)U---U B(xg,r/2). Sean u, v € K
tales que d(u,v) < r/2. El elemento u pertenece a una de las bolas,
digamos u € B(x;,r/2). Se sigue d(v, z;) < d(v,u)+d(u,z;) < r. Por
lo tanto

d(F(u), F(v)) < d(F(u), F(x,)) + d(F(x;), F(v)) < e/2 + /2 = ¢

siempre que d(u,v) < r/2.
La continuidad uniforme esta probada.
O
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El dltimo de los resultados anunciados habla de la convergencia de
funciones reales y relaciona la convergencia puntual con la convergen-
cia uniforme que en general es mucho mas fuerte que la primera.

TEOREMA 7.21. (Lema de Dini) Sea K un espacio métrico compac-
to. Sean f,, € C(K) tales que para todo = € K f,(z) \, 0. Entonces
fn — 0 en C(K) es decir, la sucesién converge uniformemente.

DEMOSTRACION. Fijamos € > 0. Para cada x € K existe N, € N
tal que fy,(x) < e. Por la monotonia de la sucesién f,(z) < e para
todos n > N,. La funcién fy, es continua y existe r(z) > 0 tal que en
el dominio B(x,r(z)) el valor € mayoriza a fy, y a todas las fiunciones
siguientes.

La cubierta abierta K = |J,.x B(x,7(x)) tiene una subcubierta
finita K' = UJL, B(x;,7(z;)). Sea N = max{Ny,, ..., Nom}.

Siz e K, existe j tal que « € B(x;,r(z;)) y para todo n > N se
cumple 0 < f,(z) < e.

Hemos probado que sup,cg fn <€ paran > N.

Efectivamente la sucesién (f,,) converge uniformemente a cero.

O

4. Operadores en espacios de dimension finita

En la seccién 3 del Capitulo 6 hemos estudiado la continuidad de
aplicaciones lineales en los espacios normados, es decir de operadores.
Los resultados de la tltima secciéon conducen inmediatamente a resul-
tados importantes cuando adicionalmente los espacios vectoriales son
de dimension finita.

Vamos a demostrar que en este caso cada aplicacién lineal (ope-
rador) es continuo. Esta conclusién esté relacionada con otro hecho
importante de que todas las normas en un espacio de dimension finita
conducen a la misma topologia y a la misma convergencia.

DEFINICION 7.22. Sean || - || v || - ||" dos normas en un espacio
vectorial E. Decimos que las normas son equivalentes (|| - || ~ || - ||') si
existen A, B > 0 tales que

Allz| < [lz]" < Bl
para todos x € F.

La relaciéon ~ es una relacién de equivalencia, hecho cuya demos-
tracion dejmos como ejercicio.
Conocemos varios ejemplos de normas en el espacio R™: ||x||2 =
n 2 o n o ’ .
D=1 g Xl = 225 5], [[X[lee = méxi<<n 7], para mencionar las
mas importantes. Salta a la vista que en todos los casos la convergencia
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de una sucesion es equivalente a la convergencia de las coordenadas
de vector. Este fenomeno es de caracter mas general.

TEOREMA 7.23. Sea (E, || - ||) un espacio normado de dimensién
finita sobre el campo K =R 6 C.
Todas las normas en E son equivalentes.

DEMOSTRACION. Sea {b;}’_, una base del espacio E. Definimos
una aplicacién biyectiva entre el espacio K" y E:

A((ay)) = Z a;b;.

Visiblemente A es lineal. Investigamos la continuidad de A conside-
rando K" previsto de la norma euclideana [[(a;)ll2 = (3_}_, |aj|2)%.
Obtenemos

lAWa Dl = 13 asbsll <3 lasllib]
< Q1o IIbsI°)% = Bll(ay)ll>

donde hemos usado la desigualdad de Cauchy-Schwartz y hemos de-
notado B — (X7, |[by %)%,

La esfera unitaria S"! = {a € K" : ||a||y = 1} es compacta segiin
Teorema de Heine-Borel. Segtin Corolario 7.18 la funcién f alcanza su
minimo en la esfera. Este minimo, que denotamos por m, es positivo,
porque cada norma se anula inicamente en cero.

Sabemos entonces que para cada a = (a;) € K" de norma carte-
siana igual a 1 se cumple || Y77, a;bj|| > m. Para cada a # 0 tenemos
2519405

llall2

Tl
dad

€ S™1 entonces || || > m, lo que demuestra la desigual-

n n
1
m(>_la;*)2 =mlalz < D abyl.
j=1 j=1

para a arbitrario.
Hemos probado que para (a;) € K" arbitrario se cumplen dos
desigualdades

(3) m(Y_lagl*)z <1 asbll < B layl*)=.
j=1 j=1 j=1
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Si || -]/ es otra norma en el espacio F se cumple también

n n n

1 1

m' (Y la; ") < (1Y abyl" < B'Q a2,
j=1 j=1 j=1

para constatnes positivas m’, B’ que dependen tinicamente de la norma

|- 1"y de la base {b;}}_,.

Obtenemos
n n ) n
ml| Y absl” < mB'(Y_la;P)2 < B Y aby
j=1 j=1 j=1
n A BB’ n
< BB It < 22
j=1 j=1
Finalmente
m n n B n
PN abill < I byl < S ab
j=1 j=1 j=1
Las normas || - || ¥ || - || son equivalentes.
U
COROLARIO 7.24. Para cada espacio normado (E, || - ||g) de di-

mension n sobre K existe un operador lineal continuo J: £ — K"
cuyo inverso es también continuo.

DEMOSTRACION. Sea {bj,...,b,} una base en FE. Para a =
> i1 a;b; € E definimos J(a) = (ai,...,a,) € K".
El operador inverso tiene la forma J (a1, ..., a,) = X" a;b;.

Las desigualdades (3) que obtuvimos en la demostracién anterior

se traducen en
m||J(all; < |la||z < Bl[J(a.
La primera desigualdad expresa emtonces la continuidad del operador
J, mientras que la segunda la continuidad del operador inverso.
O

A un operador continuo entre dos espacios normados que tiene el

inverso continuo, lo llamamos isomorfismo de espacios normados.

TEOREMA 7.25. Sean (E, ||-||g), (F,||-||)r dos espacios normados
de dimension finita sobre un campo K iguala R 6 Cysea A: E — F
un operador lineal. Entonces A es continuo.

DEMOSTRACION. En principio probaremos que cada operador A
entre dos espacios euclidianos K", K™ es continuo. En ambos espacios
denotamos por || - ||z la norma euclidiana. Sea {ei,...,e,} la base
canénica en K" y sea {fi,...,f,,} la base candnica en K™.
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A(Z rjej) = ijA(ej) = Z T, Z ajpfy = Z Z z a1 f.
j=1 =1

j=1 k=1 j=1

Para a = 37", x;e; obtenemos el valor || A(a)|* estimado en forma
n o
A3 = Z|Z%%k| < Z Zlm O lagel = > lagelllal3,
k=1 j=1 j=1 jk=1

donde hemos aphcado la desigualdad de Cauchy-Schwartz.

La desigualdad demuestra la continuidad del operador A.

Dado un espacio normado (E,|| - ||g) de dimensién n podemos
construir segun 7.24 un isomorfismo de espacios normados J,: F —
K”. En caso del espacio F' de dimessiéon m existe un isomorfismo
Im: F— K™, 3

La composicién A = J,, o Ao J ! es un operador lineal entre
los espacios K" y K™ que es continuo por lo dicho al principio de la
demostracion. 3

Por otro lado A = J,, 0o Ao J ! es continuo como composicién de
operadores continuos.

O
5. Ejercicios

1. Describe los conjuntos compactos en un espacio de métrica
discreta.

2. Construya en R un conjunto numerable compacto con un
nimero infinito de puntos de acumulacion.

3. Construya una cubierta abierta del intervalo [0, 1) que no tenga
ninguna subcubierta finita.

4. Demuestre que el producto crtesiano de dos conjuntos totam-
letamente acotadoa es totalmente acotado. Utisalo para probar
que conjunto acotado en R™ es totalmente acotado.

5. Demuestre que la relacién ~ definida en la seccion 4 entre las
normas en un espacio vectorial E es una relacion de equivalen-

cla.
6. Demuestre que en cada espacio normado (R*, ||-||) una sucesién
a, = (an1, ..., ank) converge si y solo si para cada j la sucesién

numeérica (b,) = (a,;) converge.

7. Demuestre que cada subespacio vectorial en un espacio norma-
do de dimension finita es cerrado.
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10.

11.

12.
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Sean (E,||-1]), (E,]|-||) espacios normados y sea A: E'— F un
operador lineal. Demuestre que, si F es de dimension finita, A
es continuo.

¢ Demuestre que para cada conjunto A totalmente acotado en
un espacio normado (E, || - ||) la cdscara convexa conv(A) es
también totalmente acotada.

¢ Sea A un conjunto compacto en un espacio de Banach F.
Demuestre que conv(A) es un conjunto compacto.

¢ Supongamos que en el espacio métrico X cada subconjunto
infinito tiene un punto de acumulacién. Demuestre que X es
compacto.

Sean X, Y espacios métricos. Una aplicacion ¢: X — Y se
llama abierta si para todo conjunto O C X su imagen ¢(O) es
abierta.

Demuestre que cada funcion continua, abierta f: R — R
es monotona.



Capitulo 8

Espacios conexos

El concepto de conexidad tiene el origen muy natural. Se trata de
espacios que son ”de una sola pieza”.

Sin embargo, ni siquiera en el caso del eje real es obvio cuando
debemos considerar que un subconjunto se descompone en dos 6 més
piezas. Podemos escribir el imtervalo [0,1] en forma [0,1] = [0,3) U
[%, 1], pero esta descomposicién es solo una particién mental, porque
no tiene ninguna explicacién en la estructura del intervalo. Estas

1

: 4 7 7
dos.plezas estan "pegadas en el punto 35 que pertene(':e al segundo
conjunto, pero se puede aproximar por elementos del primero.

La situacion es diferente en el caso del conjunto [0, 1]\ {2} = [0, 1)U

d 2 )
(%, 1], cuando cada elemento de uno de los componentes esta separado
del otro componente.

La descomposicién consta de dos conjuntos no vacios que son
abiertos en el espacio que es la unén de estos conjuntos.

La definicién de conjuntos y espacios conexos empieza entonces con
la definicién de los espacios que no lo son, lo que dificulta al principio
el manejo de este concepto. Mucho mas transparente es el concepto
de conjuntos conexos por arcos, entonces ponemos la énfasis en los

ejemplos, donde se puede usar este criterio.

1. Espacios conexos

DEFINICION 8.1. Un espacio métrico (X, d) es disconezo si se puede
representar en forma X = O; U Oy, donde los conjuntos Oy, O son
abiertos, disjuntos y no vacios.

Un espacio es conexo, si no es disconexo.

&

En los espacios conexos los unicos subconjuntos a la véz abiertos
y cerrados son el mismo espacio y el conjunto vacio.

Asi como el concepto de compacidad, separabilidad, completez - 1a
conexidad es una mas de las propiedades del intervalo finito [a, b] que
se observa en casos de otros espacios y se estudia por separado.

Debemos ver primero que el intervalo si tiene dicha propiedad.

TEOREMA 8.2. El intervalo [a, b] es conexo.

93
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DEMOSTRACION. Vamos a llevar a contradiccién la suposicién de
que el intervalo es disconexo. Supongamos que [a,b] = O U Oz, donde
0O1N0O, = 0, los conjuntos son abiertos y no triviales. Existen entonces
x € O1, y € Oy y sin perder la generalidad podemos suponner que
x < y. El conjunto O; es abierto entonces para algin s € [a,b] se
cumple [z, s) C Ox.

Sea sy =sup{s € R: [z,s) C O1}.

El nimero s); pertenece al intervalo [a, b], entonces estd en uno de
los conjuntos Oy, Os.

Si sy € Oy, entonces [z, sp] € Oy. Nuevamente, por el hecho de
que el conjunto O; es abierto, para algin r > 0 se cumple [sp7, spr +
r) € O;. De tal manera [x,s) + ) C O;, que es una contradiccion
con la definicion de sy;.

Queda tnicamente la opcién sy, € Oq, pero esto implica (s, —
e,8p] C Og para cierto € > 0, porque Os es también abierto. Esto
también contradice la definicion de s;,. El intervalo no es disconexo.

O

En la dltima demostracion hemos usado como argumento decisivo
el orden que esta definido en el eje real. ;Como vamos a proceder por
ejemplo en el caso del disco en R?, que es también un conjunto ”de
una sola pieza”?

Los resultados siguientes proporcionan un método efectivo.

TEOREMA 8.3. Sea X un espacio métriuco conexo; Y un espacio
métrico y sea F': X — Y una aplicacion continua. Entonces F'(X) es
un conjunto conexo.

DEMOSTRACION. Supongamos lo contrario. Sea F(X) = O; U Oy,
donde Oy, O3 son conjuntos abiertos en F'(X), no vacios, mutuamente
ajenos.

Los conjuntos U; = F~1(0;), i = 1,2 son abiertos en X, no
vacios, mutuamente ajenos. Esto es una contradicciéon que demuestra
el teorema.

O

DEFINICION 8.4. Un espacio métrico X es conexo por arcos si para
cada par z, y € X existe una aplicacién continua 7: [0,1] — X tal

que ¥(0) =z, v(1) = y.

TEOREMA 8.5. Cada espacio métrico conexo por arcos es conexo.

DEMOSTRACION. Supongamos que X es conexo por arcos y sin
embargo disconexo con la descomposicion correspondiente X = O; U
O,. Existen entonces x € Op, y € Oy y una curva continua y: [ :=
[0,1] = X que inicia en X y termina en y.
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La imagen de ~ se descompne entonces en forma siguiente: v(I) =
Uy U U,, donde Uy = (1) N Oy, Uy = ~v(I) N Oq. El primer conjunto
contiene al punto x y el segundo al punto y, entonces ninguno de
los conjuntos es vacio, ambos son abiertos en 7(I) y su interseccién
es vacia. Hemos probado que 7(I) es disconexo, lo que es falso por
Teorema 8.2 y Teorema 8.5.

El espacio X es conexo.
O

Todos los conjuntos convexos en un espacio normado son obvia-
mente conexos por arcos y por lo tanto son conexos. También lo son
los conjuntos llamados estrellados.

EJEMPLO 8.6. Sea F' un espacio normado y sea £ C F'. El conjunto
E se dice estrellado si existe xp € E tal que para todo y € E y
0 <t<1secumple tzg+ (1 —t)y € E.

Un conjunto E es estrellado si el segmento lineal que une z( con
cualquier otro elemento de E pertenece a E.

Cada conjunto estrellado es conexo por arcos y de acuerdo con
Teorema 8.5 es conexo.

EJEMPLO 8.7. Si, existen espacios conexos que no son conexos por
arcos.
El subconjunto del plano:

C={(0,)eR: t e [—1,1]}U{($,sené): v e R\ {0}}

es Conexo y no es conexo por arcos, porque los puntos (0,0) y (%, 0)
pertenecen a C' y no se pueden unir con una curva continua dentro de

C.
O

Las operaciones de tomar una unién o interseccién de econjuntos
conexos no respetan la conexidad. Sin embargo existen teoremas sobre
este tema, como el resulrado siguiente sobre una ¢adena”de conjuntos
CONEXos.

TEOREMA 8.8. Sea C),, n € N una familia de conjuntos conexos.
Supongamos que C, N C,;1 # () para cada n € N. Entonces C =
U,en Cn es conexo.

DEMOSTRACION. Si C = O; U Oy donde O; N Oy = 0 y los
componentes son abiertos, entonces para cada n € N tenemos C,, =
(01N C,)U(O2NOy) Por la conexidad de C), uno de los componentes
es vacio, lo que significa que C,, C Oy o C,, C Os.
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Si, digamos, C; C Oy, la condicién C,, N C,.1 # () implica por
induccién que C,, C Oy para todo n € N es decir C' C Oy, mientras
que Oy = (.

El conjunto C' no es disconexo.

OJ

El hecho de que en el Teorema 8.8 consideramos tnicamente una
familia numerable de conjuntos representa cierta desventaja. Con los
mismos argumentos podemos demostrar el siguiente resultado.

TEOREMA 8.9. Sea C,, a € A una familia de conjuntos conexoe
en el espacio métrico X. Si () ,cp Ca # 0, entonces J, o Co €s un
conjunto conexo.

EJERrcIcIO 8.10. Demuestre que en el eje real couinciden los con-
ceptos: conjunto convexo, conjunto conexo, conjunto estrellado.

Una de las consecuencias de Teorema 8.8 es que cada espacio se
descompone en una unién de conjuntos conexos mutuamente desjun-
tos.

DEFINICION 8.11. Sea X un espacio métrico y sea z € X. La
componente coneza C(x) de x es el conjunto conexo mas grande que
contiene al punto x.

La componente conexa de C'(x) estd bién definida, porque es igual
a la unién de todos los conjuntos conexos que contienen a z (y que por
Teorema 8.9 es conexo). Por otro lado, si C(z) U C(y) # ), entonces
C(z) UC(y) es conexo, contiene a x y por lo tanto coincide con C(z).
De tal manera X = J,.y C(x) = ey C(u), donde U es el conjunto
formado a base del axioma de seleccién, que contiene un solo elemento
de cada componente conexa.

2. Funciones sobre espacios conexos

Hasta este momento hemos usado Teorema 8.3 como un medio
para el estudio de conexidad de conjuntos. En realidad se trata de
una herramienta de analisis de funciones continuas.

TEOREMA 8.12. Sea X un espacio conexo y sea f € C'(X). Si f
alcanza en X los valores a, b, entonces alcanza cada valor intermedio.

DEMOSTRACION. El conjunto f(X) C R es conexo y contiene por
suposicion a ambos puntos a y b. Contiene entonces a todo el intervalo
a, b].

O

He aqui otra aplicacion tipica del concepto de conexidad.
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EJEMPLO 8.13. FUNCIONES LOCALMENTE CONSTANTES
Sea X un espacio métrico. Supongamos que F': X — Y tiene la
propiedad siguiente:

VeeX dr>0,ceY flpan

C.

Decimos en este caso que F' es localmente constante.

Si el dominio X es conexo, cada funcién localmente constante, es
constante.

Sea ¢ un valor que F' alcanza en algin punto. El conjunto O, :=
{r € X : F(x) = ¢} es por lo tanto no vacio. Este conjunto es también
abierto por el hecho de que F' es localmente constante.

Sea B el complemento de O, en X y sea y € B. Por el mismo
argumento de que F' es localmente constante vemos que F' toma el
mismo valor F(y) # ¢ en alguna vecindad de y. El conjunto B es
abierto. La conexidad de X implica B = () y en consecuencia O, = X.
La funcién F' es constante.

%

La conexidad es una propiedad invariante bajo aplicaciones con-
tinuas entonces es invariante bajo homeomorfismos. En el ejemplo si-
guiente podemos ver como se puede aprovechar este hecho para de-
mostrar que algunas espacios no son homeomorfos.

EJEMPLO 8.14. j Existe un homeomorfismo entre R y R??

La respuesta es: jNo!

Supongamos que ¢: R?> — R es un homeomorfismo. La misma
aplicacién define un homeomorfismo entre R? \ {0} y R\ {4(0)}.

Obtenemos una contradiccién, porque R? \ {0} es un conjunto
conexo, mientras que R\ {¢(0)} no es conexo.

&

3. Ejercicios

1. Sea F un subespacio vectorial de dimensién n — 1 en R"™.
Demuestre que R™ \ E es disconexo.

2. Demuestre que un espacio métrico X es conexo si y solo si para
cada par de puntos z, y € X existe un conjunto conexo C' C X
tal que z, y € C.

3. Sea C' C X un conjunto conexo en un espacio métrico. De-
muestre que C' es conexo.
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11.

12.

13.
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. Sea {Aq}aca una familia de conjuntos conexos en un espacio

métrico X. Supongamos que para cada par ai, as € A se
cumple A,, N A,, # (. Demuestre que |J A, es conjunto

acA
conexo.
. Sea f: R — (—1,1) una funcién continua. Supongamos que
lim, , « f(z) = =1 y lim,_, f(x) = 1. Demuestre que f es
suprayectiva.

. #Seca A={reR: 1< |z] <2}. Sea

_J ==yl si zy > 0,
d(x,y)—{ lz| + Jy| —2, sizy <O.

Demostrar que el espacio (A, d) es conexo.
Demuestre que el conjunto
S={(v,y,2): P +y*+22=1, 2> 0}

€S Conexo.

. 4 Demostrar que el en R™ cada conjunto abierto y conexo es

CONnexo por arcos.

. Investigue la conexidad del espacio R con la métrica

B |£B — y|7 T —YE @7
d(z,y) = { 2, en otros casos.

Investigue la conexidad del espacio R? con la métrica

0, (1, 1) = (22,%2),
d pu—
(@) { 1] 4 |22 + |y — 92l (21, 91) # (22, 92)-

Sea X un espacio métrico. Para z, y, 2 € X sean vy, 72 €
C([0, 1], X') unas curvas continuas tales que v, (0) = z, 1(1) =
72(0) = y, 12(1) = 2. Construya una curva continua 7 tal que
7(0) =2, ~(1) = z.

Un espacio métrico se llama sc localmente conexo si cada punto
del espacio tiene una vecindad conexa. Demuestre que cada
espacio conexo y localmente conexo es conexo por arcos.
Sean X, Y espacios métricos. Una aplicacion ¢: X — Y se
llama abierta si para todo conjunto O C X su imagen ¢(O) es
abierta.

Demuestre que cada funciéon continua, abierta f: R — R
es mondtona.
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14. Sea X un espacio métrico y sea A C X un conjunto tal que
Int(A), Int(A°) # 0. Sea a € Int(A), b € Int(A°). Demuestre
que cada curva continua que une a con b se intersecta con la
frontera de A.

15. Sea A un conjunto conexo en un espacio métrico. ;Es conexo
el conjunto Int A?

16. Sea C' C R? un conjunto numerable. ;Es conexo el conjunto

R2\ C?
17. & Investigue la conexidad del conjunto

A= (Q°xQ)U(Qx Q) C R

18. & Investigue la conexidad del conjunto

B= (@xQ)U(@xQ) CR






Capitulo 9

Teorema de Ascoli

Este capitulo esta dedicado al problema de la compacidad de
subconjuntos en el espacio de aplicaciones continuas definidas en un
dominio compacto o al menos totalmente acotado.

Por razones histéricas en esta area se utiliza el término de familias
de aplicaciones en vez de conjuntos de aplicaciones.

Para un espacio K compacto y un espacio completo Y el espacio
C(X,Y) es métrico y completo. Un subconjunto § C C(X,Y) es
compacto si y solo si es cerrado y totalmente acotado (Corolario 7.11).

Tenemos que encontrar un criterio que nos permita averiguar de
forma mas sencilla cuando la familia F es totalmente acotada.

1. Familias de aplicaciones uniformemente equicontinuas

La propiedad que estamos estudiando en esta seccién es local y
el concepto tiene sentido para dominios X y codominios Y métricos
arbitrarios.

DEFINICION 9.1. Sea z € X. Una familia F de funciones F': X —

Y es equicontinua en x si para todo € > 0 existe r, > 0 tal que para
cada F' € F se cuample F(B(z,r,)) C B(F(x),¢).

La udltima condicion equivale a decir
d(z,y) <r, = d(F(x),F(y)) <e.

Dicho de forma no muy rigurosa, la equicontinuidad de una familia
de aplicaciones en un punto determinado x significa que todos los
miembros de la familia son continuos en este punto y ademdés su
crecimiento en la vecindad de x es "semejante”.

EJEMPLO 9.2. Sea L la familia de todas las funciones lineales
sobre R. Esta familia no es equicontinua en ningin punto x € R. Sin
embargo, si para algin C' > 0 consideramos Lo = {f € L : f(x) =
cx +b, conb € R, |¢] < C} obtenemos una familia de funciones
equicontinua en cada punto del dominio.

Este ejemplo se puede generalizar.

101
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En el espacio C'(R) de funciones derivables con la derivada conti-
nua en R escogemos

Fo={f € CYR): |f'(z)| < a parax € [-1,1]},

donde a > 0 es una constante.
Supongamos que 0 < x < 1. Por teorema de Fermat para cada
feFylr—y| <1—uxsecumple

[f(y) = flz)] < S [F Oz =yl < alz —yl.

Dado € > 0 podemos tomar r, = min{$,1 — 2} para cumplir la
condicion f((z — 1y, +712)) C (f(x) —¢, f(z) +€).

En el caso de —1 < x < 0 es suficiente tomar r, = x + 1.

La familia &, es equicontinua en todos los puntos del intervalo

(-1,1). O

DEFINICION 9.3. Una familia § C C(X,Y) se llama uniforme-
mente equicontinua si para € > 0 dado existe r > 0 tal que para
cualesquiera F' € ¥y x € X se cumple F(B(z,7)) C B(F(x),¢).

Todos los elementos de una familia uniformemente equicontinua
son entonces funciones uniformemente continuas y ademaés su rapi-
dez”de crecimiento tiene cota que no depende ni del punto ni tampoco
del miembro de la familia.

En el teorema siguiente vemos una vez més la importancia del
concepto de la compacidad.

TEOREMA 9.4. Sea K un espacio métrico compacto y Y un espacio
métrico. Si F C C(K,Y) es una familia equicontinua en cada punto
x € K, entonces F es uniformemente equicontinua.

DEMOSTRACION. En cierto sentido este teorema generaliza Teore-
ma 7.19 entonces el método de demostracion sera semejante. Nueva-
mente Teorema de Borel es el argumento méas conveniente.

Sea ¢ > 0. Para cada x € K tenemos r, > 0 tal que para F' € F
arbitrario

d(z,y) <r, = d(F(z),F(y)) <e.

La cubierta abierta K = J, . B(x,r,/2) tiene una subcubierta
finita: K = U,y B(@j,72;/2).

Escogems como 7 el valor %minlgjgk T,

Siz € B(xj,r.,/2) y d(z,y) <1 se sigue

d(y, ;) < d(y, x) + d(z, ;) <7,
Luego, para elemento arbitrario F' de la familia F obtenemos
d(F(x), F(y)) < d(F(x), F(x,,)) +d(F(y), F(z,,)) <&+¢e=2e.
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Hemos probado:
d@,y) <7 = d(F(2), F(y)) < 22

para cada F' € F.
La familia F es uniformemente equicontinua. [J

PROPOSICION 9.5. Sea K un compacto y sea Y un espacio métrico.
Si F C C(K,Y) es una familia uniformemente equicontinua entonces
F es también uniformemente equicontinua.

DEMOSTRACION. Para ¢ > 0 determinado sea r > 0 tal que para
cada F' € Fyd(z,y) < rsetiened(F(z), F(y)) <e.SeanF > F,, » F
uniformemente.

En particular para todo n € N tenemos d(F,(z), F,,(y)) < e. la
distancia es una funcién continua, entonces pasando al himite n —
oo obtenemos d(F(x), F(y)) < e. La cerradura de JF sigue siendo
uniformemente equicontinua. [J

2. Teorema de Ascoli

Como hemos advertido al principio del capitulo, nuestro propdsito
principal es determinar cuando una familia de funciones ¥ C C(K,Y)
es compacta con respecto a la métrica

d(F,G) = gsclellg d(F(z),G(x)).

Buscamos primero las condiciones necesariar para la compacidad

de F.

TEOREMA 9.6. Sea K un espacio compacto y Y un espacio métri-
co. Supongamos que F C C'(K,Y) es un conjunto compacto.
Entonces

1. para todo =z € K el conjunto {F(z) : F € F} C Y es
compacto,
2. la familia F es uniformemente equicontinua.

DEMOSTRACION. Para x € K fijo consideramoa la aplicacién
d.: C(K,Y) 5 F — F(z) € Y que es obviamente continua. Si F
es compacta en C(K,Y), su imagen bajo d, es compacta, lo que
demuestra el anunciado 1.

Como cada conjunto compacto la familia F es totalmente acotada.
Para ¢ > 0 determinado existen Fi,...,F, € F tales que ¥ C
U?:l B(Fjvg)'

Fijamos ahora un punto x € K y para cada 1 < 5 < k por
la continuidad de F; podemos encontrar r; > 0 tal que suponiendo
d(z,y) < r;j obtenemos d(Fj;(x), F;(y)) < ¢.
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Sea r = minj<j<; r;. Obviamente r > 0. Si F' € JF, existe j tal que
F € B(Fj,¢), lo que significa que d(F(u), F;(u)) < e, u € K.
Obtenemos finalmente para d(z,y) < r:
d(F(z), F(y)) < d(F(z), Fj(z)) + d(Fj(z),
< d(F(2), Fy(a)) + d(Fy(x),
< €+e+e=3e.

F(y))
Fi(y)) + d(F;(y), F(y))

La familia & es equicontinua y por Teorema 6.4 es uniformemente
equicontinua.

O

Teorema de Ascoli es casi exactamente inverso al teorema anterior.

TEOREMA 9.7. (Ascoli) Sea K un espacio compacto y sea Y un
espacio métrico completo. Si F C C(X,Y) es un conjunto cerrado,
equicontinuo y para todo = € K el conjunto {F(z) : F € F} es total-
mente acotado, entonces F es compacto.

DEMOSTRACION. Como parte introductoria a la demostracion de-
bemos establecer una notacion acerca de las aplicaciones entre conjun-
tos finitos. Sea Z un conjunto de k elementos: Z = {z1,...,2,} vy sea
P ={p1,...,pm} un conjunto de m elementos. El espacio de todas las
aplicaciones 7: A — B consta de m”* elementos. Lo vamos a denotar
por T.

El espacio C'(K,Y") es completo y por suposiciéon F es un conjunto
cerrado, entonces para probar que J es compacto nos falta demostrar
que J es totalmente acotado.

Fijamos ¢ > 0 y procedemos a construir una ¢ - red para F.
Gracias a Proposicién 5.8 es suficiente buscar la red {Fy,..., F,} de
elementos que pertenecen a un espacio métrico en el cual F se sumerge
isométricamente. Escogemos como este espacio B(K,Y") - el espacio
de todas las aplicaciones acotadas de K en Y con la misma métrica

d(F,G) = 22}13 d(F(x),G(x)).

Nuevamente, gracias a la compacidad de K, la familia F es uniforme-
mente equicontinua y para cierto r > 0 la condicién d(z,y) <r, F € F
implica d(F(x), F(y)) < €. Ahora aprovechamos que K es totalmente
acotado y buscamos una 7/2 - red para K. Existen zy,...,2, € K
tales que K = ;<) B(x;,7/2).

Necesitamos sin embargo una descomposicién de K en conjuntos
mutuamente ajenos pero tales que cada uno de ellos esta dentro de
alguna de las bolas B(x;,7/2). Definimos entonces Z; = B(xy,7/2),
Zy = Blxa,r/2) \ Z1 y asi sucesivamente Z; = B;(z;,7/2) \ U, Z:.

De tal manera aseguramos las propiedades:
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1°Z; C B(j,r/2),2° ZinZj=0sii#4,3° K=, Z.

En seguida seleccionamos en cada conjunto z; € Z; arbitrario.

Por la suposicion P; = {F(z;) : F € JF} es un conjunto total-
mente acotado y la unién finita P = U;?:l P; es también un conjunto
totalmente acotado en Y.

Sea P = {p1,...,pm} una e - red para P.

Vamos a definir m* funciones ”escalonadas” en B(K,Y) asociando
a cada aplicacién 7: Z — P una funcién F; € C(K,Y) que toma
valores constantes en cada uno de los Z;.

Sea F(x) = 7(z;) cuando x € Z;.

La definicién es correcta porque cada x pertenece a un unico Z;.
La funcién F. es acotada porque toma solo a lo mas k valores.

Ahora es suficiente probar que {F, },cr es una, digamos 2¢ - red
para el conjunto J.

Dado F' € J arbitrario tenemos que encontrar 7 tal que para cada
x € K se cumpla d(F(x), Fr(z)) < e.

Tenemos que definir el valor 7(z;) € P para cada z; € Z, 1 <
Jj < k. Tomamos entonces F(z;) € P y buscamos p; para el cual
d(F(z),pi) < €.

Luego definimos 7(z;) = p;. Finalmente hacemos estimaciones para
x € Z;, recordando que d(F(z), F(z;)) < e:

d(F(z), Fr(z)) = d(F(z),p;) < d(F(z), F(z) + d(F (2, pi)
< e4¢e=2¢,

g

Vale la pena observar que en la ultima parte de esta demostracion
hemos probado un hecho que se puede considerar otra version de
Teorema de Ascoli.

PROPOSICION 9.8. Sea K un espacio compacto y sea Y un espacio
métrico. Si F C C(X,Y) es una familia equicontinua y para todo
x € K el conjunto {F(x): F € F} es totalmente acotado, entonces F
es totalmente acotado.

Entre muchas aplicaciones del Teorema de Ascoli algunas son de
caracter general entonces las presentamos como teoremas separados.

TEOREMA 9.9. Sea O C R™ un conjunto abierto acotado y sea
K = 0. Sea Fy ¢ C(K) un conjunto acotado. Entonces la cerradura
de Fy en C(K) es compacta.
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DEMOSTRACION. El conjunto Fy es acotado en el espacio CV(K)
cuya norma esta definida por la férmula

1/ llay = sup [ f(x)] + sup || f(x)
zeK zeK

|.
Existe A > 0 tal que para toda f € &

sup | f(x)] + sup || f'(z)] < A.
zeK zeK

En particular en cada punto = € K el conjunto {f(z) : f € Fp} es
acotado en R, entonces totalmente acotado.
Por otro lado tenemos para x, y € K

[F(@) = F@) < sup [ )lle =yl < Allz =yl

de donde concluimos que la familia es equicontinua.
La familia de funciones ¥ C C(K) satisface las suposiciones del
teorema de Ascoli, entonces es compacta.

O

EJEMPLO 9.10. Teorema de Ascoli tiene aplicaciones importantes
en la teorfa de funciones analiticas. Una de ellas es Teorema de Montel.

SeaD={2€C: |z|] <1} yD. ={2€C: |z] <r}. Una
sucesion de funciones f,, € C(D) converge a f casi uniformemente si
para cada 0 < r < 1 la sucesién de restricciones f,|D, converge a f|D,
uniformemente.

Esta convergencia no corresponde a una convergencia en un espacio
normado, pero si podemos construir una métrica d en C(D) tal que
d(fn, f) = 0 si sy solo si f,, — f casi uniformemente.

Sea 1, =1 — =7 y sea du(f, ) = sup,ep, [f(2) = g(2)].

A esta métrica, le corresponde la convergencia uniforme sobre el
espacio D, .

La funcién d,, es una métrica sobre C'(DD,,,) para cadan € Ny la
funcién definida por

>~ 1 dn(f,9)
d(f,g)ZZ?n'm

n=1

es una métrica en C'(D).

La convergencia con respecto a esta métrica significa la convergen-
cia casi uniforme.

Denotemos por A(D) tan llamada &lgebra del disco, es decir el
subespacio de C'(D) de funciones que son analiticas en D y continuas
sobre su frontera. El espacio A(D) hereda la norma del espacio C(DD).
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TEOREMA 9.11. (Montel) Sea & C A(D) un subconjunto acotado.
Entonces cada sucesién f,, € J tiene una subsucesion f,, que converge
casi uniformemente a una funcion f acotada y analitica en ID.

DEMOSTRACION. Existe A > 0 tal que para todo z € Dy f e F
se cumple |f(z)] < A.
Teorema integral de Cauchy nos permite representar cada elemento

de A(D) como f(z) = [, L% de donde f'(2) = — [, {Z(’ffj;g Para

z—w

0<r<1lyzeD, obtenemos
B 1 27 f(eit)e“dt

/ f(w)dw _ 1
g (2 —w)? 21 |y (2 —eit)?
Ll A

o Jo |z —et]2 T 1=

[F(A =

La familia F, de resticciones al conjunto D, de los elementos de F
es acotada y tiene las derivadas acotadas entonces por Teorema 9.9
la familia F, es compacta. Existe una subsucesién fn, que converge
uniformemente en C'(D,) entonces tiene un limite que es una funcién
analitica en D, y continua en D,,.

Aplicamos estos argumentos al caso r; = % y denotamos por f!
la sucesién obtenida. Para ry = £ existe una subsucesion de (f!) que
converge uniformemente en D,.,.

Siguiendo asi podemos definir por induccién funciones f* de tal
manera que para cada k € N la sucesién (f¥) de variable n es una
subsucesién de (f*~!) que converge uniformenmente en D,, cuando
n — oo. En cada D,, la funcién f;, = lim,_, f,’f es una acotada por
A y analitica en D,, . De tal manera obtenemos una sola funcién f
analitica, acotada definida univocamente en todo ID.

Vamos a probar que f]) — f casi uniformemente en . Para
0 < r < 1 existe 7, > r entonces es suficiente demostrar que f;
converge uniformemente sobre cada D,, .

Existe Ny tal que para n > N |f(2) — f¥(2)] < e. Obviamente
podemos escoger N > k. Por la definicion de una subsucesion para
cada m > N el elemento [} es de forma [, para algin n > Nj. Por
lo tanto |f(2) — f'(z)| < € cuando m > Nj.

O

3. Ejercicios

1. Sean X, Y espacios métricos. Para cada x € X definimos una
aplicacién 0,: BC(X,Y) — Y por la férmula d,(f) = f(z).
= Demuestre que d, es una aplicaciéon continua.



108

2.

9. TEOREMA DE ASCOLI

» Sea F C BC(X,Y). Demuestre que F es una familis equicon-
tinua en zy € X siy solo si la aplicacion

X 3>z — b,y € BCOF,Y)
es continua en xg.

= Muestre que si F es uniformemente equicontinua, dicha apli-
cacion es uniformemente continua.

¢ Sea F C BC(X,Y) una familia equicontinua. Sea
U={reX: {f(z): f €T} estotalmente acotado}.

Muestre que U es un conjunto abierto y cerrado en X. Supongamos
que U # (). Muestre que para X compacto y conexo la familia F
es totalmente acotada.

. Sea V un conjunto abierto y acotado en R. Sea k(+,-) € BC'(V x V).

Denotamos por K el operador integral definido sobre C'B(U) por

la formula:
/fxy

Demuestre que K (B ( ) es un conjunto totalmente acotado en
BC(U).
. Sea X = {0, ;, é, ... }. Utilizando Teorema de Ascoli describa los

conjuntos compactos en C'(X).

. Para X = {0,%,1 ...} demuestre que {f € C(X) : |f(z)| < |z|}

) 99 3
es compacto.



Capitulo 10

Teorema de Stone-Weierstrass

El teorema clasico de Weierstrass afirma que cada funcion real con-
tinua sobre un intervalo finito [a, b] se puede aproximar uniformemente
por polinomios.

Su generalizacién, Teorema de Stone-Weierstrass generaliza este
resultado en dos aspectos. Resulta que el mismo fenémeno se observa
en el espacio de funciones continuas sobre cualquier espacio compacto,
si en lugar de los polinomios usamos un &algebra de funciones que
contiene a la funcion constante y separa los puntos del dominio.

Cuando consideramos el espacio de funciones continuas complejas
hay que anadir otra condicion: de que dicha algebra es invariante bajo
la operacion de la conjugacién compleja.

Como vemos, la estructura algebraica del espacio de funciones
continuas tiene papel importante en esta area, entonces dedicamos
la primera seccién del capitulo a la presentacién de elementos de
estructura del espacio C(K).

1. La reticula de funciones continuas

Sea (K, d) un espacio métrico compacto y sea C(K) el espacio de
todas las funciones continuas reales sobre K.

El conjunto C(K) es:

1. un espacio normado con la norma || f|lec = sup,cx | f(2)].

Ademas,

2. C(K) es un élgebra con el producto de la multiplicacién punto
por punto:

fa(z) = f(z)g().
La multiplicacion considerada como operacion
C(K)x C(K) > (f,9) = fg € C(K)

es continua. La desigualdad || fg]lco < ||f]loollg]leec conduce a

1fg = hkllo = 1lfg =+ [k = hklo <[[f(g = F)llco + [[(f = P)Flloo
< fllsollg = Elloo + [1Elloc|[f = hllo-

La convergencia (h,, k,) = (f,g) en C(K) x C(K) implica efecti-
vamente la convergencia h,k, — fg.

109
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3. C(K) es una reticula lo que significa, que para cada f € C(K)
la funcion

f+(113) = { f(l’), f(l‘) Z 0‘

pertenece al espacio C(K).

La misma propiedad del espacio C(K) se puede expresar en otra
forma.

Si definimos

v —f@), f(x) <0
f(@) ‘:{ 0, flz) >0,

obtenemos las relaciones [~ = —(—f)" y f = f* — f~, mientras que
fl=f"+r.

De tal manera, el hecho de que C'(K) es una reticula significa que
es un espacio cerrado con respecto a cualquiera de las operaciones:
f=ff=fof—=|fl

Sean f, g € C(K) y sean

fAg(x) :=min{f(z),g(r)},
fVg(r) =méx{f(z),g(x)}

Observemos la relacién que tienen estas operaciones con las ante-
riores. A saber:

fAg) = 2@ + @) — 17(@) — gla)),

N

fVg(r)= Q(f(l‘) +g(z) + | f(x) — g()].

La forma mas sencilla de probar estas relaciones es verificarlas punto
por punto considerando los casos f(z) < g(x) y f(x) > g(x).

El hecho de que C(K) es una reticula significa que las operaciones
A, V actuan dentro de este espacio.

TEOREMA 10.1. Cada subélgebra cerrada de C'(X) es una reticula.

DEMOSTRACION. El primer paso en la demostracién es la prueba
que la funcién [0,1] > ¢ — v/t € R se puede aproximar uniformemente
por polinomios de la variable t. Este hecho es interesante por si mismo,
cuanto mas que la prueba es constructiva.

LEMA 10.2. Existe una sucesiéon de polinomios p,, que converge a
la funcién v/t uniformemente sobre [0, 1].

DEMOSTRACION DEL LEMA. Definimos py(t) = £, po(t) =t — £
y luego pnii1(t) = pa(t) + (£ — pi(1))/2.
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Primero veamos que en el dominio [0, 1] se cuample p,(t) < 1. Para
este fin calculamos

1

L=pua(t) = 1=pa(t) = (t = p(t)/2 = (1= pul(t)* + %(1 —1) 20,

mientras 0 < ¢ < 1. Al mismo tiempo la sucesién p, es mondtona
creciente. Lo probamos por induccion.
Efectivamente, se cumple py(t) — p1(t) = £ — % > 0. Luego

1 1
Pnt1 —Pn = Dn+ §(t _pi) — Pn-1 — 5(1; _pi—l)

- (pn - pn—l)(l - %(pn +pn—1)'

El segundo factor es no negativo en [0, 1], entonces, si por la
hipétesis inductiva tenemos p,, — p,—1 > 0, la férmula implica p, 1 —
pn > 0 para todo n. La sucesion p, es mondtona creciente, acotada
por el valor 1, entonces converge puntualmente. Por Lema de Dini
obtenemos que la convergencia es uniforme a una funcién continua,
no negativa q(t).

Queda por probar que ¢(t) = v/t. En la relacion p,,1(t) = p,(t) +
(t —p2(t))/2 pasamos al limite n — oo y obtenemos q(t) = q(t) + (t —
q(t)?)/2, que implica inmediatamente q(t) = /1.

¢

Ahora, si f € C(K) y p es un polinomio, denotamos

p(f)(t) = p(f(1)).

Cuando una sucesién de polinomios p,, converge uniformemente sobre
el ontervalo [a,b] y f € C(K) toma valores en el mismo intervalo, la
funcién p,(f) converge uniformemente sobre K.

Para cada f € C(K) la funcién f/||f||~ toma valores en el inter-
valo [0, 1]. Tomando la sucesién de polinomios p,, convergente a v/t en
este intervalo obtenemos

o\ e el
hmp"(ufnzo) RS

donde la convergencia es uniforme sobre K.
Si A es una subélgebra de C'(K) que contiene a la funcién constante
y [ € A, para cada polinomio p el elemento p(f?) pertenece a A.

n—oo

. z. _2
Luego, como hemnos visto [ f]/[| fllec = 1imy 00 pn (Hzfugo

Si A es ademaés cerrada, el valor absoluto de f pertenece a A como
limite uniforme de elementos de A.

0
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Teorema 10.1 implica que cada subalgebra cerrada de C(K) es
cerrada también con tespecto a las operaciones A y V.

Terminamos los preparativos relacionados con Teorema de Stone-
Weierstrass con un resultado muy sencillo pero importante.

PROPOSICION 10.3. Sea A una subalgebra de C(K). Entonces la
cerradura de A en C'(K) es también un élgebra.

DEMOSTRACION. Si f, g € A, existen f,, g, € A tales que f, — f
y g4 — g. Como hemos visto en la misma seccién, f,g, — fg, entonces

fg € A. El espacio A es un algebra.
O

Recordemos que una familia F C C(K) separa los puntos de K, si
para cada par de puntos x # y en K existe f € F tal que f(z) # f(y).

2. Teorema de Stone-Weierstrass. Version real.

TEOREMA 10.4. Sea K un espacio métrico compacto. Si A es una
subalgebra de C'(K) que contiene a la funcién 1 y separa los puntos
de K, entonces A es densa en C(K).

DEMOSTRACION. Primero, dados dos niimeros reales a # by z # y
en K, construimos una funcién h € A tal que h(x) = a, h(y) = b.
Existe g € A tal que g(z) # ¢(y), porque la familia A separa los
puntos del dominio. La funcién

(b —a)(g(u) — g(x))
9(y) — g(z)

tiene las propiedades deseadas. (Solo en este momento usamos la
suposicién de que A contiene a la funcién constante.)

Sea f € C(K) y sea € > 0. Debemos encontrar un elemento g del
4lgebra A que satisfaga f —e < g < f +e¢.

Fijamos zg € K y sea z € K. Buscamos h, € A tal que h,(zg) =
f(zo) v h.(2) = f(z) . La funcién h, — f es continua y se anula en z,
entonces existe un radio r(z) > 0 tal que para y en la bola B(z,7(z))
se cumple h,(y) — f(y) < e.

Después de haber construido las funciones h, y los radios corres-
pondientes r(z) para todos z € K, representamos K = |, B(z,7(2)).

El espacio K es compacto, asi que esta cubierta abierta de K tiene
una subcubierta finita:

h(u) = a+

K =

J

B(zj, (%))

1

n
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Sea gy, = h., A+ - -Ah(z,). Esta funcién pertenece a A y satisface las
condiciones g,, = f(z0) ¥ 9u(y) < f(y) + € para todos y € K. Por la
continuidad de las funciones existe R(zg) tal que parau € B(xq, R(20))
se cumple f(u) — e < gz (u).

Ahora consideramos la familia de todas las funciones g,, y los
radios R(xg) > para todos zy € K.

La cubierta K = (J,.x B(x, R(z)) tiene una subcubierta finita
K = U2y Bla Bl,).

La funcién g = ¢,, V - -+ V g,, que es elemento de A satisface para
u € K arbitrario f(u) —e < g(u) < f(u) +¢.

Los elementos del dlgebra A aproximan a cada elemento de C'(K)
en la norma || - || v, como A es cerrado en esta norma, obtenemos

A =O(K).
O

3. Teorema de Stone-Weierstrass. Version compleja.

El hecho de que las funciones consideradas en la seccién anterior
eran reales fue usado en la demostracion del teorema. Esto no significa
todavia que realmente la suposicion era necesaria. Para darse cuenta
de que en el caso de dlgebra C'(K,C) se necesita agregar otras supo-
siciones para obtener subalgebras densas, veamos un ejemplo clasico.

EJjEMpPLO 10.5. Tomemos como dominio de funciones el disco
unitario cerrado en C: D = {z € C : |2] < 1}.

Sea A el algebra de funciones polinomiales de variable z restringi-
das al disco con la norma || || que es una subélgebra en C(DD, C) que
contiene a las funciones constantes y obviamente separa los puntos del
disco. Las funciones que son limites uniforme sde elementos de A son
analiticas en el interior del disco. Obviamente no todos los elementos
de C(D, C) son analiticos, entonces A # C(D, C).

&

TEOREMA 10.6. Sea K un espacio métrico compacto. Una subalge-
bra A C C(D, C) es densa si y solo si separa los puntos de K, contiene
a las funciones constantes y es cerrada con respecto a la operacion de
la conjugacién compleja f — f.

DEMOSTRACION. Si A es cerrada respecto a la conjugacién com-
pleja, las operaciones de tomar las partes real e imaginaria de funcio-
nes:

Ref=S(f+7), Imf=o(f-7)

actuan también dentro de A.
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~_ Si denotamos A= {feA: f=f}, se cample Re(A) UIm(A) C
A.

El espacio A es un édlgebra real, subalgebra de C'(K). Ademas, A
separa los puntos de K, porque para r # y existe f € A, que separa
eatos puntos. Tenemos f(x) = Re f(x)+iIm f(z) # Re f(y)+ilm f(y)
y por lo tanto Re f(z) # Re f(y) 6 Im f(z) # Im f(y). En qualquier

caso algin elemento de A separa los puntos.

Por Teorema 10.4 obtenemos A = C (X). Para elemento arbitrario
g =Reg+ilmg existen fi, f» € A tales que IReg — filloo < €/2y
IIm g — f2ll < €/2, de tal manera que ||g — (fi + i f2)||c < &, donde
f1 +1 fQ c A.
U

4. Aplicaciones

Teorema de Stone-Weierstrass proporciona un método de construir
subconjuntos densos en espacios de funciones lo que crea una relacién
con el estudio de la separabilidad de estos espacios.

TEOREMA 10.7. Sea (K, d) un espacio métrico compacto. El espa-
cio C(K) es separable.

DEMOSTRACION. El espacio K es separable de acuerdo con Teore-
ma 7.12. Sea {x, }nen un conjunto denso en K y sea f,(z) = d(z, x,).
Los elementos de la familia defunciones f,,, n € N son continuas y
separan los puntos de X.

Efectivamente, si d = d(z,y), existe n € N tal que d(z, z,) < d/3.
Por la desigualdad de triangulo f,,(y) = d(y, z,,) > d(z,y) —d(x, z,) >
d—d/3 = %d. La funcién f,, separa los puntos = y y porque f,(y) —
fulz) > %d — %d = %d.

Sea A el espacio vectorial generado linealmente por funciones de
forma

(4) ot s

donde n;, k; € NU{0}.

Visiblemente la suma y producto de dos combinaciones siguen
teniendo la misma forma, entonces A es un algebra de funciones, que
contiene a funciones constantes.

Por Teorema de Stone-Weierstrass A es denso en C'(K). Sea Ag el
subconjunto de estos elementos de A que son combinaciones lineales
con coeficientes racionales.

Si g € A se puede representar en forma g = ZTZI a;g;j, donde cada
funcién g; es de forma (4), podemos encontrar g, ..., ¢, tales que
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|aj—qa'|<m , 7 =1,2,...,m. Se sigue

lg — ZngJHOO = || Z 4)9ill < Z la; — ¢;lllg;llc <e.

J=1

El espacio Ag es denso en A y por lo tanto es denso en C'(K).

Queda por probar que el conjunto Ag es numerable.

Un espacio vectorial sobre el campo Q es numerable si y solo si
su base es numerable. La base de Ag estd formada por funciones de
forma (4). Es suficiente demostrar que el niimero de estas funciones
es numerable. Cada una de estas funciones esta determinada por dos
sistemas de nimeros enteros no negativos (ny,...,ny), (ki,...,ky),
donde N recorre el conjunto N U {0}.

La base del espacio no es mas numerosa que (Jyey N2V v este
espacio es numerable como afirman Corolario 5.4 y 5.5.

O

Los teoremas famosos como Teorema de Stone-Weierstrass deben
su importancia al hecho de que encuentran muchas aplicaciones en
analisis y en otras dreas de matematicas. Sin embargo la mayoria de
las aplicaciones no consiste en el uso directo del Teorema sino necesitan
la creacion de un vinculo - un "puente” entre el problema original y
el Teorema.

Tratandose del Teorema original de Weierstrass podemos formular
varios problemas a los cuales a primera vista no se aplica el Teorema.

Si una funcién continua sobre el intervalo [—1, 1] se anula en cero,
jes posible aproximarla solo por polinomios que se anulan en cero?

Si la funcién del espacio C[—1,1] es simétrica (o antisimétrica),
Jpodemos aproximarla por polinomios simétricos? (resp. antisimétri-
cos?)

Las funciones que se anulan en cero, si forman un algebra, pero
dicha algebra no contiene la unidad y sus elementos no separan los
puntos del intervalo [—1, 1]. Las funciones simétricas tampoco separan
los puntos, mientras que las funciones antisimétricas ni siquiera forman
un algebra.

Sin embargo la solucién de estos problemas estd a mano gracias al
Teorema de Weierstrass.

TEOREMA 10.8. Sea K un espacio métrico compacto y sea xg € K.
Sea A C C(K) un algebra que separa los puntos de K y contiene a la
funcién constante 1. Si Ag = {f € A: f(xo) = 0}, entonces

Ao={feA: f(z)=0}.
DEMOSTRACION. Sea f € C(K) tal que f(xy) = 0. Por Teorema
de Stone-Weierstrass existen f,, € A tales que f,, — f uniformemente.
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En particular f,(xy) — 0. Sean g, = f, — fa(zo). Se cumple
entonces g, € Ag para cadan € Ny g, — f uniformemente.
O
Otros problemas mencionados arriba también se pueden formular
y resolver en forma mas general. Para una funcién f sobre un espacio
vectorial £ denotemos f(z) = f(—z). Una funcién es simétrica o par

o

si f = f v antisimétrica o imparsi f = —f.

TEOREMA 10.9. Sea K un conjunto compacto en un espacio nor-
mado E y tal que —K = K. Sea A C C(K) un algebra que separa los
puntos de K, contiene a la funcion 1 y satisface f € A = f c A.

Cada funcién simétrica (antisimétrica) de C'(K) se puede aproxi-
mar uniformemente por elementos simétricos (resp. antisimétricos) de

A.

DEMOSTRACION. Cada funcién f sobre K se puede representar en
forma unica como suma de componente simétrica é antisimétrica:

Fla) = 5(7@) + F(=2) + 5(F(@) = F(=2) = Fua) + Fula).

Una funcién es simétrica si f = fs y es antisimétrica si f = f,.

Sean f, € A tales que f, — f uniformemente. Sea sigue, (f,)s —
fsy (fu)a = fa- Si f es simétrica obtenemos f = f; = lim, oo (fn)s ¥
en caso de una funcién antisimétrica f = f, = lim, o (fn)a-

O

La compacidad del dominio es una suposicién importante para la
validez del Teorema de Stone-Weierstrass. Sin embargo, en el caso
de algunos dominios no compactos el Teorema proporciona resultados
interesantes sobre la aproximacion uniforme de funciones continuas.

Antes de presentar estos corolarios formulamos un lema sencillo
sobre la convergencia uniforme.

LEMA 10.10. Sea (X, dx) un espacio métrico y sea (f,) una suce-
sion de funciones acotadas sobre X convergente uniformemente a la
funcién f. Sea (Y,dy) y sea ¢: Y — X una aplicacién suprayectiva.
Entonces la sucesion f,, o ¢ converge uniformemente a f o ¢.

Sea Co(R) = {f € C(R) : lim, .+ f(z) = 0}. El espacio C(R)
es obviamente una subalgebra cerrada del dlgebra (vea Ejercicio 10.11)
BC(R) que no contiene a la funcién 1.

TEOREMA 10.11. Sea A una subdlgebra de Cw(R) que separa los

puntos de R y cuyos elementos no tienen ningin cero comun en R.
Entonces A = C(R).
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DEMOSTRACION. La funcién de variable compleja 7(z2) = %=

1z+1

transforma el eje real en la circunferencia S = {z € C : |z| = 1}.
Su imagen es S\ {1} y cuando z — +o0 se tiene 7(x) — 1.

La funcién inversa que es de forma 77 !'(w) = % satisface

entonces ¢ — 1 = |77!1(e")] — oo. De tal manera 7 define un
homeomorfismo entre Ry S\ {1} y ademds para f € C(R) se cumple
lim,_; fo77'(2) = limpy e f(z) = 0.

Para f € C(R) la composicién fo7! es una funcién continua en
S\ {1} que tiene limite cero en 1, entonces se extienda a una funcién
continua sobre S y nula en 1.

Denotando Cy(S) = {f € C(S) : f(1) = 0} definimos una
aplicacion T': C(R) — C41(S) por la féormula

ri) = { § S27 R

Visiblemente T es una isometria lineal suprayectiva, porque su inverso
es el operador que asocia a g € C1(S) la composicién g o 7.

Las funciones de forma T'f, f € A forman en C(8) una subalgebra
B que separa los puntos de S. (Suponiendo que en ningin punto de
R se anulan todos los elementos de A hemos asegurado que el punto
1 se puede separar de otros elementos del circulo por argin elemento
Tf, feA).

Por teorema 10.8 el dlgebra B es densa en C(S) y como T es una

isometria, A es denso en Co(R).
0

DEFINICION 10.12. Un espacio métrico (X, d) se llama o-compacto
si existe una familia numerabla de conjuntos compactos K, C X,

n € N tal que X = J,,cy Kn-

El ejemplo principal de un espacio o-compacto es el espacio eucli-

diano que se puede representar como R" =, .y B(0,m).

DEFINICION 10.13. Una sucesién de funciones ( f,,,) continuas sobre
un espacio o-compacto X = |J,,cy Km converge a la funcién f casi
uniformemente si para todo m € N

lim sup [f,(z) — f(z)] = 0.
n—oo $€Km

En otras palabras, f,, — f casi uniformemente si para cada m € N
fulk,, = flk,, uniformemente.

Teorema de Stone-Weierstrass conduce a un teorema sobre la apro-
ximacién casi uniforme de funciones continuas sobre un espacio o-
compacto.
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TEOREMA 10.14. Sea X un espacio o-compacto y sea A C C'(X)
una subdlgebra unital que separa los puntos de X. Para cada f € C(X)
existe una sucesion f, € A tal que f, — f casi uniformemente.

DEMOSTRACION. Sea Cp, = [J;_; K;. Obviamente los conjuntos
Cp, son compactos y X = J,,cy Cm-

Denotamos: A,, = {fl|c,, : [ € A}.

Por Teorema de Stone-Weierstrass A,, es una subalgebra densa en
C(Cy). Existe f,, € A tal que

1
sup | fm(z) — f(2)] < —.
z€Cp, m
Asi, inductivamente ubtenemos una sucesion de elementos de A. Gra-
cias a que C,, es una sucesion creciente se sigue para cada m € N,

n>m:
sup |fule) = f()| < -

xGCm

La sucesiéon f,, converge casi uniformemente con respecto a la familia
de compactos C,,. Por el hecho de que K,, C C,, la sucesion converge
casi uniformemente con respecto a la familia original K,,.
OJ

La convergencia casi uniforme, asi como la hemos definido no
corresponde a la convergencia con respecto a una norma determinada
sino a un sistema de normas en los espacios C(K,,). Sin embargo
si se puede introducir en el espacio C'(X) una métrica D tal que la
convergencia casi uniforme f,, — f tenga lugar siy solo si D(f,, f) —
0.

Esta métrica se define de la manera siguiente: sea || f||,, = sup,eg,, |f(2)]
y sea

1 = gllm
D(f,9) =D om 71
2 T gl
Utilizando los resultados de Problemas resueltos 12.2, 12.3 y 12.7
es faacil demostrar que efectivamente D es una métrica en C'(X) y que
la convergencia en el espacio (C(X), D) coincide con la convergencia
casi uniforme.

5. Ejercicios

1. Encuentre una subdlgebra de C(R) que separa los puntos de R
y cuyos elementos se anulan en cero.
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. . . 12,2
. Demuestre que el espacio vectorial de funciones de forma p(z)e~*"*

donde p es un polinomio y a € R es un numero fijo, es denso en
Cx(R).

. Sea f € Cla,b]. Demuestre que si para todon = 0,1,2,... se tiene

ff t" f(t)dt = 0, entonces f = 0.

. Una funcién f sobre R se dice periodica con periodo a si para todo

x € R se tiene f(x+a) = f(z). Demueste que cada funcién conti-
nua, periodica con periodo 27 se puede aproximar uniformemente
por combinaciones lineales de funciones 1, sennzx, cosnx, n € N.

. Demuestre que cada funcién periédica continua es acotada é ni-

formemente continua.

. Demuestra que cada funcién continua sobre el disco unitario D C

C se puede aproximar uniformemente por funciones de forma
P(z,Zz), donde P es un polinomio de dos variables.

Demuestre que los polinomios de forma P(z) no son densos en

o(D).

8. Demuestre que el espacio C(R) es separable.

9. Obtenga las versiones complejas de los teoremas de la tltima

10.

11.
12.
13.

14.

seccidn.

Sean X, Y espacios métricos compactos. Sea A el conjunto de
funciones sobre X x Y de forma

Fla.y) =3 o)),

donde ¢; € C(X), ¢, € C(Y). Demueste que A es denso en
Clz xY).

Demuestre que el espacio Coo(R) es cerrado en BC(R).
Demuestre Lema 10.10.

Demueste que para cada espacio o-compacto X la funcién D(,-)
definida al final del cap “ftulo es una métrica en el espacio C(X) y
que la convergencia en esta métrica coincide con la convergencia
casi uniforme.

¢ Formule y demuestre la version vectorial de Teorema de Weiers-
trass para el espacio C'(K,R™), donde K es un subconjunto com-
pacto de R™.






Capitulo 11

Sugerencias y soluciones

1. Espacios métricos
1. 4 En el espacio N x N definimos la funcién:

0, n=m,
d(n,m):{ 1+ n#m.

n—+m’

Demuestre que d es una métrica en N.
En el espacio N x N definimos la funcién:

0, n=m,
d(n,m):{ 1+ n#m.

n+m’

Demuestre que d es una métrica en N.

SOLUCION. Unicamente la desigualdad de triangulo necesita la
demostracion. Si entre los tres numeros m, n, k dos de ellos
coinciden, la desigualdad 4° se cumple.

Suponemos que los tres nimeros son distintos y debemos probar

que
1
1+ <1+ +1+-—,
n—+m n—+k k+m
lo que equivale a que
1 1 1
<1+ +
n+m n+k k+m

y finalmente a
(nk) (k+m) < (net-m) () (k-+m0) + (n-4m0) (b+-m) & () (n+ k).

Desarrollando la expresién que aparece del lado izquierdo obtene-
mos el valor

nk + k% +mn + km.

En la expresion del lado derecho entre otros términos positivos
si aparecen el valor nk, el valor km y el valor nm. Ademés aparece
el término nk? que no es menor de k2. Sin hacer més calculos vemos

que la desigualdad es cierta.
|

121
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. Demuestre que las siguientes funciones son métricas en el espacio R"
y en el caso de R? traza las bolas unitarias correspondientes.

a. d(a,b) = Z?:l |a; — bl

b. d(a,b) = méxi<j<, |a; — bj|.

C. d(a, b) = \/Z?:l Cj|CLj — bj|2, donde cj > 0,1 <53 <n.

Sugerencia:
En los tres casos se trata de métricas asociadas a una norma. Es
suficiente demostrar que las funciones
n

a. |lall =325 [a;l,
b. |laf] = mdxi<;j<p |a;],

_ n 2
¢ lall = y/225=1 cilay]
son normas.
Unicamente la desigualdad de triangulo en el caso c. no es obvia. Sin
embargo, conocemos esta desigualdad en caso de la norma euclidiana

- 1 _ 1 _ 1
O la+ 5172 < O lagl)z + O o).
j=1 =1 =1

Aplicala a los vectores
a' = (y/C1a1,/C2az, . .. ,\/Cnay) Yy b' = (\/C1b1,\/Caba, ..., \/Cnby).

. La métrica del bosque.
Demueste que la siguiente funcién en el plano es una métrica.
Para a = (a1, a,), b = (b1, by) € R? sea

_ |a1|+|a1_bl|+|b2|a al%blv
d(a7 b) - { |a2—bQ|, alzbl.

Dibuja la bola centrada en el punto (1,1) y de radio 2.

Sugerencia:

Como sugerencia agregamos el comentario sobre la interpretacion
geométrica de esta métrica.

El eje horizontal X se interpreta como el terreno de un bosque com-
puesto de "drboles”: los ejes verticales. (Un bosque bastante espeso).
Si los puntos a, b se encuentran sobre la misma recta vertical (sobre el
mismo “drbol”), la distancia entre ellos se mide a lo largo del ”drbol”:
d(a,b) = |ag —bs|. Cuando a, b se encuentran sobre "drboles”distintos
(a1 # b1), para medir su distancia tenemos que bajar del "arbol”al
terreno recorriendo la distancia |as|, luego sobre el terreno cubrimos
la distancia entre los dos "drboles”que es igual a |a; —by| y finalmente
llegamos al punto b recorriendo a lo largo del ”drbol”la distancia |bs|.
En este caso entonces d(a,b) = |a| + |ay — by| + |ba].
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4. Demuestre que la siguiente funcién es una métrica en R?, explique su
nombre ”la metrica de puente” y traza la bola centrada en (1, —1) de

radio 1 + v/2.

\/(a1 — b1)2 + (CLQ — 62)2, si (CLQ Z O, bg Z O)

d(a b) _ 0 (CLQ <0, by < O),
’ Vai+ a3+ /b + b3, si (ay >0, by < 0)
é(GQ <O, ba 20)

Sugerencia:

El eje horizontal tiene el papel del " rio” y el punto (0,0) es el "puen-
te”. Si los puntos a, b se encuentran del mismo lado del "rio”, me-
dimos su distancia eucidiana. Si estos puntos estdn de lados opuestos
del "rio”, para llegar del punto a al punto b tenemos que llegar pri-
mero al puente recorriendo la distancia ||a|| y luego cubrir la distancia
del puente a b que es igual a | b]|.

5. Demuestre que la siguiente funcién es una métrica en R?:

d(a,b) = V(ar — 1)+ (ag — by)?, siexistet € R, a=tb,
’ \/ ai + a3+ \/ b3 + b3, si tal nimero no existe.

Sugerencia:

Si dos puntos son proporcionales, su distancia coincide con ||a — b||,
es decir con su distancia euclidiana. En caso contrario la distancia es
igual a ||a|| + b]|.

Para probar la desigualdad de triangulo

d(a,b) <d(a,c)+d(c,b)

debemos considerac los casos siguientes:

a) los tres puntos son proporcionales y entonces la desigualdad coincide
con la del eje real,

b) los puntos a y b son proporcionales y ¢ es linealmente independiente.
En este caso la desiqualdad toma la forma

la = bl < {laf| + [le[| + [16[] + [l<]

asi que es obvia.
c. b y ¢ son proporcionales y a es independiente. La desigualdad que
queremos probar dice:

lall + [[oll < llall + llel| + [|b — <]
y esta se verifica facilmente.

6. Traza las siguientes bolas en el espacio métrico del ejercicio anterior:
B((070)71)7 B(<171>71>7 B<<171)72)
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. En el espacio R? con la norma ||(z,y, 2)||1 = |z| + |y| + |z| describa la
bola unitaria B(0, 1).

Sugerencia:

Entre muchos posibles métodos de describir esta bola, podemos empe-
zar investigando su interseccion con el octante O = {(z,y,2) : © >
0,y >0,z > 0}.

La condicion ||(x,y, z)||1 <1 se vuelve mds sencilla tomando la forma:
r+y+z<1l. Como ONB(0,1) obtenemos el conjunto de puntos de
O por debajo del plano de ecuacion z =1—x — y.

Recorriéndo otros octantes del espacio obtenemos como B(0,1) el
octagono de vértices (1,0,0). (—1,0,0), (0,1,0), (0,—1,0), (0,0,1),
(0,0,—1) y que tiene forma de dos pirdmides pegados con sus bases
cuadradas.

Sea A={xeR: 1< |z[] <2, 2 #1}. Sea

_ |$_y|7 sl [lﬁ'y>0,
d(z,y) = { lz| + y| =2, sizy <O.

Demuestre que d es una métrica en A.

Sugerencia:

El espacio (A, d) es muy peculiar. Aunque, aparentemente A consta de
dos piezas separadas, el espacio es conexo. (Vea Capitulo 12, Problema
12.x)

Visiblemente la funcion es no negativa en su dominio, es simétrica y
se anula unicamente para x = y.

En forma explicita A = [—2, —1]U[1,2]. En cada conjunto por separado
la métrica estd definida como la métrica natural del eje real. Queda
por probar la desigualdad de triangulo d(z,y) < d(x,z)+d(z,y) en los
casos, cuando los argumentos x, y, z no pertenecen al mismo intervalo.
Observe que la distancia no cambia si cambiamos a la vez los signos
de ambos argumentos. Por lo tanto es suficiente considerar dos casos:
lL.z=14u,y=14v conu,v >0, z€[-2,—1].

2.x=1+u,vy, z € [-2,—1]. Escriba las desigualdades deseadas en
cada caso y verds que se cumplen trivialmente.

. Demuestre que si una bola de radio 7 esta contenida en una bola de
radio 3, ambas son iguales.

Sugerencia:

Suponemos que B(x,7) C B(y,3). Tomamos u € B(y,3) y queremos
probar que u estd en la bola B(x,7), es decir que d(u,z) < 7. Por
suposicion d(z,y) < 3. Aplica la desigualdad de triangulo.

Busca una version mas general de este ejercicio.
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10. Sea (X, d) un espacio métrico. En el mismo conjunto X x X definimos

11.

5 B d(gj,y), cuando d(.’ll',y) S 17
d(l’,y) - { 17 cuando d<x7y) > 1.

Demuestre que d es una métrica en X y que z, — x en (X,d) siy

solo si @, — = en (X, d).
Sugerencia:
Partimos de la desigualdad detriangulo para la métrica original d:

d(z,y) < d(z,u) + d(u,y).

Primero pensamos en el caso de d(z,y) > 1, cuando J(x,y) =1<
d(x,y). Si al menos uno e los valores d(z,u), d(u,y) supera a 1, la
desiqualdad 1 = d(z,y) < d(z,u) + J(u,y) es obvia, porque del lado
derecho tambén aparece el valor 1.

En caso contrario

d(z,y) =1 < d(z,y) < d(z,u) + d(u,y) = d(z,u) + d(u,y).

El caso de d(z,y) < 1 es mds sencillo todavia, entonces hazlo tu

mismo.

¢ Sea (X, d) un espacio métrico y sea (x,y) = d(x—,y)’ x,y € X.
1+d(x,y)

Demuestre que ¢ es una métrica en X.

SOLUCION. Las propiedades 1°, 2°, 3° de la métrica se cumplen visi-
blemente. Queda por probar la desigualdad de trangulo 4°:

d(z,y) _ _d(z,u) d(u, y)
l+d(z,y) — 1+d(z,u) 1+ d(u,y)

Para este fin es suficiente demostrar que, dados los numeros no-
negativos a, b, ¢ tales que a < b+ ¢, se cumple

a b n c
l4a " 140 1+4c¢

Partimos de la desigualdad a < b+ ¢ y continuamos:
a(l+0b)(14+¢) = a+ab+ ac+ abc
< b+c+ab+ ac+ abc+ be + abe + be
= b(l+a)(l4+c)+c(1+b)(1+a).

Dividiendo ambos lados de la desigualdad entre (1 + a)(1 + b)(1 + ¢)
obtenemos la férmula deseada.
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¢ Sea f: R — R una funcién no negativa que se anula unicamente en
cero. Sea §(z,y) = f(zr —y). {Cuando § es una métrica?

SOLUCION. Ya hemos asegurado que § es una funcién no-negativa
que se anula unicamente cuando x = y. Para asegurar la propiedad
3° de la métrica tenemos que suponer que f es simétrica, es decir
f(=z) = ().

Supungamos ahora que § es una métrica, es decir f(x —y) < f(z —
u) + f(u —y) para x, y, v € R arbitrarios. En particular, poniendo
u = 0 obtenemos f(z —y) < f(z)+ f(—y) para todos z, y, entonces
también f(z +y) < f(z) + f(y).

La ultima desigualdad es entonces la condicién necesaria para que o
fuera una métrica.

Supongamos que f es positiva, simétrica, se anula inicamente en cero
y satisface f(a +b) < f(a) + f(a) para todos a, b € R.

Tomando a = x — u, b = u — y se sigue

o(z,y) = fle—y)=fla+bd) < fla)+ f() = fle—u)+ flu—y)
= O(z,u) 4+ 0(u,y).

La funcién § es una métrica.

Hemos obtenido el siguiente resultado:

Una funcion de forma 6(z,y) = f(z — y) define una métrica sobre el
eje real si y solo si es no-negativa, simétrica, se anula unicamente en
cero, y es subaditive, es decir satisface f(x +vy) < f(z) + f(y) para
todos x, y € R.

|

¢ Sean 0y (z,y) = |z —y|?, d2(z,y) = v/|x — y|. Cual de estas funciones

define una métrica en R?

SOLUCION.

En ambos casos podemos usar el resultado que obtuvimos resolviendo
el problema anterior.

La funcién 22 no es subaditiva, porque (1 +1)? > 12 + 12, entonces d;
no es una métrica.

La funcién \/m es creciente y para x, y del mismo signo se tiene

izl < y/lel+ 23/l + ol = (VT + VIl = Vie+vTl
Si x y y son de signos opuestos, tenemos +/|z +y| < +/|z|+ |y

entonces la desigualdad sigue valida.
La funcién \/|x| es subaditiva y J, es una métrica.
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14. ¢ Para 0 < p < oo sea [P el espacio de sucesiones reales (a,) tales que
D onet an]? < 00
a. Demuestre que para 0 < p < 1 la funcién dy((an), (bn)) =
Yo i |an — by|? es una métrica.

=

b. Demuestre que para 1 < p < oo la funcién ||(a,)|l, = O o |an/?)
es una norma.

SOLUCION.
a. Vamos a usar el resultado probado en Ejercicio 12 para mostrar
que para 0 < p < 1 la funcién (z,y) — |z — y|P es una métrica en R.
Debemos verificar la desigualdad |z + y[P < |z|P + |y|P. En el caso de
p= % lo hemos hecho resolviendo Ejercicio 13. Ahora necesitamos un
método mas general.
Para y > 0 fijo consideramos la funcién f(x) = |z|P+|y[P — |z +y|?. La
funcién f es derivable con derivada continua f’(z) = plx[P~t — p|lr +
y|P~'. Cuando p < | la funcién u — wP~! es decreciente sobre R,.
Obtenemos

FX)=p(|zP~ =z +y[P~) >0
para z, y > 0. La funcién f se anula en cero y es creciente, entonces

0 <zl +[yl” = |z +yl

que es la desigualdad buscada.
Por el resultado probado en Ejercicio 12 obtenemos la desigualdad
la =0 <|a—c|P +]|c—b]P
que podemos aplicr a las coordenadad de los elementos (ay), (by,),
(¢n) € IP. Sumando las series obtenemos

[e.9] o0 [e.o]
D an = ba? < an — cal? + ) len — bal”-
n=1 n=1 n=1

b. El propésito es demostrar que para p > 1 se cumple

(Siwene) = (S« (Sr)
n=1 n=1 n=1

suponiendo que las sumas del lado derecho son finitas.

Esta desigualdad se llama la desigualdad de Minkowski. Para obte-
nerla tenemos que probar otras desigualdades importantes, a saber la
desigualdad de Young y la desigualdad de Holder.

Para p = 1 la desigualdad es conocida. Suponemos entonces que p > 1.
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Desigualdad de Young

Como sabemos del curso de Caélculo la funcién exponencial e* es
convexa pues tiene la segunda derivada positiva en todo su dominio.
La convexidad significa que para todos z, y € R 0 <t < 1 se cumple

ety < ge® 4 (1 —t)eY.

Al denotar a = e*, b = €Y, t = 11—7, g=1—1t= p%l obtenemos la
destgualdad de Young:
1 1
arbi < —a+ ~b,
p q

paraa,b>0yp>1,%+$:1.
Desigualdad de Holder

Supongamos ahora que ||(an)|l, < ooy [|(bn)l, < oo.

= |“;‘p b= % y aplicamos la desigualdad de Young
n)llq

Hacemos a
para obtener

|@nbn| 1 |anl? —l—l b1
Han)llpl1(Bn)llg — 2 Ilan)lls ¢ [1(bn)lla

Sumamos en ambos lados de la desigualdad se llega a:

Zn:l ’anbn’ S 1 1 — 1’
(@) llpl[(Ba)llg — 2 g

que se puede escribir como

[(@nba)lls < ll(@n)llp + 11 (0n)llg;

y que es precisamente la desigualdad de Holder.

Desigualdad de Minkowski

En el dltimo paso suponemos que ||(an)|l, < oo v [|[(bn)]l, < oo.
Primero verificamos que ||(a, + by,)]|, < 0.
Estimamos:

|an + bn|” < (Jan| + [bn])? (2méx{|an], |bn[})"

<
< 2%(lan]” + |0n]?).
Sumando de ambos lados la desigualdad vemos que al menos

[(an +bn)llp < 2°( (@)l + [[(bn) ) < oo
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Ahora buscamos una estimacion mas fina.

[(an +ba)ll; = Z | + by|” = Z |an + ba [P~ ay, + by
n=1

n=1
o (o]
< > an + balP Manl” + D lan + bal? 7 bal”
n=1 n=1

Ahora viene la parte mas ingeniosa de esta demostraciéon. Nuevamente,

sea q = 1%. Observemos que
D (lan 4027 = " an + bal” < 0.
n=1 n=1

Tenemos un par de sucesiones (|a,|) € 7, (|b,|) € Py (Jap+b,|P71) € 14
con % + é = 1. Podemos aplicar la desigualdad de Holder en ambos
casos. Obtenemos

(@ +b)l2 < > an + balPHanlP +> lan + bal"~ b, ?
n=1 n=1

< ((@n + 00" Dlall (@) llp + 11((@n + 02)" )l Ba)
1(an + ba)l5 ™"l (@n)llp + [1(Bn) [ln)-

Dividiendo ambos lados entre ||(a,+by)||>~" obtenemos la desigualdad
de Minkowski que es la desigualdad de triangulo para la funcién || - ||,

A diferencia del caso de p < 1 la funcién || - ||, es positivamente
homogénea: ||t(an)||, = |t|||(an)],, entonces esta funcién es una norma.
|

Sea C([a,b]) el espacio de las funciones continuas sobre el intervalo

la,b]. Para f € C([a,b]) sea

b
1l = / F(8)dr.

Demuestre que || - ||; es una norma en C/([a, b]).

Sugerencia:

Todas las propiedades de esta funcion son consequencias de la positi-
vidad de la integral y de la funcion valor absoluto.

Para una funcion no negativa y continua f se cumple f;f(t)dt > .
Ademds la integral es lineal con respecto a la variable f.

Las propiedades 1, 3, 4 se deducen de inmediato.

Para obtener la propiedad 2 tenemos que aprovechar la continuidad de
la funcion.
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Si f # 0 la funcion |f| toma en algin punto el valor positivo. Si
|f(z)| =r > 0en algin intervalo [x — 0,z + §] se cumple |f(t)| > r/2
Yy fab |f(t)dt > ro. Efectivamente || f|l1 = 0 implica f = 0.

Demuestre que la funcién definida en el espacio M, «,(C) de matrices

complejas n X n por la formula ||A|| = (tr(AA*))z es una norma.
(Para A = (a;;) se define A* = (c;;) con ¢;; = ay; y tr(A) = >0, aj;.)

Sugerencia:
El espacio de matrices My«,(C) como espacio vectorial es lo mismo

que C. Calcula (tr(AA*))2 usando las definiciones correspondientes
y verds que ||All = (Y27, |ai;|2)2, lo que es la norma conocida en el

espacio euclidiano de dimension n?.

Sea X un espacio métrico arbitrario y sea Y un espacio métrico
discreto. Pruebe que B(X,Y’) es un espacio discreto.

Sugerencia:
El espacio Y es acotado, entonces en este caso el espacio B(X,Y)
coincide con el espacio de todas las aplicaciones F': X — Y.

La norma en B(X,Y) estd definida como D(F, G) = sup,cx dy (F(z), G(y))

y en nuestro caso dy toma unicamente los valores 0 y 1.
¢ Te falta algo para terminar?

¢ Sea (X, d) un espacio métrico y sea a € X. Sea X el espacio de todas
las sucesiones a = (a;) con valores en X y tales que ) °°, d(a;, a) < co.
Demuestre que la funcion D: X x X — R dada por la féormula

o0
E d(aj, b;
j=1

estd bién definida y es una métrica en X.

SOLUCION Por la desigualdad de triangulo que satisface la métrica d
tenemos

o0 o0

> d(a;,b;) i d(a;,a)+d(a,b;) Zda], +Zdab
j=1

Jj=1

entonces la funcién D estéd bién definida.
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La funcién es no negativa y se anula solo si b = a. La desigualdad de
triangulo para D también se deduce de inmediato:

D(a,b) = Zd(aj,bj) <Y (d(aj, ;) + d(c;, b))

j=1

- id(aj,cj) - f:d(cj,bj) = D(a,c) + D(c, b).

|
Pruebe que en un espacio normado (F, || - ||) para cada x € E se tiene
1
|z|| = inf{t > 0: JT € B(0,1)}.
Sugerencia:

Sea A={t>0: 1z € B(0,1)}. Verifique que para t > |z||, tenemos
|z|| < 1, y por lo tanto t € A. Esto implica ||z|| < inf{t > 0: 1z €
B(0,1)}. Luego considera t, \, ||z| para obtener la igualdad.

¢ Sea RY el espacio de todas las sucesiones reales con su estructura

natural de espacio vectorial. Demuestre que en RN no existe ninguna

norma tal que (aj,) = a, — a = (a;). implique a;,, — a; para
. n—oo n—o0

todo 7 € N.

SOLUCION. Supongamos lo contrario: que para cierta funcién || - || el
espacio (RY, || - ||) es normado y que la convergencia en esta norma
implica la convergencia puntual.

Esta ultima suposicién significa que las formas lineales ¢;, 7 € N
definidas por la férmula ¢;((ax)) = a; son continuas. Obviamente
estas formas son lineales, entonces para cada j existe C; > 0 tal que
a5 = I3 (@)] < Cllall (vea Ejemplo 6.16).

Sea ¢ = (jC;). Para cada j se cuple entonces jC; < Cjl|¢|| y como
C; > 0, se obtiene una contardiccién j < ||(¢)||, j € N.

No existe ninguna norma de propiedades indicadas.

Demuestre que el espacio ® de todas las métricas definidas en el
conjunto X es un cono convezxo, es decir para todos d, d € © y para
todos s > 0, t > 0 se cumple sd +td' € D.

Sugerencia:
Hemos supuesto que el coeficiente s de la combinacion lineal no es
nulo, lo que asequra que la funcion D = sd + td', obviamente no

negativa se anula unicamente para x = y. Para obtener la desigualdad
de triangulo para D la escribimos para d y d', en sequida multiplicamos
ambos lados de los dos por coeficientes adecuados y las sumamos.
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Sea (E,|| -||) un espacio normado y sean (z,), (y,) sucesiones conver-
gentes en E. Demuestre que para a, b € K se cumple

lim (az, + by,) = a lim x, + b lim y,,.

n—oo n—oo n—oo
Sugerencia:
Denotamos x = lim,, o0 Tp, y = iy, 00 Yn. Luego calculamos

laz + by — (azxyn + byn|| < lafl|z — znll + blly — ynll

y usamos las suposiciones.

Sean A, B conjuntos convexos en un espacio vectorial £. Demuestre
que el conjunto A+ B:={z+y: x € X, y € Y} es convexo.

Sugerencia:

Toma a, v € Ayb,y € B. Considera la combinacion convexa de a+0b,
r4+y€ A+ B:tla+b)+(1—t)(x+y) Y aprovecha la convexidad de
los conjuntos A, B.
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2. Espacios completos

1. Sean (z,), (y,) dos sucesiones de Cauchy en un espacio métrico
(X, d). Demuestre que (d(x,,y,)) es una sucesiéon de Cauchy en
R.

Sugerencia:
La estimacion del valor |d(zp, yn) — d(Zm, Ym| se obtiene inmedia-
tamente utilizando Proposicion 1.5.

2. 4 Sean (z,), (y,) dos sucesiones en un espacio métrico (X, d). Sea

S B2 sin=2k—1,
" Yk, sin=2k.

Demuestre que la sucesion (u,,) es de Cauchy si y solo si ambas
sucesiones son de Cauchy y
lim d(z,,y,) =0.

n—oo

SOLUCION = La sucesién u,, es de Cauchy entonces
Ve>03IN eNVn,m> N dlu,,uy,) <e.

Para los valores £ € N tales que n = 2k—1 > Ny m =
2k obtenemos exactamente la afirmacién: la sucesién d(xy, yx)
converge a Cero.

Si consideramos unicamente los

< Ahora partimos de la informacion de que:

e>03neNVn> Nd(z,,y,) <e.

Ademads sabemos que las sucesiénes (x,,) y (y,) son de Cauchy.
En el caso de la sucesion (x,,) esto quiere decir que

e>03K eNVn, m>Kd(z,,z,) <e.

Sean m > n > 2max{K, N}. Si ambos nimeros son impares
n =2k — 1, m = 2] — 1 obtenemos que u, = xx, u,, = x;, donde
k, 1> K y por lo tanto d(u,, u,,) < .

En el caso de los valores n = 2k, m = 2l se cumple

AU, U) = d(yg, yi) < d(yx, xx) + d(zg, 1) + d(x, y1) < 3e.

Estamos buscando una estimacién para d(u,, u,,) para n, m su-
ficientemente grandes. El caso de los n, m de paridad opuesta se
procesde analégamente.

La sucesién (u,,) es de Cauchy.

Observemos que en realidad hemos utilizado tinicamente la supo-
sicién de que una de las sucesiones es de Cauchy.
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Sea (z,) una sucesién de Cauchy en un espacio métrico (X, d).
Supongamos que la sucesion (y,,) en X satisface d(x,, yn) < |an],
donde (a,) es una sucesién en R convergente a cero. Demuestre
que (y,) es una sucesiéon de Cauchy.

Sugerencia:
Utilize el hecho de que d(x,, x,,)e para n, m suficientemente gran-
des y la desigualdad de rectingulo en forma

A(Yns Ym) < d(Yn, ) + d(T0-Tp) + A(X0,, Yim).

. 4 En el espacio RY introducimos la métrica

0((@n), (b)) = { 0, (an) = (bu),

= m=min{n: a, #b,}.

m’

Demuestre que d es una métrica y que (RN, d) es un espacio
completo.

SOLUCION

La desigualdad de triangulo es la tnica propiedad de la métric que
en este caso no es obvia a primera vista.

Sean (a,), (b,), (c,) € RY.

Sea k el primer indice para el cual ¢ # by.

Sea [ el primer indice para el cual ¢; # q;.

Sea m el primer indice para el cual a,, # b,,.

Sij < kyyj<lsecumple a; = c¢; = bj. Por lo tanto m > k o
m > | y obtenemos

En el espacio métrico (RY, d) dos elementos de cualquier bola de
radio r > 0 coinciden para todos los indices menores que %

Si (a,,) es una sucesion de Cauchy en este espacio, el limite a = (ay,)
de esta sucesiéon lo encontramos de la manera siguiente.

Para definir el elemento a; buscamos N tal que para m, [ > N se
cumple d(a,,,a;) < % Ponemos aj := el elemento de indice k en
la sucesiéon a,, para cualquier valor m > N.

Por la definiciin de la métrica a = lim,,_, a,,.

El espacio es completo.
|

. Sea Cy(R) el espacio de funciones continuas sobre R que se anulan

fuera de cierto intervalo. Demuestre que Cy(R) no es espacio com-
pleto con respecto a la norma || f||cc = sup,eg |f(z)]. y tampoco
con respecto a la norma || f|l; = [; | f(x)|dz.
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Sugerencia:
Podemos construir la aprozimacion de la funcion g(x) = e~ (que
no es elemento de Cy(R)) por medio de elementos de Cy(R) y que
funciona para ambas normas.
Sea

1, si x| <n,

falz) =2¢ 0, si|z] >n+1,

l—|z—n|, n<|z|<n+l.
La funcion f,g es no negativa, continua, coincide con g en el
intervalo [—n,n], es nula fuera del intervalo —n —1,n+ 1] y en
todas partes no supera a la funcion g.
Demuestre que

lg = gfnlloe = Sup (g —gfa)(x)] =0
y que
lg = gfull = / (g — gf)(@)]dz — 0.
R

. 4 Con el fin de probar que el espacio de las funciones polinomiales
sobre el intervalo [—1, 1] no es completo con respecto a la norma
|| - || considera los polinomios

1 t
wy(t) = —/ (1 —2*)"dux,
pn 0
donde p,, = fo 2)dx y pruebe que w, — sgn uniformemente

sobre cada ConJunto de forma [ 1 —5] [5 1].
Deduzca que los polinomios v, (t fo wy, (x)dx aproximan unifor-
memente sobre [—1,1] a la fun<31on t— |t].

SOLUCION Vamos a probar primero que en el intervalo [, 1] las
funciones 1 — w,, convergen uniformemente a la funcién constante
1. Calculamos:

[(1 = a?)dw ft 2)ndx

fol(l — x?)ndx fo (1- :U2)”d:1:

La funcién 1 — 22 en el intervalo [0, 1] es mon6tona decreciente y
no negativa entonces ftl(l —2?)" < (1—1)(1 —t*)", mientras que
fo Hndy > s(1 — s*)™ para qualquier 0 < s < 1.

Para e > O dado ﬁjamos s < ey para todo t € [g, 1] obtenemos

1-t)(1—=t3)" _ (1—e)(1—e*)"
s(1 —s2)n = s(1 — s?)» e 0

1 —w,(t)=1-

1 —wy,(t) <
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La convergencia uniforme w,, — 1 en el intervalo [¢] estd probada.
Ademas hemos obtendo la informacion de que 1 —w,, > 0 en dicho
intervalo. Tomando en cuenta que w,(—x) = —w, en el intervalo
[0,1] tenemos también la convergencia uniforme w, — —1 en el
intervalo [—1, —¢]. Finalmente w,, — sgn uniformemente en cada
conjunto [—1, —¢] U [e, 1].

Ahora observemos que

¢ 1 1
|t] :/ sgn(z)dx :/ lim wy,(x)de = lim [ w,(x).
0

1 Nn—0o0 n—oo 1

n
Vertifique que esta convergencia es también uniforme. Una funcién
que no es polinomial es limite uniforme de funciones polinomiales.

[
Demuestre que los espacios métricos (I#,d,), 0 < p < 1y los
espacios normados ({7, ||-||,) para 1 < p < oo definidos en Ejercicio

14 del Capitulo 1 son completos.

Sugerencia:
Siga la idea de la demostracion de la completez del espacio I
demostrada en Ejemplo 2.6.
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3. Conjuntos abiertos. Conjuntos cerrados

1. 4 Demuestre que cada conjunto abierto en R se puede representar
como una unén numerable de intervalos abiertos mutuamente
ajenos.

SOLUCION

Sea O el conjunto abierto en R y sea Og el subconjunto de elemen-
tos racionales de O. Como subconjunto del conjunto numerable Q,
también Og es numerable.

Para cada ¢ € O cierto intervalo de forma (¢ — r, ¢ + r) pertenece
a O, porque O es abierto. Sea I; la unién de todos los intervalos
abiertos que contienen a ¢ y estan contenidos en O. El conjunto
I, pertenece a O, como unién de intervalos abiertos es abierto y
tiene forma de intervalo. Por lo tanto I, = (inf I,,sup I,), donde
los extremos pueden tomar valor —oo o 0o, respectivamente.
Para cada z € O existe d > 0 tal que (z—d, z+d) C O. El intervalo
(x—d, x+d) contiene algin elemento racional ¢ y entonces x € I,.
Resulta que O = .0, 1y

Ya hemos representado al conjunto O como unién de un nimero
numerable de intervalos abiertos.

Sin embargo los intervalos I, no son mutuamente ajenos. Supon-
gamos que I, N I, # (). La unién de dos intervalos abiertos que se
intersectan, es un intervalo abierto, entonces I, U1, es un intervalo
abierto contenido en O y que contiene a ambos puntos ¢ y p. Segin
la definicién de I, obtenemos I, U I,, C I,, entonces I, C I,. Repi-
tiendo estos argumentos en el caso del punto p obtenemos I, C I,
y finalmente I, = I,.

Hemos observado que dos conjuntos de forma I, o son ajenos,
o son iguales. Podemos escoger los nimeros racionales ¢; de tal
manera que O = UjGN Iy, yparai# j I, N1, =0.

El conjunto O es una unién numerable de conjuntos abiertos
mutuamente ajenos.

2. Pruebe que en R™ cada conjunto abierto es una unién numerable

de bolas.

Sugerencia:

En el caso de n > 1 y de un conjunto O C R" abierto no
disponemos del orden en el espacio R™ y por lo tanto el resultado
es mds débil.
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Considera las bolas B(q,p) tales que ¢ € Q"N O yp > 0 son
racionales. Prueba que la familia de estas bolas cubre a O y que
es numerable.

. En cada espacio métrico los conjunto finitos son cerrados.

Sugerencia:

¢ Es necesaria alguna sugerencia?

Por si acaso. Sabemos que union finita de conjuntos cerrados es
un conjunto cerrado. Es suficiente entonces demostrar que un
conjunto de un solo punto {x} es cerrado, es decir X \ {z} es
abierto. Sty # x jcual debe ser v > 0 que satisfaga x & B(y,r)?

. Encuentre un espacio métrico (X, d) distinto del espacio discreto

y una bola B(z,r) C X tal que B(z,r) # B(x,r) = {y € X :
d(z,y) <r}.

Sugerencia:

Lo puedes lograr en el espacio X = [0,1] U [2,3] y con una bola
adecuada de radio 1.

. 4 Sean d, § dos métricas en el mismo espacio X. Demuestre que

las métricas d, 0 son equivalentes (d ~ 0) si y solo si para cada
sucesiéon (z,) en X se cumple (z, — z en (X,d)) < (v, — =
en (X, 9)).

SOLUCION. Supongamos primero que d ~ ¢, es decir que un
conjunto O C X es abierto en el espacio (X,d) si y solo si es
abierto en (X, J).
Sea x,, — x en (X, d). Por la definicién de la convergencia sabemos
que

Ve>0 INeN Vn>N dz,,z)<e.

En otras palabras, cualquier que sea £ > 0, solo un nimero finito
de elementos de la sucesion queda fuera de la bola By(x,¢).
Supongamos que la misma sucesién no converge a x en (X,0).
Sucede que

dr>0 VNeN IM>N ay,z)>r.

La ultima afirmacién significa que para este particular radio r» un
nimero infinito de elementos de la sucesion esta fuera de la bola
Bg (.’E , T ) .

Sin embargo la ultima bola es un conjunto abierto en (X,0) y
por la suposicién es también un conjunto abierto en (X,d). En
particular, existe € tal que By(z,e) C Bs(z, 7).

Hemos probado que un niimero infinito de elementos de la sucesién
se encuentra fuera de la bola By(x,¢), contrario a la suposicion.
Finalmente, z,, - x en (X, d)) = (2, — z en (X, 0)).
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Cambindo los papeles de de d y § concluimos

d~) = (z,—zen(X,d) <<= (z, = zen(X,0)).
Ahora pasamos a la demostracion de la implicacién contraria:
(x, >z en (X,d) < (x, > zen (X,0) == d~0o.

Suponiendo que la convergencia z, — x en (X,d) no implica
x, — x en (X,0) vamos a concluir que existe un conjunto que es
abierto en (X, d) y no es abierto en (X, d).

Nuevamente tenemos una sucesién (z,) y « tales que para todo
¢ > 0 solo un ntimero finito de z/,s esta fuera de By(z, ¢) y por otro
lado existe > 0 tal que un ntimero infinito de los 2] s estd fuera
de Bs(z, 7).

iLa bola Bs(z,7) no es abierta en (X, d)!

Efectivamente, si fuera abierta en este espacio, para algin ¢ > 0
tuvieramos By(x,e) C Bs(z,r) entonces solo un nimero finito de
elementos de la sucesion estarfa fuera de Bs(z,r).

La contradiccion termina toda nuestra demostracion.

. Sean d, d dos métricas en el mismo espacio X. Supongamos que
existen a, b € R tales que para todos z, y € X

ad(r,y) < d(z,y) < bd(z,y).

Demuestre que las métricas d, d son equivalentes.
Mediante un ejemplo demuestre que esta condicién no es necesaria
para la equivalencia de las métricas,

Sugerencia:

Segun la definicion de la equivalencia de métricas debemos probar
que los espacios (X,d) y (X,d) tienen la smismas familias de
conjumtos abiertos. Observa que para este fin es suficiente probar
que cada bola By(z, ) contiene a una bola Bj(x, p) y que cada bola
Bj(z, p) contiene Bq(x,11) para r1 adecuado.

Las desigualdades que aparecen como suposicion lo aseguran.
Para encontrar dos espacios de métricas equivalentes que no cum-
plen dichas desigualdades piensa en Z con la métrica discreta y
con la métrica natural.

. # Sea (X, d) un espacio métrico y sea d(x,y) = 11(;(75)@,)7 x,y € X.

Demuestre que § es una métrica equivalente a la métrica d.

SOLUCION. Recordemos que las métricas definidas en el mismo
espacio X son equivalentes si conducen a las mismas familias de
conjuntos abiertos.
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Tenemos que probar que un conjunto O C X es abierto en el
espacio (X, d) siy solo si es abierto en el espacio (X, ).
Directamente por la definicién de la métrica § vemos que 6(z,y) <
d(x,y), entonces d(z,y) < r implica §(z,y) < r y de tal manera
para cualquier radio r y € X se cumple By(x,r) C Bs(x,r). Si
un conjunto O es abierto en el espacio (X,¢), para cada x € O
existe p > 0 tal que By(z,p) C O. Por la observacién anterior
obtenemos By(x,p) C Bs(z,p) C O, entonces O es abierto en
(X, d).

La funcién f: t — 1+rt es creciente estrictamente en el semieje
[0,00) (verificalo calculando su derivada) y su imite en el infinito
es 1, entonces la funcién inversa existe en el dominio [0,1) y es
también creciente. Explicitamente f~'(s) = .

De tal manera d(z,y) = f~'(d(z,y)) = li(;(fl) y para d(x,y) <

r < 1 se cumple
_1 r

dla.y) < ) =
Supongamos que O es abierto en el espacio (X,d) y que para
z € O se cumple By(z,r) C O. Sea d(x,y) < i1 = f(r). Se sigue
d(x,y) < f~'(f(r) =, por lo cual Bs(z, 1) C Ba(x,r) C O.
El conjunto O es abierto en el espacio (X, 0).
[

. 4 En el espacio R definimos la métrica:

— |x—y|a :mye(@ox,yé@c,
d(ﬂf,y) = { m + |y\, en otros casos.

a. Demuestre que d es una métrica.
b. Verifique si el espacio (R, d) es completo.
c. Describa las bolas en este espacio.

d. Encuentre Int Q, Int Q°, Q, Qc.

SOLUCION

a. Restringida al conjunto @ o al conjunto Q¢ la métrica coinci-
de con la métrica de R entonces tiene las propiedades deseadas.
Debemos probar la desigualdad de triangulo en el caso de z, y, 2
tomados de subconjuntos distintos.

Siz,y € Q, z € Q° tenemos d(x,y) = |z — y|, mientras que
Az, 2) = |o] + 2], d(y, 2) = |y] + 2.

Obviamente |z — y| < |z| + |z] + |y| + |2|-

Ahora consideramos el caso z € Q, y € Q°, z € Q. La desigualdad

d(z,y) = |z[ + [y < lz = 2| + [yl + 2] = d(z, 2) + d(z,y)

si, es valida.



3. CONJUNTOS ABIERTOS. CONJUNTOS CERRADOS 141

Si suponemos que z € Q°, el lado izquierdo de la desigualdad no
cambia, mientras que el lado derecho aumenta del valor.
Los demas casos corresponden a las mismas estimaciones.

b. Sea (a,) una sucesién en Q N [1,2] que converge a v/2 en el
espacio R con su metrica natural. La sucesién (a,) es entonces
también una sucesiéon de Cauchy en (R,d). Para cualquier xQ°
tenemos d(z,z,) = |z| + |x,| > 1. La sucesién (z,) no converge
entonces a ningtin elemento de R. El espacio (R, d) no es completo.

c.
Sea x € Qy sear > 0. En la bola By(z, ) se encuentran todos los
elementos racionales del segmento (z — r,x + r) y ademas todos
los puntos irracionales p tales que |x| + |p| < 7.

Sir < |z| la bola By(x,r) no contiene ningin elemento irracional.
La bola By(0,7) es un caso especial porque es igual al todo seg-
mento (—r,7).

Cuando z € Q° la situacion es analoga.

d. El punto x = 0 no pertenece al interior de QQ, porque cada de
sus vecindades contiene algunos elementos irracionales.

Tenemos Int Q = Q\ {0} e Int Q° = Q°. Ademds Q = Q y Q° = Q.

Nétese que podemos visualizar el espacio (R, d) como el subconjun-
to de R? de elementos racionales del eje horizontal X y elementos
irracionales del eje Y.

|

. 4 En el espacio ' de las sucesiones sumables tenemos la nor-
ma natural de este espacio: [[(a,)|l1 = Y.~ |an| v la estructura
métrica dada por la férmula di((a,), (b)) = |[(an) — (bp)]1 =
Do lan — byl

Demuestre que la métrica doo((an), (bn)) = sup,en |@n — byn| no es
eqivalente a la métrica d;.

SOLUCION. Nuestra tarea es encontrar un conjunto abierto en
alguno de los espacios (I',d;), (I',ds) que no es abierto en el
otro.

La obvia desigualdad |[(a,)||oc = sup,enlan] < > cnlan| =
|(an)]]1 significa que la inmersién natural del espacio (I*,d;) —
(I',ds) es continua, por lo tanto cada conjunto abierto en (I*, d,)
es abierto en (I, d).

Vamos a probar que la bola unitaria en el espacio (I*,d;) no es un
conjunto abierto en (1!, d).
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11. SUGERENCIAS Y SOLUCIONES

Sea By = {(a,) € I' : ||(a,)]; < 1}. Como sabemos B es un
conjunto abierto en (I',d;) (Proposicién 3.8). El elemento nulo
pertenece a Bj.

Para r > 0 arbitrario, sea Boo(r) = {(bn) € 1! : ||(0n)]lee < 7},
es decir la bola centrada en cero y de radio r con respecto a la
métrica d.

Sea N un numero natural mayor que %

La bola B, (r) contiene el elemento

que no pertenece a Bj.

Hemos probado que en el espacio (I',d.,) ninguna bola centrada
en 0 € By esta contenida en By. Por lo tanto el conjunro By no es
abierto en (I',dy,), aunque si lo es en (', d;).

Para construir nuestro ejemplo hemos aprovechado el hecho de que
' es un espacio vectorial de dimensién infinita.

Recordemos que en los espacios vectoriales de dimension finita
todas las normas y las métricas correspondientes son equivalentes
(Ejemplo 7.20).

|

Sea (x,) una sucesién en un espacio métrico (X, d) convergente
a x. Sea Y = {z} U {x,}nhen. Describa los conjuntos cerrados en
(Y,d) y los conjuntos abiertos en (Y, d).

Sugerencia:

En el espacio Y existe un solo punto que es punto de acumulacion
de 'Y, a saber el punto x.

Demuestre que C' es cerrado en'Y <= C' es finito o x € C.

Por lo tanto O es abierto en Y <= O no contiene x o su com-
plememto es finito.

Demuestre que para cada familia {A,}aea de subconjuntos de un
espacio métrico se cumple

U4d.=U 4.

aEA aclA

Sugerencia: o
En Ejemplo 3.35 hemos probado la contencion |J,cp Aa C Uyen Aa-

Por Teorema 3.32, incisos 2 y 3 obtenemos UaeAA_a C Uyen Ao
La contencion opuesta es obvia.
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¢ En el plano R? definamos
1
A= {(z,sen—: x> 0}.
x

Describe la cerradura de A.

SOLUCION. El conjunto A se encuentra en el semiplano S definido
por la la ecuacién x > 0 entonces la cerradura de A estd en la
cerradura de S que es el semiplano S = {(z,y) : * > 0}.

Los puntos de A tienen como segundas coordenadas los valores de
la funcion sen entonces los puntos de la cerradura tienen tambén
sus valores en el intervalo [—1,1].

Vamos a probar que

A=AU{0,y): ye[-1,1]}.

Para cada y € [—1, 1] los elementos de la forma x = L

arcsen(y)+2mk
k € N, son soluciones de la ecuaciéon y = sen % De tal manera los
puntos (xy,y) pertenecen a A y convergen al limite (0,y), lo que
aprueba que (0,y) € A para todo y € [—1,1].

|

¢ Demuestre que el espacio ! no es cerrado en el espacio c, el
ultimo provisto de la norma [|(ay)|lcc = SUp,,cy |@n|-

SoLUCION.Partiendo de la definicién de conjunto cerrado, debe-
mos probar que A = ¢\ ! no es abierto. Para algiin a € A y para
r > 0 arbitrario debemos encontrar en la bola B(a, ) un elemento
bt

El problema se resuelve con la observacién de que cualquier ele-
mento en a = (a;) € ¢ es limite de elementos de ['. Sea a, =
(al,ag,...,an,0,0,...).

Obtenemos ||a — a,||« = Sups,, |ax| — 0, porque a,, — 0.

|

¢ Los espacios [P, 0 < p < oo estan definidos en Ejercicio 14 del
Capitulo 1. Sean

o0
A, ={(a,) €”: Zan =1, a, > 0}.
n=1
Investigue si los conjuntos A, son cerrados en los espacio ¥ co-
rrespondiente.

SOLUCION
Vamos a probar que en el caso de p < 1 el conjunto es cerrado y
en los demaés casos no lo es.
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Cuando p < 1 tomemos (a,) € " tal que >~ 1 a, =1y (b,) € ?
tal que dp((an), (by)) := > 0 lan — by|P < 1. Tenemos

‘1_an| = ’Zan_zbn|:|2(an_bn)|
n=1 n=1 n=1 n=1

< Z |an, — by| < Z lan — bn|" = dp((an)v (bn))-
n=1 n=1

Si tenemos a, € A, y ay — b = (b,) obtenemos |1 — > b,| <
dp(ag,b) — 0, por lo cual Y~ b, =1y b e A, El conjunto A4,
es cerrado.

Pasamos al caso p > 1 y probaremos que A, no es cerrado.

1

Como sabemos la serie ) " - es convergente, mientras que

S(k) = 22:1 < tiende al infinito cuando k — oo. Sea
AR S
S(k) 207307 "
La sucesién a;, pertenece a A, y converge la sucesién cero que no

es elemento de A,. Cuando p > 1 el conjunto A, no es cerrado.
[

ar = ,0,0,...).

Sea A un conjunto en un espacio métrico (X, d). Demuestre que

red = ;relgd(x,y):o.

Sugerencia:

Six € A, existen x,, € A tales que x, — x.;Que dice esto sobre
el valor inf e 4 d(z,y)?

St infyeqd(z,y) =0, los valores d(y,z), y € A se acercan a cero.
Para n cualquiera existe y, € A que satisface d(z,y,) < % ¢ Que
podemos decir sobre la convergencia de la sucesion (y,)?

Demuestre que en un espacio normado la cerradura de un subes-
pacio vectorial es un subespacio vectorial.

Sugerencia:

Como se ha mostrado en el Ejercicio 22 del Capitulo 1 en los
espacios normados se cumple la férmula lim, . (ax, + by,) =
alim, . x, +blim,, o y,. De esta formula se deduce de inmedia-
to, que st x, y pertenecen a la cerradura de un subespacio vectorial
F', su combinacion lineal pertenece a dicha cerradura.
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17. Sea C' un conjunto en el espacio euclidiano R" tal que B(0,r) C

18.

19.

20.

C' C B(0,7). Demuestre que C es convexo. ;Es cierta esta afirma-
cién si en lugar de la norma euclidiana consideramos otra norma
en R™? Encuentre un ejemplo positivo y un contraejemplo.

Sugerencia:

Figese que en la bola euclidiana ningun punto de la esfera se puede
representar como combinacion convexa no trivial de otros puntos
de la esfera. Piensa en otras normas que conducen a esta propiedad
y de otras que no lo cumplen.

Sean A, B dos subconjuntos de un espacio normado. Denotamos:
A+B={x+y: x€ A, y€ B}. Supongamos que A es abierto.

Demuestre que A + B es abierto.

Sugerencia:

Seay € Byseay+A:={y+a: ac A}. Demuestre que y+ A es
abierto y luego aprovecha la representacion A+ B = UyeB(y—i-A).

Sea A un subconjunto en un espacio métrico X. Demuestre que el
interior de A es el conjunto abierto mas grande contenido en A.

Sugerencia:

Si se cumple que B(x.r) C A, entonces todos los elementos de la
bola abierta B(x,r) son elementos del interior.

La misma definicion Int(A) = {x € A: Ir > 0, B(z,r) C A}
presenta el interior de A como union de bolas abiertas, entonces
Int(A) es conjunto abierto contenido en A.

Por la misma definicion cada abierto contenido en A pertenece al
interior de A, entonces Int(A) es efectivamente el mayor de los
abiertos contenidos en A.

Demuestre las siguientes propiedades del interior de conjunto:
1. Int(AN B) = Int(A) N Int(B).

2. Int(A°) = (A)°.

3. (Int(A))e = Ae.

4. ;Es cierto que Int(AU B) = Int(A) U Int(B) para A, B
arbitrarios?

Sugerencias:

Se puede justificar la igualdad 1. verificando que un punto dado
x € X pertenece a uno de los conjuntos si y solo si pertenece al
otro.
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Podemos también utilizar el resultado del ejercicio anterior que
describe Int(A) como el mayor de los conjuntos abiertos en X y
contenidos en A.

El conjunto Int(AN B) es abierto, contenido en A y contenido en
B, entonces estd en la interseccion de ambos interiores.

Por otro lado Int(A) NInt(B) es un congunto abierto contenido en
AN B, entonces estd en Int(AN B).

La igualdad 1. estd probada.

2. El conjunto del lado derecho es un subconjunto abierto del
complemento de A, entonces pertenece a Int(A€). Por otro lado
un elemento x € Int(A°) estd aislado de A, entonces pertenece a
Ay,

3. Tenemos: Int(A) C A, entonces A° C (Int(A))°. Se sigue
Ac C (Int(A))e = (Int(A))°, porque el iltimo conjunto es cerrado.
Si x € Ac, entonces x no estd aislado de A° y por lo tanto no
estd en el interior de A. S7, estd en (Int(A))°.

4. Piensa en subconjuntos A, B C R que tienen interiores vacios,
pero tales que AU B = R.

Para un subconjunto A C X de un espacio métrico (X, d) se define

la frontera de A como ;1 = AN Ae.
Demus,stre olas relaciones: .
a. A= A" b. X =AUInt(A)UInt(A°),
c. AC ;1, d. Int(A) C ;1,
e. (AUB)CAUB, f. (ANB)C ANB.
En los casos c., d., e., f. demuestre que las igualdades no son
validas.

Sugerencias:
El inciso a es obvio por la definicion, porque A€ = A.

b.
Si v ¢ Int(A), quiere decir que pertenece a Ac. Si ademds v &

Int(A°), quiere decir que x € A. Finalmente x € A. Cada elemento
de X pertenece a uno de los tres componentes de la union.

C.

Partimos de la contensidn obvia A C A y continuamos: A° C A¢

S A CA > A=ANA=ANA CAnA = A.
d.
El inciso 3. del ejercicio anterior afirma que (Int(A))® = Ac, en-

tonces Int(A)c = Ac = Ac. Tenemos también la relacion Int(A) C
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A. Concluimos

o

Int(A) = Int(A) NInt(A)e C AN Ac = A,

e.
Recordemos la relacion probada en Ejemplo 3.36: C' N D C cnD
y la formula AUB = AU B que vamos a usar a continuacion.
Ahora calculamos:

(AUB) = AUBN(AUB) = (AUB)N AcN B¢

22.

23.

24.

C (AUB)N(A°NBc=(ANA°)U(BNB°)=AUB.
Para ver un caso donde la igualdad no se da, piensa en dos semi-
ejes en R que se complementan.
f.
El cdlculo usa los mismos argumentos, entonces lo dejamos al
lector.
El contraejemplo a la igualdad se puede construir también en el
espacio R usando semiejes adecuados.

Sea V' un abierto en un espacio métrico (X, d). Demuestre que
para todo A C X se tiene VN A C ANV. ;Sigue siendo valida la
relacién si no se supone que V' es abierto?

Sugerencia:

Six € VNA, existen x, € A tales que x, — x. El conjunto V
es abierto y salvo un numero finito de elementos esta sucesion
pertenece a V. FEstos elementos satisfacen x, € V N A lo que
significa que x € V N A.

Para el caso de V' que no es abierto busca contraejemplo en el eje
real tomando como V' un intervalo cerrado y como A un adecuado
intervalo abierto.

Sea (E, ||-||) un espacio normado y sea C' C E un conjunto convexo.
Demuestre que la cerradura C' es también un conjunto convexo.

Sugerencia: o o
Para puntosx,y € C y0 <t <1 hay que probartz+(1—t)y € C.
Sabemos que x se puede representar como xr = lim, .. x, con

T, € C yy=1lmy, o0 Yn-

Por la convezidad de C' tenemos para cadan € N tx,+(1—t)y, €
C. Es suficiente demostrar que tx, + (1 —1t)y, —tx+ (1 —t)y — 0
estimando la norma de elementos de lado izquierdo.

Sea c el espacio de todas sucesiones reales convergentes con la
norma y sea cq el espacio de sucesiones convergentes a cero. De-
muestre que ambos espacios son cerrados en [*°.
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26.
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Sugerencia:
Estamos en el espacio (I°°| - ||). Cada sucesion convergente es
acotada, entonces cyg C ¢ C [*°.
Para probar que el conjunto c es cerrado en [*° podemos usar la
definicion de conjunto cerrado como complemento de un abierto,
0 podemos aprovechar el método de sucesiones - Teorema 3.36.
Consideramos mas divertida la primera opcion. Probaremos que el
conjunto [°°\ ¢ es un conjunto abierto.
Una sucesion acotada (z,) en R es convergente si y solo si
lim sup,,_, . & = liminf, . x,.
Para una sucesion (x,) € [*°\ ¢ se cumple entonces:
0 = limsup x,, — liminf x,, > 0.
n—00 n—00
Probaremos que B((x,),0/3) C 1\ c.
Sea (y,) € B((zy),0/3). Para cada n € N se cumple x, —6/3 <
Yn < Tp +0/3.
De aqui se sigue
limsupy, > limsupz, — /3, liminfy, <liminfz, +§/3,
n—00 n—o0 n—00 n—00
de donde obtenemos limsup,,_, .y, — liminf, .y, > 0/3. Cada
elemento de B((x,),0/3) es divergente.
Dejamos al lector la sequnda parte de este ejercicio recomendando
que lo haga aplicando Teorema 3.36 para variar.

¢ (Teorema de Cantor) Sea F,, una familia descendiente de con-
juntos no vacios cerrados en un espacio completo y tal que d(F,,) =
SupP, yer, d(x,y) — 0. Demuestre que ﬂneN F,, consta de un punto,

SOLUCIUON. De cada conjunto F}, escogemos un elemento x,,. La
sucesion d(F,,) es monétona descendiente a cero. Si d(Fy) < €y n,
m > N, se tiene d/x,, x,,) < €. La sucesién (z,,) es de Cauchy. Por
la completez del espacio existe x = lim,, ,o, x,,. Para m € N fijo y
n > m se cumple z, € F,,. El conjunto F}, es cerrado, entonces
x € F,, para todo m € N.

Hemos probado que la interseccién no es vacia. Si la interseccion
contiene otro punto y, entonces y, x € F,, para todo n. Por
consiguiente d(x,y) < d(F,) — 0, asi que d(z,y) =0y x = y.

|

¢ Sea (E, || -||) un espacio normado completo (espacio de Banach)
y sea ' C F un subespacio vectorial cerrado. Demuestre que el
espacio E'/F es completo.
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SOLUCIUON. Por la definicién de la norma en el espacio cociente
|[z]ll = infrer ||z + | vemos que ||[z]|| < ||z||, entonces para
una sucesién de Cauchy (x,,) en F, la sucesién de clases ([z,]) es
también de Cauchy y para una sucesién convergente x,, — = en F
tenemos [x,] — [z] en E/F.

Si ([yn]) es una sucesién de Cauchy en E/F, la sucesién y,, no
necesariamente es de Cauchy. Sin embargo, es posible construir en
E una sucesién de Cauchy (z,,) tal que [z,] = [yn].

Lo hacemos por induccién.

Sea 1 = y;. Por la misma definicién de la norma en E/F existe
h € F tal que ||z1 —y2 + h|| < ||z1 — yal| + 5. Con 2o = yo — h

obtenemos las propiedades [zo] = [yo] ¥ |21 — 22| < [lz1 — 2| + 3
Hagamos la siguiente hipétesis inductiva:

(H,) Existen xy, xa,...,o,41 € E tales que [z;] = y;] para
j=12,...,n+1yademss ||[zj11 — ;| < [lyj+1 — y;|| + 55 para
i=1,2,.....n

Hemos verificado esta hipotesis para n = 1. Supongamos que la
afirmacién (H,,) estd verificada.

Existe h € F tal que ||z, — Yns1 + Bl < |20 — Ynia || + 5. So
definimos z,+1 = yY,+1 — h, obtenemos la propiedad (H,1.

Por la induccién obtenemos una sucesién (x,,) en E que satisface
(H,) para cada n € N.

Los elementos de esta sucesién satisfacen:

|Tnie — Tull = [[(Tngk — Togr—1) + (Tngn1 — Tngn—2) + ...
+ (Tn — )|

k k
1 1
< Z Hxn-i-j - :En-i-j—lH < Z ontj—1 = gn—1"
j=1 Jj=1

La sucesién (x,,) es de Cauchy y E es completo. Existe = € F tal
que =, — x y luego [y, = [x,] — [z] en E/F.

El espacio E/F es completo.

[

¢ Sea (E,| - ||) un espacio normado y sea F' C E un subespa-
cio vectorial. Supongamos que F' y E/F son espacios completos.
Demuestre que el espacio F es completo.

SOLUCION. Sea (a,) una sucesién de Cauchy en E. Por la de-
sigualdad ||[a]|| < ||a|| es obvio que la sucesién ([a,]) es de Cauchy
en el espacio completo F/F, entonces existe a € E tal que
lim,, o0 [an] = [a].

De la definicién ||[a, — al|| = infrer ||a, —a+ h|| se sigue que para
todo n € N existe h,, € F tal que
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lan — a+ hall < lllan — alll + L.

La sucesion (a,, — a) es de Cauchy, antonces (h,) es también una
sucesion de Cauchy en F'. Este espacio es completo por suposicion
y existe h = lim,, ,o by, € F.

Obtenemos

lan = (@ = h)|| = llan — (@ = hn) = ho + b < lan = (@ = hn) || + [|hn = A

1
< |lan = alll + =+ [lha = Al|.

Todos los términos del lado derecho tienden a cero, entonces la
cucesion (ay,,) tiene limite (a — h).

El espacio E es completo.

[ |
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4. Teorema de Baire

. Demuestre que en el espacio C([—a,a]), a > 0 los conjuntos
de funciones lineales, de funciones polinomiales, de funciones, de
funciones pares, tienen complementos densos.

Sugerencia:

En el primer caso debemos probar que cada funcion lineal es limite
uniforme de funciones continuas que no son lineales. Sea p,(x) =
%COS x. Los elementos de la sucesion no son funciones lineales y
la sucesion converge uniformemente a cero. Si f es una funcion
lineal, g, = f + @n no es lineal y converge uniformemente a f.
El complemento del conjunto de funciones lineales es denso en
C(]—a,al) en su méltrica natural de convergencia uniforme. En

fomma andloga se puede tratar los demds casos.

. Utiliza Teorema de Baire para demostrar que el espacio Q no es
completo.

Sugerencia:

Los conjuntos de un solo punto son cerrados en cada espacio
métrico. En el caso del espacio de los racionales estos conjuntos
son densos en ninguna parte. Forman una familia numerable. ;Si
Q fuera completo, que pasaria sequn Teorema de Baire?

. Demuestre que, si Y C X es de 2¢ categoria en X entonces X es
de 2% categoria en si mismo.

Sugerencia:

Supongamos que X es de 1% categoria en si mismo. Fxisten con-
guntos Aj, 7 = 1,2,... cerrados en X tales que IntAj = 0 y
Ujen Aj = X. Considera la familia By = A; y busca una contar-
diccion.

. Sea X un espacio métrico completo. Sea O C X un subconjunto
abierto. Demuestre que O es de segunda categoria en X.

Sugerencia:

El espacio Y = O es también completo y por lo tanto es de 2°
categoria en si mismo, mientras que O es abierto en'Y . Si O es de
1% categoria en X, se puede representar como O = UjeN C; donde
las cerraduras de C;’s en X tienen interiores vaciios. Observe que
las cerradura de cada C; en'Y también tienen interiores vacios y
que Y\ O tiene interior vacio. La contradiccion estd a mano.

. # Demuestre que existen funciones continuas sobre [a,b] C R que
no son derivables en ninguna parte.
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SOLUCION Este ejercicio es una aplicacién cldsica de Teorema
de Baire. La demostracion consiste en probar que las funciones
que son derivables al menos en un punto forman un conjunto
de 1% categoria en el espacio C([a,b]), mientras que este espacio
escompleto y por Teorema de Baire es de 2% categoria en si mismo.
Para n € N sea

Co ={f€C(la,0]) : [f(z+h)—=f(z)] <nlh|, para algin
y para todo h tal que z + h € [a, b]}.

Si una funcién f € C([a,b]) tiene derivada en un solo punto,
pertenece a uno de los conjuntos C),.

Vamos a ver que cada conjunyo C), es cerrado y denso en ninguna
parte.

Sean f; € C, y supongamos que f; — f uniformemente. Para
cada k € N existe zy tal que |fi(zr + h) — f(xr)] < n|hl.

La sucesién () tiene una subsucesién convergente, porque el
intervalo [a,b] es compacto. Para simplificarla notacién vamos
suponer que ry — « € [a, b]. Para probar que f € (), calculamos:

|[f(x+h) — f(@)|=f(x+h)— flzr+h)+ f(zr+h) = fultr +R)

+ fe(zr + h) = fe(zr) + fi(or) = f(zr) + f(2x) — f(2)]
< f(w+h) = floe +h)| + [f(ox) — f(z)]

+ |fe(zr +h) = flzr + h)| + | fe(zr) — f(2n)]

+ | fe(zr + 1) = filzy)l.

Para € > 0 cualquiera los primeros dos términos de la suma son
menores que € para k suficiemntemente grandes porla continuidad
de la funcién f. Los términos tercero y cuarto se puede dominar
por € por la convergencia uniforme f; — f. El ultimo término es
menor o igual a n|h|, porque todas las funciones pertenecen a C,,.
Obtuvimos la desigualdad

|f(z+h) = f(z)] < nlh| + 2

para € > 0 arbitrario, asi que f € C,.

Si para algin n € N se cumple IntC,, # 0, existe una bola
B(f,r)=f+ B(0,r) C C,.

Para probar que cada C), es denso en ninguna parte es suficiente
probar que para cadan, r > oy f € C, existe una funcién g ¢ C,
que satisface || f — glloo < 7.

Primero construimos una funcién sobre R que sobre unos interva-
los de longitud 1 cambia su valor por 1.

Sea h(2k + z) = |z| para —1 < 2 < 1y k € N. La funcién es no
negativa de forma de sierra; en cada intervalo [n,n + 1] cambia el
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valor linealmente entre 0 y 1. Si definimos ahora h,., p(x) = rh(pz)
obtenemos una funcién que cambia de valor entre cero y r sobre
intervalos de longitud 119.

Si f € C,, entonces g = f + h,an41 pertenece a la bola B(f,r),
pero g ¢ C,,, porque sobre intervalos pequenos esta funciin alcanza
incrementos de tamano (n + 1)|A/|.

Resumimos: los conjuntos C;, son cerrados, densos en ninguna par-
te en C([a,b]) y por Teorema de Baire Y = J, .y Cn # C([a,b]).
Todas las funciones que tienen la derivada al menos en un punto
estdan contenidas en Y. Por lo tanto existen funciones continuas
que no son derivables en ningin punto.

. 4 Demuestre que en cada espacio métrico, completo y numerableel
conjunto de elementos aislados es denso.

SOLUCION Sea X un espacio métrico, completo y numerable y
sea A el conjunto de elementos aislados en X. Supongamos que
O=X\A#0.

El conjunto O no contiene elementos aislados en X y es abierto,
entonces tampoco contiene elementos aislados en O. Sea xy € O
y sea r > 0 tal que B(xg,r) C O. Consideramos el conjunto
C = B(xo,7/2), donde la cerradura es tomada en X. Obviamente
C' C B(xg,r) C O. Como un subconjunto cerrado de un espacio
completo, C' es completo y es numerable. Por Corolario 4.3 existe
en C' un elemento aislado a. Como elemento aislado de la cerra-
dura a € B(xg,r/2). Resulta que B(xg,r/2) contiene un elemento
aislado en O que es una contradiccion.

Obtenemos la conclusiéon A = X.
[ |
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5. Espacios separables

. Cuando un espacio discreto es separable?

¢ Que prequnta? Obviamente si y solo si es numerable.

. Demuestre que el conjunto de todos los subconjuntos de N no es

numerable.

Sugerencia:
Sea N la familia de todos los subconjuntos N. Para cada C € N
definimo la cucesion

(n) = 1, sined,
o) =\ o, sinégC.

Aprovecha Ejemplo 5.8.

. 4 Sea (X,d) un espacio métrico separable y sea C' C X un

conjunto que no es numerable. Demuestre que C' contiene un
nimero no numerable de sus puntos de acumulacién.

SOLUCION. Como subconjunto de un espacio separable, C' es un
espacio separable. Sea N un conjunto numerable y denso en C'.
Supongamos que C contiene solo un nimero numerable de sus
puntos de acumulacién. Sin embargo

C' = N = N U {puntos de acumulacién de N}.

El 1iltimo conjunto es numerable. Obtuvimos una contradiccién.

. # Sea (E,| - ||) un espacio normado y sea A C F un conjunto

separable. Demuestre que la la cascara convexa de A es separable.

SOLUCION. Recordemos que la céscara convexa de A denotada
por conv(A) esta definida como el conjunto convexo mas pequeno
que contiene al conjunto A. La céscara conv(A) se puede describir
como

k
{freE:v=tm+- -+t z1,...,0,€ A, 0t thzl}.

=1

Sea Ay el conjunto a lo mas numerable y denso en A. Denotemos

k
ClA)={zeE:zx = quaj, ai,...,a; € Ag,
j=1

K
0<g¢g; €Q, Z%’Il}-
=1
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Obviamente C(A) C conv(A). Cada elemento de C'(A) esta defini-

do por un par (a,q), donde a € A, q € Q*. Por lo tanto C(A) se

sumerge en el espacio U2, Ay x U2, QF que es numerable, asf que

C(A) es numerable (vea Capitulo 5, section 1).

Es suficiente probar que C'(A) es denso en conv(A).

Sean r = 25:1 t;z; € conv(A) y r > 0. La aplicacién R*¥ x A% 5

(t,x) = >_72, tjz; € I es continua, entonces existe 0 > 0 tal que,

si para todo 1 < j < k se cumple |¢; — t;| < 4, ||la; — =] < 6,
k k

entonces || Y.ty — > i qiasll < 71/2.

La continuidad de la funcién 1;85 en s = 1 significa que existe

[1—s] r
< q=lp)
Por la densidad de Q en R y de Ay en A podemos encontrar ¢; € Q
y a; € Ag tales que |g; —t;| < min{d, p/k} vy ||a; — x| < 9, lo que
k
asegura que ||z — > . gja; <r/2.
Sin embargo, 25:1 g;a; no necesariamente es elemento de C'(A),

también p > 0 tal que para |s| < p se cumple

porque no hemos asegurado la condicién 14 = L Si, sabe-
"

mos que |Z§:1 qj — 1| < p, entonces para q; = " o se tiene
j=14
k
Zj:l %aj €eC(A4)y

qujaj quaju— > -5l HZ ]

]1]

Segun nuestra construccién |1 — ijl Gl <pyll ijl ga;| <
||| + %, entonces

k k

.

1Y a5 =Y djagll < 5
=1 =1

: k k
Obtuvimos » 7, ¢ja; € C(A) tal que |lz — 35, gjasl| <.
El conjunto conv(A) contiene a C'(A) que es numerable y denso

en conv(A). La cdscara conv(A) es separable.
|

. 4 La siguiente funcién es una métrica en R?: (vea Capitulo 1,
Ejercicio 6)

d(a,b) = V(a1 —b1)2+ (az — bo)?, siexistet € R,a=tb,
’ \/ ai + a3+ \/ b3 + b3, si tal niimero no existe.

Demuestre que el espacio (R?, d) no es separable.

SOLUCION La prueba seria complicada si partimos de la definicién
original de la separabilidad.
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En cambio, la prueba es inmediata si aprovechamos Teorema 5.14.
Vamos a demostrar que en este espacio existe una familia no
numerable de bolas mutuamente ajenas. Por Teorema 5.14 esto
es imposible en un espacio separable.

Vamos a denotar por || - || la norma euclidiana en R? y por B(a,r)
la bola euclidiana (que en este caso es un disco).

La observacién mas importante para resolver el problema es que
para r < ||a|| la bola By(a,r) es un segmento lineal:

By(a,r)={ta:1—r<t<l+4r}.
Cuando r > ||a|| tenemos la bola en forma de una ”paleta”:
By(a,r) ={ta:1—r <t <1+4+7r}UB((0,0),]a] —r).

De tal manera la familia de los segmentos de forma I, = {ta : 0 <
t < 2}, donde ||a|| = 1 consta de bolas abiertas mutuamente ajenas
y estd parametrizada por los puntos de la circunferencia unitaria,
asi que es no numerabla. El espacio (R?,d) no es separable.

[

. 4 Supongamos que en el espacio métrico X cada conjunto infinito

tiene un punto de acumulacion. Demuestre que X es separable.

SOLUCION Sea r > 0. Por nuestra suposicién en el espacio X no
existe ninguna sucesién z,, tal que d(z,, z,x) > r para todos n,
k € N, porque una sucesién de estas propiedades no tiene puntos
de acumulacion.

El hecho de que tal sucesién no se puede construir significa que pa-
ra todo r > 0 existe nimero finito de bolas B(x,1,7), ..., B(Zym,,T)
tales que X = (J7) B(z, ;7).

Tomamos los radios de valores %, para k € N y construimos las
bolas correspondientes:

1
R
que tienen la propiedad de que para cada k € N

"}
B, =x.
j=1

Afirmamos que la sucesién compuesta de los centros de estas bolas
es densa en X.

Efectivamente, para cada x € X y para cada r > 0 existe k € N
tal que 1k < r. Para algtin valor j se cumple x € By ;. En otras
palabras x1 ; € B(z, 1) C B(z,r).

Bkﬂ,j — B((L%J,
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El conjunto C' = {x%d ckeN 1<5< m%} es numerable y
denso en X. El espacio X es separable. W
. Para A C R definimos la funcién caracteristica del conjunto A
como

1, xeA,
1A($)_{ 0, A

Demuestre que las combinaciones lineales de las funciones carac-
teristicas forman un conjunto denso en el espacio B(R) de funcio-
nes acotadas sobre el eje.

Sugerencia:

Para f € B(R) dada y € > 0 arbitrario debemos encontrar una
funcion de forma g =377_ a,la, tal que ||f — gl < e

Como una funcion acotada, la funcion f toma valores en cierto
intervalo finito [a,b] C R que por su lado estd contenido en algin
intervalo de forma [Ne, Me) con N, M € Z. Sea A; = {z € R :
je<flr)<(+ e}, N<j<M-1.

Demuestre que g = > iy f(3€)1a; aprozima a f adecuada-
mente.

. Sea G un subgrupo del grupo additivo (R, +). Demuestre que G
es denso en R si y solo si inf(GNR;) = 0.

Sugerencia:

La condicion es obviamente necesaria, Porque la densicad de G en
R implica que para cada € > 0 algin elemento de G se encuentra
en el intervalo (0,).

Supongamos ahora que inf(GNRy) = 0.

Sea ¢ > 0. Eniste 0 < p € G tal que p < €. Los elementos
{np : n € Z también pertenecen a G.

. Sea r € Q°. Demuestre que el conjunto {m + nr : m,n € Z} es
denso en R.

Sugerencia:

Podemos usar el resultado del ejercicio anterior. El conjunto G =
{m +nr : m,n € Z} forma un subgrupo del grupo aditivo R.
Es suficiente demostrar que los elementos positivos del conjunto
G aproximan a cero. Observe que, sia < b € G yb—a < ¢, se
tiene inf(G NRy) < b — a, porque el dltimo elemento es positivo
i pertenece a G. La condicion inf(GNRL) = r > 0 implica que
la—b| > r para cualquier par de elementos de G. Considera ahora
el grupo cociente G /7 que se puede identificar con un subconjunto
del intervalo [0,1] y que por lo dicho tiene que ser finito. Deduzca
que r es racional, obteniendo una contradiccion.
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10. Demuestre que la métrica en un espacio métrico (X, d) es equiva-
lente a la métrica discreta si y solo si el tinico subconjunto denso
en X es el mismo X.
Sugerencia:
Una métrica § es equivalente a la métrica discreta d si y solo si
en el espacio (X,0) todos los conjuntos son abiertos. Si A C X es
un conjunto denso en X, cada abierto contiene a un elemento de
A. jPero cada conjunto de un punto es abierto!
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6. Espacios de funciones y aplicaciones

1. De un ejemplo de una funcién f: R — R que sea continua en un
solo punto.

Sugerencia:
Construya una funcion acotada y discontinua en todas partes y
luego multiplicala por la funcion f(x) = .

2. ¢ Sea

fa) = %7 siz =" n >0, n,m primos relativos,
10, sizeR\Q.

Demuestre que f es continua en cero y en los puntos irracionales
y es discontinua en puntos racionales # 0.

SOLUCION. Empezamos con el estudio de la continuidad en cero.
El valor de la funcién en x = 0 es cero y el mismo valor toma
la funcién en los puntos irracionales. Es suficiente estudiar la
continuidad en cero de la funcién restringida a Q.

Dado € > 0, tomamos § = ¢ y efectivamente para z = = la
condicién |z| = % < ¢ implica f(z) = ﬁ < § porque |m| > 1. La

funcién es continua en cero.

Sea r € R\ Q. Supongamos primero que z > 0. Tenemos nueva-
mente f(xz) = 0 por la definicién. Supongamos que la funcién es
discontinua en x.

Existe € > 0 tal que para toda k € N en el intervalo (z — %, T+ %)
existe yp = 73—:, m, n € N tal que f(yx) = n—lk > ¢. Para estos
puntos "malos” se cumple n; < % Existe solo un nimero finito de
los valores ny, m; € N que satisfacen a la vez condicién n, < % y
ademas ’:—: <z + 1. La sucesion (y;) toma solo un ntimero finito
de valores racionales. Su limite es entonces un nimero racional.
Sin embargo y, — x por su definiciéon, lo que es una contradiccion.
La funcién f es continua en los puntos irracionales positivos.

La funciéon f es par, entonces es continua también en los puntos
irracionales negativos.

La discontinuidad en cada punto racionales = # 0 es obvia, porque
en este caso f(z) > 0, mientras que existen puntos irracionales
=y f(z) =0.

[ |

3. El eje real R es un espacio vectorial sobre el campo Q. Sabemos
del curso de algebra lineal que existe una base del espacio vectorial
(R, Q) tal que el nimero 1 es uno de los elementos de la base que
denotamos por 7. Representamos esta base como {ro} U {7 }aca-
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Para cada x € R tenemos la descomposicién tnica:

T = QO(x) + Z QQ(I)TOH
aEA
donde qo(x) go(z) € Q y solo un nidmero finito de los coeficientes
q es distinto de cero.
Sea f(x) := go(x). Demuestre que la funcién f es aditiva (f(x +
y) = f(x)+ f(y)) y discontinua en todos los puntos del dominio.

Sugerencia:

La representacion de un vector como combinacion lineal de ele-
mentos de una base es unica. De aqui deduzca que la funcion f es
aditiva y Q - lineal.

¢ Que forma tiene la funcion f sobre Q7 Suponiendo que f es
continua demuestre que f(x) = x para todo x € R. ;Porque esto
es una contradiccion?

. Construye una isometria del espacio

A={zeR:1<|z| <2, z # 1} con la métrica

|z =y, sizy > 0,
d(z,y) = { |z| + |y| —2, sizy <O0.

sobre el intervalo [0, 2] con su métrica natural.

Sugerencia:
Intentalo con la aplicacion ¢(x) = x — sgn(x).

. Sea (X, d) un espacio métrico y sea A C X un conjunto no cerrado.

Construya una funciéon continua no acotada sobre A.

Sugerencia: -
Si A no es cerrado en X, eziste xg € A\ A. ;Que propiedades

tiene la funcion f(x) = d(x,z0)? ;Que propiedades tiene g = %?

. 4 Sea (X, d) un espacio métrico. Sea A C X. Demuestre que la

funcién sobre X definida por la férmula
d = inf d
az) = inf d(z,y)
es uniformemente continua.

SOLUCION Sean x, y € A. Sin afectar generalidad podemos supo-
ner que da(z) < da(y).

Para cada e > 0 existe a € A tal que d(x,a) < inf,cad(z,u)+e, es
decir d(z,a) < da(x)+e. Se sigue por la desigualdad de triangulo:
do(y) < d(y,a) < d(y,z) + d(z,a) < d(z,y) + da(x) + €.
Obtenemos asi para ¢ arbitrario:

|[da(y) — da(@)| < d(z,y) + ¢
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y la continuidad uniforme esté probada.
[

7. Muestre que si f: R — R es uniformemente continua, existen a,
b > 0 tales que |f(x)| < al|z|+ 0.

Sugerencia:

Por la continuidad uniforme en el dominio R existe 6 > 0 tal
que [v —yl < 6 — |f(@) — f@) < 1. Sea b = |F(0)] y sea
a = %. Representa x = nd + ¢ con 0 < ¢ < d y para terminar la
demostracion muy formalmente aplique la induccion con respecto
an.

8. Muestre que cada funcién f: R — R continua, monétona y acota-
da es uniformemente continua.

Sugerencia:

Consideramos el caso de una funcion f mondtona creciente. Sien-
do ademds acotada la funcion tiene los limites en el + infinito
iguales a m = inf{f(z) : © € R} y M = sup{f(z) : = € R},
respectivamente.

Para € > 0 arbitrario existen a < b tales que para x < a 0 b < x
se cumple f(x) —m <e/2 6 M — f(x) < e, respectivamente.

En el intervalo [a,b] la funcién es continua entonces es uniforme-
mente continua y eziste § tal que |f(x) — f(y)| < €/2, mientras
ambos puntos estén en [a,b] y |v —y| < d.

Con estos datos en la mano demuestre que para x, y € R tales que
|z —y| < 0 se cumple |f(z)— f(y)| < e sin mds restricciones sobre
los puntos.

El caso de una funcion mondotona decreciente g se resuelve consi-
derando la funcion —g.

9. Sean f, g funciones uniformemente continuas y acotadas sobre un
espacio métrico X . Demuestre que f¢ es una funcién uniformemen-
te continua. Mediante un ejemplo demuestre que la suposicion de
que las funciones sean acotadas es necesaria.

Sugerencia:
El incremento del producto se puede representar de forma siguien-
te:

1f(W)a(y) — f(x)g(z)] = [f(W)g(y) — fy)g(x) + f(y)g(x) — f(x)g(z)]
= f(y)(9(y) — 9(x)) + (f(y) — f(x))g(x)]
< [fWllg(y) —g(@)| +|f(y) — f()|[g(x)].

Ahora es suficiente aprovechar ambas suposiciones y la continui-
dad uniforme estd probada.
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Para ver que ambas funciones deben ser acotadas piensa en las
funciones f(z) = cosx, g(z) = x y el dominio R.

Demuestre que una funcién f € BC(R) es uniformemente continua
si y solo si para toda sucesiéon z,, — 0 se tiene f(x + x,) — f(z)
uniformemente.

Sugerencia:

Este ejercicio es principalmente para recordar las dos definiciones
imvolucradas.

La funcion f es uniformemente continua si

Ve>035>0 V|h| <6, zeR d(f(x+h), f(z)) <e.

Si para |h| < § calculamos sup,eg d(f(z + h), f(x)) obtenemos el
valor < e.

Si h, — 0, para n suficientemente grandes se cumple |h,| < §
y denotando fn(x) = f(x + h) obtenemos duoo(fn,, f) < €, lo que
significa la convergencia uniforme de la sucesion.

La implicacion opuesta también consiste en leer con atencion la
definicion de la convergencia uniforme.

Sea X un espacio métrico arbitrario y sea Y un espacio discre-
to. Encuentre una condicién necesaria y suficiente para que una
sucesiéon (F},) en B(X,Y) sea uniformemente convergente.

Sugerencia:
En un espacio discreto la condicion d(x,y) < 1 implica x = y. La
convergencia uniforme F, — F implica F, = F para n grandes.

Sean X, Y espacios métricos y sea F': X — Y una aplicacién.
Demuestre que F' es continua si y solo si para cada conjunto
cerrado B C Y la imagen inversa F~!(B) es un conjunto cerrado
en X.

Sugerencia:

La operacion de tomar la imagen inversa tiene la propiedad F~1(A)
F7YA)¢ (jverificalo!).

St O es un abierto, su complemento es cerrado y por lo tanto
F7Y0) = FYO°)¢ es abierto como complemento del conjunto
F~1(O°) cerrado por suposicion.

¢ Sean X, Y espacios métricos y sea F': X — Y una aplicacién.
Demuestre que F es continua si y solo si F~1(B) C F~!(B) para
cada BCY.

SOLUCION. La operacién de tomar la imagen inversa tiene la
propiedad F~1(D¢) = F~1(D)¢ que es obvia directamente por la
definicién.
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—-C

= Si F € C(X,Y), entonces F~1(B") = F~'(B)¢ es un conjunto
abierto como imagen inversa de un abierto. Por lo tanto F~1(B)
es cerrado.

Aplicamos la cerradura a ambos lados de la relacién F~1(B) C

F~1(B) obteniendo F~1(B) c F-1(B) = F~Y(B), porque este
conjunto es cerrado.

< Ahora observemos que para probar la continuidad de F' es
suficiente ver que la mimagen inversa de cada conjunto cerrado
es conjunto cerrado.

Efectivamente, si F' tiene la ultima propiedad y O C Y es abierto,
entonces F~1(0°¢) = F~1(O)° es un conjunto cerrado y por lo tanto
F~1(O) es abierto, probando la continuidad de F'.

Suponemos ahora que F~1(B) C F~}(B) para cada B C Y.

Tomamos B cerrado (entonces tal que B = B) y obtenemos
FYB) = F7Y(B) > F(B), lo que implica que F~'(B) es
cerrado. La continuidad de F' esté probada.

Nota. En esta demostraciéon no henmos usado el resultado del
ejercicio anterior sino repetimos la demostracién del mismo.

¢ Sean X, Y espacios métricos y sea F': X — Y una aplicacién.

Demuestre que F' es continua si y solo si F(A) C F(A) para cada

AcCX.

SOLUCION. = Sea F(X,Y) y sea x € A. Existen a,, € A tales que
a, — x. Por la continuidad de F' se sigue F(A) 5 F(a,) — F(z),

entonces € F(A). Hemos probano que F(A) C F(A).

< Ahora partimos de la propiedad F(A) C F(A) que se cumple
para cada A C X. Sea B C Y cerrado (B = B)yseaA=F~1(B).
Obtenemos

F(F-Y(B)) Cc F(F-Y(B)) =B = B.

Resulta que cada elemento de F~1(B) se transforma en B bajo
F, es decir pertenece a F~1(B), asi que F-1(B) = F~!(B). La
imahen inversa bajo F' de cada conjunto cerrado es conjunto ce-
rrado. Como hemos probado en el ejercicio anterior esta propiedad

implica la continuidad de F.
|

Demuestre que la funcién || - || sobre L(E, F) es una norma y que

|All = inf{C >0:Vze E;||A)|r < C|z| g}

Sugerencia:
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La norma definida como ||Al| = sup, <1 |A(z)||F es un caso par-
ticular de norma en el espacio de aplicaciones acotadas, solo que
no se la calcula en el dominio entero sino sobre la bola unitaria.

Sea D = inf{C > 0:Vz € E;||A(z)||r < Cllz||g}. Es obvio que
el nimero D satisface también la desigualdad ||A(z)||r < D||z||g
para todo x € E. Tomando el supremo del valor del lado izquierdo
sobre la bola unitaria de obtiene ||A|| < D.

La misma definicion de la norma || A|| implica que para cada x # 0
en B se cumple | A(pio)le < |All y luego |A(z)||lr < [[Allllz] 2.
Por lo tanto D < ||A||. La igualdad D = || A|| estd probada.

., Averigue si la propiedad ”ser acotado” es invariante de homeo-
morfismos?

Sugerencia:
Consulta la solucion del Ejercicio 3.6.

¢ Demuestre que el cuadrante {(z,y) € R*: 2 >0, y > 0} y el
conjunto {(z,y) € R*: (z —1)? +y* <2, (x +1)*> +y* < 2} son
homeomorfos.

SOLUCION Obviamente existen muchos homeomorfismos entre es-
tos espacios. Una forma elegante de construir uno de ellos se basa
en la teoria de funciones analiticas 6 més exactamente las trans-
formaciones de Mobius.

Vamos a aprovechar la estructura compleja que existe en el plano
escribiendo el elemento (z,y) € R*> = C como z = x + iy. Para

, . a b i

una matriz no singular A = ( ¢ d ) tal que ¢ # 0 definimos la
tranformacion de Mobius del plano como

_az—i—b
x4+ d

ma(2)

El dominio de esta aplicacion es igual a C\{—5} y en este dominio
la aplicacién es obviamente continua. Cuando z tiende —$ el valor
|ma(z)| tiende al infinito.

De las transformadas de Mobius se sabe que transforman el con-
junto de lineas rectas y circulos en si mismo. En otras palabras,
si C' es una recta 6 un circulo, m4(C') es también una recta o un
circulo.

De este punto de vista una recta en R? no es otra cosa sino un
circulo que pasa por "el punto en infinito”.

El conjunto A = {(z,y) € R? : (z—1)>+y* <2, (z+1)*+y* < 2}
tiene como frontera dos arcos que se intersectan en los puntos V2i
y —V/2i y que pasan por los puntos 1 y —1, respectivamente.
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Vamos a buscar la tranformacién de Mébius que envia el punto v/2i
al infinito y transforma el punto —/2i en cero. La transformacién
m(z) = zf—\‘gz satisface ambas condiciones. Las circunferencias que
forman la frontera de la regiéon A se transforman en dos rectas

que pasan por el punto 0. Tenemos ademas m(l) = i—\/\% =

H=1+42v2i) y m(-1) = __11%‘/52’ = 1(—=1-2v/2i), ademés m(0) =
—1. El conjunto m(A) estd entonces contenido en el semiplano
izquierdo entre los semiejes que parten de cero y pasan por los
puntos —1 + 2v/2i y —1 — 21/2i, respectivamente. Si definimos
f(2) = (=1 — 2¢/2i)m(z) obtenemos como imagen f(A) la regién
entre el semieje real positivo y el semieje que pasa por el punto
—7 4 44/2i. Si Glpha es el argumento de —7 + 44/2i, definimos
finalmente el homeomorfismo buscado por la férmula:

() = ((—1 - 2@@)?—*\%) -

Sean F, I espacios normados sobre el campo R y sea F': £ — F
una aplicacién continua y aditiva: F(x 4+ y) = F(x) + F(y).
Demuestre que F' es lineal.

Sugerencia:

Para tener la linealdad nos falta unicamente la propiedad F(tx) =
tF(z) para todos x € E, t € R. Para cada n € N, usando la
aditividad de la funcion tenemos:

1 1 1 1 1

nF(nx)—F(na:)+ —{—F(nx)—F(nx+ +n3:)—F(x),

de donde F(:z) = LF(z). También para cada m € Z se sigue por
el mismo argumento: F'("x) = = F(x).

Ya hemos probado que para cada g € Q se cumple F(qx) = qF (x).
Ahora es tiempo de aprovechar la continuidad de la aplicacion F.
Parat € R escogemos una aproximacion Q > q; — T' y obtenemos
F(tz) = F(limj_,o gjz) = ... Terminalo.

¢ Sea (E,|| - ||) un espacio normado sobre un campo K (=R
6 C) y sea p: E — K una funcién lineal no identicamente nula.
Demuestre que ¢ es continua si y solo si Ker ¢ no es denso en E.

SOLUCION. Existe un elemento de y € F tal que ¢(y) # 0. Para
x € F arbitrario se cumple

p(r — —=y) =0,
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es decir x — %y € Ker ¢ para cada z € E.
Cada elemento x de E se descompone en forma tnica como z =
ty + h, donde t € K, h € Ker ¢.

El espacio E tiene la forma de suma directa £ = Ky + Ker ¢.

El kernel de una funcién lineal es de codimensién 1.

Si ¢ es una funcién continua, Ker ¢ es un conjunto cerrado como
imagen inversa del conjunto cerrado {0} y por lo tanto no es denso
en F.

Ahora supongamos que E # Ker ¢. Seay € Ker ¢\Ker . Tenemos
entonces ¢(y) # 0 y por la observaciones hechas al principio £ =
Ky + Ker ¢ que es una contradicciéon demostrando que Ker ¢ =
Ker ¢. Acabamos de probar que Ker ¢ # E implica que Ker ¢ es
cerrado en F.

El espacio cociente E/Ker ¢ es un espacio normado de dimensién
1 y la aplicacién p: E > x — [z] € E/Kerp es continua. La
funcién ¢ sobre E/Ker ¢ definida por la féormula @([z]) = ¢(x)
estd bién definida y es lineal entre dos espacios de dimensién uno.
Por consiguiente ¢ es una funcién continua.

Obtenemos ¢ = ¢ o p que demuestra la continuidad de ¢ como de
la suposicion de dos aplicaciones continuas.

Hemos probado: (Ker ¢ no es denso en E) = (¢ es continua).
El mismo resultado se puede formular en otra forma:

Una aplicacion lineal sobre un espacio normado es discontinua si

y solo si su kernel es denso en el dominio.
|

¢ Sea (X, d) un espacio métrico y sea up un punto arbitrario en
X. Para x, u € X sea f,(z) = d(z,u) — d(z,up). Demuestre que
fu es una funcién acotada, continua sobre X y que la aplicacién
X > u— f, € BC(X) es una isometria.

SOLUCION La continuidad de la funcién f, es obvia, porque la
distancia es una funcién continua (vea Ejemplo 6.3). Por Propo-
sicién 1.2 sabemos que |f,(x)| < d(u,up), asi que efectivamente
fu € BC(X).

Queda por probar que la aplicacion X > v — f, € CB(X) es
isométrica, es decir

£ = Follo = sup | fu(x) = £o(2)] = d(u,v).

Calculamos:

|fulz) = fu(z)] = |d(z,u) = d(z,u) — (d(z,v) — d(z,uo)| =
= ld(z,u) —d(z,v)| < d(u,v),
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nuevamente por Proposicién 1.2.

En los puntos z = w y en x = v la funcién |d(z,u) — d(z,v)|
alcanza el valor deseado d(u,v).

|

¢ Deduzca Teorema 2.10 del resultado del ejercicio anterior.

SOLUCION. Teorema 2.10 dice que cada espacio métrico X se
sumerge isométricamente en un espacio completo en el cual forma
un subconjunto denso.

En Problema 12.16 hemos construido (sin mucho esfuerzo) una
inyeccion isométrica ¢: X — BC(X). Este el espacio es completo,
entonces la cerradura de ¢(X) en BC(X) es la completacion
buscada.

NoTA Inmediatamente surge la pregunta porque en Capitulo 2
hemos usado una demostracion tan larga y complicada en lugar
de la que acabamos de hacer en media pagina.

La respuesta es muy sencilla. Uno de los casos méas importantes
de la completacion es la construccion de los ntimeros reales como
la completacion del campo de los racionales. Para este fin no sirve
la dltima demostracion en la cual se aprovecha la completez del
eje real.

Este momento es buena oportunidad para darse cuenta de la
exepcional importancia de los niimeros reales en el analisis.

Tal vez el hecho de que cada espacio métrico esta contenido en
el espacio BC(X) no es tan sorprendente, pero segin teorema de
Banach y Mazur (1932) cada espacio métrico seprable se sumerge
isométricamente en el espacio C|0, 1] de funciones continuas sobre
el intervalo.

Después de ”crear”un enorme mundo de todos los espacios métri-
cos (separables) de repente constatamos que todo este ”cosmos”ya
existié dentro de un espacio tan sencillo como él de C0, 1] cono-
cido de los cursos del calculo. No se puede evitar la comparacién
con el caso de los fractales...

¢ Sea D = {(z,y) € R* : ||(z,y)|* = 2% + y* < 1} - el disco
unitario en el plano. Sea E = C'B(R?) - el espacio de funciones
continuas acotadas sobre el plano provisto de la norma || - ||oo. Sea
F ={f € E: f|D = 0}. Encuentre una isometria lineal entre el
espacio cociente E/F y el espacio C(D).

SOLUCION. Sea A(f) = f|D. Si A(f) = 0, la funcién f se anula

en el disco, entonces f € F. Cada funcién continua g que se anula
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dentro del disco, es nula en el disco serrado. Tenemos entonces la
igualdad ker A = F. La definicién A([f]) = A(f) es correcta.

El operador A: E/F — C(D) es lineal é inyectivo. Vamos a probar
que A es suprayectivo.

Para g € C(D) arbitrario debemos encontrar una funcién continua
acotada tal que f|D = g. Existen teoremas generales sobre las
extensiones continuas de funciones continuas (Teorema de Tietze),
pero en nuesto caso podemos construir tal extension en forma muy
sencilla. Sea

g9(a), ol <1,

&l9) = { gl lall > 1.

Fuera del disco la funcién £(g) es constante sobre cada rayo que
parte de la circunferencia.

La funcién E(g) es continua, acotada y satisface A(E(g)) = g.
Ademés se cumple la féormula sup,cge |€(g)(a)| = supyep g(a)].
La dltima observacién es importante para probar que A es una
isometria. La norma en el espacio cociente tiene en nuestro caso
la forma

A1l = fnf sup [(f + ) (a)],

acR?
por lo cual [|[f][] < supgege [(f)(a)]-
La funcién hy = E(A(f)) — f es elemento del subespacio F' (se
anula sobre el disco).
Se cumple

1IN < sup [f + ho[(a)| = sup |E(A(S))] = ilelglf(a)l = [[A(F)lloo-

23.

acR? aclR?

Para cada h que se anula sobre D tenemos

sup [(f + h)(a)] = sup [(f)(a),

acR? aeD
de donde se sigue tomando el infimo con respacto a h € F"
1A= TACH) loo-
Las dos desigualdades implican que efectivamente ||[f]|| = || A(f)||o-

Sean X, Y espacios métricos. Una aplicacion continua f: X — Y
es abierta si para cada O C X abierto f(O) es abierto. Demuestre
que, si X es de 2% categoria en si mismo y f: X — Y es abierto,
entonces Y es de 2% categoria en si mismo.

Sugerencia:
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Sea C,, una familia de conjuntos cerrados en Y tales que Y =
UnGN Cn

Debemos probar que uno de los conjuntos C,, tiene interior no
vacio.

Los conjuntos f~1(C,) son cerrados en X 1y cubren el espacio X .
Si X es de 2 categoria, existe n, tal que Int C,,, # (). Ahora llega
el momento de aprovechar el hecho de que f es una aplicacion
abierta.

¢ Sea C'([a,b]) el espacio de funciones sobre [a,b] que tienen
derivada continua. Sea d(f, g) = sup,epy |f(2) — g(z)| + [f'(x) —
¢ (x)]. Investigue la continuidad de la aplicacién T': C([a,b]) —
C’l([a b]) cuando

1. = [ f(t)sen (z — t)dt,

2 = Jo £

SOLUCION 1. La métrica en el espacio CM®) estd relacionada
con la norma || f[| = sup ¢, [f(2)[+]f'(z)|. Para obtener el valor
(T f)]| tenemos que calcular la derivada de la funcién 7'f.
Como recordamos del curso del calculo para derivar una funcién
de este tipo debemos introducir una funcién de dos variables
F(z,y) = [T f(t)sen(y — t)dt y entonces se cumple

(TFY () = A Fa,2) + 5 F(a,2)

Cox oy 7

Por Teorema principal de Célculo a%F(:E,y) = f(z)sen(y — x).
La segunda derivada parcial es la derivada de una integral a
un parametro y tiene valor —F (z,y) = [ f(t)Z(sen(y — t)) =

[ f(t) cos(y — t)dt.
= /x f(t) cos(x — t)dt.

De tal manera
En este caso el operador T' es lineal, entonces su continuidad en
todas partes equivale a la continuidad en cero.

Calculamos:
sl = s | e + | / f () cos( — t)d]
TE|a a
< 20-a) s 1f(@)] =200~ Dl
z€[a,

Este operador es continuo como operador del espacio C([a, b]) into

O ([a, B])..
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2. En este caso (Tf)'(z) = f*(x) por Teorema Principal del
Calculo. El operador no es lineal, entonces calculamos
b

d(Tf,Tg) = sup | [ (f(x)—g(x))dt]

z€lab] Ja
< @—a)?%U—ﬁV@)S@—aﬂzﬁﬂf—MWDQ
= (b=a)|f = glloo-

Esta desigualdad demuestra la continuidad de la aplicacion T: C([a, b]) —
C'([a, b]).
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7. Espacios compactos

1. Describe los conjuntos compactos en un espacio de métrica discre-
ta.

Sugerencia:
Si en un espacio de métrica discreta X disponemos de un niumero
infinito de elementos, podemos construir en X una sucesion en
la cual ningin elemeno se repite. Tal sucesion no tiene ninguna
subsucesion convergente. ;Conclusion?

2. Construya en R un conjunto numerable compacto con un ntimero
infinito de puntos de acumulacién.

Sugerencia:

El ejemplo sencillo de un conjunto infinito compacto en R es
C = {0} U{% : n € N}. Este conjunto tiene un solo punto de
acumulacion en cero. Si construimos C; = CU(1+C'), obtenemos
un conjunto con dos puntos de acumulacion. Siga asi...

3. Construya una cubierta abierta del intervalo [0,1) que no tenga
ninguna subcubierta finita.
Sugerencia:
Agregando el punto 1 al intervalo [0,1) obtenemos un conjunto
compacto, y sequn Teorema de Borel cada cubierta de un com-
pacto tiene una subcubierta finita. Construyendo una cubierta de
propiedades deseadas tenemos que aprovechar la falta del punto 1
en nuestro conjunto. Sean [0,1) > x, /1 y sean O, = [0,z,).
¢ Que tiene que ver esta familia de conjuntos con nuestro proble-
ma?

4. Demuestre que el producto crtesiano de dos conjuntos totamleta-
mente acotadoa es totalmente acotado. Utsalo para probar que
conjunto acotado en R" es totalmente acotado.

Sugerencia:

En el producto cartesiano de espacios (X, dx), (Y,dy) usamos la
métrica d((x,y), (u,v)) = dx(z,u) + dy(y, v).

Siparae > dado tenemos X =3 7| B(x;,¢/2),Y = >, B(yx,€/2),
demuestra eue {(z;,yx) 1 1 < j<n,1 <k <} es unac-red para
el producto X x Y.

Eztienda este resultado a un producto X1 x --- X X,,.

En el caso de un subconjunto A acotado en R™ aprovecha el hecho
de que A es un subconjunto de un producto de forma |aq,b] X
-+ X [ap, by], recordando también que en R™ todas las normas son
equivalentes.
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. Demuestre que la relacién ~ definida en la secciéon 4 entre las

normas en un espacio vectorial F es una relacion de equivalencia.

Sugerencia:
La relacion ~ entre dos normas || - || y || - ||' tiene lugar cuando
existen constantes A, B > 0 tales que para v € E cualquiera

Aljzll < [l]" < Bll|l-

A primera vista se puede dudar si esta relacion es simétrica. Sin
embargo, si se cumplen las dos igualdades, tenemos también

1 1
Sl < loll < <l

entonces la simetria si tiene lugar. La transitividad también se
demuestra facilmente.

. Demuestre que en cada espacio normado (R¥, || - ||) una sucesién

a, = (ap1,-..,an,) converge si y solo si para cada j la sucesién
numérica (b,) = (an;) converge.

Sugerencia:

Teorema 7.23 afirma que en un espacio vectorial de dimension
finita todas las mormas son equivalentes. La equivalencia de las
normas significa que una sucesion convergente en una norma Si-
gue siendo convergente en cualquier otra norma. Por lo tanto es
suficiente demostrar el hecho que nos interesa utilizando la norma
mas conveniente. Usa la norma euclidiana.

Demuestre que cada subespacio vectorial en un espacio normado
de dimensién finita es cerrado.

Sugerencia:

Por Teorema 7.24 sabemos que cada operador lineal entre dos
espacios normados de dimension finita es continuo. St E es un
espacio normado de dimension n y F C E es un subespacio
vectorial de dimension k, podemos construir el espacio cociente
E/F que es de dimension n — k. Por la misma definicion del
espacio cociente existe el operador lineal A: E — F, cuyo kernel
es exactamenye el espacio F. FEste operador es continuo, por lo
tanto F'= A7Y(0) es un subespacio cerrado como imagen inversa
de un conjunto cerrado bajo una aplicacion continua.

Si esta demostracion te parece demasiado complicada - busca otra.
Hay muchas formas de demostrar este hecho.

. Sean (E,| - ||), (F,]| - ||) espacios normados y sea A: E — F un

operador lineal. Demuestre que, si F es de dimensién finita, A es
continuo.
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Sugerencia:

Este hecho estd probado como Teorema 7.24 en el caso cuando am-
bos espacios son de dimension finita. Sin embargo, incluso cuando
dim F' = oo, el subespacio F' = A(E) C F es un espacio normado
de dimension finita. Aplica Teorema 7.2/ al operador A tratado
como operador de E en F’.

. 4 Demuestre que para cada conjunto A totalmente acotado en un
espacio normado (FE, || - ||) la cdscara convexa conv(A) es también
totalmente acotada.

SOLUCION. En Proposicién 1.21 hemos obtenido la descripcién
de la céscara conv(A) como del conjunto combinaciones convexas

de elementos de A, es decir vectores de forma: Z?Zl tja;, donde

Z?:l t; = 1y todos los coeficientes t; no negativos.
Si A es un conjunto acotado, conv(A) es también acotado, porque
suponiendo que |ja]| < C para todos a € A obtenemos

k k k
1> tiaill <Y tillall <Y 1,0 =C.
j=1 j=1 j=1

Por la definicién de un conjunto acotado (resp. totalmente acota-
do) se observa que si A C F; C E donde A es un subconjunto
acotado (resp. totalmente acotado) en Ej, entonces es A también
acotado (totalmente acotado) en E.

En un espacio normado de dimensién finita un conjunto es total-
mente acotado si y solo si es acotado.

Un conjunto finito en un espacop normado tiene cascara convexa
totalmente acotada.

Efectivamente, para un conjunto finito {ay,...,ay} C E, la cdsca-
ra convexa conv({ai,...,ay}) pertenece al subespacio de domen-
sion finita £y C F generado por estos vectores y en este espacio
su cascara es totalmente acotada. Pero esto implica que la cdscara
es totalmente acotada también como subconjunto de de E.
Volvamos al caso general de un conjunto A totalmente acotado en
un espacio normado E. Para ¢ > 0, sea R = {aq,...,ay} una &-
red de elementos de A. El conjunto conv(R) es totalmente acotado
en E y existe una e-red {xq,...,z)} de conv(R).

Vamos a probar que el mismo conjunto {1, ..., 2y} es una 2e-red
para A.

Sea u = Z?:l tju; € conv(A). Para cada j existe a;; € R tal que

|ai, —u;]| < e. Seaa = Z?Zl t;ja;,. Tenemos entonces un elemento
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a € conv(R) que satisface

k k k
lu—all = 1Yt —ai, | <D tylluy—ay || <Y tie=e.
j=1 j=1 j=1

Por otro lado existe
Tm € R

tal que ||a — || < e. Por consiguiente ||u — x,,|| < ||u—a| + |la —
Tl < 2e.

Hemos probado que para cada ¢ existen {xy,...,xy} C conv(A)
tales que conv(A) € UY_, B(xm, 2¢). La céscara conv(A) es to-
talmente acotada.

[

¢ Sea A un conjunto compacto en un espacio de Banach FE.
Demuestre que conv(A) es un conjunto compacto.

SOLUCION. Por Corolario 7.11, en un espacio completo cada con-
junto cerrado y totalmente acotado es compacto. En el problema
anterior hemos probado que conv(A) es un conjunto totalmente
acotado. Para probar que su cerradura es compacta basta obser-
var que la cerradura de un conjunto totalmente acotado sige siendo

totalmente acotada.
[ |

¢ Supongamos que en el espacio métrico X cada subconjunto in-
finito tiene un punto de acumulaciéon. Demuestre que X es com-
pacto.

SOLUCION Sea (x,) una sucesién en X. Sea Y ={x,}°°,. Si este
conjunto es finito, la sucesién contiene una subsucesién constante
que obviamente es convergente en X.

Si el conjunto Y es infinito, existe por nuestra suposicién r € X
que es un punto de acumulaciéon de Y. Para cada k € N existe
Tn, # x tal que d(z,,,r) < 1. La subsucesién (x,,) converge a z.
El espacio X es compacto.

Sean X, Y espacios métricos. Una aplicacién ¢: X — Y se llama
abierta si para todo conjunto O C X su imagen ¢(O) es abierta.
Demuestre que cada funciéon continua, abierta f: R — R es
monotona.

Sugerencia:
Sea f: R — R wuna funcion que es abierta, continua y mo es
mondtona.
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Una funcion abierta no puede ser constante. Supongamos que para
algunos z, y € R se cumple f(x) < f(y). Si para algin z > y
tenemos f(z) < f(y), la funcion alcanza en el intervalo |z, z| su
mazximo M que es mayor que f(x) y f(z). sEs abierto el conjunto
f((z,2))?

La contradiccion obtenida demuestra que la funcion es mondtona
creciente.

Si en principio tenemos x < y con f(x) > f(y), en forma andloga
probaremos que f es mondtona decreciente.
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8. Espacios conexos

. Sea E un subespacio vectorial de dimensién n—1 en R™. Demuestre

que R™\ E es disconexo.

Sugerencia:

Consideramos el espacio R™ con su estructura natural euclidia-
na. Cada subespacio vectorial E es cerrado y la proyeccion na-
tural p: R™ — R™/E es continua. Si dimE = n — 1, tenemos
dimR"/E =1y p(R"\ E) =R\ {0} que es un conjunto discone-
zo. Entonces R"\ E es disconero, porque las aplicaciones continuas
conservan la conexidad de conjuntos.

. Demuestre que un espacio métrico X es conexo si y solo si para

cada par de puntos z, y € X existe un conjunto conexo C' C X
tal que z, y € C.

Sugerencia:

St el espacio es conexo, obuviamente cumple esta condicion con
C = X para cualquier par de puntos x, y € X.

Para probar la implicacion inversa supongamos que un espacio X
que cumple dicha condicion es disconexo con la descomposicion
X = 01 U0y en dos conjuntoa abiertos, disjuntos no triviales.
Toma x € O, y € Oy y sea C el conjunto conexo que contiene
a ambos puntos. Su descomposicion C = (O N C) U (O N C)
contradice la conexidad de C, entonces X tiene que ser conexo.

. Sea C' C X un conjunto conexo en un espacio métrico. Demuestre

que C' es conexo.

Sugerencia:

St el espacio X es conexo, tiene obviamente la propiedad descrita.
Supongamos que en X cada par de puntos estd contenido en algin
conjunto conexo. Supongamos que X es disconero y sea X =
01Uy con O;, i = 1,2 abiertos disjuntos, no vacios.

Sean v € Oy, y € Oy y sea C el conjunto conexo que contiene
a ambos puntos. ;Que propiedades tienen los conjuntos O1 N C y

O,NC?

. Sea {As}aea una familia de conjuntos conexos en un espacio

métrico X. Supongamos que para cada par aj, as € A se cumple

Ag, N Aq, # 0. Demuestre que (J, o Aa €s conjunto conexo.

Sugerencia:

Supongamos nuevamente que el conjunto |J,ca Ao es disconexo y
se descompone en O1 U Oy con Oy, i = 1,2 abiertos disjuntos, no
Vacios.
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Observe que por la conexidad de cada componente, para cada o €
A el conjunto A, esta en Oq o estd en Oy. Ahora es pdcil encontrar
la contradiccion con el hecho de que Ay, N An, # 0 para cada par
a1, g € A.

.Sea f: R — (—1,1) una funcién continua. Supongamos que
lim, , o f(x) = =1 y lim, , f(x) = 1. Demuestre que f es su-
prayectiva.

Sugerencia:

El eje real es conexo y la funcién f es continua, entonces f(R)
es un subconjunto conexo en (—1,1). Todos los conjuntos conexos
en R son de forma de un intervalo. Encuentre los extremos del
intervalo f(R).

. #Sea A={reR: 1< |z] <2} Sea

_J =yl si zy > 0,
d(:v,y)—{ lz| + |y| — 2, sizy <DO0.

Demostrar que el espacio (A, d) es conexo.
SOLUCION. El conjunto A es unién de dos intervalos:
A=[-2,-1]U(1,2].

Dentro de cada intervalo la métrica coincide con la métrica natural
de R, entonces ambos intervalos con la métrica d son conexos. Si
01, O, son conjuntos abiertos y A = O U O, las intersecciones
Ui = O;N[-2,—1], i = 1,2 son conjuntos abiertos en [—2, —1] y
Uy UUs = [—2,—1], entonces por la conexidad del intervalo uno
de los conjuntos, digamos Us es vacio. Por lo tanto [—2, —1] C O
y Oz C (1,2]. La bola centrada en —1 y de radio r en A es igual a
(=1 —7r,—1]U (1,1 + 7). El conjunto O; es abierto en A entonces
contiene un intervalo (1,1 + r) para algin r > 0. Obtenemos
(1,2] = (O1 N (1,2]) U Oy y sabemos que O1 N (1,2]0. Por lo tanto
O, = (. El espacio A es conexo.

|

. Demuestre que el conjunto
S={(v,y,2): P*+y*+22=1, 2> 0}
es conexo.

Sugerencia:
Hay muchas formas de demostrarlo. La semiesfera es una union
de "meridianos”que se intersectan en el “polo norte”.
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¢ Demostrar que el en R” cada conjunto abierto y conexo es
CONEXO POT arcos.

SOLUCION Sea O C R™ un conjunto abierto y conexo y sea xy € O.
Denotamos por D el conjunto de puntos de O que se pueden unir
con xg por medio de una curva continua:

D= {I €0:dv € C([Oa 1]7O>’ '71(0) = Zo, '79:(1) = .’L‘}

Para x € D existe r > tal que B(z,r) C O, porque O es abierto.
Dado y € B(z,r), construimos una curva que una o con y de la
manera siguiente:

t<1
t<1.

+(2t), 0<t<
W(t) = { (72(— 2)x + (2t — 1)y, L<t<

Esta curva es continua, porque en cada uno de intervalos es conti-
nua y el final del primer tramo coincide con el inicio del segundo.
De tal manera vemos que si € D, entonces B(x,r) C D. Hemos
probado que el conjunto D es abierto.

Ahora supongamos que existe yo € O \ D. Nuevamente podemos
encontrar r’ > 0 tal que B(yo,r") C O. Siy € B(yo,7") y y € D,
entonces de la misma manera como arriba podemos unir g, con
2o usando como arriba primero la curva v desde xy hasta y y el
segmento lineal que une y con yy. Esto es una contradiccién, que
demuestra que B(yg,7’) C O\ D.

Asi resulta que O\ D es también un conjunto abierto. Sin embargo,
O es conexo, y como D # () obtenemos D = O, lo que termina la
demostracion.

. Investigue la conexidad del espacio R con la métrica

_[lr=yl z-yeqQ
d(z,y) = { 2, en otros casos.

Sugerencia:
Demuestre que el conjunto Q es abierto y cerrado en el espacio
(R,d). Para este fin describa B(z,1) cuando x € Q y cuando

x e Q°.

Investigue la conexidad del espacio R? con la métrica

0, (z1,31) = (22, 3),
d p—
(~/E7y) { |]}1|+|l‘2|+|y1_y2|7 (l'l,yl) 7é (:132;92).

Sugerencia:
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Se trata de la "métrica del bosque”. Acuerdate de su interpretacion
geométrica y demuestre que este espacio es conero por arcos.

Sea X un espacio métrico. Para z, y, z € X sean v, 75 €
C(]0,1], X) unas curvas continuas tales que v,(0) = z, (1) =
72(0) = y, 72(1)0z. Construya una curva continua 7y tal que (09 =
x, y(1) = z.

Sugerencia:
Aprovecha la construction usada en la demostracion anterior.

Un espacio métrico se llama sc localmente conexo si cada punto
del espacio tiene una vecindad conexa. Demuestre que cada espacio
conexo y localmente conexo es conexo por arcos.

Sugerencia:

Observe que la demostracion del Problema 7 usa eractamente la
conexidad local del espacio R™, entonces se adapta perfectamente
al caso general.

Sea X un espacio métrico y sea A C X un conjunto tal que Int(A),
Int(A¢) # (. Sea a € Int(A), b € Int(A°). Demuestre que cada
curva continua que une a con b se intersecta con la frontera de A.

Sugerencia:

Suponga lo contrario. Recuerda que X = A U Int(A) U Int(A°).
Si una curva continua c: [a,b] — X une un punto v € Int(A)

con y € Int(A°) y no se intersecta con la frontera A podemos
descomponer el intervalo [a,b] en Oy = {t € [a,b] : c(t) € Int(A)}
y Oy = {t € a,b] : c(t) € Int(A°)}. La contradiccion estd a mano.

Sea A un conjunto conexo en un espacio métrico. ;Es conexo el
conjunto Int A?

Sugerencia:
Considera el conjunto
{(z,y) eR?: (x+1)?+12 < 1}U{(z,y) eR®: (z—1)*+¢* < 1}.

Sea C' C R? un conjunto numerable. jEs conexo el conjunto R?\C?

Sugerencia:

Toma en cuenta dos ejemplos:

A=R*Q* y B=R\{(%,0): n e N}.

Demuestre que A es disconexo y que B es conexo.
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¢ Investigue la conexidad del conjunto

A=(Q°x Q) U (Q x Q) C R,

SOLUCION

La diagonal A = {(z,z) € R?: z € R} es un subconjunto cerrado
en R? que no se intersecta con A. Su complemento es un conjunto
abierto y disconexo con la descomposicion A€ = D; U Dy, donde
Dy = {(z,y) e R? : x < ytly Dy = {(z,y) € R* : = > y}.
Obtenemos A = (AN D) U (AN Dy), que es una descomposicién
en partes abiertas, no vacias. El conjunto A no es conexo.

|

4 Investigue la conexidad del conjunto

B= (@xQ)U(@xQ) CR

SOLUCION

Supongamos que B = O; UO,, donde O;, 1 = 1,2 es abierto en B,
no vacio.

El conjunto Q x @ es denso en R?, entonces es denso en B. Los
conjuntos O; N (Q x Q), ¢ = 1,2 no son vacios.

Seaa= (z,y) € O1N(Q@xQ)yb=(s,t) € 0O,N(Q x Q). El
segmento en R? que une los puntos a, b tiene la forma I(t) =
(tx + (1 —t)u,ty + (1 — t)v), t € [0,1].

Las coordenadas =, y, u, v son racionales entonces para t € Q
tenemos I(t) € Q x Q C B y parat € Q° x Q° se cumple
I(t) € Q° x Q° € B. El segmento esta totalmente contenido en B.
Considerando T; = {t € [0,1] : I(t) € O}, i = 1,2 obtenemos
la descomposicién del intervalo [0, 1] en dos conjuntos no vacios,
abiertos lo que es una contradiccién, porque el intervalo es conexo.

La contardiccién demuestra que el conjunto B es conexo.
|
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9. Teorema de Ascoli

1. Sean X, Y espacios métricos. Para cada x € X definimos una
aplicacion 0,: BC(X,Y) — Y por la férmula d,(f) = f(z).
= Demuestre que ¢, es una aplicacion continua.
» Sea F C BC(X,Y). Demuestre que F es una familis equicon-
tinua en xy € X si y solo si la aplicacién

X 3>z — b,y € BOFY)
es continua en x.

= Muestre que si F es uniformemente equicontinua, dicha apli-
cacion es uniformemente continua.

Sugerencia:
s La convergencia uniforme implica la convergencia puntual.
= Directo por la definicion escribimos que significa que la familia
F es equicontinua en xy € X:

Ve>036>0Vfed, dx(y,z0) <6 = dy(f(y), f(xg)) <e.

Ahora afirmamos en forma explicita que la aplicacion X >
r — 0|5 € BCO(F,Y) es continua en xy:
Ve>036>0Vdx(y,xo) <0 supdy(f(y), f(xg)) < e.
feF
¢Acaso no es lo mismo?

= Kn ambos casos agregando el adjetivo "uniformemente” deci-
mos que la misma 0 > sirve para todos x.

2. 4 Sea F C BC(X,Y) una familia equicontinua. Sea
U={zeX: {f(x): f€TF}es totalmente acotado}.

Muestre que U es un conjunto abierto y cerrado en X. Supongamos
que U # (). Muestre que para X compacto y conexo la familia F
es totalmente acotada.

SOLUCION Sea z € U. Existe una /3 - red del conjunto {f(z) :

f € T} que es de forma {f;(z): 1 <j < N}, donde f; € F.

La equicontinuidad de la familia & en el punto x significa que
existe 0 > 0 tal que dx(x,y) < ¢ implica dy(f(x), f(y)) < /3
qualquier que sea f € F.

Sea f € F ysea j € N tal que dy(f(z), f;(z)) < e. Obtenemos:

dy (f(y), f3(y)) < dy (f(y), f(@))+dy (f(2), f;(@))+dy (f;(2), f;(y)) <
€.

De esta manera hemos probado que, si x € U y dx(z,y) < 0,
entonces y € U, es decir el conjunto U es abierto.
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Ahora vamos a ver que U es cerrado, porque su complemento es
abierto.

Sea v € U°. Existe un ¢ > 0 para el cual el conjunto { f(v) : f € F}
no tiene ninguna ¢ - red.

Sin embargo la familia F es equicontinua en el punto v y existe
r > 0 tal que dy (v,u) < r implica dy (f(v), f(u)) <e/3, f € F.
Si el conjunto {f(u) : f € F} tuviera una €/3 - red, por el mismo
calculo que hicimos arriba, tuvieramos una ¢ red en v, que es una
contradiccion.

Asi, hemos probado que U€ es abierto y que U es cerrado.
Suponiendo que el conjunto X es conexo y U # (), obtenemos que
U = X. Si ademas X es compacto, por Teorema 9.4 la familia
es uniformemente continua. Proposicién 9.8 afirma que JF es una
familia totalmente acotada.

[
. Sea V un conjunto abierto y acotado en R. Sea k(-, ) € BC(ZXV).
Denotamos por K el operador integral definido sobre C'B(V') por

la formula:

Kf(z) = / k(o) f(y)dy.

\%

Demuestre que K (B(0,1)) es un conjunto totalmente acotado en
CB(U).

Sugerencia:

Es conveniente aplicar Proposicion 9.8 a la familia F = K(B(0, 1)).
La parte esencial de la demostracion es la verificacion de que la
familia es equicontinua.

La funcion k(-,-) es continua en un dominio compacto entonces es
uniformemente continua. Sea d > 0 tal que

Ve —u)22+y—-v)2<d = |klz,y) —Ekuv) <e

Calculamos para f € K(B(0,1)):

[Kf(z) - Kf(u)] =

[ 4tz = ka0

V

< /V k() — k(u, y)|dy

< / dye,
A

cuando |x — u| < 0. La familia F es equicontinua.
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4. Sea X ={0,4,3,...}. Utilizando Teorema de Ascoli describa los
conjuntos compactos en BC(X).

Sugerencia:

El espacio X tiene un solo punto que no es aislado y cada elemento
f € C(X) se puede identificar con una sucesion convergente a, =
F(2) tal que £(0) = lim, o,

Cada familia de funciones F es equicontinua en los puntos ais-
lados, entonces la equicontinuidad uniforme es asequrada si F es
equicontinua en cero.

Por Teorema de Ascoli la familia F es compacta si y solo si es
cerrada, acotada y equicontinua en cero.

. Para X = {0,3,3,...} demuestre que {f € C(X) : |f(z)] < |z|}
es compacto.

Sugerencia:

Usa el resultado del ejercicio anterior.
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. Demuestre que el espacio vectorial de funciones de forma p(x)e~
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10. Teorema de Stone-Weierstrass

Encuentre una subélgebra de C.(R) que separa los puntos de R
y cuyos elementos se anulan en cero.

Sugerencia:

El espacio Coo(R) consta de funciones continuas que tienden a
cero en el infinito.

Sea a >0y sea A = {p(x)e *" : p — un polinomio}.

El espacio A es un dlgebra. La funciion ze~ es impar entonces
separa los puntos de signos diferentes y separa cero de los demds
puntos. Es suficiente probar que cada par de dos puntos positivos
se puede separar por un elemento de A.

Solo queda por probar que para x # y positivos existe un polinomio
p tal que p(x)e™*" # p(y)e

G,ZJBQ
donde p es un polinomio y a € R es un ntmero fijo, es denso en
Cw(R).

Sugerencia:
Utiliza el resultado del ejercicio anterior y Teorema 10.11.

. Sea f € Cla,b]. Demuestre que si para todon = 0,1,2,... se tiene

f; t" f(t)dt = 0, entonces f = 0.

Sugerencia:

Por teorema de Weierstrass existe una sucesion de polinomios
pn — f uniformemente. Por lo tanto p,f — f? también uni-
formemente.

La suposicion implica que para cada polinomio fab po(z) f(z)dr =
0, sentonces?

. Una funcién f sobre R se dice periodica con periodo a si para todo

x € R se tiene f(z+a) = f(z). Demueste que cada funcién conti-
nua periodica con periodo 27 se puede aproximar uniformemente
por combinaciones lineales de funciones 1, sennz, cosnx, n € N.

Sugerencia:

Sea P el espacio de funciones complejas, continuas, periodicas
de periodo 2w sobre R. A cada f € P le corresponde una tnica
funcion f sobre la circunferencia unitaria S C C por la formula

fe) = f(). i

La operacion P > f — f € C(S,C) es un homomorfismo
de dlgebras. Observa que esta aplicacion es biyectiva. Ademds
SUp|, 1 | f(2)| = sup,ep | f()| entonces se trata de un isomorfismo
isométrico de dlgebras.
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El espacio C(S,C) es un dalgebra compleja completa con respecto
a la norma || - ||o. Sea A el espacio vectorial de combinaciones
lineales de funciones sobre S de forma e,(z) = 2", donde n € Z.
El espacio A contiene a las funciones constantes, separa los puntos
de S y es cerrada con respecto a la conjugacion compleja, porque
€, = e_y.. Por teorema de Stone-Weierstrass en su version 10.6,
el algebra A es densa en C(S,C).

Por lo tanto cada cada funcion f € C(S,C) se puede aprozimar
uniformemente por funciones de forma

g=Q_ge_ + Q_gr1€6_g4+1 + -+ a_16_1 +ap+aiey + -+ + Apem.

Por la férmula de de Moivre e,(e™) = €™ = cosnz + isennzx,
obtenemos

g(e™) = Z ay(cosnx + isennx).
—k<n<m

La aplicacion f — f es una isometria, entonces ||g — fHoo < e
mmplica

sup |f(z) — Z an(cosnz + isennx| < €.

zeR —k<n<m

5. Demuestre que cada funcién periddica continua es acotada é uni-
formemente continua.

Sugerencia: )
Utiliza la aplicacion f — f definida en la sugerencia anterior.

6. Demuestra que cada funcién continua sobre el disco unitario D C
C se puede aproximar uniformemente por funciones de forma
P(z,%Z), donde P es un polinomio de dos variables.

Sugerencia:
Solo queda probar que el conjunto de funciones de esta forma es
un dalgebra que satisface las supocsiciones de Teorema 10.6.

7. Demuestre que los polinomios de forma P(z) no son densos en

(D).

Sugerencia:
Busque a un funcional lineal continuo que mo es nulo sobre el
espacio CB(ID) pero se anula sobre las funciones 2", n =1,2,....

8. Demuestre que el espacio C(R) es separable.

Sugerencia:
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10.

11.

12.

11. SUGERENCIAS Y SOLUCIONES

Aprovecha el hecho probado en Ejercicio 2 y siga las ideas de la
demostracion de Teorema 10.7.

. Obtenga las versiones complejas de los teoremas de la ultima

seccion.

TEOREMA 11.1. Sea (K, d) un espacio métrico compacto. El es-
pacio C(K,C) es separable.

Sugerencia:

Cada funcion f € C(K,C) se puede representar como f = fi1+ifa,
donde f1, fo € C(K). Sabemos que el espacio C(K) es separable.
Si C C C(K) es un subconjunto numerable y denso, entonces
C +iC es denso en C(K,C) y obviamente es numerable.

El mismo argumento funciona para demostrar las versiones com-
plejas de los Teoemas 10.8 - 10.135.

Sean X, Y espacios métricos compactos. Sea A el conjunto de
funciones sobre X x Y de forma

flz,y) = Z ¢i(w)Pi(y),

donde ¢; € C(X), ¢, € C(Y). Demueste que A es denso en
Clx xY).

Sugerencia:

Se trata de una aplicacion directa de Teorema de Stone- Weierstrass.
Esta familia de funciones es una dlgebra, contiene a la funcion
1. Es suficiente demostrar que la familia separa los puntos del
producto X X Y.

Para este fin, dados (x,y) # (u,v) tenemos x # u ¢ u # v
entonces es suficiente aprovechar el hecho de que C(x) y C(Y)
separan los puntos de su dominio.

Demuestre que el espacio C(R) es cerrado en BC(R).

Sugerencia:

Si fn € Co(R) y fr — f, la funcion f es continua y acota-
da, porque BC(R) es un espacio completo. Queda por probar que
lim, o f(z) = 0.

Para € > 0 dado eziste n tal que sup,cg |f(x) — fu] < e. Por otro
lado eziste y € R tal que sup s, [fn(2)] < €, porque f, € C(R).
Falta poco para concluir que supj, s, |f(2)] < e.

Demuestre Lema 10.10.

Sugerencia:
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La afirmacion se deduce de inmedisto de la observacion de que
la aplicacion ¢: B(X) 3 f — fo¢ € B(Y) es uns isometria.
Efectivamente,

If o ¢l = sup|fod(y)l =sup|f(d(z))| = sup|f(z)] = [ fI.
yey yey zeX

porque ¢ es suprayectiva.

Observe que si la aplicacion Y no es suprayectiva, no tiene que ser
isométrica, sin embargo por la misma estimacion || f o ¢| < || f]l,
entonces la convergencia uniforme en B(X) implica la convergen-
cia uniforme en B(Y').

Demueste que para cada espacio o-compacto X la funcién D(-,-)
definida al final del capitulo es una métrica en el espacio C(X) y
que la convergencia en esta métrica coincide con la convergencia
casi uniforme.

Sugerencia:
Sea X = U, ey Kn, donde la familia {K,} es creciente y consta
de conjuntos compactos. En la solucion de ejercicio 5, Capitulo 3

hemos probado que la métrica ||f — g||n = sup,ck, |f(z) — g(z)|

£ =glln
1+ f=glln"

Cada suma finita ZKN%”j”LJﬁ;—f”g’ﬁn satisface la desigualdad de

triangulo y pasando al limite N — oo se concluye que D(f,qg)
satisface también la desigualdad de tiangulo.

Si dos funciones continuas f, g satisfacen D(f,g) = 0 se sigue
que flk, = glk, para cadan € N.

La simetria de la funcion D es obvia, asi que D es una métrica.
La condicion D(f,, f) — 0, equivale a que || f, — f|l» — 0 para
cada n, que es exactamente la convergencia casi uniforme de la
sucesion (f,) a f.

sobre C(K,,) es equivalente a la métrica

¢ Formule y demuestre la version vectorial de Teorema de Weiers-
trass para el espacio C'(K,R™), donde K es un subconjunto com-
pacto de R” y finalmente f = g.

SoLUCION. Cada funcién continua sobre K valuada en R™ tiene
forma F(z) = (fi(z),..., fm(x)), donde las funciones f;, j =
1,2,...,m son continuas. Por teorema de Weierstrass clasico para
cada ¢ > 0 y cada 1 < j < m existen polinomios p; de grado r;

tales que sup,cx |fj(x) — p;(z)| < e.
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11. SUGERENCIAS Y SOLUCIONES

Sea r = méax{ry,...,r;}. Cada uno de los polinomios p; se puede
representar en la forma

.,
pi(x) =) aat,
k=0
donde los coeficientes aj;, son nimeros reales.
Denotamos: a = (ak, ..., ami) € R™ y sea p la funcién valuada
en R™ dada por la férmula:

p(x) = Z .
k=0

A una funcién de esta forma, la llamamos un polinomio con coe-
ficientes vectoriales.
Obtenemos asi la estimacion.

(NI

m

IF =l = sup [ F(z) ~ pll = sup | 3 (f5(x) = py(2))* | < mie
zeK zeK

J=1

Hemos probado el siguiente teorema.

TEOREMA DE WEIERSTRASS VECTORIAL. Sea K C R"™ un con-
junto compacto. Cada aplicacion F' € C(K,R™) puede aproxi-
marse por polinomios de valores vectoriales uniformemente sobre

K.
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