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La Ley de la Atracción (Camilo Cruz)

Las personas no atraen hacia ellas aquello que quieren, sino aquello que
son...FANTÁSTICO!

Camilo Cruz

El ser humano es el amo y señor de sus pensamientos, forjador de
su carácter, creador y modelador de sus condiciones y de su entorno,
y arquitecto de su propio destino. Cada persona esta donde esta por
desición propia. Los pensamientos que han moldeado su carácter lo
han llevado ahí, esto es válido tanto para aquellos que se sientes de-
cepcionados con el mundo que los rodea, como para quienes están
satisfechos con él. La persona que piensa que su vida es el resulta-
do de condiciones externas suele ser victima de ellas. No obstante,
cuando crea conciencia del poder creativo que reside dentro de ella,
solo entonces se convierte en la dueña y señora de sus pensamientos.
Siempre atraeremos aquello que ya se encuentra dentro de nosotros,
tanto lo que amamos como lo que tenemos. Las circunstancias son
simplemente los medios a través de los cuales recibimos aquello que
merecemos o que creemos merecer.

James Allan
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Introducción

El Análisis de Supervivencia es un conjunto de técnicas que permiten estudiar
la variables tiempo Y hasta la ocurrencia de cierto evento de interés, dentro de un
periodo de seguimiento o de estudio establecido. El evento de interés a observar puede
ser de diferente índole, dependiendo del contexto que se considere, por ejemplo, Y
puede medir el tiempo hasta que ocurra la muerte de un enfermo, tiempo hasta la
recurrencia de la enfermedad, tiempo hasta que la pieza de una máquina falle, etc. Al
periodo de tiempo que tarda en ocurrir el evento de interés comúnmente se le llama
tiempo de supervivencia o tiempo de fallo. Hoy en día, tales técnicas estadísticas son
una pieza fundamental en aplicaciones de Ingeniería (estudios de fiabilidad de equipos)
y Economía, así como en Ciencias Biológicas y de la Salud (investigaciones medicas).

Cuando el evento de interés no es observado en un individuo dentro del periodo
de estudio, se dice que su tiempo de supervivencia esta censurado. Otras de las ca-
racterísticas de la variable tiempo Y es que, en general, su distribución es asimétrica.
Por eso, se requieren de técnicas especiales para estudiar la variable tiempo Y , ya que
las técnicas convencionales utilizadas en estadística descriptiva e inferencial no son
adecuadas para datos de tiempos de supervivencia.

Ahora bien, ¿Cómo se resume la información de datos de supervivencia? En ge-
neral, se resumen mediante funciónes: la función de distribución de supervivencia
(FDS) que describe la proporción de individuos que han sobrevivido al evento de
interés en un tiempo dado y, denotada como SY(y) = Pr(Y > y), y la función de
riesgo condicional (hazard function), denotada como hY(y), que nos da información
del cambio en la probabilidad de que ocurra el evento en un instante de tiempo t, dado
que no ha ocurrido. Entonces, asumiendo un modelo paramétrico, semi-paramétrico o
no-paramétrico, para esas funciónes, la métodología empleada en Análisis de Super-
vivencia permite estimar esas cantidades, en base a un conjunto de datos de tiempos
de supervivencia que puede venir acompañado de información concomitante, con la
particularidad de que tal metodología usa la información parcial proporcionada por
las observaciones censuradas. Un supuesto importante en que se basan esas meto-
dologías es que la causa de censura de un individuo es independiente del tiempo de
supervivencia (mecanismo de censura no-informativo).

Una situación más general es cuando el evento de interés no ha podido ser obser-
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4 INTRODUCCIÓN

vado (o su probabilidad de ocurrencia ha sido alterada) debido a algún otro evento,
llamado evento de riesgo competitivo. El conjunto de datos de este tipo surge cuando
una población esta expuesta a J tipos o modos de falla (mutuamente exclusivos),
y el tiempo de supervivencia o falla de un individuo es debido una de esas causas.
Entonces, puede haber varios riesgos competitivos, tanto dependientes como indepen-
dientes. Al conjunto de tiempos de supervivencia resultantes se le ha llamado datos
de riesgos competitivos. Debido a la variedad de disciplinas que dan lugar a este tipo
de datos, tales como epidemiología, oncología e ingeniería, entro otras, su análisis a
llegado ha ser una de las áreas de mayor interés para los investigadores en Análisis
de Supervivencia.

Para el estudio de la ocurrencia de un evento de interés en presencia de eventos
de riesgos competitivos se requiere de técnicas más elaboradas que las empleadas en
Análisis de Supervivencia estándar. Sin embargo, algunos de esos métodos estándar
(mediante ciertas adaptaciones) pueden ser usadas, mientras que otros son de uso
limitado. Por tal motivo, si uno esta interesado en adentrarse por primera vez en el
análisis de datos de riesgos competitivos, inclusive si se esta familiarizado con este
tema, es necesario tener un conocimiento de los supuestos en que se basan esos méto-
dos estándar y saber los conceptos básico de la Teoría de Riesgos Competitivos, así
como los problemas fundamentales que hay en la interpretación de los resultados de
un análisis de riesgos competitivos, por que de lo contrario existirá incertidumbre en
el planteamiento de la metodología empleada.

Existe una gran variedad de información en Análisis de Supervivencia univaria-
do, así como varios programas estadísticos en los que ya vienen implementadas las
metodologías para hacer un análisis de datos de tiempos de falla.

Por otro lado, hay libros de análisis de supervivencia en los que se incluye un
Capítulo para Riesgos Competitivos (e.g. [16],[24]) y libros, como el de Crowder [5],
en los que se proporciona exclusivamente tanto la teoría como la metodología para
el análisis de riesgos competitivos. También hay varios artículos para el análisis y
modelado de este tipo de datos.

En cualquiera de los dos casos, es importante entender, hasta cierto punto, tanto
las metodologías empleadas en Análsis de Supervivencia univariada como las usadas
en Riesgos Competitivos, con la finalidad de hacer un buen uso de los programas esta-
dísticos en los que vienen implementadas e interpretar adecuadamente los resultados
obtenidos mediante estos.

El objetivo del presente trabajo es unificar, desde un punto de vista global, lo
más relevante de la teoría de análisis de supervivencia univariado y la teoría básica
de riesgos competitivos, mediante un planteamiento probabilistico y sin entrar en un
rigor matemático muy formal, permitiendo al lector un entendimiento global de los
métodos de análisis de datos de eventos que ocurren con el tiempo. Otro de los obje-
tivos es el de incitar al lector a interactuar con algún programa estadístico, ya que en
la actualidad es de gran importancia. En partícular, se usa el paquete estadístico R,
el cual es de distribución libre y puede ser descargado desde su sitio oficial de internet
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http://cran.r-project.org/. En ese mismo sitio se pueden descargar los paquetes
necesarios. Por ejemplo, el paquete cmprsk para una análisis de riesgos competitivos
por sub-distribuciones. De esta manera, junto con los libros y artículos citados, la
presente tesis puede servir como referencia en el estudio de Análisis de Supervivencia
e introducción a la Teoría de Riesgos Competitivos.

El material de esta tesis esta organizado como sigue: en el Capítulo 1 se dan los
conceptos básicos de Análisis de Supervivencia, las características y representación de
un conjunto de datos de este tipo, así como los ejemplos que se usaran para ilustrar
el contenido de los capítulos restantes. En el Capítulo 2 se revisan las cantidades
básicas para el análisis de datos de tiempos de falla, la función de supervivencia y
la función de riesgo. También se describen brevemente algunos modelos de super-
vivencia que pueden ser adoptados para esas cantidades, y el Método de Máxima
Verosimilitud para este tipo de modelos. Un método no-paramétrico para estimar
la función de supervivencia se expone en el Capítulo 3: el estimador Kaplan-Meier.
Debido a que los datos de supervivencia pueden venir acompañados de información
concomitante, es necesario la adopción de un modelo de regresión. En el Capítulo 4
se presenta el modelo de regresión semi-paramétrico de Cox, el cual esta basado en
una técnica estadística para explorar la relación entre el tiempo de supervivencia de
un individuo y un conjunto de variables explicativas. En el Capítulo 5 se revisan las
cantidades básicas para analizar datos de riesgos competitivos: la función de riesgo de
causa-específica y la función de incidencia acumulada de causa-específica. También se
exponen los problemas básicos que pueden surgir en el planteamiento de un análisis
de riesgos competitivos. Por ejemplo, un enfoque clásico para el modelado de riesgos
competitivos ha sido considerar la función de supervivencia conjunta de m tiempos
de falla latentes, Y1, Y2, . . . , Ym, correspondientes a m distintos modos de falla.

http://cran.r-project.org/




Capítulo 1

Conceptos Básicos

El Análisis de Supervivencia es un conjunto de técnicas, las cuales consisten en
la medición del tiempo, mediante una variable respuesta, de la ocurrencia de algún
evento de interés, el cual puede depender de información concomitante.

Dependiendo del contexto, el evento de interés puede ser de diferente índole. Por
ejemplo, en tratamientos médicos, el investigador puede considerar como evento a
estudiar la recaída, recuperación o muerte del paciente a causa de la enfermedad que
padece; en aplicaciones de Ingeniería, el evento de interés puede ser la falla de un
componente físico, mecánico o eléctrico de ciertos equipos industriales, etc.

El tiempo (años, meses, semanas o días) de estudio de la ocurrencia de cierto
evento de interés comienza en un punto inicial de observación bien definido, hasta
establecer un punto final, por ejemplo, la fecha final de cierto tratamiento al que
fue sometido un grupo de pacientes, o cuando cierto número de aparatos eléctricos
han presentado la falla de interés. Nos referiremos ha ese tiempo como periódo de
seguimiento o tiempo de estudio1.

El tiempo de la ocurrencia del evento de interés comúnmente es llamado tiempo
de supervivencia (survival time, en inglés), y representa el periódo desde el comienzo
de observación de una individuo hasta que experimente el evento de interés2.

La variable respuesta, la cual mide el tiempo de supervivencia de un individuo, es
una variable aleatoria Y con valores reales positivos y definida sobre un espacio de
probabilidad (Ω,S,P), donde Ω es el espacio muestral, S es la σ-álgebra de eventos
y P es una medida en la σ-álgebra S de subconjuntos de Ω, es decir, P es la medida
de probabilidad en (Ω,S). Nos referiremos a este tipo de variables aleatorias como
variables aleatorias de supervivencia (v.a.s.).

Hoy en día, tales técnicas estadísticas son una pieza fundamental en aplicaciones
de Ingeniería (Estudios de fiabilidad de equipos, así como en Ciencias Biológicas y
de la Salud (investigaciones medicas). Por ejemplo, en aplicaciones de Ingeniería,
uno podría estar interesado en saber el tiempo que tarda en fallar un componente

1 El periódo de seguimieto puede ser asignado tanto a la muestra completa de individuos corres-
pondiente a cierta población como individualmente.

2 Generalmente, a este evento final también se le llama falla. Por esta razón, el tiempo de
supervivencia también es llamado tiempo de falla.
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8 1. Conceptos Básicos

físico, mecánico o eléctrico (failure time). En Ciencias Biológicas y de la Salud se
interesan por el tiempo de supervivencia de un ser vivo, como es el caso de un paciente
con alguna enfermedad crónica. En este caso, la variable respuesta mide el tiempo
trascurrido (tiempo de supervivencia) entre el inico del tratamiento y la consecución
de un cierto evento (v.g. su muerte)

El término supervivencia se debe a que en las primeras aplicaciones de este mé-
todo de análisis se utilizaba como evento la muerte de un paciente (Tablas de Vida),
aunque cabe mencionar que a mediados del siglo pasado ya se comenzaba con este
tipo de análisis en aplicaciones de ingeniería, fiabilidad de equipos militares (Segunda
Guerra Mundial) y productos comerciales.

Ya que la aplicación práctica de toda la teoría dada en el presente trabajo será
el área de Ciencias Biológicas y de la Salud, en particular, investigaciones médicas
relacionadas con grupos de pacientes sometidos a periódos de observación, el evento
de interés estará relacionado con la sulud de estos, inclusive con su vida. El tiempo de
supervivencia verdaderamente representara el tiempo de vida de ese paciente, desde
un punto inicial de observación, hasta experimentar el evento de interés.

1.1. Características de los datos de supervivencia

Comencemos con varias cuestiones relativas al análisis de datos de supervivencia.
¿Por qué no se debe analizar este tipo de datos con los procedimientos tradicionales
que se utilizan en estadística descriptiva e inferencial (procedimientos paramétricos)?
¿Por qué son los métodos no-paramétricos y semiparamétricos tan populares en aná-
lisis de supervivencia?, ¿Por qué necesitamos una teoría estadística especial para este
tipo de datos?. Las respuestas a estas cuestiones tienen que ver con problemas en
la medición de la variable tiempo de supervivencia y con la distribucón de los datos
recogidos.

1.1.1. Distribución de los datos

En gran parte del análisis estadístico se tiene la hipótesis de que los datos provie-
nen de una población normal, sin embargo, los datos de supervivencia-por lo general-
no son distribuidos simétricamente. Por eso es que surge la necesidad de considerar
métodos no-paramétricos y semiparamétricos, es decir, aquellos métodos que no pre-
suponen que los datos se ajustan a una distribución específica para el análisis de datos
de supervivencia.

1.1.2. Datos Incompletos

Suponga que se establece un periódo de seguimiento de un grupo de pacientes
sometidos a un estudio o tratamiento, comenzando en un tiempo origen bien defi-
nido, t = t0 y concluyendo en una fecha premeditada, t = tf . En el transcurso del
estudio, puede ocurrir que algunos pacientes lo abandonen al tiempo c o lleguen al
final de este sin experimentar el evento de interés, registrándose información parcial
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(censurada) de su tiempo de supervivencia, a saber, que su tiempo de supervivencia
es mayor que c o que tf . Por otro lado, los pacientes que experimentaron el evento
de interés dentro del periódo de observación proporcionaron información completa,
no-censurada, de su tiempo de supervivencia. Uno desearía obtener siempre datos de
tiempos de supervivencia completos, paro en la mayoría de los estudios, la realidad
de las cosas es lo contrario.

Definición 1.1. El tiempo de supervivencia de una persona está censurado cuando
el evento de interés no ha sido observado durante el periódo de seguimiento.

De esta manera, en el caso del tratamiento médico, si Y es la v.a.s. correspondien-
te a cierto paciente, su tiempo de supervivencia se considera como censurado cuando
Y > c, donde c es su tiempo de censura asociado, y se considera como no-censurado
cuando Y ≤ c. Entonces, otra característica distintiva del Análisis de Supervivencia
es que aprovecha esa información parcial proporcionada por la censura.

1.2. Mecanismo de Censura

Hay escenarios en los que se presentan diferentes mecanismos de censura:

censura por la derecha (o por la izquierda);

censura por intervalos.

Para propósitos del presente trabajo nos enfocaremos a datos censurados por la
derecha, y asumiremos que el mecanismo de este tipo de censura es no-informativo
en el sentido de que si el tiempo de supervivencia Y de un individuo está censurado
al tiempo C, todo lo que se sabe es que Y > C, y el mecanismo de censura no
proporciona alguna otra información acerca del tipo de falla eventual de ese individuo
(Lagakos, 1979a).

Una información más amplia de los diferentes mecanismos de censura puede ser
consultada en cualquier libro de Análisis de Supervivencia, por ejemplo, el libro de
Klein et. al., 1997.

1.2.1. Censura por la derecha

Este macanismo de censura es el caso más común de datos incompletos y se ca-
racteriza de los demás en el hecho de que el tiempo de censura observado, digamos
C, proporciona solamente una cota inferior para el tiempo de falla Y , y del cual, no
se sabe cuando tendría lugar. Algunos tipos de censura por la derecha son: Tipo I,
Tipo II y censura aleatoria.

1.2.1.1. Censura de Tipo I

En este tipo de censura, el periódo de seguimiento tiene una fecha de inicio, t = 0,
y un tiempo final, t = tc, que es el tiempo máximo de observación para la ocurrencia
del evento de interés.
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Notación 1. Sea Y1, Y2, . . . , Yn una muestra de v.a.s. i.i.d. Sea tc el tiempo de censura
fijo. En vez de observar las variables aleatorias de interés, Y ′

i s, solamente observamos los
pares

(T1, δ1), (T2, δ2) . . . , (Tn, δn),

donde

δi = 1{Yi ≤ tc} =

{
1, si Yi ≤ tc (no-censurado);
0, si Yi > tc (censurada).

Ti = min(Yi, tc) =

{
Yi si δi = 1;
tc si δi = 0.

Ejemplo 1.1. Sea Y1, Y2, . . . , Y6 v.a.s. i.i.d. correspondientes a un grupo de 6 pa-
cientes, los cuales presentan una enfermedad mortal y son sometidos a un periódo
de observación, simultáneamente, comenzando en un tiempo t0 y finalizando en un
tiempo tf . Suponga que el evento de interés es la muerte. El periódo de seguimiento
de esos seis pacientes se ilustra gráficamente en la figura 1.1. El tiempo de supervi-
vencia de los pacientes que murieron (D, death) pudo ser registrado, en cambio, el
tiempo de supervivencia de los que llegaron con vida (A, alive) al final del estudio,
fue censurado por tf . Así, observamos los pares

(T1, δ1), (T2, δ2), . . . , (T6, δ6).

donde
(Ti = tt, δi = 0) para i = 3, 4, 6

son observaciones censuradas, y

(Ti = yi, δi = 1) para i = 1, 2, 5

son observaciones no-censuradas. 2

Figura 1.1: Censura de Tipo I. El número de censuras es aleatorio, pero la duración total
del estudio es fijo.
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Observación 1.1. Una generalización de la censura de Tipo I es cuando los pacientes
son reclutados al estudio en tiempos diferentes y se les asigna a cada uno un tiempo
máximo de observación, llamado su tiempo de censura fijo. Este puede diferir de un
caso a otro y ser redefinido en el transcurso del estudio.

1.2.1.2. Censura de Tipo II

Suponga que, para una muestra de v.a.s. Y1, Y2, . . . , Yn, el periódo de observación
se termina cuando un número predeterminado, digamos r(< n) de individuos experi-
mentan el evento de interés, por lo que el tiempo de supervivencia de los r pacientes
es conocido y los restantes (n−r) pacientes son censurados a la derecha por el tiempo
de supervivencia de la r-ésima observación.

Lo que se observa son los r estadisticos de orden más pequeños:

Y(1) ≤ Y(2) ≤ Y(3) ≤ . . . ≤ Y(r−1) ≤ Y(r).

Ejemplo 1.2. Suponga que se tiene un lote de n transistores o tubos y se ponen a
prueba en t = 0, para posteriormente registrar sus tiempos de falla, es decir, el tiempo
que tardan en quemarse. Ya que algunos transistores pueden tardar un período muy
largo en quemarse y, debido a ciertas circunstancias, no es posible esperar todo ese
tiempo para finalizar el experimento, por lo que se toma la desición de esperar hasta
una preespecificada fracción r/n de transistores quemados, teniendo una censura de
Tipo II. 2

Observación 1.2. En la censura de Tipo II, la duración total del estudio es aleatorio,
pero el número de observaciones censuradas y no-censuradas es fijo.

1.2.1.3. Censura aleatoria

En este caso, el investigador no sabe cuando se presentara la censura, por lo que
no es un tiempo fijo del todo y puede variar de un individuo a otro. Nos podemos
preguntar el motivo de la presencia de este tipo de censura aleatoria en los datos
recogidos y se nos pueden ocurrir muchos. Por eso, considere tres razones generales que
causarián el individuo a estar censurado aleatoriamente por la derecha, con respecto
al evento de interés:

1. Pérdida del seguimiento. El individuo bajo observación decide marcharse a otro
lugar y la única información que se tiene es cuando se le vió libre del evento por
última vez.

2. Removido del estudio. El individuo es retirado del estudio debido a que experi-
mentó algún otro evento ajeno al de interés (riesgos competitivos). En este caso,
hay que verificar que tal suceso no este relacionado con el evento que se desea
observar. Otro motivo puede ser que el individuo presento reacciones adversas
al tratamiento.

3. Terminación del estudio. Al final del estudio, el individuo no experimentó el
evento de interés, dando una observación censurada.
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Distribución de (T, δ)

Sean F (y) y G(t) las funciones de distribución acumuladas (FDA) de Y y C,
respectivamente, donde Y es una v.a.s. y C otra variable aleatoria (v.a.) positiva
denotando el tiempo de censura asociado a Y . Suponga que las variables aleatorias
Y y C son independientes y continuas, con función de densidad f(·) y g(·), respec-
tivamente. Tamién supongase que G(t) no depende de ninguno de los parámetros de
F (t). Así, mientras que la distribución F (t) se considera de primordial interés, G(t)
se considera como un tedioso parámetro desconocido. En este modelo de censura, lo
que se observa por unidad muestral es el par aleatorio (T, δ) definido como antes por

T = mı́n(Y,C) y δ = I{Y ≤ C}.

La distribución del par aleatorio (T, δ) se obtiene de la siguiente manera: la función
de distribución de una observación censurada es

F1(t) = Pr({T ≤ t} ∩ {δ = 0}) = Pr({C ≤ t} ∩ {C ≤ Y })

=

∫ t

0

[ ∫ ∞

u
dF (v)

]
dG(u)

=

∫ t

0

[
1− F (u)

]
g(u) d(u), (1.1)

y derivando con respecto a t en (1.1) se obtiene la función de densidad

f1(t) = Pr(T = t, δ = 0) = Pr({C = t} ∩ {C ≤ Y })

=
d

dt
F1(t)

=
[
1− F (t)

]
g(t). (1.2)

Análogamente, la función de distribución de una observación no-censurada es

F2(t) = Pr(T ≤ t, δ = 1) = Pr({Y ≤ t} ∩ {Y ≤ C})

=

∫ t

0

[∫ ∞

u
dG(v)

]
dF (u)

=

∫ t

0

[
1−G(u)

]
dF (u). (1.3)

La función de densidad asociada a (1.3) es

f2(t) = Pr({T = t} ∩ {δ = 1}) = Pr({Y = t} ∩ {Y ≤ C})

=
d

dt
F2(t)

=
[
1−G(t)

]
f(t). (1.4)

Bajo la suposición de que todos los tiempos de supervivencia y de censura son
mutuamente independientes, una muestra observada de tamaño n del par aleatorio
(T, δ) consiste de los pares

(t1, δ1), (t2, δ2), . . . , (tn−1, δn−1), (tn, δn),
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Figura 1.2: Censura aleatoria por la derecha.

Por lo tanto, la función de densidad de probabilidad (f.d.p.) del par observado (ti, δi)
es

Pr(Ti = ti, δi) =
[
f(ti)G(ti)

]δi[g(ti)
(
1− F (ti)

)]1−δi . (1.5)

La generalización de todas esas ideas se presentan en la Teoría de Riesgos Com-
petitivos (Compiting Risks Theory).

Ejemplo 1.3. Sea Y1, Y2, . . . , Y8 v.a.s. i.i.d. correspondientes a un grupo de ocho
pacientes, los cuales presentar una enfermedad mortal y son sometidos a un periódo
de observación, comenzando en un tiempo t0 y finalizando en un tiempo tf . El evento
que se desea observar es la muerte del paciente como resultado de su enfermedad. Su-
ponga que los pacientes pueden entrar en tiempos diferentes al estudio, por lo que se
considera un periódo de reclutamiento. El periódo de seguimiento de esos ocho pacien-
tes se ilustra gráficamente en la Figura 1.2. En el transcurso del periódo de estudio, se
presentan observaciones censuradas por parte de pacientes a los cuales se les perdió el
seguimiento (L, lost to follow-up) o se les retiró del estudio (W, withdrawals) debido
a que experimentaron otra causa ajena e independiente a la de interés.
Otros pacientes murieron debido a su enfermedad mortal (D, death) a lo largo del
periódo de seguimiento, por lo que sus tiempos de supervivencia pudieron ser regis-
trados.
Al final del estudio, el tiempo de supervivencia de los pacientes que permanecieron
con vida (A, alive) son censuradas por el tiempo en el que concluyo este, que es tf .
Así, observamos los pares

(t1, δ1), (t2, δ2), . . . , (t8, δ8).

2
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En aplicaciones de Ciencias de la Salud, en contraste con aplicaciones de Inge-
niería, la censura es más una parte de situaciones experimentales que un asunto de
designio premeditado.

1.3. Ejemplos de datos de supervivencia

En datos de supervivencia con censura, por lo regular se acostumbra a escribir t
para una observación no censurada y t+ para una observación censurada, donde t y
t+ son valores específicos de interés para la v.a.s. T . Así, nuestros datos consisten en
observaciones de la forma 1+, 8+, 6, 13, 25, 14+ , 2, 5, 16+, que al representarlos como
pares ordenados (t(i), δ(i)), se obtiene

(1, 0), (2, 1), (5, 1), (6, 1), (8, 0), (13, 1), (16, 0), (25, 1),

donde t(i) es una realización de Ti = mı́n(Yi, Ci) y δi su indicadora de censura.
El principal paquete del programa estadístico R empleado para Análisis de Su-

pervivencia es survival. En el paquete KMsurv del mismo programa se incluyen
todos los conjuntos de datos del libro de Klein y Moeschberger [19], y en la página
de la UCLA [35] se proporciona el aspecto computacional mediante diferentes paque-
tes estadísticos. Más adelante se dan ejemplos de datos de supervivencia, los cuales
vienen incluidos en tales paquetes, que serán empleados para ilustrar el contenido de
los Capítulos 1,2,3 y 4, mediante el uso de R. Para usar esos paquetes se escriben los
siguientes comandos

> install.packages(’KMsurv’) #si aun no esta instalado;

> library(survival) #carga las librerias del paquete ’survival’;

> data(leukemia) #lee el conjunto de datos "leukemia"

Cada paquete viene documentado. No obstante, para una consulta rápida se pueden
usar los comandos library(help=survival) y help(nombrefuncion).

1.3.1. Información Concomitante

En muchos estudios médicos que dan lugar a datos de supervivencia, se registra
información adicional por cada individuo y de la cual se cree que depende el tiempo de
supervivencia Y . Las variables mediante las cuales se observa este tipo de información
se les llama variables explicativas y son denotadas por X. Debido a la influencia
que puede tener cierto conjunto de covariantes {Xj : j = 1, 2, . . . , p} sobre el tiempo
de supervivencia, se usa el término de variable respuesta3 o dependiente para
Y, mientras que para las Xj el de variables predictivas o independientes. Por
ejemplo, en un trasplante de médula ósea, X puede denotar la edad o el sexo del
paciente/donador, el tipo de tratamiento al que se sometió el paciente, etc. Todas
esas variables explicativas se pueden considerar como un vector de covariantes:

XT = (X1,X2,X3) = (edad, sexo, tipo de tratamiento),

3 El término respuesta se usa en el sentido de que la medida Y varia en respuesta de los valores
observados del conjunto de variables explicativas.
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donde XT denota el vector transpuesto de X.
Entonces, para un individuo en particular, se observa el vector X = x, donde

xT = (x1, x2, x3).

Las variables respuesta y las variables explicativas se pueden clasificar, según su
escala de medición, como

1. Variables Cuantitativas: Son variables que se pueden medir expresándose
numéricamente (cuanificar). Estas variables pueden ser de dos tipos:

Continuas, cuando admiten tomar cualquier valor dentro de un rango nu-
mérico determinado. Por ejemplo, el tiempo de supervivencia de un indi-
viduo en un estudio médico, la edad, el peso, la talla, etc.

Discretas, si solamente toman valores enteros, por lo que no admiten todos
los valores intermedios en un rango dado (e.g. el número de hijos o de
hermanos).

2. Variables Cualitativas. Son variables que representan distintas cualidades
que posee un individuo de cierta población, o alguna cosa (no cuantificables).
Cada una de esas cualidades presentes se denomina atributo o categoría, y
la medición de éstas variables consiste en la clasificación de dichos atributos.
Dependiendo de los valores que tome una variable cualitativa, ésta puede ser
dicotómica (e.g. la variable SEXO sólo puede adoptar uno de los dos atributos
que posee: varón o mujer), o bien, politómica. En el proceso de medición de las
variables cualitativas, se pueden utilizar dos escalas

Escala ordinal : La clasificación de las categorías correspondientes a la
variable cualitativa presentan un orden natural, por ejemplo, la variable
EDAD agrupada4 en tres categorias: jóven, adulto (maduro) y anciano.

Escalas nominales. A las categorías de la variable cualitativa no se les puede
asignar un criterio de orden tanto inherente como jerárquico. Por ejemplo,
la escala de colores, sexo, profesión, etc.

Una variable explicativa cualitativa es llamada factor y a sus categorías se les deno-
mina niveles para el factor. Por ejmeplo, la variable cualitativa EDAD es un factor
clasificado en tres niveles: joven, adulto y anciano; el factor GÉNERO con los niveles
varón y mujer, etc.

En general, se tiene un muestra de v.a.s. i.i.d, Y1, Y2, . . . , Yn, censuradas por la
derecha por tiempos de censura C1, C2, . . . , Cn y vector de variables explicativas
X1,X2, . . . ,Xn, respectivamente, donde

XT

i = (Xi1,Xi2, . . . ,Xij , . . . ,Xip), i = 1, 2, . . . , n,

4 Las variables de medida continua, como lo es la edad de una persona, pueden ser objeto de
categorización mediante intervalos.
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son vectores de p variables explicativas. De esta manera, lo que observamos son ternas
de la forma (

Ti, δi,Xi

)
, para i = 1, 2, . . . , n.

Los datos observados se resumen en la Tabla 1.1.

i Ti = ti δi xT

i (vector de covariantes)

1 t1 δ1 x11 x12 · · · x1j · · · x1p
2 t2 δ2 x21 x22 · · · x2j · · · x2p
...

...
...

i ti δi xi1 xi2 · · · xij · · · xip
...

...
...

n tn δn xn1 xn2 · · · xnj · · · xnp

Tabla 1.1: Representacion más general de la terna
(
Ti, δi,Xi

)
, con Xi ∈ R

p.

1.3.2. Trasplante de Médula Osea por Leucemia

El trasplante de células madre hematopoyéticas5 (HSCT, por sus siglas en inglés)
consiste en el trasplante de células madre provenientes de la médula ósea. Este tipo de
trasplante es un procedimiento médico que tiene lugar en los campos de la hematología
y la oncología, y que por lo general, es realizado a personas con enfermedades en
la sangre, médula ósea o ciertos tipos de cáncer. La mayoría de los receptores de
HSCT son pacientes con mieloma múltiple o leucemia que no se beneficiarán con un
tratamiento prolongado o que ya son resistentes a la quimioterapia.

Tipos de injerto

Autólogo. En este caso, el donador y el receptor del injerto son la misma per-
sona, por lo que la probabilidad de incidencia de una paciente de experimentar
GvHD 6 es casí nula. El HSCT autólogo tiene un menor riesgo de rechazo del
injerto e infección, ya que la recuperación del sistema inmunológico es rápida.

Alogénico. En este caso, hay dos personas involucradas: el donante (sano) y el
receptor(paciente). Los donadores de HSCT alogénico deben tener un tipo de
tejido (HLA) que coincida con el receptor.

5 La hepatopoyesis consiste en la generación de todas las células sangúineas a partir de la célula
troncal hematopoyética (CTH) o célula madre.

6 Enfermedad injerto-contra- intruso (Groft-vs-Host Disease). Es una complicación común de
HSCT alogénico como resultado del trasplante de médula ósea, en la cual las células inmune-
funcionales reconocen al receptor como una agente extraño y montan un ataque inmunológico.
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Fuentes de HSC y almacenamiento

Para limitar el riesgo de rechazo del trasplante de células madre o de experimentar
una GvHD aguda, en el caso de HSCT alogénico, el donador preferentemente deberá
tener el mismo HLA que el destinatario. Las células madre pueden permanecer con-
geladas durante largos periódos de tiempo. En cuanto a las fuentes de HSCT esta la
sangre periférica de células madre y la sangre del cordón umbilical.

Acondicionamiento del tratamiento

La administración de quimioterapia o radioterapia inmediatamente antes de un
trasplante se le denomina acondicionamiento o régimen preparatorio, cuyo objetivo
es contribuir a la erradicación de la enfermedad del paciente, antes de la infusión de
HSC y suprimir las reacciones inmunes. Hay dos tipos de acondicionamiento:

Trasplante mieloablativo. Tratamiento con alta dosis de químioterapia.

Trasplante no-mieloablativo. Tratamiento con intensidad reducida de quimiote-
rapia y radioterapia.

Estado de remisión de un paciente con Leucemia

Se considera que un paciente está en remisión completa (o parcial) cuando todos
(o varios de ) los signos y síntomas de cáncer han desaparecido en respuesta a cierto
tratamiento, es decir, es el periódo durante el cual la enfermedad del paciente está
”bajo control”, pero no curado de ella, por lo que puede recaer debido a esta.

Especificaciones conceptuales de análisis de supervivencia

Después del trasplante, sigue un proceso de recuperación en el que el paciente
esta en remisión (completa o parcial). Entonces, considere los eventos de interés
a observar : la recaída del paciente debido a que su leucemia regreso( fuera de
remisión) y muerte relacionada con el tratamiento (GvHD).

El tiempo de supervivencia representa la longitud de tiempo en el que los pa-
cientes están vivos y libres de la enfermedad después del trasplantes ( duración
del periódo de remisión).

Información concomitante. En HSCT, el pronóstico de recuperación puede de-
pender de factores de riesgo como pueden ser: etapa inicial de la enfermedad,
edad y sexo del paciente y/o donador, la cantidad de medicamento suministrado,
el tipo de trasplante que se le practico (Autólogo o Alogénico), etc.

Ejemplo 1.4. Trasplante de Médula Osea Autólogo y Alogénico.
(Paquete: KMsurv; nombre: alloauto; variables: time, type y delta). Este
conjunto de datos contiene el registro de las longitudes de remisión de 101 pacientes
con avanzada Leucemia Mielógena Aguda (LMA), reportado por el Registro Interna-
cional de Transplantes de Médula Osea. Cincuenta y uno de esos pacientes recibieron
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Grupo A (referencia): no mantuvo quimioterapia
(
t(i), δ(i)

)
: (5,1) (5,1) (8,1) (8,1) (12,1) (16,0)

(23,1) (27,1) (30,1) (33,1) (43,1) (45,1)

Grupo B: mantuvo quimioterapia
(
t(i), δ(i)

)
: (9,1) (13,1) (13,0) (18,1) (23,1) (28,0)

(31,1) (34,1) (45,0) (48,1) (161,0)

Tabla 1.2: (Fuente: Rupert G. Miller, 1997). Longitud de remisión (completa), en semanas,
de los pacientes con LMC.

un HSCT autólogo mieloablativo (type = 2), y cincuenta pacientes tuvieron un HSCT
alogénico (type = 1).

Uno de los objetivos en estudios de personas que experimentaron un trasplante
de médula ósea es la medición, a través de la longitud de su remisión, de la efectividad
de esos dos métodos de trasplante. Los pacientes fueron seguidos desde su trasplante
hasta que salieron de remisión o hasta que terminó el periódod de seguimiento. 2

Ejemplo 1.5. Estudio del mantenimiento de quimioterapia para pacientes

con leucemia.

(Paquete: survival; nombre: leukemia; variables: time, status, x). Los datos
de la Tabla 1.2 se refieren a un tratamiento clínico para evaluar la eficiencia de seguir
recibiendo quimioterapia para combatir la Leucemia Mielógena Crónica7 (LMC). Des-
pués de investigar el estado de remisión inducido por tratamientos con quimioterapias,
los pacientes quienes entraron al estudio fueron aleatoriamente divididos en el grupo
A y el grupo B. El grupo B siguió manteniendo el tratamiento con quimioterapia. El
grupo A, llamado grupo de control o referencia, ya no mantuvo el tratamiento con
quimioterapia. El objetivo de la prueba fue ver si mantener la quimioterapia prolonga
la ausencia de la enfermedad (longitud de remisión) hasta experimentar una recaída
debido a esta. 2

Ejemplo 1.6. Duración de Remisión en una prueba médica para pacientes

con leucemia. En la Tabla 1.3 se presentan una parte del conjunto de datos corres-
pondiente a los tiempos de supervivencia (longitud de remisión) de 42 pacientes con
leucemia como resultado de una prueba médica para comparar un tratamiento (droga
6-mercaptopurina) contra placebo. También se presenta información adicional:

Rx: el tratamiento al que se somete el paciente. Rx=0 si es tratamiento con
6-MP; Rx=1 si es tratamiento con placebo.

sexo: 1 = masculino, 0 = femenino.

7 La LMC es un cáncer que afecta a la sangre. Se le llama mielógeno porque afecta a un tipo
particular de glóbulo blanco llamado mieloblasto, y se le considera una forma crónica de la leucemia
porque el cáncer tiende a crecer lentamente durante un periódo prolongado.
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logWBC : cantidad de glóbulos blancos (white bloodcell count), en escala
logaritmica, para cada persona en el estudio8.

Estos pacientes fueron seleccionados de aquellos quienes tenían una remisión completa
o parcial (de su leucemía) inducida por un tratamiento previo (droga prednisona9 ).
Después fueron aleatorizados en dos grupos: el Grupo 1, llamado grupo de referencia
o control, conformado con 21 pacientes, los cuales recibieron placebo10 ; otro grupo de
21 pacientes, con un tratamiento de 6-MP. Los pacientes estuvieron bajo observación
hasta que salieron de remisión o hasta que finalizo el estudio.

Un paciente experimenta una falla cuando sale de remisión, es decir, cuando su
leucemia regresa (recaída). Entonces, la variable respuesta tiempo, Y , mide el periódo
desde que el paciente entro al estudio, estando en remisión, hasta que experimento
una recaída debido a su enfermedad.

El tiempo de supervivencia Y puede estar censurado por la derecha, al tiempo
C, debido a que permaneció en remisión hasta la fecha final del estudio, se le perdió
el seguimiento, o se le retiro antes de concluir el estudio. Así, la muestra observada
consiste de vectores de la forma

(ti, δi,Xi), i = 1, 2, . . . , 42,

donde ti es una realización de Ti = mı́n(Yi, Ci), δi su indicadora de censura y Xi es
el vector de covariantes correspondiente a la i-ésima observación. 2

8 Las razones epidemiológicas para añadir esa información al conjunto de datos es que usualmente
esa variable es considerada un importante predictor de supervivencia en pacientes con leucemia.

9 La prednisona es un fármaco corticosteroide sintético que se toma usualmente en forma oral,
pero puede ser administrado por vía intramuscular (inyección) y es usado para un gran número de
afecciones, en particular para prevenir y tratar rechazo de órganos en trasplantes.

10 Un placebo es una sustancia farmacológicamente inerte que se utiliza como control en la inves-
tigación clínica. Se le suministra a los pacientes para producir un efecto psicológico
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i t δ Xi1 Xi2 Xi3

(paciente) (semanas) (estatus) (sexo) (logWBC) Rx

1 35 0 1 1.45 0
2 34 0 1 1.47 0
3 32 0 1 2.20 0
4 32 0 1 2.53 0
5 25 0 1 1.78 0
6 23 1 1 2.57 0
7 22 1 1 2.32 0
8 20 0 1 2.01 0
9 19 0 0 2.05 0
10 17 0 0 2.16 0
11 16 1 1 3.60 0
...

...
...

...
...

...
34 5 1 1 3.49 1
35 5 1 0 3.97 1
36 4 1 1 4.36 1
37 4 1 1 2.42 1
38 3 1 1 4.01 1
39 2 1 1 4.91 1
40 2 1 1 4.48 1
41 1 1 1 2.80 1
42 1 1 1 5.00 1

Tabla 1.3: (Fuente: Freireich et al., 1963.) Duración de la remisión de 6-MP contra placebo
en niños con leucemia aguda. Este conjunto de datos aparece en internet con el nombre de
”anderson”.



Capítulo 2

Análisis de Supervivencia

Univariado

El análisis de supervivencia univariado se refiere al análisis de muestras aleatorias
independientes (datos de supervivencia) provenientes de poblaciones expuestas a un
sólo tipo de falla.

Para introducirnos al análisis de datos de supervivencia se comenzará con el mode-
lado de poblaciones homogéneas1 a través de una simple representación matemática
(modelo de supervivencia) para la distribución de probabilidad de la v.a.s. Y . Esa
distribución se puede especificar a partir de diferentes cantidades, de las cuales, dos
son de particular interés: una es mediante la función de riesgo, también llamada
tasa de mortalidad o fuerza de mortalidad, denotada como h(y), y la otra es la
función de supervivencia, denotada como S(y).

Considere la siguiente familia paramétrica de distribuciones

P = {Fθ : θ ∈ Θ}

donde θ es un parámetro finito-dimensional y Θ el espacio de valores de θ. Cuando
se da una ”forma específica” de la distribución de Y mediante un elemento de P,
entonces la función de supervivencia S(y;θ) y la función de riesgo h(y;θ) también
presentan una forma especifíca.

Por otro lado, se puede adoptar un modelo no-paramétrico para la distribución de
Y , por lo que es necesario el uso de métodos no-paramétricos para S(y) y h(y). Por
ejemplo, en presencia de censura en los datos, un estimador no-paramétrico para la
función de supervivencia de Y es el Estimador Kaplan-Meier.

1 No hay distinción alguna entre los individuos bajo estudio, todos son susceptibles a experimentar
el evento de interés, i.e. ausencia de variables explicativas.

21
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2.1. Función de supervivencia y función de riesgo

Sea (Ω,S,P) un espacio de probabilidad y Y : Ω → R
+ una v.a.s. definida sobre

este. Sea
FY(y) = Pr(Y ≤ y) ≡ P({ω ∈ Ω : Y (ω) ≤ y}),

la función de distribución acumuladad de Y , donde {ω ∈ Ω : Y (ω) ≤ y} ∈ S para
toda y ∈ R

+. La cantidad cuantitativa que se emplea para describir la distribución
del tiempo de supervivencia Y es la función de supervivencia.

Definición 2.1. La función de supervivencia (FS), denotada por SY(y), se define
como

SY(y) = 1− FY(y)

= Pr(Y > y) ≡ P({ω ∈ Ω : Y (ω) > y}) ∀ y ∈ R
+.

La FS SY(y) representa la probabilidad de que un individuo sobreviva desde un
tiempo origen, digamos y0 = 0, hasta algún punto mayor que el tiempo y. Como
consecuencia de su definición, SY posee ciertas propiedades que la caracterizan, las
cuales son resumidas en la siguiente proposición.

Proposición 2.1.1. La función de supervivencia SY(y) tiene las siguientes propie-
dades.

(i) 0 ≤ SY(y) ≤ 1 ∀ y ∈ R
+.

(ii) SY(y) es monótona decreciente: y1 ≤ y2 implica SY(y1) ≥ SY(y2).

(iii) SY(0) = 1 y ĺım
y→∞

SY(y) = 0.

(iv) SY(y) es continua por la derecha, es decir, para cada y ∈ R
+. se tiene que

ĺım
ǫ→0

SY(y + ǫ) = SY(y).

Demostración. La demostración es similar a la que se da para las propiedades de
FY(y) (ver [36]).

Observación 2.1. En la Proposición 2.1.1, ya que Y es una v.a. positiva, en vez de
considerar a ĺımy→−∞ SY(y) en la propiedad (iii), se adopta la convención SY(0) = 1.

Observación 2.2. Si se define la función de supervivencia como SY(y) = Pr{Y ≥ y},
entonces esta será una función continua por la izquiera.

En el contexto de Análisis de Supervivencia habrá distribuciones que posiblemente
no cumplan con (iii) en la Proposición 2.1.1 (e.g. si los datos de supervivencia pre-
sentan censura), por lo que se dará una definición para distinguir entre ese tipo de
funciones de supervivencia.
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Definición 2.2. Sea Y una v.a.s. y sea SY(y) su FS asociada. Se dice que SY(y) es
una FS propia en el sentido de que

SY(0) = 1 y ĺım
y→∞

SY(y) = 0.

Observación 2.3. La FS2 SY(y) es decreciente y acotada inferiormente. Por eso,
si para τ ∈ R

+ dado, tenemos que y ↑ τ , se sigue que SY(y) decrece hacia algún
valor límite, llamemosle τ∗ = ı́nf{SY(y) : y < τ}. Ya que SY es decreciente, y por
definición de infimo, se tiene que τ∗ ≥ SY(τ). Entonces, la FS SY posee un limite
izquierdo τ∗ para cada punto τ ∈ R

+, pero se puede dar el caso de que τ∗ > SY(τ).

Notación 2. De la Observación 2.3, denotemos por SY(y−) el límite de SY(ε) cuando ε
tiende a y por la izquierda (o crece hacia y), eso es, SY(y−) = ĺımε ↑ y SY(ε). Entonces,
SY(y−) ≥ SY(y). Otra notación que también se usa es SY(y

−) = ĺımε→0 SY(y − ε),
con ε > 0.

Definición 2.3. El salto de SY en y es la diferencia SY(y−) − SY(y). Decimos que
y es un punto de continuidad de SY si SY es continua en y, en cuyo caso SY(y−) =
SY(y), por lo que el salto es cero.

Proposición 2.1.2. Para cualquier y ∈ R
+ el salto de SY en y es igual a Pr(Y = y).

Demostración. Por definición, SY(y) = Pr(Y > y). Sea An = {ω : Y (ω) > y − 1
n}

para n ∈ N. Se puede verificar facilmente que

A1 ⊇ A2 ⊇ . . . y
∞⋂

n=1

An = {ω ∈ Ω : Y (ω) ≥ y}.

Se sigue que Pr(An) ↓ Pr(Y ≥ y) cuando n→ ∞. Pero

ĺım
n→∞

Pr(An) = ĺım
n→∞

SY(y −
1
n) = SY(y−),

de manera que SY(y−) = Pr(Y ≥ y). Por lo tano, el salto de SY en y es

SY(y−) − SY(y) = Pr(Y ≥ y) − Pr(Y > y) = Pr(Y = y).

Para especificar a la función de riesgo de Y , y su relación con la función de
supervivencia es conveniente proceder por separado para v.a.s. continuas y discretas.

2 Esta observación es una adaptación para la función de supervivencia SY(y) de la que Wilde
[36], en sus notas, da para la función de distribución acumulada FY(y).
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Y (absolutamente) continua

Sea Y una v.a.s. con función de densidad de probabilidad fY(y) y función de
distribución acumulada

FY(y) = Pr(Y ≤ y) =

∫ y

0
dFY(u) =

∫ y

0
fY(u) du, (2.1)

que representa la probabilidad de que el evento de interés ocurra antes del tiempo y.
Entonces, la función de supervivencia es

SY(y) = 1− FY(y) = Pr(Y > y) =

∫ ∞

y
fY(u) du, (2.2)

Haciendo uso del Teorema Fundamental del Cálculo y de la ecuación (2.2) se cumple
que

fY(y) =
dFY(y)

dy
= −

d

dy

[
1− FY(y)

]
= −

d

dt
SY(y). (2.3)

Por otra parte, la función de riesgo (hazard rate) corresponde a una tasa instan-
tánea, la cual nos da una idea de como va cambiando la probabilidad de presentar el
evento de interés en el siguiente instante de tiempo, condicionado a que no se haya
presentado al inicio de éste.

Ejemplo 2.1. Suponga que el modelo para la supervivencia de un grupo de pacientes
sometidos a un transplate de corazón tiene función de riesgo en forma de joroba: al
principio hay un gran riesgo de muerte, y éste decrece a medida que el paciente se
recupera.
Otro ejemplo es la función de riesgo en forma de bañera, como se observa en la Fig
2.1, y describe el tiempo de supervivencia de seres humanos: para recien nacidos, el
inminente riesgo de muerte decrese con el tiempo; en una edad madura, el riesgo es
relativamente constante; finalmente, este se incrementa en la vejez. 2

t

h(t)

0

Figura 2.1: Diagrama que muestra la gráfica de una fuerza de mortalidad en forma de
bañera, característica del tiempo de vida de seres humanos.
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Para obtener una definición más formal de la función de riesgo, sea ∆t un tiempo
infinitesimal y considere la probabilidad condicional de que un individuo experimente
una falla (e.g. la muerte) en el intervalo de tiempo [y, y+∆y), dado que ha sobrevivido
hasta el tiempo y, la cual se puede expresar como

Pr(y < Y ≤ y +∆y | Y > y) =
Pr({y < Y ≤ y +∆y} ∩ {Y > y})

Pr(Y > y)

=
Pr(y < Y ≤ y +∆y)

Pr(Y > y)
. (2.4)

Al dividir (2.4) entre la longitud del intervalo de tiempo actual, ∆y, se obtiene la
tasa media de mortalidad a lo largo de dicho intervalo:

1

∆y
Pr(y < Y ≤ y +∆y | Y > y) =

Pr(y < Y ≤ y +∆y)

∆y

1

Pr(Y > y)
. (2.5)

En el límite, cuando ∆y → 0+, la tasa media de mortalidad se convierte en una tasa
de mortalidad instantánea,

ĺım
∆y→0+

Pr(y < Y ≤ y +∆y | Y > y)

∆y
. (2.6)

Ya que

Pr(y < Y ≤ y +∆y) =

∫ y+∆y

y
fY(u) du = FY(y +∆y)− FY(y),

al substituir esa expresión en (2.6) y recordando la definición de la derivada de una
función, se obtiene

ĺım
∆y→0+

Pr(y < Y ≤ y +∆y)

(∆y) Pr(Y > y)
= ĺım

∆y→0+

FY(y +∆y)− FY(y)

∆y

1

SY(y−)

=
F ′

Y
(y)

SY(y)
=
fY(y)

SY(y)
.

donde SY(y
−) ≡ ĺımy↑t SY(y), que en el caso de una v.a.s. continua SY(y

−) = SY(y).

El resultado anterior motiva la siguiente definición:

Definición 2.4. La función de riesgo de una v.a.s. Y denotada como h(y), se
difine como

hY(y) =
fY(y)

SY(y)
, ∀ y > 0. (2.7)

Esta representa la probabilidad condicional de presentar el evento de interés en
un instante de tiempo dado, condicionada a que no se ha presentado al inicio de ese
instante.

La función de supervivencia se expresa en términos de la fuerza de mortalidad
mediante el siguiente teorema.
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Teorema 2.1.1.

SY(y) = exp

{
−

∫ y

0
hY(u) du

}
, ∀ y ≥ 0.

Demostración. Ya que fY(u) = −
d

du
SY(u), se sigue que

hY(u) = −
d

du
[logSY(u)].

Al integrar en cada lado de la expresión anterior entre 0 y t se obtiene

logSY(u)|
y
0 = −

∫ y

0
hY(u) du.

Tomando en cuenta que SY(0) = 1, el resultado del Teorema se sigue de la expresión
anterior.

Del Teorema 2.1.1, cualquier función de riesgo de una v.a.s continua Y debe sa-
tisfacer las propiedades resumidas en el siguiente corolario.

Corolario 2.1.2. Sea Y una v.a.s. con función de densidad fY(y) y sea hY(y) la
función de riesgo correspondiente. Entonces

1. hY(y) ≥ 0, ∀ y > 0

2.
∫ y

0
hY(u) du <∞, para algún y > 0,

3.
∫ ∞

0
hY(u) du = ∞

Demostración. La condición uno se sigue de la ecuación (2.6) debido a que las
cantidades en el numerador y el denominador son no negativas. La segunda y tercera
propiedad se siguen del Teorema 2.1.1. En efecto, para y > 0,

∫ y

0
hY(u) du = − logSY(y) <∞,

y ya que hY(y) = −d logSY(y)/dy, se tiene que
∫ ∞

0
hY(u) du =

∫ ∞

0
−d[logSY(u)] = ∞.

Observación 2.4. Del Corolario anterior, la función de riesgo puede no ser monótona
creciente o decreciente, no estar acotada cuando y → ∞, y no es una probabilidad
del todo. Esta nos describe la probabilidad condicional, por unidad de tiempo, de que
un individuo experimente el evento de interés al tiempo y, dado que ha sobrevivido
hasta ese tiempo. Las unidades de tiempo dependerán de la selección de medición del
tiempo de supervivencia.
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Definición 2.5. La función de riesgo acumulada, denotada como HY(y), corres-
pondiente a la v.a.s. Y con función de riesgo asociada hY(y), se define como

HY(y) =

∫ y

0
hY(u) du = − log SY(y). (2.8)

Así, otra expresión para la función de supervivencia es

SY(y) = exp{−HY(y)}. (2.9)

Nótese que el límite inferior igual a 0 en la integral de (2.8) es consistente con
SY(0) = 1 y, para una FS propia, HY(y) debe tender a ∞ cuando y → ∞.

Y variable aleatoria discreta.

Sea Y una v.a.s. discreta, la cual toma los valores 0 = τ0 < τ1 < . . . < τn. Sea

fY(y) = Pr(Y = y) y FY(y) = Pr(Y ≤ y) =
∑

j | τj ≤ y

fY(τj),

la función de probabilidad y la función de distribución acumulada de Y , respectiva-
mente. Entonces, la correspondiente función de supervivencia de Y se define como

SY(y) = Pr(Y > y) =
∑

j | τj >y

fY(τj), con SY(τ0) = 1.

Esas funciones también están relacionadas por

fY(y) = FY(y) − FY(y
−) = SY(y

−) − SY(y) (2.10)

donde SY(y
−) = Pr(Y ≥ y) = ĺımε→0 SY(y − ε), con ε > 0.

Nótese que, para τi−1 < y < τi, fY(y) = 0, por lo que

SY(τ
−
i ) = ĺım

ε→0
S(τi − ε) ≡ S(τi−1).

En la figura 2.2 se describe la FS S(y) correspondiente a la v.a.s discreta Y , la cual
toma los valores 0 = τ0 < τ1 < τ2 < τ3, con S(0) = 1 y S(τ3) = 0.

Para obtener una expresión de la función de riesgo de Y , la cual es análoga a la
ecuación (2.7), considere la siguiente probabilidad condicional:

Pr(Y = τi | Y ≥ τi) =
Pr({Y = τi} ∩ {Y ≥ τi})

Pr(Y ≥ τi)

=
Pr(Y = τi)

Pr(Y ≥ τi)

=
f(τi)

S(τ−i )
para i = 0, 1, 2, . . . , n.

La expresión anterior da lugar a la definición de la función de riesgo para una
v.a.s. discreta:
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t

t

}

}
}

Figura 2.2: Ya que SY(y) es una función monótona decreciente y continua por la derecha,
se tiene que fY(τ0) = 0, y para y 6= τi, fY(y) = SY(y

−)−SY(y) = 0; por otro lado, debido a
que SY(y) es discontinua por la izquierda, con puntos de discontinuidad en cada τi, entonces
fY(τi) = SY(τ

−

i )− SY(τi) > 0, para i = 1, 2, 3.

Definición 2.6. Sea Y una v.a.s. discreta, la cual toma los distintos valores en 0 =
τ0, τ1, . . . , τn, y sea SY(y) su FS. La función de riesgo de Y se define como

hY(y) =
fY(y)

SY(y−)
, ∀ y ≥ 0. (2.11)

A partir de la definición anterior, se puede verificar que:

0 ≤ hY(y) ≤ 1, ∀ y > 0;

hY(y) = 0, excepto en los puntos τi, para i = 1, 2, . . . , n;

hY(0) = 0; y hY(y) = 1 solamente en el puno y donde SY(y
−) = f(y), que es

el punto extremo superior y = τn.

También se puede obtener una expresión de la función de supervivencia en térmi-
nos de la función de riesgo. Para eso, primero considere el siguiente Lema:

Lema 2.1.1. Para k 6= 0 (k ≤ n), y ∈ [τk, τk+1), la FS de Y se puede expresar como
un producto de probabilidades condicionales

SY(y) =
k∏

j=1

SY(τi)

SY(τ
−
i )
.

Demostración. Considere la siguiente probabilidad de supervivencia condicional:

Pr(Y > τi | Y > τi−1) =
Pr({Y > τi} ∩ {Y > yi−1})

Pr(Y > τi−1)
=

Pr(Y > τi)

Pr(Y > τi−1)
=

SY(τi)

SY(τi−1)
.
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Luego, para τ1 < · · · < τk ≤ y se tiene que

SY(τk) =
SY(τk)

SY(τk−1)
∗
SY(τk−1)

SY(τk−2)
. . .

SY(τ2)

SY(τ1)
∗
SY(τ1)

SY(τ0)

=

k∏

j=1

SY(τj)

SY(τj−1)
=

∏

j | τj ≤ t

SY(τj)

SY(τ
−
j )
.

Teorema 2.1.3. Para y ∈ [τk, τk+1), con k ≤ n,

SY(y) =
∏

j | τj ≤ y

{
1− hY(τj)

}
, (2.12)

con la convención SY(τ0) = 1.

Demostración. Sea Y una v.a.s con distribución de probabilidad fY(y). Ya que
fY(y) = SY(y

−)− SY(y), la función de riesgo queda expresada como

hY(y) =
fY(y)

SY(y−)
=
SY(y

−)− SY(y)

SY(y−)
= 1−

SY(y)

SY(y−)
,

o de manera equivalente
SY(y)

SY(y−)
= 1− hY(y).

El resultado se sigue por el lema anterior.

Como consecuencia del Teorema anterior, otra expresión para la función de pro-
babilidad de Y se da en el siguiente corolario.

Corolario 2.1.4. Para i = 0 fY(τ0) = 0, para i = 1 fY(τ1) = hY(τ1), y para i ≥ 2,
con τi ≤ y,

fY(y) = hY(y)

i−1∏

j=1

{1 − hY(τj)}. (2.13)

Demostración. La convención SY(τ0) = 1 implica que fY(τ0) = 0. Luego, de (2.12),
SY(τ1) = 1 − hY(τ1), lo cual implica que fY(τ1) = SY(τ

−
1 ) − SY(τ1) = hY(τ1).

Finalmente, de la definición de hY(y) en (2.11), fY(y) = hY(y)SY(y
−), por lo que,

para i ≥ 2

fY(τi) = hY(τi)SY(τ
−
i )

= hY(τi)SY(τi−1)

= hY(τi)

i−1∏

j=1

{1− hY(τj)}.
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Escribiendo hi para hY(τi), otras expresiones para (2.12) y (2.13) son:

i) SY(τi) =

i∏

j=1

(1− hj) para i ≥ 1, con SY(τ0) = 1 y SY(τn) = 0.

ii) fY(τi) = hiSY(τ
−
i ) = hi

i−1∏

j=1

(1−hj) para i ≥ 2, con f(τ0) = 0 = h0 y f(τ1) = h1.

Finalmente, de la ecuación (2.8) se tiene

HY(y) = − log SY(y) = −
∑

j

log(1− hj). (2.14)

Si hj en la suma de (2.14) es pequeña, entonces log(1− hj) ≈ −hj y

HY(y) ≈ −
∑

j

hj , (2.15)

la cual puede ser interpretada como la función de riesgo acumulada.

2.2. Modelos paramétricos: Distribuciones

En la Sección 2.1 se vio que la distribución de supervivencia de Y puede ser espe-
cificada, de manera equivalente, por: la función de densidad de probabilidad, fY(y),
la función de distribución acumulada, FY(y), la función de supervivencia, SY(y), o la
función de riesgo, hY(y). Esto significa que si se especifica alguna de esas expresiones,
entonces las otras pueden ser derivadas de esta. Por lo tanto, al hacer un análisis de
supervivencia de ciertos datos, se puede considerar a cualquiera de esas representa-
ciones que mejor nos convenga, para posteriormente basar la inferencia de esos datos
en esta.

Frecuentemente uno está interesado en la función de riesgo ya que su directa
interpretación es un riesgo inminente, aunque esta selección dependerá del interés que
se tenga.

Se han usado varias familias paramétricas para el modelado de datos de tiempos
de supervivencia, pero entre esos modelos, algunos sobresalen debido a su flexibilidad
y gran utilidad en ciertas situaciones. A continuación se mencionan algunas de esas
familias para el modelado de la distribución del tiempo de supervivencia Y .

Notación 3. Sea
P = {fθ : θ ∈ Θ}

una familia de funciones de densidad de probabilidad (o función de masa de probabilidad
en el caso de distribuciones discretas) indexada por θ en el espacio de parámetros Θ.
Entonces

f(t;θ), fθ(t) o f(t | θ)

denotan a un elemento de P como función de t manteniendo a θ fijo.



2.2. Modelos paramétricos: Distribuciones 31

Modelo Exponencial

Suponga que la v.a.s. Y se distribuye exponencialmente con parámetro θ(> 0),
eso es Y ∼ Exp(θ). Este modelo supone un riesgo constante

hY(y; θ) =
1

θ
, y ≥ 0.

Por el Teorema 2.1.1 la función de supervivencia para Y es

SY(y; θ) = exp(−y/θ), ∀ y ≥ 0

Otra expresión para la distribución de Y que frecuentemente se emplea es con la
reparametrización ω = 1/θ, en cuyo caso la f.d.p. es

fY(y) = ω exp(ωy).

Modelo Weibull

Suponga que Y ∼ WEI(θ, α) con θ = (θ, α), donde θ > 0 es el parámetro de
escala3 y α > 0 es el parámetro de forma. La función de riesgo de este modelo es

hY(y;θ) =
α

θ

(
y

θ

)α−1

, ∀ y ≥ 0. (2.16)

Por el Teorema 2.1.1, la función de supervivencia y la función de densidad para
(2.16) son

SY(y;θ) = exp
(
−
[
y/θ
]α)

, y fY(y;θ) =
α

θ

(y
θ

)α−1
exp

(
−
[
y/θ
]α)

.

La función h(y) es monótona creciente si α > 1, monótona decreciente si α < 1,
y para α = 1 se produce el modelo exponencial. Como se muestra en la Figura 2.3,
debido a la forma de hY(y;θ) y SY(y;θ), hacen del Modelo Weibull una conveniente
herramienta en análisis de supervivencia.

Al considerar la reparamatrización

Y ∼WEI(θ, α), con θ =
(
1/ω

)(1/α)
,

las funciones de riesgo y de supervivencia adoptan la siguiente forma

hY(y;ω,α) = ω α yα−1 y SY(y;ω,α) = exp(−ω yα).

Nos referiremos ha esa reparametrización como Weibull(ω,α).

3 Si una familia de distribución de probabilidades es tal que existe un parámetro θ (y otro
parámetro α ) para el cual la función de distribución acumulada satisface

F (y; θ, α) = F (y/θ; 1, α)

entonces a θ se le llama parámetro de escala, ya que su valor determina la escala o dispersión
estadistica de la distribución de probabilidades.
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Figura 2.3: Funciones asociadas al Modelo Weibull con parámetro de escala θ−1 = 1 y
parámtro de forma α = 0.5, 1.5, y 3.



2.2. Modelos paramétricos: Distribuciones 33

Modelo del Valor Extremo

Sea Y una v.a.s. y suponga que Y ∼ Weibull(θ, α). Entonces, la función de
supervivencia es

SY(y; θ, α) = exp(θ yα), ∀ y > 0.

Aplicando la transformación logaritmo natural (denotada como log) al tiempo de
supervivencia Y , la función de supervivencia para la nueva v.a. W = log Y esta dada
por

SW(w; θ, α) = Pr(W > w)

= Pr(log Y > w)

= Pr(Y > exp(w))

= exp(−θ exp{αw}). (2.17)

Si redefinimos los parámetros en la expresión anterior como

θ = exp(−µ/σ) y α = 1/σ,

la función de supervivencia para W es

SW(w;µ, σ) = exp
{
− exp

(w − µ

σ

)}
, (2.18)

la cual corresponde a la función de supervivencia de una variable aleatoria con distri-
bución Valor Extremo.

Por lo tanto, W ∼ V alorExtremo(µ, σ), cuya función de densidad es

fW(w;µ, σ) =
1

σ
exp

(
w − µ

σ
− exp([w − µ]/σ)

)
, ∀w ∈ (−∞,∞).

Así, la función de riesgo para W es

hW(w;µ, σ) =
1

σ
exp

{w − µ

σ

}
, ∀w ∈ (−∞,∞).

Observación 2.5. Cuando µ = 0 y σ = 1, se obtiene la distribución Valor Extremo
Estándar, eso es, W ∗ ∼ V alorExtremo(0, 1).

Modelo de pedazos exponencial

En ocasiones, el patrón de dependencia del tiempo en los modelos especificados
de forma completamente paramétrica, tales como el Modelo Weibull, no siempre dan
un resultado satisfactorio en el ajuste de los datos. En tal situación, un Modelo de
pedazos ( o escalones) exponencial (piece-wise exponential model en inglés) bien puede
constituir un esquema más apropiado.
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Sea a0 < a1 < · · · < aM valores especificados, con a0 = 0 y aM+1 = ∞. La función
de riesgo de este modelo es

hY(y) = exp(αℓ), si y ∈ Iℓ, (2.19)

donde
Iℓ = [aℓ−1, aℓ), ℓ = 1, 2, . . . ,M,

son intervalos mutuamente excluyentes. De esta forma, hY(y) es constante sobre cada
intervalo y αℓ representa el log del riesgo en el intervalo Iℓ.

La función de riesgo acumulada esta dada por

HY(y) =





y exp(α1), si y ∈ I1;
ℓ−1∑

κ=1

(aκ − aκ−1)e
ακ + (y − aℓ−1)e

αℓ , si y ∈ Iℓ, ℓ ≥ 2.

Ya que la expresión anterior es algo tediosa, otro tipo de notación ha sido adoptada.
Por ejemplo, introduciendo la notación ( Lawless, 2003)

∆ℓ(y) =

∫ aℓ

aℓ−1

1{u ≤ y} du ℓ = 1, 2, . . . ,M.

la función de riesgo acumulada es

HY(y) =

M∑

ℓ=1

exp(αℓ)∆ℓ(y). (2.20)

Así, de la ecuación (2.9), la FS de (2.19) es

SY(y) = exp

{
−

M∑

ℓ=1

exp(αℓ)∆ℓ(y)

}
,

y para y ∈ Iℓ, fY(y) = exp(αℓ)SY(y) es la función de densidad de probabilidad
correspondiente.

2.2.1. Modelos de Mezclas Discretos (finitos)

Un modelo de mezclas discreto es una distribución de probabilidad que es una
combinación convexa4 de otras distribuciones de probabiliad.

4 Dado un conjunto finito A = {y1, y2, . . . , ym} en un espacio vectorial real V , una combinación

convexa de esos puntos es otro punto de la forma

y = a1y1 + a2y2 + · · ·+ amym, aj ∈ R,

donde los aj
′s satisfacen aj ≥ 0 y

∑m
j=1 aj = 1. La corteza convexa de A es el conjunto de

combinaciones convexas de subconjuntos finitos de puntos de A.
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Definición básica

Sea Y1, Y2, . . . , Yn una muestra5 aleatoria de tamaño n y yi el valor observado de Yi.
Supongamos que Yi es una mezcla de m v.a. con función de distribución acumulada
F1(yi), F2(yi), . . . , Fm(yi), respectivamente. Entonces, la distribución de probabilidad
de Yi está dada por

F (yi) = π1F1(yi) + π2F2(yi) + · · · πmFm(yi), (2.21)

donde las Fj(yi)′s son llamadas las distribuciones componentes de la mezcla F (yi) y
las cantidades π1, π2, . . . , πm, llamadas las proporciones mezcladas o pesos, satisfacen

0 ≤ πj ≤ 1, j = 1, 2, . . . ,m y
m∑

j=1

πj = 1. (2.22)

Las propiedades de los modelos de mezclas se siguen de las propiedades de las m

distribuciones componentes: Suponga que Yi es una mezcla de m v.a.s. continuas con
función de densidad de probabilidad (f.d.p.)

f1(yi) = F
′

1(yi), f2(yi) = F
′

2(yi), . . . , fm(yi) = F
′

m(yi),

respectivamente. Entonces, de la expresión (2.21), Ti es una v.a.s. continua con f.d.p.

f(yi) = π1f1(yi) + π2f2(yi) + · · ·+ πmfm(yi). (2.23)

Nota 2.1. Si Yi es una mezcla de m v.a.s. discretas, la función de masa de probabi-
lidad de Yi es similar a la que se da en (2.23), pero los componentes de la mezcla son
funciones de masa de probabilidad, correspondientes a las m v.a.s. discretas.

Modelos de mezclas paramétricos

Cuando los componentes de la mezcla en (2.23) pertenecen a una familia paramé-
trica de distribuciones, con parámetro desconocido φj , estos son llamados Modelos de
mezclas paramétricos. En este caso, la f.d.p. de Yi está dada por

f(yi;θ) =
m∑

j=1

πj fj(yi;φj). (2.24)

donde θ = (π1, . . . , πJ−1, φ1, φ2, . . . , φm)
T ∈ Θ es el vector de todos los parámetros

desconocidos de la mezcla y Θ es el espacio de valores de θ.

Observación 2.6. Ya que la suma de las proporciones mezcladas πj suman 1, una
de ellas es redundante, por eso es que en el vector de parámetros desconocidos, θ, se
ha omitodo de manera arbitraria el m-ésimo peso πm.

5 En la practica, Yi se toma como un vector aleatorio p-dimensional, Yi, cuyos componentes
son variables aleatorias correspondientes a p medidad hechas en la i-ésimo observación de ciertas
caracteristicas del fenómeno en estudio.
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Por lo regular las fj(y;φj) en (2.24) son especificadas como distribuciones de la
misma familia paramétrica. Entonces, si

F =
{
fY(· ;φ) : φ ∈ Φ

}
,

denota la clase de todas las distribuciones componentes y Φ el espacio de valores para
φ, la densidad de mezclas de Yi está dada por

f(yi;θ) =
m∑

j=1

πj fj(yi;φj) con fj(yi;φj) = fY(yi;φj) (j = 1, 2, . . . ,m),

donde fY(· ;φ) es un miembro genérico de F y θ es como antes, el vector de paráme-
tros desconocidos de la mezcla con espacio de valores Θ.

Nota 2.2. Los modelos de mezclas continuos también pueden ser considerados
y son definidos de manera similar: Sea g(·) una función del parámetro θ tal que

g(θ) ≥ 0 ∀θ ∈ Θ y
∫

Θ

g(θ) dθ = 1,

donde Θ es el espacio de parámetros de θ. Entonces la f.d.p. de Y se define como

fY(y) =

∫

Θ

g(θ)fY(y; θ) dθ.

Interpretación y algunas aplicaciones de los modelos de mezcla

Sea J = {1, 2, . . . ,m} el conjunto de etiquetas de las distribuciones componentes
(categorías) del modelo de mezclas en (2.21) y J una variable aleatoria asumiendo
los posibles valores 1, 2, . . . ,m con probabilidad π1, π2, . . . , πm, respectivamente. Su-
pongamos que la función de distribución condicional de Yi dado Ji = j es Fj(yi).
Entonces, la función de distribución incondicional6 de Yi está dada por F (yi).

Sea Γi (i = 1, 2, . . . , n) un vector m-dimensional, donde el j-ésimo elemento de Γi,
Γij, se define como

Γij = I{Ji = j} =

{
1, si el componente origen de Yi es j (j ∈ J );
0, en otro caso.

Bajo la suposición de que cada Yi (i = 1, 2, . . . , n) proviene exactamente de una de
las m distribuciones componentes, se tiene que

m∑

j=1

Γij = 1.

6 Esta puede verse como una distribución marginal. Considere al par aleatorio (Y, J) donde Y es
una v.a.s. continua y J una v.a. asumiendo los posibles valores 1, 2, . . . ,m. Entonces, la distribución
marginal de Y es

FY(y) = Pr(Y ≤ y) =

m
∑

j=1

Pr({Y ≤ y} ∩ {J = j}) =

m
∑

j=1

Pr(J = j) Pr(Y ≤ y | J = j).
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Entonces Γi se distribuye multinomial con m posibles resultados, los cuales tienen
probabilidades π1, π2, . . . , πm, respectivamente, es decir,

Γi ∼Multm(1, π1, π2, . . . , πm),

cuya función de masa de probabilidad es

Pr(Γi = γi) = Pr({Γi1 = γi1} ∩ {Γi2 = γi2} ∩ · · · ∩ {Γim = γim})

= πγ1i1 πγ2i2 · · · πγmi
m ,

siendo γij uno o cero, dependiendo del valor observado para el i-ésimo individuo. Más
aún, se puede verificar fácilmente7 que para cada j ∈ J , Γij se distribuye Binomial
con parámetros r = 1 y πj, o de manera equivalente,

Γij ∼ Bernoulli(πj),

con función de masas de probabilidad

Pr(Γij = γij) = π
γij
j (1− πj)

1−γij .

Una situación en la que el modelo de mezclas (2.21) es directamente aplicable
es cuando Yi proviene de una población G que consiste de m grupos G1, G2, . . . , Gm
en proporciones π1, π2, . . . , πm, respectivamente. Si la distribución de Yi en el grupo
Gj está dada por Fj(yi) para j = 1, 2, . . . ,m, entonces la distribución de Yi tiene la
forma de la mezcla (2.21). De esta manera, los m componentes de la mezcla pueden ser
fisicamente identificados por los m grupos externamente existentes G1, G2, . . . , Gm.
Así, cuando Yi puede ser físicamente identificado que proviene del j-ésimo componente
(j ∈ J ), el vector de etiquetas-componente correspondiente es

Γi = {0, . . . , 0,Γji = 1, 0, . . . , 0},

en otro caso, Γi será desconocido.
En algunos casos, la adopción de una simple distribución componente para el mo-

delado de poblaciones heterogéneas puede resultar inadecuado. Una forma de lidiar
con este problema es adoptar una modelo de mezclas de distribuciones para obtener
una mayor flexibilidad en el modelado de ese tipo de poblaciones. Por ejemplo, Fare-
well (1982) y Larson y Dinse (1985) estuvieron entre los primeros en usar modelos de
mezclas finitos para el análisis de datos de Riesgos Competitivos. En este contexto,
si t1, t2 . . . , tn denota una muestra aleatoria observada de tiempos de supervivencia,
posiblemente censurados por la derecha, proveniente de una población expuesta a
m > 1 modos de falla, debido a la censura en los datos, estos son parcialmente cla-
sificados, es decir, si los datos se ordenan de tal manera que t(1), t(2), . . . , t(r) son
las observaciones no-censuradas y las restantes n-r estan censuradas, los vectores de
etiquetas-componetes m-dimesionales Γ(1),Γ(2), . . . ,Γ(r) están disponibles solamente
para t(1), t(2), . . . , t(r).

7 Recurde que la distribución Binomial es en realidad una Multinomial con m=2 posibles resul-
tados: sea r > 0, 0 < p < 1 y Γ una v.a. tal que Γ ∼ Mult2(r, p, 1− p), entonces Γ ∼ Binomial(r, p).
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2.2.1.1. Mezcla de Distribuciones de Supervivencia

Sea T̃ una v.a.s. correspondiente a una población G en la que estan actuando
m distintos tipos o causas de falla (Riesgos Competitivos). Supongamos que el
tiempo de falla T̃ puede estar censurado a la derecha por una variable aleatoria
positiva C. Sea J la v.a. que denota la causa de falla, tomando posibles valores en
J = {1, 2, . . . ,m}. Para j ∈ J , definamos la variable indicadora Γj = I{J = j}. En
un escenario de riesgos competitivos, tanto el tipo de falla J como la indicadora Γj

son observados solamente si el tiempo de supervivencia (o de falla) no esta censurado.
Por eso, se define la indicadora de censura como δ = 1{T̃ ≤ C}, siendo uno si T̃ no
esta censurada y cero en otro caso. Supongamos que se tiene una muestra aleatoria
de tamaño n, cuyos datos consisten de vectores de la forma

Ti = (Ti, δi, δiJi), i = 1, 2, . . . , n,

donde Ti = mı́n{T̃i, Ci}.
El enfoque tradicional para el modelado de la distribución del tiempo de falla en

un escenario de riesgos competitivos es suponer la existencia de los llamados tiempos
de falla latentes, Y1, Y2 . . . , Ym, correspondientes a las m causas de falla, y proceder
con el modelado del vector aleatorio

Ti = (Ti, δi, δiJi), i = 1, 2, . . . , n

donde Ti = mı́n{T̃i, Ci} y T̃i = mı́n(Y1i, Y2i, . . . , Ymi).
Un enfoque alternativo es adoptar un modelo de mezclas con m componentes, en

el cual la Función de Supervivencia de Ti es modelada como

S(ti) = π1 S1(ti) + π2 S2(ti) + · · · + πm Sm(ti) (2.25)

donde la j-ésima FS componente

Sj(ti) = Pr(Ti > ti | J = j)

denota la función de supervivencia condicional (propia), dado que la falla del i-ésimo
individuo es por la j-ésima causa, y πj = Pr(J = j) es la probabilidad a priori del tipo
de falla j (j = 1, 2, . . . ,m). Este enfoque de mezclas asume que la eventual causa de
falla es determinada al tiempo cero (i.e. al inicio del estudio) por algún mecanismo
estocástico. Por ejemplo, después de la terápia para pacientes con cáncer de pulmón
un paciente que no está curado debe estar destinado a morir de la enfermedad; un
paciente curado eventualmente morirá de otras causas.

La introduccción del vector de etiquetas-componentes Γ = (Γ1,Γ2, . . . ,Γm)T pro-
vee las bases para usar el Algoritmo EM en el proceso de estimación del vector de
parámetros del modelo de mezclas.

Ejemplo 2.2 (Mezcla de exponenciales). Supóngase que los componentes del
modelo de mezclas en (2.25) proviene de la misma familia exponencial parametrizada
por ω > 0:

Pω = {F (t;ω) = 1− exp(−ω t) | ω ∈ (0,∞)}.
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Entonces, la función de supervivencia de Ti es

S(ti;θ) = π1S1(ti;ω1) + π2S2(ti;ω2) + · · ·+ πmSm(ti;ωm)

donde θ = (π1, . . . , πm−1;ω1, . . . , ωm) es el vector de parámetros desconocidos de la
mezcla con

πj > 0, y
m∑

j=1

πj = 1,

y la j-ésima distribución componente, la cual denota la función de supervivencia (pro-
pia) condicionada a que la falla es de la j-esima causa, está dada por

Sj(ti;ωj) = exp(−ωjti).

2

2.3. Modelos paramétricos: Estimación

2.3.1. Método de Máxima Verosimilitud para datos censurados.

La aplicación del Método de Máximia Verosimilitud en Análisis de Supervivencia
con datos sin censura se describe en el Apéndice A. En el caso de datos de supervi-
vencia que presentan censura, hay que establecer la contribución de cada observación
(censurada o no-censurada) a la función de verosimilitud, por lo que la construcción
de esta difiere ligeramente.Para fines del presente trabajo, solamente se especificará
la función de verosimilitud para la censura aleatoria y de Tipo I.

Sin perdida de generalidad, se procederá en el caso de variables (absolutamente)
continuas, pero se obtienen resultados similares en el caso de v.a. discretas.

Verosimilitud para datos con censura de Tipo I

Suponga un modelo de censura por la derecha (Tipo I). Sea Y1, Y2, . . . , Yn una
muestra de v.a.s. i.i.d. con función de densidad común f(t;θ) y constantes de cen-
suras asociadas C1, C2, . . . , Cn, respectivamente. Recordando la notación para datos
censurados por la derecha, estos se pueden escribir como

(T1, δ1), (T2, δ2), . . . , (Tn, δn)

donde Ti = mı́n(Yi, Ci) y δi = I{Yi ≤ Ci} su indicador de censura. Sea t1, t2, . . . , tn
una realización, con censura presente, de T1, T2, . . . , Tn.

El siguiente teorema establece la función de verosimilitud para datos censurados
por la derecha (de Tipo I).

Teorema 2.3.1. Bajo la censura por la derecha de Tipo I con tiempos de censura fijos,
la función de verosimilitud, L(θ), de los datos observados (ti, δi), i = 1, 2, . . . , n, está
dada por

L(θ) =

n∏

i=1

[
f(ti;θ)

]δi[S(ti;θ)
]1−δi , (2.26)
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Demostración. Comencemos por encontrar una expresión para

Pr({T = t} ∩ {δ = 0}) y Pr({T = t} ∩ {δ = 1}).

Si un individuo tiene un tiempo de superviviencia censurado en C = tc, todo lo que
sabemos es que su tiempo de supervivencia Y excede a tc. La probabilidad de este
evento es S(tc;θ) = Pr(Y > tc). En efecto, cuando δ = 0, T = tc con probabilidad 1,
de manera que

Pr({T = tc} ∩ {δ = 0}) = Pr(T = tc | δ = 0)Pr(δ = 0)

= Pr(δ = 0) = Pr(Y > tc)

= S(tc;θ).

Luego, si un indiviuo tiene tiempo de supervivencia no-censurado y registrado en
Y = tu, condicionalmente, cuando δ = 1, Y ≤ C, por lo que

Pr({T = tu} ∩ {δ = 1}) = Pr(T = tu | δ = 1)Pr(δ = 1)

= Pr(Y = tu | Y ≤ C) Pr(Y ≤ C)

=

[
f(tu;θ)

F (C;θ)

][
F (C;θ)

]
= f(tu;θ)

Así, la contribución a la verosimilitud del par aleatorio (t, δ) es

Pr(T = t, δ) = f(t;θ)δS(t;θ)1−δ ,

Por lo tanto, la función de verosimilitud para la muestra aleatoria observada (t1, δ1), (t2, δ2), . . . , (tn, δn)
es

L(θ) =
n∏

i=1

f(ti;θ)
δiS(ti;θ)

1−δi . (2.27)

Note que si consideramos la relación en (2.7), la función de verosimilitud se puede
reescribir como

L(θ) =

n∏

i=1

h(ti;θ)
δiS(ti;θ).

Verosimilitud para datos con censura aleatoria

En la notación de la Sección 1.2, Y es una v.a.s. continua con función de distribu-
ción F (t), función de supervivencia S(t) y f.d.p. f(t). El tiempo de censura (aleatorio)
asociado a Y es la v.a. continua C con función de distribución acumulada G(t) y f.d.p.
g(t). Bajo un mecanismo de censura no-informativo, se supone que Y y C son inde-
pendientes. También se asume que G(t) no depende de ninguno de los parámetros
de S(t), por lo que no aporta información alguna para la distribución del tiempo de
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supervivencia Y . En este modelo de censura, lo que se observa por unidad muestral
es el par aleatorio (T, δ) definido como

T = mı́n(Y,C) y δ = I{Y ≤ C}.

Una muestra observada de tiempos de supervivencia para n individuos consiste de
los pares

(t1, δ1), (t2, δ2, ), . . . , (tn, δn),

El siguiente Teorema determina la función de verosimilitud para la muestra aleatoria
observada descrita anteriormente.

Teorema 2.3.2. En un modelo con censura aleatoria por la derecha, la función de
verosimilitud, L, de los datos observados (ti, δi), i = 1, 2, . . . , n, es

L =

[
n∏

i=1

f(ti)
δiS(ti)

1−δi

][
n∏

i=1

(
1−G(ti)

)δig(ti)1−δi
]
, (2.28)

Demostración. Suponga un modelo con censura aleatoria por la derecha cuyos datos
observados son:

(t1, δ1), (t2, δ2), . . . , (tn, δn).

De (1.5), la contribución a la verosimilitud del par (ti, δi) es

Pr{Ti = ti, δi} =
[
f(ti)

(
1−G(ti)

)]δi [
g(ti)S(ti)

]1−δi
,

por lo que función de verosimilitud para (ti, δi), i = 1, 2, . . . , n, es

L =

n∏

i=1

[
f(ti)

(
1−G(ti)

)]δi [
g(ti)S(ti)

]1−δi
.

Observación 2.7. Ya que G(t) y g(t) no involucran a ninguno de los parámetros en
f(t), el último término en (2.28) se tratar como constante al momento de maximizar
a L, por lo que pueden ser ignorados, obteniendo la expresión:

L =

n∏

i=1

f(ti)
δi S(ti)

1−δi

Ejemplo 2.3 (Modelo Exponencial). Supongamos que

Y1, Y2, . . . , Yn i.i.d.
∼ Exp(θ) (θ > 0),

es una muestra (censurada por la derecha) de tamaño n , donde Yi (i = 1, 2, . . . , n) es
una v.a.s. con f.d.p. y función de supervivencia

f(yi; θ) = θ−1 exp(−yi/θ) y S(yi; θ) = exp(−yi/θ) ∀ y ∈ (0,∞),
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respectivamente. Denotemos por

(t1, δ1)
T, (t2, δ2)

T, . . . , (tn, δn)
T

el conjunto de datos de tiempos de supervivencia observados. De esa manera, si Yi
no está censurado (δi = 1), con tiempo de supervivencia observado en yi, el valore
realizado ti de Ti es igual a yi, cuando por el contrario, si Yi está censurado en ci
(δi = 0), entonces ti = ci y Yi > ci.

En este ejemplo, el vector de parámetros desconocido θ es un escalar, siendo
igual a θ. Supongamos ahora que las observaciones han sido reordenadas de manera
que t1, t2, . . . , tr denotan las r observaciones no censuradas y tr+1, tr+2, . . . , tn las
n-r observaciones censuradas. Entonces de (2.27), la función de verosimilitud para θ
formada en base a y, es

L(θ | y) =
n∏

i=1

[
θ−1 exp(−ti/θ)

]δi[ exp(−ti/θ)
]1−δi

= θ−r exp

(
1

θ

n∑

i=1

ti

)
.

Así, la función log-verosimilitud es

l(θ) = −r log θ −
1

θ

n∑

i=1

ti.

Se sigue que el EMV de θ es la solución de ∂l(θ̂)/∂θ̂ = 0, que es

θ̂ =

n∑

i=1

ti
r
. (2.29)

En este caso, θ̂ se pudo obtener de manera explicita, por lo que no hubo necesidad
de un cálculo iterativo. 2

2.4. Ejemplo: Distribución Weibull

Sea Y1, Y2, . . . , Yn una muestra de v.a.s., posiblemente censurada a la derecha, tal
que

Y1, Y2, . . . , Yn i.i.d.∼ Weibull(θ, α).

La función de supervivencia correspondiente de la distribución Weibull es

S(y) = exp(−θ yα) ∀ y > 0, (2.30)

y la correspondiente función de riesgo es

h(y) = θ α yα−1 ∀ y > 0.
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Al tomar la transformación logaritmo natural del tiempo Y , lo que observamos son
pares de la forma

(T1, δ1), (T2, δ2), . . . , (Tn, δn),

donde Ti = mı́n(W, logCi), W = log Yi, y δi su indicador de censura.

De (2.17) se tiene que la v.a. W tiene función de supervivencia

SW(w) = exp{−θ exp(αw)},

Redefiniendo los parámetros como

θ = exp
(
−
µ

σ

)
y σ =

1

α
con −∞ < µ <∞, σ > 0,

se obtiene el siguiente modelo log-lineal de Tiempo de Falla Acelerado

W = µ+ σW ∗, (2.31)

donde µ es el parámetro de localización (o intercepción), σ es el parámetro de escala
y W ∗ ∼ V alorExtremo(0, 1), cuya función de supervivencia es

SW∗(w∗) = exp(− expw
∗

), ∀w∗ ∈ (−∞,∞).

El modelo de tiempo de falla acelerado dado en (2.31) corresponde a un modelo de
regresión de una población homogénea (ausencia de variables explicativas).

De esta forma las funciones de densidad de probabilidad y de supervivencia, res-
pectivamente, para W son

fW(t) =
1

σ
exp

{w − µ

σ
− exp

[w − µ

σ

]}

y
SW(w) = exp

(
− exp[(w − µ)/σ]

)
.

Así, la función log-verosimilitud para datos de supervivencia con censura por la de-
recha esta dada por

l(θ) =
n∑

i=1

δi log fT(ti) +
n∑

i=1

(1− δi) log ST(ti),

donde θ = (µ, σ). Para encontrar el EMV de θ hay que resolver el sistema de ecua-
ciones: 




∂l(θ̂)

∂µ̂
= 0

∂l(θ̂)

∂σ̂
= 0

(2.32)

Ya que las ecuaciones resultantes del sistema anterior son no lineales, se procede a
resolverlas mediante algún método iterativo.
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Una vez que se ha obtenido el EMV θ̂ = (µ̂, σ̂) de θ = (µ, σ) se procede a calcular
la matriz información observada

i(θ̂) = −
∂2l(θ)

∂θ2

∣∣∣
θ=θ̂

. (2.33)

De acuerdo a (A.6) la inversa de (2.33) es un estimador de la matriz de varianza-
covarianza de θ:

i−1(θ̂) =




Ṽ ar[µ̂] C̃ov[µ̂, σ̂]

C̃ov[µ̂, σ̂] Ṽ ar[σ̂]


 ≈




V ar[µ] Cov[µ, σ]

Cov[µ, σ] V ar[σ]




Tanto métodos iterativos para resolver el sistema (2.32) como la aproximación de la
matriz de varianza-covarianza de θ están disponibles en varios paquetes estadísticos8.

Usando la propiedad de invarianza de los EMV de µ y σ se obtienen los EMV de
θ y α dados por

θ̂ = exp(−µ̂/σ̂) y α̂ = 1/σ̂.

Para obtener la varianza-covarianza de θ̂ y α̂ aplicamos el Método Delta, el cual
consiste en una aproximación de Serie de Taylor de segundo orden:

V ar[g(θ̂1, θ̂2)] ≈

(
∂ g

∂θ̂1

)2

V ar[θ̂1] +

(
∂ g

∂θ̂2

)2

V ar[θ̂2] + 2

(
∂ g

∂θ̂1

∂ g

∂θ̂2

)
Cov[θ̂1θ̂2].

y

Cov[g1(θ̂1, θ̂2), g2(θ̂1, θ̂2)] ≈

(
∂g1

∂θ̂1

∂g2

∂θ̂1

)
V ar[θ̂1] +

(
∂g1

∂θ̂2

∂g2

∂θ̂2

)
V ar[θ̂2]

+

(
∂g1

∂θ̂1

∂g2

∂θ̂2
+
∂g1

∂θ̂2

∂g2

∂θ̂1

)
Cov[θ̂1, θ̂2].

Ya que se han obtenido los EMV de θ y α y su correspondiente varianza, se procede
a calcular intervalos de confianza y a realizar pruebas de hipótesis. Por ejemplo, si
el intervalo de confianza para el EMV del parámetro de forma α contiene el valor 1,
es posible que el modelo exponencial ajuste mejor nuestro conjunto de datos que el
modelo Weibull (ver [31]. pag 135,136).

Ejemplo 2.4. Considere los tiempos de falla del Ejemplo 1.4 de aquellos pacientes
que recibieron un trasplante autólogo. Con la finalidad de ilustrar el proceso de infe-
rencia descrito anteriormente, suponga que el Modelo Weibull se ajusta9 bien a ese
conjunto de datos de tiempos de falla. El código en R es el siguiente:

8 R, S-Plus, Minitab, S.A.S., SPSS, etc.
9 Para checar si un cierto conjunto de datos sigue una distribución Weibull(θ, α) se pueden emplea

una gráfica de probabilidad. Ver [31], pág. 61, para más detalles.
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Código en R. Ejemplo 2.4.

> library(KMsurv); data(alloauto);

> attach(alloauto) #se usan las variables de "alloauto" como objetos

> tiempo<-time[type==2] ; estatus<-delta[type==2];

> auto<-data.frame(tiempo,estatus)

> detach(alloauto)

# Realiza la regresion para el Modelo Weibull;

> auto.wei<-survreg(Surv(tempo,estatus)~1,data=auto, dist=’weibull’)

> summary(auto.wei)

Value Std. Error z valor-p

(Intercept) 3.452 0.218 15.821 2.24e-56

Log(scale) 0.105 0.158 0.666 5.05e-01

Scale= 1.11

Weibull distribution

Loglik(model)= -123.441 Loglik(intercept only)= -123.441

Ya que el paquete estadístico R nos da un estimador de log σ, los EMV junto con su
error estándar obtenidos, respectivamente, son

µ̂ = 3.452, s.e[µ̂] = 0.218

y
log σ̂ = 0.105, s.e.[log σ̂] = 0.158.

Los límites de un intervalo de confianza al 95% para log σ̂ son

log σ̂ ± 1.96 s.e.[log σ̂],

de manera que, un intervalo de confianza para log σ̂ es (−2.20468, 0.41468). Como
este intervalo incluye al cero y ya que

α = 1 si y sólo si log σ = 0,

es plausible que el modelo Exponencial proporcione un mejor ajuste a los datos que
el modelo Weibull. Para eso, se prueba la hipótesis H0 : α = 1 (equivalentemente
que log σ = 0) mediante algun tipo de prueba, por ejemplo, la prueba de la razón de
verosimilitud.

El resumen proporcionado por R para el conjunto de datos bajo un modelo
Exponencial se obtiene con las mismas instrucciones, pero cambiando la distribución
"weibull" por "exponential", dando como resultado:

Value Std. Error z p

(Intercept) 3.42 0.189 18.1 4.52e-73

Scale fixed at 1

Exponential distribution

Loglik(model)= -123.674 Loglik(intercept only)= -123.674
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Figura 2.4: Función de supervivencia estimada con el ajuste de la distribución Wei-
bull(0.045,0.90) y de la distribución Exponencial(0.0327) (linea continua).

Para el modelo Weibull la función log-verosimilitud es logL(α̂, ω̂) = −123.441 y
para el modelo exponencial es logL(ω̂0) = −123.674. Rechazamos la hipótesis nula si
χ2
obs ≥ 3.842, donde

χ2
obs = −2 log

[
L(ω̂0)

L(α̂, ω̂)

]
= −2

[
logL(ω̂0)− logL(α̂, ω̂)

]
, (2.34)

y 3.842 es el valor crítico del percentil χ2
0.05,1. Al substituir los valores correspondientes

en (2.34) se tiene que χ2
obs = 0.467. El valor p es

valor p = Pr(X > χ2
obs) = 0.494, donde X ∼ χ2

1,

el cual es mayor que 0.05. Por lo tanto, no tenemos evidencia alguna para rechazar la
hipótesis nula, lo cual suguiere que una distribución exponencial puede proporcionar
un mejor ajuste que la distribución Weibull para ese conjunto de datos.

Los correspondientes EMV del Modelo Weibull son θ̂ = 0.045, α̂ = 0.900. El EMV
para el modelo exponencial es θ̂ = 0.0327. Las curvas de las funciones de supervivencia
se obtiene al substituir los EMV en cada modelo, respectivamente (ver Figura 2.4).
2



Capítulo 3

Estimación no-paramétrica de

la función de supervivencia

Cuando se quiere hacer inferencia en una muestra aleatoria proveniente de una
población en la que se desea estudiar alguna característica, la selección del método
de inferencia (e.g. paramétrico, no-paramétrico) es importante, ya que una mala se-
lección de este conducirá a conclusiones erróneas. Uno de los aspectos que se puede
tomar en cuenta para la selección del método de inferencia es la manera en la que
se distribuyen los datos. Sin embargo, algunos métodos de inferencia estadísticos se
basan en suposiciones que no siempre son verificadas por la muestra. Por ejemplo, un
histograma construido a partir de una muestra de tiempos de falla con censura a la
derecha, por lo regular, no es simétrico. En consecuencia, no es razonable suponer que
este tipo de datos tiene una distribución normal. Cuando la ausencia de simetriá es
obvia, puede aplicarse alguna transformación a la muestra para que su distribución
sea aproximadamente simétrica, e.g. la transformación logaritmo natural, y de esta
manera emplear métodos de inferencia basados en la suposición de normalidad.

Por otra lado, se optaría por un modelo paramétrico (e.g. Exponencial, Weibull) si
se estuviese seguro de que tal modelo se ajusta bien a nuestros datos. A pesar de que
existen métodos para evaluar la bondad de ajuste de un modelo paramétrico, podemos
no estar completamente seguros de que este sea el adecuado. Entonces, cuando hay
incertidumbre en la selección de un modelo paramétrico para cierto conjunto de datos,
se pueden utilizar métodos de inferencia no-paramétricos, los cuales no requieren de
supuestos sobre la forma funcional de la distribución de probabilidad de los datos.
Por esta razón también son llamados libres de distribución.

El método de inferencia no-paramétrico que se describe en este Capítulo propor-
ciona un estimador de la función de supervivencia de una muestra aleatoria indepen-
diente de tiempos de falla con censura a la derecha, llamado estimador producto-límite
(PL) o estimador1 Kaplan-Meier (KM).

1 Kaplan y Meier fueron los primeros en discutir las propiedades del estimador PL en su artículo
de 1958, de aquí que este es también llamado el estimador KM.

47
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3.1. La Distribución Empírica.

Sea y1, y2, . . . , yn realizaciones de la muestra de v.a.s. Y1, Y2, . . . , Yn en la que nin-
guna de las observaciones presenta censura, además de no hacer suposición alguna de
su distribución. A partir de eso, ¿Como se puede estimar la función de supervivencia,
S(y) = Pr(Y > y)? El método más simple es a través de la función de supervivencia
empírica.

Definición 3.1. Si no hay observaciones censuradas en la muestra de tamaño n
y1, y2, . . . , yn, la función de supervivencia empírica (FSE) se define como

Ŝ(y) =
número de observaciones > y

n
y ≥ 0, (3.1)

la cual proporciona un estimador no-paramétrico de la función de supervivencia SY.

Cuando todas las observaciones son distintas, la FSE es una función escalonada
(decreciente) con saltos cuya longitud es igual a 1/n, solamente después de cada tiem-
po de supervivencia observado. En el caso de que se tengan d tiempos de supervivencia
empatados e iguales a y, la FSE decrece con longitud de salto igual a d/n. Además,
si y(1) es la observación más pequeña y y(n) la más grande, entonces Ŝ(y) = 1 para

y < y(1) y Ŝ(y) = 0 para y > y(n).
Debido a las limitaciones de la FSE en presencia de censura por la derecha en los

datos, es necesario hacer algunas modificaciones de (3.1), las cuales se describen a
continuación.

3.2. El Estimador Producto-Limite

Bajo la notación de la Sección 1.2, considere la muestra aleatoria homogénea obser-
vada (posiblemente censurada por la derecha) de tiempos de supervivencia continuos

(t1, δ1), (t2, δ2), . . . , (tn, δn),

generada a partir de alguna función de supervivencia (fundamental) desconocida S(t).
Como se mencionó al principio, no se supone una forma paramétrica para S(t). El
proceso de estimación aquí es similar al que se da con el Estimador Actuarial ([1]) y
en el caso de tiempos de supervivencia discretos (Seccción 2.1). La diferencia es que en
el Método Kaplan-Meier los diferentes tiempos de supervivencia observados, digamos
t(i), i=1,2,. . . ,r, toman el lugar de los tiempos fijos τj haciendo que la longitud de
cada intervalo de la forma Ij = [t(j), t(j+1)) sea variable.

Supongamos que inicialmente no hay empates en las n observaciones, y que de
estas, r (≤ n) son tiempos de falla no-censurados y los restantes n-r son observacio-
nes censuradas. Sean 0 < t(1) < t(2) < · · · < t(r) < ∞ esos distintos tiempos de
falla observados y ordenados. En cuanto al orden del indicador de censura, se tiene
que δ(j) = δj cuando t(j) = tj, pero δ(1), δ(2), . . . , δ(n) no están ordenados como los
t(j)

′s. Además, suponga que el mecanismo de censura es no-informativo, es decir, que



3.2. El Estimador Producto-Limite 49

el tiempo de supervivencia es independiente del mecanismo que causaría a éste su
censura. Usando esos r distintos tiempos de falla observados, dividamos R

+ en una
sucesión de intervalos disjuntos, eso es,

I0 = [t0, t(1)), I1 = [t(1), t(2)), . . . , Ir = [t(r), t(r+1)), con t0 = 0 y tr+1 = +∞.

Definición 3.2. El conjunto de riesgo al tiempo t, denotado por R(t−), es el
conjunto de índices de los sujetos que permanecen vivos y bajo observación, ”justo
antes” del tiempo t, incluyendo los que están por morirse en ese tiempo.

Defina a lo siguiente:

n ≡ el número de individuos bajo estudio, es decir, el número de individuos
inicialmente en riesgo;

dj ≡ número de individuos quienes fallan por el evento de interés al tiempo t(j);

nj ≡ el número de elementos en R(t−(j));

pj ≡ Pr(T > t(j) | T > t(j−1)), la probabilidad condicional de sobrevivir a lo
largo del j-ésimo intervalo, dado que a sobrevivido al inicio de éste.

Observación 3.1. Note que si mj individuos están censurados en el intervalo Ij
al tiempo t(j)1, t(j)2, . . . , t(j)mj

, respectivamete, las etiquetas de sus tiempos de falla
censurados pertenecen al conjunto de riesgo R(t−(j)), es decir, están incluidos en nj.

Deseamos encontrar un estimador de S(t) = Pr(T > t), mediante estimadores de los
pj

′s. Por el momento, sólo se dará un breve argumento de la derivación de éstos (ver
[1]), pero más adelante se verá que el estimador de cada pj es en realidad el EMV
no-paramétrico de 1− h(t) en t = t(j).

Sea ε > 0 un tiempo infinitesimal y considere el j-ésimo intervalo Ij = [t(j), t(j+1)).
Note que el intervalo de tiempo que va de t(j)−ε a t(j) solamente incluye un tiempo de
supervivencia, mientras que el intervalo que va de t(j) a t(j+1)−ε no contiene ninguna
falla, ya que éste se presenta hasta t = t(j+1). Como nj es el número de individuos
vivos poco antes de t(j) y dj las fallas ocurridas en ese mismo tiempo, la probabilidad
de que un individuo presente una falla en el intervalo que va de t(j)−ε a t(j) se estima
con dj/nj . Así, la probabilidad condicional de que un individuo sobreviva más allá de
t(j) dado que ha sobrevivido hasta t(j)−ε es estimada por 1−dj/nj , y la probabilidad
de sobrevivir de t(j) a t(j+1) − ε es uno. De esta manera, la probabilidad conjunta de

sobrevivir de t(j) − ε a t(j) y de t(j) a t(j+1) − ε se puede estimar con (1 −
dj
nj
) ∗ (1).

Por lo tanto, en el límite cuando ε→ 0,

1−
dj
nj

llega a ser un estimador de la probabilidad condicional pj correspondiente al intervalo
Ij . Entonces, para un tiempo fijo t ∈ [t(i), t(i+1)) el producto de esos estimadores,
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p̂j (j = 1, 2, . . . , i), da una estimación de la función de supervivencia al tiempo t, eso
es

S(t) = Pr(T > t)

≈
i∏

j=1

p̂j =
i∏

j=1

(
1−

dj
nj

)

=
∏

j | t(j) ≤ t

(
1−

1

nj

)
.

Definición 3.3. Denotemos por 0 < t(1) < t(2) < · · · < t(r) los r (≤ n) distintos
tiempos de falla observados en una muestra de tamaño n, es decir, no hay tiempos de
supervivencia empatados. Para t ∈ [t(i), t(i+1)) fijo, el estimador producto-límite
Ŝ(t) de S(t) se define como

Ŝ(t) =
∏

j | t(j) ≤ t

(
1−

1

nj

)
con Ŝ(0) = 1. (3.2)

De acuerdo a (3.2), la gráfica de Ŝ(t) es una función escalonada, en la cual las
probabilidades de supervivencia son constantes entre los tiempos de falla adyacentes,
es monótona decreciente, continua por la derecha y discontinua por la izquierda2 con
saltos de discontinuidad ”únicamente” en las observaciones no-censuradas.

Al momento de recoger datos de supervivencia, estos pueden presentar empates,
ya sea entre observaciones censuradas, no censuradas o una combinación de ambas,
por lo que la definición del estimador Kaplan-Meier (KM) dado en (3.2) debe ser
redefinida, con el objetivo de considerar los casos de observaciones empatadas. Otro
caso que se debe tomar en cuenta es cuando la observación más grande, digamos t(r),
es un tiempo de supervivencia censurado, ya que el estimador-KM solamente presenta
saltos en observaciones no-censuradas.

Caso 1 Observaciones no-censuradas empatadas.

Supóngase que antes del tiempo tj hay nj individuos libres del evento (e.g.
vivos), y al tiempo tj ocurren dj (dj > 1) fallas (e.g muertes). Imagine que las dj
fallas son separadas sobre un intervalo de tiempo infinitesimalmente pequeño.
De esta manera se obtiene una expresión para el factor de las dj fallas en el
estimador KM, el cual esta dado por

(
1−

1

nj

)(
1−

1

nj − 1

)
· · ·
(
1−

1

nj − dj + 1

)

=
(nj − 1

nj

)(nj − 2

nj − 1

)
· · ·
( nj − dj
nj − dj + 1

)

=
nj − dj
nj

.

2 Cuando se toma {j | t(j) < t} en (3.2), entonces Ŝ(t) es una función escalonada continua por
la izquierda.
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Caso 2 Empates entre observaciones censuradas y no-censuradas. Es posible que varios
tiempos de falla censurados sean registrados con el mismo tiempo que una o
más tiempos de fallas no-censurados. Entonces, suponga que los tiempos de falla
censuradas ocurren inmediatamente después de los que no están censurados. De
esta manera, las observaciones censuradas contribuyen al número de individuos
en riesgo en ese tiempo.

Caso 3 La observación más grande esta censurada. Cuando la observación más grande,
digamos τ , es un tiempo de supervivencia censurado, Ŝ(t) no esta definido para
t > τ , es decir,

ĺım
t→∞

Ŝ(t) > 0 si t > τ.

Por otra parte, cuando τ es un tiempo no-censurado, entonces, Ŝ(t) = 0 para
t > τ .

La consideración de esos casos permite la generalización de la Definición 3.3 para
observaciónes empatadas en los datos.

Definición 3.4. Sean t(1) < t(2) < · · · < t(r) los r distintos tiempos de falla ob-
servados en una muestra aleatoria de tamaño n, posiblemente con censurada por la
derecha. La posibilidad de que se de más de una falla en t(j) está permitido, por lo que
denotaremos al número de fallas en ese tiempo por dj (≥ 1). Para t fijo, el estimador
Kaplan-Meier Ŝ de S se define como

Ŝ(t) =
∏

j | t(j) ≤ t

(
1−

dj
nj

)
(3.3)

Se puede verificar fácilmente que si t(j) es una observación no-censurada, entonces

Ŝ(t+(j)) := ĺım
ε→0

Ŝ(t(j) + ε) = Ŝ(t(j)),

es decir, el estimador-PL es una función escalonada continua por la derecha, con
puntos de discontinuidad presentes solamente en las observaciones no-censuradas.
Más aún, si no hay empates en t = t(j), el tamaño de la discontinuidad en ese punto
es

Ŝ(t−(j))− Ŝ(t(j)) =
Ŝ(t(j−1))

nj
.

En caso de que se presenten dj observaciones no-censuradas en t(j), el tamaño de la
discontinuidad es

Ŝ(t(j−1))
dj
nj
.

El estimador-KM puede ser determinado de manera recursiva en observaciones no-
censuradas adyacentes como sigue:
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Sean t(j−1) < t(j) dos observaciones no-censuradas adyacentes. Por un lado

Pr
(
{T > t(j)} ∩ {T > t(j−1)}

)
= Pr(T > t(j)) = S(t(j)). (3.4)

Por el otro lado,

Pr
(
{T > t(j)} ∩ {T > t(j−1)}

)
= Pr(T > t(j) | T > t(j−1)) Pr(T > t(j−1))

= Pr
(
T > t(j) | T > t(j−1)

)
S
(
t(j−1)

)
. (3.5)

Ya que (1− dj/nj) es un estimador de pj, y considerando a (3.4) y (3.5) se tiene que

Ŝ
(
t(j)
)
= Ŝ

(
t(j−1)

)(
1−

dj
nj

)
. (3.6)

Otra forma de deducir (3.6) es considerando el tamaño de la discontinuidad en
una observación no-censurada.

Observación 3.2. Nótese que en ausencia de censura en los datos observados, el
estimador-PL, Ŝ(t), se reduce a la función de supervivencia empírica

S̃(t) =
número de observaciones > t

n
.

3.2.1. El estimador-KM como un EMV

De la manera como se describe en Kalbfleisch and Prentice (1980), el estimador
Kaplan-Meier es el estimador no-paramétrico de máxima verosimilitud de la función
de supervivencia.

Sean t1 < t2 < . . . < tr los distintos tiempos de supervivencia observados y no-
censurados en una muestra de tamaño n, correspondiente a una población homogénea
con función de supervivencia S(t). Suponga que dj individuos fallan en tj y mj in-
dividuos están censurados en el intervalo [tj, tj+1) al tiempo tj1, tj2, . . . , tjmj (j =
0, 1, 2, . . . , r), donde t0 = 0 y tr+1 = ∞. Sea nj = (mj + dj) + · · · + (mr + dr) el
número de individuos en riesgo justo antes del tiempo tj . Suponga un modelo de su-
pervivencia en tiempo discreto. La contribución a la verosimilitud de una observación
no-censurada es

f(tj) = Pr(T = tj) = S(t−j )− S(tj),

y la contribución a la verosimilitud de un tiempo de supervivencia censurado en tjl es

Pr(T > tjl) = S(tjl),

Bajo un mecanismo de censura no-informativo, la función de verosimilitud formulada
con base en los tiempos de falla observados es

L =

r∏

j=1

{
[S(t−j )− S(tj)]

dj

mj∏

l=1

S(tjl)

}
(3.7)
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El EMV Ŝ(t) de S(t) debe ser discontinuo por la izquierda en los tiempos de falla
observados, de lo contrario S(t−j ) = S(tj) lo cual hace que L=0. Además, ya que

tjl > tj, Ŝ(tjl) ≤ Ŝ(tj) y por eso L es maximizada tomando S(tjl) = S(tj) (j =
1, 2, . . . , r, l = 1, 2, . . . ,mj) con S(t0l) = 1 (l = 1, 2, . . . ,m0). Del Teorema 2.1.3, la
función de supervivencia con función de riesgo h(tj) ≡ hj está dada por

S(t−i ) =
i−1∏

j=1

(
1− hj

)
, (3.8)

y

S(ti) =

i∏

j=1

(
1− hj

)
. (3.9)

Substituyendo (3.8) y (3.9) en (3.7), la función de verosimilitud resultante es

L =
r∏

j=1

{[
j−1∏

l=1

(1− hl)−

j∏

l=1

(1− hl)

]dj mj∏

l=1

S(tjl)

}
(3.10)

El primer factor de (3.10) se puede simplificar de la siguiente manera

j−1∏

l=1

(1− hl)−

j∏

l=1

(1− hl) =

j−1∏

l=1

(1− hl)(1 − (1− hj)) =
[ j−1∏

l=1

(1− hl)
]
hj .

El segundo factor de (3.10) se puede reescribir como

mj∏

l=1

S(tjl) =

mj∏

l=1

S(tj) = [S(tj)]
mj =

j∏

l=1

(1− hl)
mj .

Al substituir esas expresiones en (3.10) y considerando que

n1 =

r∑

j=1

(dj +mj), n2 =

r∑

j=2

(dj +mj), . . . , nr = dr +mr

se tiene que
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L =

r∏

j=1

{
j−1∏

l=1

(1− hl)
djh

dj
j

[
j∏

l=1

(1− hl)
mj

]}

=
r∏

j=1

{
j∏

l=1

[
(1− hl)

dj
]
(1− hj)

−djh
dj
j

[
j∏

l=1

(1− hl)
mj

]}

=

[
r∏

j=1

h
dj
j (1− hj)

−dj

]
r∏

j=1

[
j∏

l=1

(1− hl)
dj

j∏

l=1

(1− hl)
mj

]

=

[
r∏

j=1

h
dj
j (1− hj)

−dj

]
r∏

j=1

[
j∏

l=1

(1− hl)
dj+mj

]

=

[
r∏

j=1

h
dj
j (1− hj)

−dj

]
(1− h1)

n1(1− h2)
n2 · · · (1− hr)

nr

=

[
r∏

j=1

h
dj
j (1− hj)

−dj

]
r∏

j=1

(1− hj)
nj

=
r∏

j=1

h
dj
j (1− hj)

nj−dj (3.11)

Claramente, el estimador de máxima verosimilitud3 de hj obtenido de (3.11) es

ĥj =
dj
nj
, j = 1, 2, . . . , r.

Por lo tanto, el estimador producto-límite de la función de supervivencia está dado
por

Ŝ(t) =
∏

j | tj < t

(1− ĥj) =
∏

j | tj < t

(
1−

dj
nj

)
.

3.2.2. Intervalos de confianza del estimador Kaplan-Meier.

La varianza del estimador Kaplan-Meier es aproximada por la Fórmula de Green-
wood

V ar[Ŝ(t)] ≈ σ̂2(t) = [Ŝ(t)]2
∑

tj ≤ t

dj
nj(nj − dj)

. (3.12)

Si no hay observaciones censuradas, (3.12) se reduce a Ŝ(t)[1 − Ŝ(t)]/n, que es el
estimadro de la varianza binomial estándar. Ver la Sección 2.1.3 de [1] para un mayor
detalle.

3 Considere el vector h = (h1, h2, . . . , hr) como los parámetros desconcidos y de interés en la
distribución del tiempo de supervivencia. En este caso, la definición de máximia verosimilitud es
una generalización del concepto usual empleado en modelos paramétricos (ver [28], pág 57 y 58: El
estimador Kaplan-Meier da un Estimador de Máxiam Verosimilitud Generalizado).
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En el caso de muestras grandes el estimador Kaplan-Meier, en un tiempo fijo
t, se distribuye aproximadamente Normal. Entonces, un intervalo de confianza al
100(1 − α)% de Ŝ(t) para S(t) está dado por

Ŝ(t)± z1−α/2σ̂(t),

donde z1−α/2 denota el percentil de una distribución normal estándar al nivel 1−α/2,
eso es, Pr(Z < z1−α/2) = 1 − α/2, con Z ∼ N(0, 1). Sin embargo, algunas veces los
intervalos estandar así construidos pueden incluir valores fuera del rango [0, 1]. Esto
puede ser evitado aplicando la distribución normal asintótica a una transformación
de S(t) para la cual el rango no está restringido. Por ejemplo, la transformación4

log{− log Ŝ(t)},

permite determinar límites de intervalos de confianza asintóticos al 100(1−α)% dados
por

Ŝ(t)exp{±z1−α/2σ̂(t)/[Ŝ(t) log Ŝ(t)},

los cuales toman valores en [0, 1].

3.2.3. Integral producto y el estimador Nelson-Aalen

Sea T una v.a.s. con función de supervivencia ST(t) = Pr(T > t) definida para
todo t ≥ 0, con S(0) = 1. Supongamos que T es continua, con función de densidad
fT(t) y función de riesgo hT(t). Entonces, de la Sección 2.1, se cumple la siguiente
relación

ST(t) = exp

{
−

∫ t

0
hT(u) du

}
. (3.13)

Si T es una v.a.s. cuya distribución es discreta, tomando los posibles valores en
0 < t1 < t2 < · · · , con función de masa de probabilidad fT(t) = Pr(T = t) y función
de riesgo hT(t) = Pr(T = t | T ≥ t) = fT(t)/ST(t

−), la función de supervivencia se
expresa como

ST(t) =
∏

j| tj<t

[
1− hT(tj)

]
. (3.14)

Al comparar (3.13) y (3.14) debe notarse que la expresión de ST(t) en el caso continuo
no proporciona una buena generalización del caso discreto, además de la falta de una
intuitiva interpretación, en contraste con (3.14).

Gill et. al (1990) describe la manera en la que ambas fórmulas pueden ser unificadas
e intuitivamente interpretables usando la integral producto, denotada comúnmente
por el símbolo P, el cual está definida como el límite de aproximaciones de productos
finitos5.

4 Ver [1] y [16] para detalles.
5 Esta definición es similar a la que se da para la ordinaria integral, denotada por el símbolo

∫

,
la cual es el límite de aproximaciones de sumas finitas.
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Comencemos por definir la fórmula

ΛT(t) =

∫ t

0

dST(u)

ST(u−)
, (3.15)

que es una expresión general para la función de riesgo acumulada HT(t) ya que, en el
caso continuo (3.15) da ΛT(t) =

∫ t
0 hT(u) du, y en el caso de una distribución discreta

esta es ΛT(t) =
∑

j|tj≤ t hT(tj). Sea du un tiempo infinitesimal; el riesgo

∆ΛT(u) = ΛT(u+ du)− ΛT(u) = Pr(T ≤ u+ du | T > u)

se puede considerar como la probabilidad condicional de presentar una falla en el
intervalo que va de u a u + du, dado que se ha sobrevivido al inicio de ese pequeño
intervalo de tiempo, entonces

1−∆ΛT(u) = Pr(T > u+ du | T > u)

es interpretada como la probabilidad condicional de sobrevivir a través de este pequeño
intervalo de tiempo, dado que se ha sobrevivido desde su inicio. De está manera, la
probabilidad incondicional Pr(T > t) será el límite de aproximaciones de productos
finitos de la forma

k∏

j=1

Pr(T > tj | T > tj−1) =

k∏

j=1

[
1− Pr(T ≤ tj | T > tj−1)

]
,

donde 0 = t0 < t1 < · · · < tk = t es una partición del intervalo de tiempo [0, t]. Por
eso es que, usando la integral producto, la función de supervivencia de T , en ambos
casos tanto continuo como discreto, se puede escribir como

ST(t) =
t

R
0

[1− dΛT(u)], (3.16)

donde el producto integral P esta definido por

t

R
0

[1− dΛT(u)] = ĺım
k∏

j=1

(
1− [ΛT(uj)− ΛT(uj−1)]

)
,

tomando el límite cuando k → ∞ y máx(ti − ti−1) → 0. Así, cuando T sea una v.a.s.
continua se tiene

ST(t) =
t

R
0

[1− dΛT(u)] =
t

R
0

[1− hT(u)du] = exp
{
−

∫ t

0
hT(u)du

}
.

En el caso discreto, (3.16) se reduce ha

ST(t) =

t

R
0

[1− dΛT(u)] =
∏

j|tj ≤ t

[1− hT(tj)].
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Ahora veamos como se relaciona el estimador Nelson-Aalen para la función de
riesgo acumulada ΛT(t) y el estimador Kaplan-Meier para la función de supervivencia
ST(t). Para eso, considere una muestra independiente de tiempos de supervivencia
censurados. Denote por 0 = t0 < t1 < t2 < . . . < tr los distintos tiempos en los
que se presenta una falla, i.e. las observaciones no-censuradas; sea nj y dj definidos
como antes. Entonces, el estimador Nelson-Aalen para la función de riesgo acumulada
correspondiente a ST(t) es

Λ̂(t) =
∑

j|tj ≤ t

dj
nj
. (3.17)

Este es una función escalonada continua por la derecha cuyos incrementos son los
riesgos empíricos estimados, ĥ(tj) = dj/nj . Debido a esto, (3.17) corresponde a una
distribución con toda la masa de probabilidad concentrada únicamente en los tiempos
de falla observados. De la ecuación (3.16), la integral producto de Λ̂(t) es entonces

Ŝ(t) =
t

R
0

(1− dΛ̂(t)) =
∏

j|tj≤t

(
1−

dj
nj

)
,

que no es más que el estimador Kaplan-Meier. De esta manera, el estimador Kaplan-
Meier y el estimador Nelson-Alen quedan relacionados del mismo modo como están
relacionadas ST (t) y ΛT (t). Sin embargo, cuando se consideran las relaciones

HT(t) = − log ST(t) y ST(t) = exp
{
−HT(t)

}
,

ese hecho se pierde de vista ya que éstas solamente son válidas en el caso continuo.

Estimador de la Función de Riesgo Acumulada

Si Ŝ(t) es el estimador KM de la función de supervivencia, de (3.13) el estimador
de la función de riesgo acumulada es ĤT(t) = − log ŜT(t). Por otro lado, un segundo
método para estimar H(t) es usando el estimador Nelson-Aalen dado en (3.17). Se
puede mostrar fácilmente, considerando la aproximación de primer orden de la serie
de Taylor de log(1− x) alrededor de a = 1, que

ĤT(t) ≈ Λ̂T(t) =
∑

i: ti≤t

di
ni
.

La varianza del estimador Nelson-Aalen esta dada por

V ar[Λ̂(t)] =
∑

i:ti≤t

di
n2i

.

Ejemplo 3.1. Considere la longitud de los tiempos de remisión de leucemia mieló-
gena crónica del Ejemplo 1.5 correspondientes a los pacientes que no mantuvieron el
tratamiento con quimioterapia (Grupo A). El estimador KM de la función de super-
vivencia para ese grupo de pacientes se observa en la Figura 3.1, y los calculos de la
función de supervivencia estimada se muestran en la Tabla 3.1. 2
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tj nj dj wj Ŝ(tj) I. de C.
(tiempo) (en riesgo) (fallas) (censurados) (estimador-KM ) al 95%

5 12 2 0 0.8333 (0.6470, 1.000)
8 10 2 0 0.6667 (0.4468, 0.995)
12 8 1 1 0.5833 (0.3616, 0.941)
23 6 1 0 0.4861 (0.2675, 0.883)
27 5 1 0 0.3889 (0.1854, 0.816)
30 4 1 0 0.2917 (0.1148, 0.741)
33 3 1 0 0.1944 (0.0569, 0.664)
43 2 1 0 0.0972 (0.0153, 0.620)
45 1 1 0 0.0000 NA

Tabla 3.1: Error estandar e intervalos de confianza (puntuales) para los valores de Ŝ(t)
correspondoentes a los datos de LMC. Note que nj = nj−1 − (dj + wj), con n0 = n, d0 =

w0 = 0, Ŝ(t0) = 1, y Ŝ(tj) = Ŝ(tj−1) ∗ p̂j, donde p̂j = 1− (dj/nj).

0 10 20 30 40

0.
0

0.
2

0.
4

0.
6

0.
8

1.
0

Longitud de la remisión

F
un

ci
ón

 d
e 

su
pe

rv
iv

en
ci

a 
es

tim
ad

a

Figura 3.1: Gráfica del estimador Kaplan-Meier de la función de superviencia para el grupo
de pacientes con leucemia que no mantuvo el tratamiento con quimioterapia y su correspon-
diente banda de confianza.
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Código en R, Ejemplo 3.1.

# Los datos se guardado en el objeto "lmc" con formato "data.frame".

> lmc<-data.frame( tiempo=c(9,13,13,18,23,28,31,34,45,48,161,5,5,8,8,

12,16,23, 27,30,33,43,45),censura=c(1,1,0,1,1,0,1,1,0,1,0,1,

1,1,1,1,0,1,1,1,1,1,1), X=c( 1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,2,2,2,2,2,2,

2,2,2,2,2,2 ))

# Se crea el objeto "survfit"

> lmc.survf<-survfit(Surv(tiempo,censura),data=lmc,

error="greenwood", conf.type="log-log")

> summary(mlc.survfit)

# Grafica el estrimador-KM con sus bandas de confianza.

> plot(lmc.survf,conf.int=TRUE,mark.time=FALSE)

> title(xlab=’’Longitud de la remisi’on’’, ylab=’’Funcion de

supervivencia estimada’’)

Ejemplo 3.1 (Continuación). En la Figura 3.2 se comparan los estimadores de
la función de riesgo para el Grupo A, obtenidos mediante el estimador Kaplan-Meir,
ĤT(t) = − log Ŝ T(t), y el estimador Nelson-Aalen, respectivamente. 2

Kaplan-Meier

Nelson-Aalen

Figura 3.2: Estimadores de la Función de Riesgo Acumulada. El comportamiento de los
estimadores de HT(t) se debe a que la última observación no esta censurada.
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3.3. Comparación de distribuciónes de supervivencia

Hay situaciones que dan lugar a la necesidad de comparar la supervivencia de
dos o más grupos de individuos, e.g. a través de sus correspondientes curvas de su-
pervivencia. Una de la formas más fácil de llevar a cabo eso es mediante una visión
gráfica.

Ejemplo 3.2. Considere nuevamente el conjunto de datos de LMC descritos en el
Ejemplo 1.5. El estimador-KM para cada grupo de pacientes se muestra en la Figura
3.3. Al hacer una ”comparación visual” de las curvas de supervivencia para los dos
grupos se observa que los pacientes que mantuvieron el tratamiento con quimioterapia
(B) tuvieron un mejor tiempo de remisión6 hasta experimentar una recaída (falla),
en comparación con el grupo de referencia (A). Eso nos suguiere que si el paciente
mantiene la quimioterapia tardara más tiempo en experimentar una recaída.
Nótese que el estimador-KM de S(t) correspondiente al Grupo B no está definido
después de la observación más grande (t = 161), debido a que es un tiempo de
supervivencia censurado. 2

Grupo B
 Grupo A
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Figura 3.3: Gráficas de los estimadores-KM para el Grupo de control (A) y el Grupo que
mantuvo el tratamiento con quimioterapia (B).

6 El hecho de que la curva de supervivencia del grupo B sea mayor que la del grupo A en algún
punto en el tiempo, digamos ti, quiere decir que en ese tiempo la proporción de individuos en remisión
(i.e. libres de recaída) del grupo B es mayor que la del grupo A.



3.3. Comparación de distribuciónes de supervivencia 61

Prueba de hipótesis para dos o más muestras

Como recordara, una prueba de hipótesis es un procedimiento que nos permite
evaluar hasta que punto un conjunto de datos observados es consistente con una hi-
pótesis en particular, conocida como hipótesis nula. La Figura 3.3 del Ejemplo 3.2 nos
suguiere, mediante una visión gráfica, que hay una diferencia entre las dos curvas de
supervivencia estimadas, pero ¿Que tan significativa es esa diferencia observada? Si
consultamos el ejemplo de la comparación de las funciones de supervivencia para dos
grupos en [15], se daría cuenta de que este no es el mejor camino para resolver nues-
tro dilema. Existe una gran variedad de pruebas estadísticas de significancia (pruebas
de hipótesis) que nos ayudarían a responder a esa pregunta. Sin embargo, no todas
las pruebas de hipótesis conocidas se aplican en este caso. Esto se debe, de nueva
cuenta, a la censura en los datos de supervivencia o a que los datos no presentan una
distribución simétrica. Por ejemplo, si no hubiese censura en los datos, la prueba no-
paramétrica de suma de rangos de Wilcoxon podría ser apropiada para comparar dos
muestras independientes de datos de supervivencia; la prueba t − Student tampoco
es apropiada debido a la distribución en este tipo de datos.

Ya que en la mayoría de los casos se presentan muestras con observaciones censu-
radas, se debe de utilizar otro tipo de pruebas de hipótesis tales como:

Prueba log-rank (o prueba de Mantel-Haenszel). Por lo regular, la prueba log-
rank es la más usada para la comparación de dos (o más) distribuciones de
supervivencia. Esta asume que las funciónes de riesgo correspondientes a los
grupos son paralelas. Sin embargo, si las curvas de supervivencia se cortan, la
prueba log-rank presenta problemas. Esta da el mismo peso tanto a los primeros
como a los últimos tiempos de falla. A continuación se dará un bosquejo de la
construcción de esta prueba para dos Grupos, pero se puede consultar [1] para
una descripción más detallada.

Suponga que existen r distintos tiempos de falla, t(1) < t(2) < . . . < t(r), por los
dos grupos. Se considera cada tiempo de falla t(i) (i = 1, 2, . . . , r) por separado y
se crea una tabla de contingencia de 2×2 en la que se muestra dji, el número de
fallas en el j-ésimo grupo, y nji, el número de sujetos en riesgo en el grupo j antes
del tiempo t(i), para j = 1, 2. Consecuentemente, al tiempo t(i) hay di = d1i+d2i
fallas en total de ni = n1i+n2i individuos en riesgo de falla. Ahora consideremos
la hipótesis nula de que no hay diferencia entre los tiempos de falla de los dos
grupos. Si los totales marginales en la tabla de contingencia se toman como fijos,
bajo la hipótesis nula, sus cuatro entradas están determinadas por el valor de d1i,
el número de fallas del Grupo 1 en t(i). De esta manera, d1i se puede considerar
como una v.a. cuya distribución es HIPERGEOMETRICA(d1i;n1j, nj , dj).
Por eso, el número esperado de fallas en el Grupo 1 es

e1i = n1i
dj
nj
,
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y su varianza esta dada por

v1i =
n1in2idi(ni − di)

n2i (ni − 1)
.

Finalmente, el estadístico de contraste se define de la siguiente manera:

W =

[∑r
i=1(d1i − e1i)

]2
∑r

i=1 v1i
. (3.18)

Cuando el número de fallas es relativamente grande, W se distribuye aproxima-
damente χ2 con un grado de libertad. Este estadístico resume las desviaciones
que hay entre los tiempos de falla observados en los dos grupos y los tiempos
de aquellos esperados bajo la hipótesis nula de no diferencia en los dos grupos.
Entre más grande sean los valores del estadístico W mayor será la evidencia en
contra de la hipótesis nula.

Prueba de Wilcoxon (modificación de Peto y Peto de la prueba Wilcoxon-Gehan).
Esta es más potente que la prueba log-rank cuando las fuerzas de mortalidad
no son paralelas (i.e. cuando se cortan en algún punto) y se tengan pocas obser-
vaciones censuradas. Otra de las caracteristicas de esta prueba es que da más
peso a los primeros tiempos de falla (ver [1] para una descripción detallada).

Ejemplo 3.3. Retomemos el conjunto de tiempos de remisión de los pacientes con
LMC del ejemplo anterior. Se desea probar la hipótesis nula de que no hay diferencia
en los tiempos de falla de los dos grupos mediante la prueba log-rank, con un nivel de
significancia de α = 0.05. Para llevar a cabo esta prueba en R nos auxiliaremos de la
variable explicativa X, la cual toma el valor de 0 si el paciente pertenece al Grupo A,
y de uno si es del Grupo B. Nuestro conjunto de datos consta de 23 observaciones de
la forma

(t1, δ1, x1), (t2, δ2, x2), . . . , (t23, δ23, x23),

Esta prueba se realiza mediante la función survdiff(formula, rho). El valor de
rho=0 es el que inicialmente tome R y corresponde a la prueba log-rank; un valor de
rho=1 es la prueba de Wilcoxon. En general, el peso de la curva de supervivencia, al
inicio o al final de esta, se asigna dependiendo del valor que se le de a rho. Bajo la
hipótesis nula de que no hay diferencia entre los tiempos de supervivencia de los dos
grupos, nuestro estadístico de prueba se distribuye asintóticamente χ2 con un grado
de libertad, eso es, W

a
∼ χ2

(1).
El valor observado del estadítico W obtenido de R es χobs = 3.396 y el valor-P

correspondiente es 0.0654. Puesto que valor-p es mayor que α = 0.05, no se puede
rechazar la hipótesis nula; esto nos suguiere que no hay evidencia real de que el man-
tener el tratamiento con quimioterapia prolonge el tiempo de remisión de pacientes
con LMC. 2
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Código en R, Ejemplo 3.3.

>library(survival)

> lmc.survfit<- survfit(Surv(tiempo,censura$)~X, data=lmc)

> plot(lmc.survfit,xlim=c(0,60),axes=FALSE,lty=1:2, mark.time=FALSE)

> title(xlab=’’Longitud de la remisión’’, ylab=’’Función de

supervivencia estimada’’, font.lab=4)

> legend(25,0.9,legend=c( "Grupo B"," Grupo A"),lty=1:2)

> axis(1,pos=c(0,0)); axis(2,pos=c(0,0))

> title("Mantenimiento del tratamiento para LMC.")

> lmc.logrank<-survdiff(Surv(tiempo,censura)~X,data=lmc,rho=0)

> lmc.logrank$chisq

3.396389

En contraste con el ejemplo anterior, hay casos en donde no es tan claro tomar
una decisión respecto al tiempo de supervivencia de dos grupos de pacientes debido
a ciertos factores, como el hecho de que las curvas de supervivencia de los dos grupos
se crucen.

Ejemplo 3.4. Los datos del Ejemplo 1.4 corresponden a la longitud de remisión de
101 pacientes a los cuales se les realizó un transplante de médula osea. Cincuenta y
uno de esos pacientes recibieron un transplante autólogo, mientras que los restantes
cincuenta recibieron un transplante alogénico. La gráfica del estimador Kaplan-Meier
de la función de supervivencia para cada tratamiento se muestra en la Figura 3.4.

Uno de los objetivos en este tipo de estudios es el de evaluar la eficiencia de
los dos tratamientos mediante la longitud de remisión de los pacientes (tiempo de
supervivencia). Nótese que las curvas de supervivencia se cruzan aproximadamente
en t = 12 meses, además de que el grupo de trasplante alogénico tiene un mayor
número progresivo de censuras que el otro grupo, ambos en los últimos tiempos de
supervivencia. Al realizar la prueba de Wilcoxon en R se obtiene un valor−p = 0.977.
Esto nos suguiere que no hay una diferencia significativa entre los dos trasplantes de
médula osea.

Código en R. Ejemplo 3.4.

>library(KMsurv)

> data(alloauto)

> attach(alloauto)

> survdiff(Surv(time,delta)~type,rho=1)

2
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Figura 3.4: Gráfica del estimador Kaplan-Meier para cada tipo de transplante realizado a
los pacientes con LMA.



Capítulo 4

Modelo de regresión para

datos de supervivencia

Hasta el momento se han considerado modelos y métodos estadísticos para pro-
ceder con el Análisis de Supervivencia para datos provenientes de poblaciones ho-
mogéneas. Sin embargo, en muchos estudios médicos que dan lugar a datos de este
tipo, se registra información adicional por cada individuo y de la cual se cree que
puede depender el tiempo de supervivencia. Por eso, surge la necesidad de considerar
generalizaciones tanto de esos modelos como de los métodos empleados para tomar
en cuenta ese tipo de información concomitante.

Los modelos de regresión, los cuales son aún más generales que los vistos ante-
riormente, pueden usarse tanto con el objetivo de predecir el valor esperado de la
respuesta Y usando un conjunto de variables explicativas fijas {X1,X2, . . . ,Xp}, así
como el de estimar el efecto de una o más variables explicativas Xj sobre la variable
respuesta Y . El modelo de regresión descrito en el presente Capítulo, el cual aparece
en la literatura estadística bajo el nombre de Modelo de Regresión de Cox o Modelo de
Riesgos Proporcionales de Cox, permite estimar la relación que hay entre un conjunto
de variables explicativas fijas X1,X2, . . . ,Xp y la respuesta o tiempo de falla Y , o más
bien, con la función de riesgo h(y;x), que es la tasa instantánea del suceso de interés.

El objetivo principal del presente Capítulo es la exploración de la dependencia de
Y respecto de X mediante un modelo de regresión adecuado. Esencialmente, son dos
las clases generales de modelos que comúnmente se consideran:

Los Modelos de Riesgos Proporcionales.

Los Modelos de Tiempos de Vida Acelerados.

Para fines del presente trabajo nos enfocaremos en los Modelos de Riesgos Pro-
porcionales.

65
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4.1. Modelo de Riesgos Proporcionales

Sea Y una v.a.s. que depende, en la respuesta, del vector observado de valores de
la covariable xT = (x1, x2, . . . , xp). Por un modelo de riesgos proporcionales para
Y nos referimos al modelo

h(y;x) = h0(y)ψ(x) (4.1)

donde h(y;x) es la función de riesgo condicional de Y dado x, ψ(x) es una función
positiva en x tal que ψ(0) = 1, y h0(y) es la función de riesgo base, la cual
representa la función de riesgo para una observación cuyo vector de covariables es
cero, es decir, h(y;x = 0) = h0(y). La selección de ψ(·) dependerá de los datos
a considerar (ver [16]), la forma de ψ(x) en (4.1) más conveniente y flexible para
muchos propositos es (Cox, 1972a):

ψ(x) = ψ(x;β) = exp(βTx),

donde βT = (β1, β2, . . . , βp) es un vector de parámetros desconocidos. De esta manera,
el modelo de riesgos proporcionales en (4.1) toma la forma

h(y;x) = h0(y) exp(β
Tx). (4.2)

Esta clase de modelos se caracteriza por el hecho de que las variables explicativas
tienen un efecto multiplicativo a través del producto con h0(y). Más aún, si x y
x∗ representan los vectores de covariables observados de dos individuos diferentes, y
denotamos como HR (por sus siglas en inglés hazard ratio) a la razón de sus funciones
de riesgo, la cual está dada por

HR ≡
h(y;x)

h(y;x∗)
=

ψ(x)h0(y)

ψ(x∗)h0(y)
= exp

{
βT(x − x∗)

}
, (4.3)

se tiene que no depende del tiempo de falla y, y sólo depende de la diferencia en el
valor de la varaible explicativa. De aquí el nombre de riesgos proporcionales.

Cuando se ajusta un conjunto de datos bajo la suposición de riesgos proporcionales
usando el Modelo de Regresión (4.2) y se supone una distribución ”base” para h0(y),
digamos F0(y;θ), el proceso involucra la estimación de los vectores de parámetros
desconocidos θ y β, empleando las respuestas observadas Y junto con el vector de
valores observados x correspondiene a X.

Ejemplo 4.1 (Modelo para la comparación de dos grupos). Considere a
un grupo de n pacientes con cierta enfermedad, los cuales son aleatorizados en dos
grupos disjuntos para recibir un nuevo tratamiento (factor de exposición) o seguir con
el tratamiento estándar. Denotemos por Grupo I a todos los pacientes que reciben
el tratamiento estándar, y por Grupo II a los que reciben un nuevo tratamiento.
Supongamos que las fuerzas de mortalidad de los dos grupos son proporcionales en
cualquier instante de tiempo y, y tomemos al Grupo I como referencia del riesgo inicial,
es decir, aquellos pacientes que no estan expuestos a la droga del nuevo tratamiento.
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Del modelo de riesgos proporcionales en (4.2), la función de riesgo al tiempo y para
cualquier paciente i (i = 1, 2, . . . , n) en la muestra formada por los dos grupos es

hi(y) = exp(βxi)h0(y), ∀ y > 0 y ∀β ∈ (−∞,∞), (4.4)

donde xi es el valor que toma la variable indicadora Xi, la cual está definida como

X =

{
1, paciente del Grupo II (expuestos al factor ”nuevo tratamiento”);
0, paciente del Grupo I.

De esta manera, la función de riesgo al tiempo y para un individuo en el Grupo
I es h0(y), y la función de riesgo al tiempo y para un individuo del Grupo II es
h0(y) exp(β). De (4.3) con p = 1, la HR en cualquier tiempo y para un individuo que
recibe el nuevo tratamiento relativo a un individuo con el tratamiento estándar es

HR =
h(y;x = 1)

h0(y)
= exp(β)

En esta situación, la interpretación de la HR es como sigue: si exp(β) < 1, el riesgo
de presentar el evento de interés al tiempo y es menor para un paciente con la nueva
droga, relativo a un paciente con el tratamiento estándar, lo cual nos nos sugiere que
el nuevo tratamiento es mejor que el estándar (factor protector). Por otra parte, si
exp(β) > 1, el riesgo de presentar el evento de interés al tiempo y es más grande para
un paciente en el Grupo II relativo a otro paciente en el Grupo I, que es el grupo de
referencia (i.e. que no esta expuesto al factor). El tratamiento estándar se muestra
superior ante la nueva droga (factor de riesgo). 2

Si suponemos que el tiempo de supervivencia del Grupo I en el ejemplo anterior
tiene un distribución Weibull(λ, α), la función de riesgo para los individuos en ese
grupo es

h(y;x = 0) = h0(y) = λα yα−1,

En consecuencia, la función de riesgo para los individuos del Grupo II es

h(y;x = 1) = exp(β)h0(y) = exp(β)λα yα−1,

la cual corresponde a la función de riesgo de una distribución Weibull con parámetro
de escala λ exp(β) y parámetro de forma α. Nótese que tal modelo es completamente
paramétrico. En este caso, se dice que la distribución Weibull tiene la propiedad de
riesgos proporcionales [1].

Collet(1994) discute la generalización del modelo de riesgos proporcionales dado
en (4.4) a una situación en la que el riesgo de muerte al tiempo y depende de los
valores x1, x2, . . . , xp de p variables explicativas X1,X2, . . . ,Xp.

4.1.1. Función de supervivencia bajo riesgos proporcionales

Sea Y una v.a.s. continua con vector observado de variables explicativas x ∈ R
p.

Ya se mencionó que bajo un modelo de riesgos proporcionales las covariables tienen
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un efecto multiplicativo en la función de riesgo condicional de Y . Entonces, es natural
preguntarse sobre el efecto de las covariables en la distribución del tiempo de super-
vivencia de Y . Si definimos S(y;x) como la función de supervivencia condicional de
Y , cuya función de riesgo condicional es h(y;x), se tendrá que el vector de covariables
tiene un efecto potencia en la función de supervivencia. En efecto, del Teorema 2.1.1,

S(y;x) = exp

{
−

∫ y

0
h(u;x) du

}
= exp

{
−

∫ y

0
h0(u)ψ(x) du

}

= exp

{
− ψ(x)

∫ y

0
h0(u) du

}
=

[
exp

{
−

∫ y

0
h0(u) du

}]ψ(x)

=
[
S0(y)

]ψ(x)
(4.5)

donde

S0(y) ≡ S(y;x = 0) = exp

{
−

∫ y

0
h0(u) du

}
,

es la función de supervivencia base.
De manera análoga, definimos la función de riesgo acumulada base

H0(y) =

∫ y

0
h0(u) du,

cuando x = 0.

Modelo de tiempos de vida acelerado

Sea Y una v.a.s. que depende, en la respuesta, del vector observado de covariables
XT = (X1,X2, . . . ,Xp). En el modelo de tiempos de vida acelerado, en contraste con
el de riesgos proporcionales, se supone que las covariables actuan directamente sobre
el tiempo de supervivencia, de tal manera que el efecto de estas se ve reflejado en un
aumento o disminución de su progreso.

Considere nuevamente el Ejemplo 4.1 en el que se tiene una muestra de n indivi-
duos con una sola covariable X definida como antes. Collet (1994) también describe
la generalización de este ejemplo bajo un modelo de tiempos de vida acelerado en el
que la función de riesgo condicional para el i-ésimo individuo dado el vector de valores
observado de p covariables, xi ∈ R

p, es

hi(y;xi) = exp{βTxi}h0
(
y exp{βTxi}

)
(4.6)

donde
βTxi = β1xi1 + β2xi2 + . . . + βpxip

es el componente lineal del modelo, en el cual xij es el valor de la j-ésima covariable
correspondiente al i-ésimo individuo (i = 1, 2, . . . , n, j = 1, 2, . . . , p), β ∈ R

p es
un vector de parámetros desconocidos, y la función de riesgo base, h0(y) , que es
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el riesgo de muerte al tiempo y para un individuo con vector de covariables igual a
cero. Análogamente, la función de supervivencia condicional del i-ésimo individuo con
función de riesgo como en (4.6) es

Si(y;xi) = S0
(
y exp{βTxi}

)
, (4.7)

donde S0(y) es la función de supervivencia base y representa la función de supervi-
vencia de un individuo con vector de covariables igual a cero (x = 0).

Ejemplo 4.2. Considere nuevamente los dos grupos de pacientes del Ejemplo 4.1,
pero ahora bajo la suposición de un modelo de tiempos de vida acelerado. También
suponga que el tiempo de supervivencia del Grupo I se distribuye Weibull(λ, α).
Entonces, la función de riesgo base (x = 0) para un individuo de ese grupo es

h0(y) = λα yα−1.

De la ecuación (4.6), la fuerza de mortalidad del i-ésimo individuo en la muestra
formada por los dos grupos es

hi(y) = exp(βTxi)λα
[
y exp(βTxi)

]α−1

=
[
λ exp(αβTxi)

]
α yα−1, (4.8)

que corresponde a la función de riesgo de una distribución Weibull con parámetro de
forma α y parámetro de escala λ exp(αβTxi). Por lo tanto, se dice que la distribución
Weibull tiene la propiedad de tiempos de vida acelerados. 2

Observación 4.1. La distribución Weibull es la única distribución que posee tanto la
propiedad de riesgos proporcionales como la propiedad de tiempos de vida acelerado.
Debido a esto, un enfoque alternativo al modelo de riesgos proporcionales Weibull es
un modelo de tiempos de vida acelerado (ver [1],[15]).

4.2. El Modelo de Cox

Cuando se supone una forma paramétrica de la función de riesgo base h0(y) en
(4.1), el problema consiste en la estimación de los parámetros involucrados a partir de
la información contenida en los datos. Aunque existen métodos para evaluar la Bondad
del Ajuste del modelo supuesto para cierto conjunto de datos, siempre habrá incerti-
dumbre en su adecuación. Una manera de relajar esa sitación es establecer un modelo
semi-paramétrico en el que no se supone una forma específica para h0(y), como lo es
el Modelo de Cox. Este tipo de modelos también son llamados libres de distribución
en el sentido de que su validez y ciertas propiedades no dependen de la forma de h0(y).

Bajo la notación de la Sección 1.2, supongamos que (ti, δi), i = 1, 2, . . . , n de-
notan una muestra aleatoria independiente de tiempos de supervivencia continuos,
presentandose en orden ascendente y posiblemente censurados por la derecha bajo
un mecanismo de censura no-informativo. Considere el vector xT = (x1, . . . , xp) de
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variables explicativas ”fijas”, es decir, covariables independientes del tiempo1, para
cada individuo en la muestra. El tiempo de supervivencia de cada indiviuo tiene una
distribución, dependiente en x, que puede ser caracterizada ya sea o por la función
de supervivencia S(t;x) o por la función de riesgo h(t;x). El modelo de Cox (1972a)
especifica la función de riesgo para el i-ésimo individuo al tiempo t como

hi(t) ≡ h(t;xi) = h0(y) exp{β
Txi}. (4.9)

donde β ∈ R
p es un vector de coeficientes de regresión desconocido, h0(t) es alguna

función de riesgo base no especificada, que representa el riesgo de falla al tiem-
po t en un conjunto de condiciones estándar, es decir, cuando x=0, y ψ(xi;β) =
exp{βTxi} es una función (positiva) específica del vector de variables explicativas xi.
De está manera, el modelo de riesgos proporcionales en (4.9) es semi-paramétrico en
que exp(βTxi) es paramétricamente especificada, pero h0(t) no. Esto a su vez significa
que el Modelo de Cox no supone una forma paramétrica especifica de la distribución
del tiempo de supervivencia, haciendo este método considerablemente robusto, ya
que buenos estimadores de los coeficientes de regresión, y en consecuencia de la fun-
ción de riesgo y de la función de supervivencia ajustada, pueden ser obtenidos para
una gran variedad de conjuntos de datos.

Como ocurre en los modelos lineales y logisticos, surge la necesidad de contar con
una medida del efecto que describa la relación entre el tiempo de supervivencia (res-
puesta) y algun factor de exposición. Tal efecto estará ajustado por ciertas variables
explicativas relevantes incluidas en el modelo de regresión. En los modelos logisticos,
la medidad de ese efecto es un cociente de momios, mientras que en análisis de su-
pervivencia la medida de ese efecto es llamado razón de riesgos (instantaneos),
denotado como HR. Pues resulta que la simple interpretación de la razón de riesgo
como un tipo de riesgo relativo es otra de las atractivas características del Modelo de
Cox (ver Ejemplo 4.1).

4.2.1. Verificación de la suposición de riesgos proporcionales

La forma en (4.9) es una suposición fuerte y requiere de una cuidadosa verificación
al momento de su aplicación, por lo que métodos para la evaluación de su validez son
necesarion. En el libro de Kleinbaum [21] se explican tres enfoques que se pueden
usar para verificar la suposición de riesgos proporcionales: métodos gráficos, pruebas
de bondad de ajuste, y variables dependientes del tiempo. Cuando este último método
es usado para evaluar la suposición de riesgos proporcionales de la ℓ-ésima covariable

1 El modelo de Cox tiene la ventaja de que puede ser extendido para permitir modelar covariables
que dependen del tiempo, eso es, el riesgo para el i-ésimo individuo esta dado por

h
(

ti;Xi(t)
)

= h0(ti) exp
(

β
T
Xi(t)

)

donde Xi(t) es el vector de variables explicativas para el i-ésimo individuo en el tiempo. Sin embargo,
el Modelo de Cox Extendido no esta en el alcance del presente trabajo, pero los procedimientos
descritos en este Capítulo igualmente pueden ser extendidos para tratar con variables explicativas
dependientes del tiempo. El libro de Kleinbaum (1996) es una buena opción para familiarizarse con
este tema.
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fija, el modelo de Cox es extendido para incluir una interacción de la forma Xiℓ×υ(t),
donde υ(t) es alguna función del tiempo (e.g. υℓ(t) = t). De esta manera, el modelo
de Cox Extendido para verificar la suposición de riesgos proporcionales (HR) de la
ℓ-ésima covariable es

h(t,xi) = h0(t) exp

{
p∑

k=1

βkxik + η
[
xiℓ × υ(t)

]
}

(4.10)

donde η es el coeficiente de interacción.
Usando el modelo (4.10), verificamos la suposición HR probando la significancia

de η. Por lo tanto, la hipótesis nula es H0 : η = 0. Note que si la hipótesis nula es
verdadera, (4.10) se reduce a (4.9). También se puede realizar una prueba de hipótesis
desde un punto de vista GLOBAL, es decir, evaluar la suposición HR para todas las
covariables incluidas en el modelo, de manera simultanea. Por eso, el Modelo de Cox
extendido toma la forma

h(t,xi) = h0(t) exp
[
βTxT

i + ηTzi(t)
]

donde zi(t) =
(
xi1υ1(t), . . . , xipυp(t)

)
T

, y η = (η1, . . . , ηp)
T. En este caso, la hipótesis

nula es H0 : η = 0. Estas pruebas son llevadas a cabo mediante el estadístico de la
razón de verosimilitud.

Modelo de Cox Estratificado

Este modelo es un modificación de (4.9), el cual permite modelar la función de
riesgo para distintos grupos disjuntos o estratos. El modelo de Cox para el k-ésimo
estrato se define como

h(t,X) = h0k(t) exp
(
βTZ(t)

)
, (4.11)

En el caso de que alguna de las covariables incluidas en el Modelo de Cox no cumple
con la suposición de riesgos proporcionales, el modelo (4.11) puede ser empleado para
controlar el efecto de tal covariables mediante la estratificación de esta (ver [21]).

4.2.2. Ajuste e interpretación del modelo de Cox

Cuando se usa el modelo de Cox con el objetivo de estimar la relación que hay entre
el tiempo de supervivencia y una o más variables explicativas, surgen dos conceptos
importantes: confusión e interacción. Para entender el concepto de confusión, su-
pongamos que un modelo de riesgos proporcionales es considerado para un conjunto
de datos de supervivencia, digamos

Modelo(1): h(t) = h0(t) exp{β1x2 + β2x2 + β3x3}

donde X1, X2 y X3 son las p = 3 variables explicativas de posible relevancia, y βj es
el efecto principal correspondiente a Xj (j = 1, 2, 3). El efecto de cualquier término
en el Modelo(1) no se puede estudiar independientemente de los otros, por lo que
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existe una dependencia entre ellos, por ejemplo, el efecto β1 de X1 en el Modelo(1)
depende de X2 y X3. En este caso, se dice que β1 es ajustado por X2 y X3. Así,
exp(β1) representa la HR debida al factor X1, ajustado por X2 y X3.

Ahora considere un segundo modelo en el que se han ajustado las p = 3 variables
del Modelo(1) más una variable adicional X4, de la cual se sospecha que es una buena
indicadora del pronóstico de supervivencia, eso es,

Modelo(2) : h(t) = h0(t) exp{β1x1 + β2x2 + β3x3 + β4x4}.

Se dice que X4 es una factor de confusión para cualquiera de los efectos βj en el
Modelo(1), digamos β1, si el Modelo(2) produce una estimación para β1 diferente a la
obtenida en el Modelo(1). Similarmente, el efecto de X4 en el Modelo(2), que es β4,
se dice que es ajustado por las p = 3 variables explicativas que ya han sido ajsutadas,
X1,X2,X3.

Por otra parte, cuando la relacion entre alguno de los factores de estudio en el
Modelo(2), digamos X1, y la variable del tiempo de supervivencia (respuesta) es mo-
dificado según el valor de una tercera, digamos X3, se dice que hay una interacción
entre X1 y X3. Entonces, si queremos evaluar el posible efecto de interacción de X3

sobre X2, es necesario incluir una quinta variable, eso es, el producto de X1 y X3.

Ya que el modelo en (4.9) se puede re-expresar en la forma

log

{
hi(t)

h0

}
= βTx = β1xi1 + β2xi2 + · · · + βpxip, (4.12)

el modelo de riesgos proporcionales también puede ser visto como un modelo lineal
para el logaritmo natural del cociente de los riesgos. La manera de incluir información
concomitante en el modelo de riesgos proporcionales es a través del componente lineal
βTx. Collett (1994) presenta una extensa discusión del ajuste del modelo de Cox
mediante βTx, además de la interpretación del vector de parámetros estimado β con
distintos modelos ajustados. Esta parte también puede ser discutida desde el punto
de vista de los Modelos Lineales Generalizados (MLG); una ventaja de este enfoque
es que surgue el concepto de matriz diseño (ver [7]). Por eso, las técnicas estandar
para incluir covariables en modelos de regresión (e.g. logísticos, lineales) pueden ser
usadas en este contexto. En cuanto a su escala de medición, ya se mencionó de manera
breve en la Subsección 1.3.1.

Ejemplo 4.3. Considere a un grupo de pacientes con cancer sometidos a un trata-
miento médico. Supongamos que se desea modelar la dependencia de la función de
riesgo sobre el factor A=”grado del tumor”, al cual se le ha clasificado en tres nive-
les descriptivos. Así, los individuos son también clasificados en los grupos I, II y III,
respectivamente. Si βj representa el efecto de A en el nivel j (j = 1, 2, 3), podemos
definir variables indicadoras X1,X2,X3 para incluir esos términos en la parte lineal
del modelo de riesgos proporcionales, con la restricción de que alguno de los βj sea
cero para ser consistentes con la definición de h0(t), por ejemplo, tomando β1 = 0
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podemos adoptar como referencia del riesgo de falla (i.e todas las variables explica-
tivas iguales a cero) a los pacientes cuyo factor A está en el primer nivel, es decir, el
Grupo I. Así, los valores que toman las variables indicadoras, junto con la función de
riesgo de los pacientes cuyo factor A está en el nivel j quedan como se muestra en la
Tabla 4.1. 2

Nivel del Factor A X2 X3 función de riesgo

1 0 0 h(t) = h0(t)
2 1 0 h(t) = h0(t) exp(β2)
3 0 1 h(t) = h0(t) exp(β3)

Tabla 4.1: Valores de Xj para indicar el nivel en el que se encuentra el factor A.

Una expresión más general para la función de riesgo condicional usada para iden-
tificar los tres niveles del factor cáncer de un individuo con vector de covariables
x = (1, x2, x3)

T es
h(t;x) = h0(t) e

β2x2+β3x3 . (4.13)

Tomando el riesgo relativo, HR, de dos individuos cuyos factores se encuentran en
niveles diferentes, la interpretación de los términos del componente lineal en (4.13)
son más explicitos: exp(β2) es el riesgo de falla de un paciente con el factor A en
el nivel 2 (Grupo II) relativo al riesgo de falla de un paciente con A en el nivel 1,
que es el grupo de referencia; y exp(β3) es el riesgo de falla de un paciente en el
Grupo III, relativo al riesgo de falla de otro paciente en el Grupo I. De está manera,
si exp(β2) < 1, digamos 0.5, el riesgo de falla en el Grupo I es la mitad del riesgo para
el Grupo II, y si exp(β2) > 1, digamos 2, el riesgo de falla en el Grupo II es el doble
que el del Grupo I.

Supongamos que se tiene un modelo de riesgos proporcionales en el cual se incluye
una sola covariable continua X. De este modo, la función de riesgo del i-ésimo de los
n individuos, para X = xi, es

h(t;xi) = h0(t) exp(βxi).

Ahora considere la HR para un individuo cuyo valor registrado de X es x+1, relativo
a un individuo para el cual se obtuvo un valor x, eso es,

HR =
h(t;x+ 1)

h(t;x)
=

exp{β(x+ 1)}

exp{βx}
= exp(β)

Así, en el modelo de riesgos proporcionales ajustado, β̂ es el cambio estimado del
logaritmo de la razón de riesgo cuando el valor de X es incrementado en una unidad.

Usando un argumento similar, el cambio estimado en el logHR cuando el valor
de la covariable X se incrementa en k unidades es kβ̂, y el correspondiente estimador
de la HR es exp(kβ̂) (ver [1]).
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4.2.3. Verosimilitud Parcial: Un método de estimación.

Cox (1972a) introdujo un método para estimar β en (4.9) sin la especificación pre-
via de la función de riesgo base h0(t) mediante una verosimilitud, que posteriormente
llamó función de verosimilitd parcial (Cox,1975). Así, una vez obtenido el estimador
β̂ de β, se procede a estimar la función de riesgo base h0(t). Equivalentemente uno
puede considerar a la función de riesgo acumulada base H0(t) =

∫ t
0 h0(u)du o a la

función de supervivencia base S0(t) = exp{−H0(t)} en lugar de h0(t).
Supongamos ahora que las fallas observadas ocurren en los distintos tiempos

t(1) < t(2) < · · · < t(r); los restantes n-r tiempos se toman como censurados por
un mecanismo no-informativo. Por el momento ignoremos el caso de tiempos de falla
empatados. Se puede verificar fácilmente que la función usual de verosimilitud para
ese conjunto de datos correspondiente al modelo en (4.9) es

L
[
β, h0(t)

]
=

n∏

j=1

h0(tj)
δj
[
exp(βTxj)

]δj exp
{
−H0(tj) exp(β

Txj)
}
, (4.14)

Ya que el modelo de Cox no supone una forma específica de h0(t), no es posible
emplear directamente métodos estándar con (4.14) para obtener un estimador del
vector de parámetros desconocido β. No obstante, Cox (1972a) sugirió la siguiente
función de verosimilitud para estimar β en la Ecuación 4.9:

L(β) =

r∏

j=1

exp{βTx(j)}∑
ℓ∈Rj

exp{βTxℓ}
(4.15)

donde x(j) ∈ R
p es el vector de covariables asociado con el individuo cuyo tiempo de

falla es t(j) y Rj ≡ R(t(j)) es definido como antes: el conjunto de riesgo al tiempo t,
que consta de los individuos que no han presentado una falla y que permanecen bajo
observación (no-censurados) al tiempo t−, es decir, justo antes del tiempo t.
Un argumento para la obtención del j-ésimo factor en (4.15) es como sigue: dado
Rj y dado que ocurre una falla al tiempo t(j), la probabilidad condicional de que un
miembro de Rj con vector de covariables x(j) falle en t(j) se puede expresar de manera
equivalente2 como

Pr(el individuo de Rj con vector de covariables x(j) falle en t(j))

Pr( un miembro de Rj falle en t(j))
. (4.16)

El numerador en la expresión anterior es el riesgo de falla al tiempo t(j) correspon-
diente al individuo con vector de covariables x(j). Si éste es el i-ésimo individuo de
Rj quien presenta la falla en t(j), entonces x(j) = xi y su función de riesgo se puede
escribir como hi(t(j)) = h0(t(j)) exp{β

Tx(j)}. El denominador es la suma de los riesgos
de falla al tiempo t(j) sobre todos los individuos quienes están en riesgo de falla en
ese tiempo. Así, la probabilidad condicional en (4.16) se puede aproximar por

hi(t(j))∆t(j)∑

ℓ∈Rj

hℓ(t(j))∆t(j)
=

exp{βTx(j)}∑

ℓ∈Rj

exp{βTxℓ}
, (4.17)

2 Pr(A | B) = Pr(A ∩ B)/Pr(B).
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Tomando el producto sobre i = 1, 2, . . . , r de (4.17) se obtiene la verosimilitud L(β)
dada en (4.15). Cox (1972a) se refirió a ésta como una verosimilitud condicional,
un concepto bastante engañoso ya que la verosimilitud marginal y condicional son
casos especiales del concepto más general de verosimilitud parcial (Cox, 1975).
Más adelante se dará un esbozo de la justificación de L(β) como una verosimilitud
parcial.

Nótese que L(β) en (4.15) no es una verosimilitud en el sentido de la Definición
A.1, ya que los tiempos de supervivencia observados no figuran numéricamente en
su cálculo. Sin embargo, la maximización de (4.17) proporciona un estimador β̂ que
es consistente, asintóticamente normal bajo apropiadas condiciones de regularidad
(Cox,1975; Tsiatis 1981) y eficiente (Efron,1977), y estadísticos como la razón de
verosimilitud, matriz información y puntaje basados en L(β) se comportan como si
se tratase de una verosimilitud ordinaria. De esta manera, el proceso de estimación
de β requiere la solución del sistema de ecuaciones

u(β) =
∂

∂β
l(β)

∣∣∣
β=β̂

= 0, (4.18)

donde l(β) ≡ logL(β) y u(β) = ∂l(β)/∂β es la función score o puntaje. Esto se
puede llevar a cabo mediante algún método iterativo, tal como el Método Newton-
Raphson.

Bajo apropiadas condiciones de regularidad, i−1(β̂) = −∂2l(β)/∂β2 proporciona
un estimador para la matriz-varianza de β̂, por lo que

β̂
a
∼ N

(
β, i−1(β̂)

)
. (4.19)

La mayoría del software en estadística incluye paquetes para obtener el estimador
de máxima verosimilitud β̂ de β, así como errores estándar, pruebas de hipótesis o
intervalos de confianza basados en la aproximación asintótica normal estándar dada
en (4.19).

Verosimilitud parcial en presencia de empates.

Cuando los datos contienen tiempos observados empatados3 , la verosimilitud
parcial (4.15) tiene que ser modificada de alguna forma. Se han propuesto varias
aproximaciones para la función de verosimilitud parcial en esta situación, por ejemplo,
Breslow (1974), Efron (1977), Cox (1972) (ver [1], [16] para más detalles).

Sea t(1) < t(2) < . . . < t(r) los r distintos tiempos observados y ordenados. Sea dj
el número de fallas ocurridas en t(j) y Dj ≡ D(t(j)) = {j1, j2, . . . , jdj} el conjunto de
etiquetas de los individuos que fallan en t(j). Sea sj =

∑
ℓ∈Dj

xℓ y Rj el conjunto de

subíndices de individuos en riesgo al tiempo t−(j).

3 El caso de datos de supervivencia sin tiempos empatados es más realista que ocurra cuando
la variable del tiempo de supervivencia tiene una distribución continua. En contraste con distribu-
ciones discretas del tiempo de supervivencia, estas permiten la presencia de empates en los datos,
dependiendo también de la escala de medición que se considere (semanas, meses, años).
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La aproximación de la verosimilitud parcial suguerida por Breslow (1974) conside-
ra que las dj fallas al tiempo t(j) son distintos y ocurriendo secuencialmente. Cuando
se tienen pocos empates, esta proporciona una muy buena aproximación de la fun-
ción de verosimilitud parcial. La verosimilitud debida a Breslow (1974), en el caso de
empates, es

r∏

j=1

exp(βTsj)[∑
ℓ∈Rj

exp(βTsℓ)
]dj .

Observación 4.2. Ya que la expresión para la verosimilitud sugerida por Breslow es
la más simple, esta viene implementada en la mayoría de los paquetes estadísticos.

Una aproximación alternativa, sugerida por Efron (1977), es

r∏

j=1

exp(βTsj)∏dj
k=1

[∑
ℓ∈Rj

exp(βTsℓ)− (k − 1)d−1
k

∑
ℓ∈Dj

exp(βTxℓ)
] .

Cox (1972) suguirió la aproximación

r∏

j=1

exp(βTsj)∑
ℓ∈R(t(j) ;dj)

exp(βTsℓ)
.

donde R(t(j); dj) denota el conjunto de todos los subconjuntos de dj individuos selec-
cionados del conjunto de riesgo R(tj) sin reeplazo. De este modo, si ℓ ∈ R(t(j); dj),
éste es de la forma {ℓ1, ℓ2, . . . , ℓdj}. La verosimilitud parcial anterior es computacio-
nalmente difícil si el número de empates es gande.

4.2.3.1. Justificacion de L(β) como una verosimilitud parcial

Crowder (2001) proporciona una justificación informal de la inferencia de β ba-
sada en la verosimilitud parcial (4.15) siguiendo Cox (1975), además de referencias
adicionales en las que se presenta de manera más formal una teoría general de este
tema. En Kalbfleisch & Prentice (2002) también se presenta una estrecha relación con
el trabajo de Cox (1972a, 1975). Aquí solamente se dará un esbozo de la justificación
de L(β) como una verosimilitud parcial.

En términos generales, la función de verosimilitud parcial del modelo de Cox está
basada en un argumento de probabilidad condicional como sigue. Supongamos que
θ = (β, φ), donde β es el parámetro de interés y φ es considerado como un pa-
rámetro de ruido o de estorbo de dimensión infinita; en el caso del modelo de Cox
dado en (4.9), la función de riesgo base, h0(t), toma el papel de φ. Supongamos
que el vector observado t, cuya f.d.p. es f(t;θ), puede ser transformado en la se-
cuencia de pares de eventos (A1, B1), . . . , (Ar, Br). Sea A(m) = (A1, A2, . . . , Am) y
B(m) = (B1, B2, . . . , Bm), donde el número de términos m puede ser aleatorio o fijo.
Supongamos que

Pr(A(r), B(r) | θ) =
r∏

j=1

Pr(Bj | B
(j−1), A(j−1);θ)

r∏

j=1

Pr(Aj | B
(j), A(j−1);β),
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por lo que la función de verosimilitud (completa) del conjunto de datos observado t

se puede escribir como

L(θ; t) =

r∏

j=1

f(bj | b
(j−1), a(j−1);β, φ)

r∏

j=1

f(aj | b
(j), a(j−1);β). (4.20)

El segundo termino en (4.20) se llama la verosimilitud parcial de β basado en
{Aj} en la sucesión {Aj , Bj} (Cox, 1975). Por lo regular existirá alguna perdida de
información al usar solamente la verosimilitud parcial

r∏

j=1

f(aj | b
(j), a(j−1);β) (4.21)

para hacer inferencia sobre β, ya que el primer término en (4.20), es decir,

r∏

j=1

f(bj | b
(j−1), a(j−1);β, φ) (4.22)

dependerá hasta cierto grado del parámetro de interés, β, conteniendo algúna infor-
mación residual de éste.

En el caso del modelo de riesgos proporcionales, Cox (1975) argumentó que no
se cuenta con información alguna de β proveniente de (4.22), ya que esa información
residual está inextricablemente4 ligada con la información sobre el parámetro de ruido
φ, es decir, con la función de riesgo base h0(·). Además, ya que no se supone una forma
especifica para h0(·), es concebible que ésta tome un valor muy cercano a cero en
aquellos intervalos de tiempo en que no hay falla alguna. En esta situación, se puede
elegir a (4.21) para hacer inferencia sobre β e ignorar a (4.22) sin perder mucha
información del parámetro de interés (ver también Collett, 1994, pag. 63).

Para ver a L(β) en (4.15) como una verosimilitud parcial empleando la factoriza-
ción de la Expresión 4.20, retomemos nuevamente la suposición de que hay r distintos
tiempos de supervivencia ordenados y no-censurados t(1) < t(2) < · · · < t(r). Los
restantes n-r tiempos de falla están censurados por la derecha. Luego, tomemos a
Bj en (4.20) para especificar la información de los tiempos de falla censurados en el
intervalo [t(j−1), t(j)) y la información de que se ha observado una falla en el intervalo
[t(j), t(j) + ∆t(j)); Aj especifica la información del individuo en partícular, digamos
i(j), quien presenta la falla en [t(j), t(j) +∆t(j)). De esta manera, bajo un mecanismo
de censura no informativo, el j-ésimo factor de la verosimilitud parcial en (4.21), que
es Lj(β) = f(aj | b

(j), a(j−1);β), es justo la probabilidad condicional de la Ecuación
4.17, es decir,

Lj(β) =
hi(t(j))∆t(j)∑
ℓ∈Rj

hℓ(t(j))∆t(j)
=

exp{βTx(j)}∑
ℓ∈Rj

exp{βTxℓ}
. (4.23)

4 Adj. Que no se puede desenredar; muy intrincado y confuso.
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Bajo el modelo de regresión (4.9), (4.23) se simplifica ya que el riesgo base h0(t(j))∆t(j)
se cancela tanto en el numerador como en el denominador. Entonces, tomando el pro-
ducto sobre j (j=1,2,. . . ,r) se obtiene la verosimilitud parcial para β,

L(β) =
r∏

j=1

exp{βTx(j)}∑
ℓ∈Rj

exp{βTxℓ}
.

Note que el numerador del j-ésimo termino en L(β) depende meramente de la in-
formación (en el vector de covariables x(j)) proporcionada por el individuo que falla
en t(j), mientras que la suma en el denominados utiliza la información de aquellos
individuos en riesgo al tiempo t−(j). Sin embargo, no se hace un uso directo tanto de
los tiempos de supervivencia no-censurados como de aquellos que están censurados,
por lo que L(β) no es la usual función de verosimilitud (completa) para el vector de
datos t. De aquí su nombre de función de verosimilitud parcial.

4.2.4. Estimación de la función de supervivencia base.

Una vez que se ha obtenido el estimador β̂ de β en el modelo de Cox, se procede a
la estimación de la función de riesgo base h0(t), o de manera equivalente, a la función
de supervivencia base S0(t). De esta manera, la función de supervivencia para el
individuo con vector de variables explicativas fijas, x, se estima mediante

Ŝ(t;x) = Ŝ0(t)
exp(β̂T

x). (4.24)

El proceso de estimación para S0(t) es análogo al que se uso con el estimador Kaplan-
Meier (Sección 3.2). Como antes, sean t(1), t(2), . . . , t(r) los distintos tiempos de super-
vivencia no-censurados, Rj = R(t(j)) el conjunto de índices o etiquetas asociados con
los individuos en riesgo al tiempo t−(j), Dj el conjunto de índices asociados con los dj
individuo que fallan en t(j) y Cj el conjunto de índices asociados con los individuos
censurados en el intervalo [t(j), t(j+1)) (j = 1, 2, . . . , r), donde t(0) = 0 y t(r+1) = ∞.
Bajo un mecanismo de censura no-informativo, la contribución a la verosimilitud de
un individuo con vector de covariables x quien falla en t(j) es S(t−(j);x)− S(t(j);x) y
la contribución de una observación no-censurada al tiempo t es S(t;x). La función de
verosimilitud se puede escribir como

L =
r∏

i=1

{ ∏

ℓ∈Di

[
S0(t

−
(i))

exp(βT
xℓ) − S0(t(i))

exp(βT
xℓ)
] ∏

ℓ∈Ci

S0(t(i))
exp(βT

xℓ)

}
, (4.25)

donde D0 = ∅.
Es claro que L es maximizada tomando S0(t) = S0(ti) para t(i) ≤ t < t(i+1) y

permitiendo masa de probabilidad solamente en los tiempos de falla t(1), t(2), . . . , t(r).
Como con el estimador Kaplan-Meier, esas observaciones conducen a considerar un
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modelo discreto con función de supervivencia base5

S0(t(i)) =

i∏

j=0

ξj con ξ0 = 1, (4.26)

para i = 1, 2 . . . , r. Así, h0(t(j)) = 1 − ξj es el riesgo base en cada tiempo de falla
observado t(j). A manera de simplificar un poco la notación sea θℓ = exp(βTxℓ).
Substituyendo (4.26) en (4.25), obtenemos

L =

r∏

i=1

{ ∏

ℓ∈Di

[
i−1∏

j=1

ξθℓ
j −

i∏

j=1

ξθℓ
j

] ∏

ℓ∈Ci

i−1∏

j=1

ξθℓ
j

}

=

r∏

i=1

{ ∏

j∈Di

[
(
1− ξ

θj

i

) i−1∏

j=0

ξθℓ
j

] ∏

ℓ∈Ci

i−1∏

j=1

ξθℓ
j

}

=

[
r∏

i=1

∏

j∈Di

(
1− ξ

θj

i

)
]

r∏

i=1

[ ∏

ℓ∈Di

i−1∏

j=0

ξθℓ
j

∏

ℓ∈Ci

i∏

j=0

ξθℓ
j

]

=

[
r∏

i=1

∏

j∈Di

(
1− ξ

θj

i

)
][ ∏

ℓ∈R1−D1

ξθℓ
1

∏

ℓ∈R2−D2

ξθℓ
2 · · ·

∏

l∈Rr−Dr

ξθℓ
r

]

=

[
r∏

i=1

∏

j∈Di

(
1− ξ

θj

i

)
][

r∏

i=1

∏

ℓ∈Ri−Di

ξθℓ
i

]

=

r∏

i=1

[ ∏

j∈Di

(
1− ξ

exp(βT
xj)

i

) ∏

ℓ∈Ri−Di

ξ
exp(βT

xℓ)
i

]

De la expresión anterior, la función de verosimilitud a ser maximizada es

L(β, ξ1, . . . ξr) =

r∏

i=1

[ ∏

j∈Di

(
1− ξ

exp(βT
xj)

i

) ∏

ℓ∈Ri−Di

ξ
exp(βT

xℓ)
i

]
(4.27)

Tomando β = β̂ como el estimador de la función de verosimilitud parcial de Cox,
maximizamos (4.27) con respecto a ξ1, ξ2, . . . , ξr. Diferenciando el logaritmo de (4.27)

5 Este es el caso particular de covariables fijas, para el caso más general de covariables dependientes
del tiempo, x(t), ver [16]
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con respecto a ξi obtenemos

∂ logL

∂ξi
= −

∑

j∈Di

eβ
T
xjξ

exp(βT
xj)−1

i

1− ξ
exp(βT
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(4.28)

Igualando a cero en (4.28) el EMV de ξi (i = 1, 2, . . . , r) se obtiene como una solución
de la ecuación

∑

j∈Di

exp(β̂ Txj)

1− ξ̂
exp(β̂ T

xj)
i

=
∑

ℓ∈Ri

exp(β̂ Txℓ), (4.29)

la cual se resuelve, por lo regular, mediante algún método iterativo.
En el caso de que exista una sola falla en t(i), i.e. di = 1 (i=1,2,. . . ,r), (4.29) puede

resolverse de manera explicita para ξi, obteniendo

ξ̂i =
(
1−

exp(β̂Txi)∑
ℓ∈Ri

exp(β̂ Txℓ)

)exp(−β̂ T
xℓ)
.

El estimador de máxima verosimilitud de la función de supervivencia base es

Ŝ0(t) =
∏

i|t(i)<t

ξ̂i, (4.30)

que, al igual que el estimador-KM, es una función escalonada con discontinuidad
en cada tiempo de supervivencia observado t(i). El correspondiente estimador de la
función de riesgo acumulada base es

Λ0(t) =
∑

j | t(j)≤ t

(1− ξ̂j)

Finalmente, en el caso de covariables fijas, la función de supervivencia estimada para
un individuo con vector de variables explicativas x es

F̂ (t;x) =

t

R
0

[1− dΛ̂0]
exp[β̂ T

x],

el cual se reduce ha Ŝ(t;x) =
[
Ŝ0(t)

] exp(β̂ T
x)

(ver [16] para más detalles).
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Se han propuesto otros estimadores para la función de supervivencia base S0(t), o
de manera equivalente, para la función de riesgo acumulada base H0(t) =

∫ t
0 h0(u) du.

Por ejemplo, en el caso de una sola muerte en cada tiempo de supervivencia t(i), el
estimador Breslow de la función de riesgo acumulada base es

Ĥ0(t) =
∑

i|t(i)< t

1
∑

ℓ∈Ri
exp(β̂ Txℓ)

(4.31)

Este y otros estimadores de la función de supervivencia, junto con una variedad de
ejemplos se discuten con mayor detalle en [19].

4.2.5. Contraste de hipótesis para el Modelo de Cox ajustado

Hay otros modelos formados a partir de la inclusión de dos o más factores, inte-
racciones entre estos, o también de la inclusión de un factor y una variable explicativa
numérica (ver [1]). El conocimiento del contexto en el cual se obtuvieron los datos
(e.g. los resultados de un análisis exploratorio en los datos, relaciones teóricas entre
las variables, el diseño del estudio, etc.) pueden ayudar para la formulación de un
modelo adecuado.

Una vez que el Modelo de Cox a sido ajustado, existen tres contrastes de hipótesis
para verificar la significancia del modelo:

Prueba del cociente de verosimilitud;

Prueba de Wald;

Prueba de Puntajes.

Más adelante se da un ejemplo en el que se utiliza el método de eliminación hacia
atras para seleccionar el modelo más parsimonioso, empleando la prueba del cociente
de verosimilitud6.

Este comienza con la comparación de modelos alternativos: el llamado Modelo
Saturado (MS), el cual contiene a todas las covariables fijas consideradas como pre-
dictoras del tiempo de supervivencia, y el llamado Modelo Actual (MA), el cual
esta anidado en el (MS), ambos ajustados al mismo conjunto observado de datos de
supervivencia. Cuando se comparan modelos de regresión alternativos, el mayor inte-
rés está centrado en la hipótesis de que alguno de los parámetros de regresión en el
modelo es igual a cero. Para probar esa hipótesis se empleará la prueba del cociente
de verosimilitud.
Supongamos que elMS(p+q) contiene p+q parámetros, β1, β2, . . . , βp, βp+1, . . . , βp+q,
y se desea comparar con el MA(p) que solamente contiene los p parámetros β1, . . . , βp.
Esto equivale a probar la hipótesis nula de que los q parámetros desconocidos βp+1,
βp+2, . . . , βp+q en MS(p+ q) son todos iguales a cero. Denotemos por β̂1 el vector de
estimadores bajoMS(p+q), y β̂2 paraMA(p). La prueba del cociente de verosimilitud

6 Collet (1994) suguieren este contraste de hipótesis debido a que presenta una mayor confiabilidad
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de la hipótesis nula de que βp+1 = βp+2 = · · · = βp+q = 0 en MS(p + q) se basa en
el estadístico

2{logL(β̂1)− logL(β̂2)}.

Bajo la hipótesis nula, ese estadístico se distribuye χ2 con q grados de libertad. Si
el valor observado de ese estadístico no es significativamente grande, los dos modelos
serán igualmente adecuados. Entonces, uno se inclinaría por el modelo que incluye
menos términos. Por el otro lado, si los valores −2 logL(β̂) para los dos modelos es sig-
nificativamente diferente, eso nos sugiere que los términos adicionales son necesarios,
por lo que se adoptaría el modelo más complejo, que es MS(p+ q).

4.3. Ejemplo: Comparación de dos tratamientos médicos

Para ilustrar el ajuste del modelo de Cox, se utilizaran los datos de la Tabla 1.3.
Kleinbaum (1996), Lawles (2003) y otros han discutido ese conjunto de datos, los
cuales tratan de una prueba médica para examinar los tiempos de remisión inducidos
por esteroides (en semanas) de 42 pacientes con leucemia. La variable dicotómica
Rx (1= placebo , 0=medicamento 6-MP), y la variable logWBC son incluidas en
el modelo, siendo la primera de primordial interés ya que el objetivo del estudio es
cuantificar el efecto del tipo de tratamiento, ajustado por el posible efecto de confusión
de logWBC, que es una variable pronóstico de importancia7 en el estudio sobre la
supervivencia de esos pacientes. Debido a eso, también se considera el posible efecto de
interación de logWBC sobre la variable explicativa Rx, es decir, se toma en cuenta la
posibilidad de que el efecto del tipo de tratamiento sobre el tiempo de supervivencia
de los pacientes dependa de los niveles de logWBC. Es obvio que primero debe
contrastarse la interacción y después, en caso de que esta no existiera, la confusión.
Para llevar a cabo esto, considere los siguientes modelos de regresión:

Modelo Nulo : S0(t)

Modelo(1) : S(t;x) = S0(t)
exp(β1∗Rx)

Modelo(2) : S(t;x) = S0(t)
exp(β1∗Rx+β2∗logWBC)

Modelo(3) : S(t;x) = S0(t)
exp
(
β1∗Rx+β2∗logWBC+β3∗[Rx×logWBC]

)

Los resultados del ajuste para los tres diferentes modelos de riesgos proporcionales
obtenidos del paquete estadístico R se llevan a cabo mediante la función coxph. En
caso de ”empate” en los datos, R usa por default la aproximación de la función de
verosimilitud parcial de Efron (1977), pero hay otros métodos alternativos disponibles:
Método de Breslow y Método Exacto. Si no hay empates en los tiempos de falla, los
tres métodos son equivalentes. Para este ejemplo se usa el Método de Breslow.

7 La variable explicativa logWBC se considera un buen indicador del pronóstico de supervi-
vencia para pacientes con leucemia en el sentido de que un alto WBC tiene un mal pronóstico de
supervivencia
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Veamos como usar esos resultados para evaluar el posible efecto del tipo de trata-
miento (Rx), que es la covariable de primordial interés, sobre el tiempo de remisión T
ajustado por el efecto de interacción y confusión de la variable explicativa logWBC.
La mayoría del software que se usa en análisis de supervivencia, en particular R, pro-
porcionan los resultados de la prueba de hipótesis H0 : βj = 0, usando el estadístico
de Wald βj/s.e.(βj), junto con su correspondiente valor-P. En este ejemplo se usara
la prueba del cociente de verosimilitud para la significancia del modelo.

Denotemos por L̂1, L̂2 y L̂3 el valor de la función de máxima verosimilitud para
cada modelo, respectivamente, y por L̂0 el correspondiente al Modelo Nulo. Enton-
ces, los estadísticos de prueba de la razón de verosimilitud para el Modelo(2) y el
Modelo(3) son

−2 log
L̂0

L̂2

y − 2 log
L̂0

L̂3

,

los cuales se distribuyen asintóticamente χ2
(2) y χ2

(3), respectivamente, bajo la hipótesis
nula de que todos los parámetros βj incluidos en cada modelo son iguales a cero. Al
tomar la diferencia entre esas dos razónes de verosimilitud se obtiene el estadístico

− 2 log
L̂2

L̂3

=

(
− 2 log

L̂0

L̂3

)
−

(
− 2 log

L̂0

L̂2

)
(4.32)

el cual tienen una distribución asintotica χ2
(3−2) = χ2

(1) y puede usarse para probar la
significancia del término interacción en el Modelo(3). Las instrucciones en R son las
siguientes:

Resumen de R para el Modelo(3).

# Supongase que los datos se encuentran en el objeto "remision" en

# formato "data.frame".

> library(survival)

> mod3.ph<-coxph(Surv(tiempo,censura)~Rx+logWBC+Rx*logWBC,remision)

> summary(mod3.ph)

coef exp(coef) se(coef) z Pr(>|z|)

Rx 2.3749 10.7500 1.7055 1.393 0.164

logWBC 1.8724 6.5040 0.4514 4.148 3.35e-05

Rx:logWBC -0.3175 0.7280 0.5258 -0.604 0.546

Rsquare= 0.674 (max possible= 0.988 )

Likelihood ratio test= 47.07 on 3 df, p=3.356e-10

Wald test = 32.39 on 3 df, p=4.326e-07

Score(logrank) test = 49.86 on 3 df, p=8.539e-11

Analógamente, para el Modelo(2) se obtiene:
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Resumen de R para el Modelo(2).

> mod2.ph<-coxph( Surv(tiempo,censura) ~ Rx + logWBC, remision)

> summary(mod2.ph)

coef exp(coef) se(coef) z Pr(>|z|)

Rx 1.3861 3.9991 0.4248 3.263 0.00110

logWBC 1.6909 5.4243 0.3359 5.034 4.80e-07

Rsquare= 0.671 (max possible= 0.988 )

Likelihood ratio test= 46.71 on 2 df, p=7.187e-11

Wald test = 33.6 on 2 df, p=5.061e-08

Score (logrank) test = 46.07 on 2 df, p=9.92e-11

Nótese primero que el valor de −2 log(L̂0/L̂3) para el Modelo(3) es 47.07, mientras
que el de −2 log(L̂0/L̂2) correspondiente al Modelo(2) es 46.71. Así, bajo la hipótesis
nula de que no hay efecto de interacción (β̂3 = 0), calculamos la diferencia de esas
dos cantidades obteniendo 0.360. Este es el valor observado, basado en los datos, del
estadístico (4.32). El valor-P correspondiente es de 0.555. Entonces, no hay evidencia
alguna para rechazar la hipótesis nula de que β3 = 0, es decir, no hay una interacción
significante entre Rx y logWBC.

Ahora nos enfocaremos en evaluar el efecto de la covariable Rx ajustado por
logWBC, usando los resultados obtenidos del Modelo(1).

Resumen de R para el Modelo(1).

> mod1.ph<-coxph( Surv(tiempo,censura) ~ Rx, data=remision)

> summary(mod1.ph)

coef exp(coef) se(coef) z Pr(>|z|)

Rx 1.5721 4.8169 0.4124 3.812 0.000138

Rsquare= 0.322 (max possible= 0.988 )

Likelihood ratio test= 16.35 on 1 df, p=5.261e-05

Wald test = 14.53 on 1 df, p=0.0001378

Score (logrank) test = 17.25 on 1 df, p=3.283e-05

Procediendo de manera análoga como con el Modelo(3), la diferencia entre las
razones de verosimilitud obtenidas de R para el Modelo(1) y el Modelo (2) es

(
− 2 log

L̂0

L̂2

)
−

(
− 2 log

L̂0

L̂1

)
= 47.61 − 16.35 = 31.26,

el cual tiene un valor-P < 0.05. Por lo tanto, los resultados de esa prueba muestran que
usando el Modelo(2), el efecto de log WBC es significante, después de ser ajustado
por la covariable Rx (tipo de tratamiento) al nivel del 5%.

Los resultados anteriores nos sugieren que las covariables Rx y logWBC tienen
un efecto significativo en el tiempo de remisión, al nivel del 5%, por eso es que el
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Modelo(2) proporciona un buen ajuste para ese conjunto de datos.

El Modelo de Cox supone que los riesgos entre dos individuos distintos con co-
variables X y X∗ son proporcionales, es decir, que la HR no depende del tiempo.
Por eso, la verificación de tal supuesto es importante. Si en el modelo hay una o más
covariables cuyo coeficiente varia con el tiempo, o si hay covariables que dependen del
tiempo, la suposición de riesgos proporcionales no se cumplirá. Se puede verificar que
las covariables incluidas en el Modelo(2) son independientes del tiempo mediante los
métodos descritos en el libro de Kleinbaum([21]). Por otra parte, para verificar que el
coeficiente de regresión de cada covariable en el Modelo(2) no depende del tiempo, se
puede usar el comando de R cox.zph, el cual usa Residuos de Schoenfeld (ver [1]).
Los comandos en R son los siguientes:

> plot(cox.zph(mod2.ph),var=1,main="Gráfica de Betas para Rx")

> plot(cox.zph(mod2.ph),var=2,main=" Gráfica de Betas para log WBC")

Otro información importante obtenida a través de la salida del Modelo(2) es la
estimación de la HR para el efecto de la covariable Rx ajustada por la covariable
logWBC, que es exp(β̂1) = 3.999, y la estimación de la HR para el efecto de la
covariable logWBC ajustada por la variable indicadora Rx, exp(β̂2) = 5.424. De lo
anterior podemos decir que un paciente tratado con placebo tiene 3.999 veces el riesgo
de presentar una recaída relativo a un paciente tratado con 6-MP, para un valor fijo
de la covariable logWBC. Ahora considere a exp(β̂2) = 5.424, que es la estimación
de la razón de riesgo para un paciente con un tratamiento en particular (Rx fija) y
un valor específico de logWBC, relativo a un paciente en el mismo tratamiento, pero
con valor de logWBC menor que el dado anteriormente. El valor de la HR estimada
nos dice que a mayor cantidad de glóbulos blancos en la sangre, se corre más riesgo
de experimentar una recaída en cualquier instante de tiempo (ĤR > 1).

Habiendo ajustado un modelo de Cox para este conjunto de datos, también es de
interés examinar la distribución estimada de los tiempos de superviviencia, llamada
curva de supervivencia ajustada. Sea X = (Rx, logWBC). Bajo el Modelo(2), la
gráfica del estimador de la función de supervivencia, ajustada por las covariables Rx
y logWBC es

Ŝ(t;X) =
[
Ŝ0(t)

]exp{ β̂1Rx)+β̂2logWBC }

=
[
Ŝ0(t)

]exp{1.3861(0.5)+1.6909(2.93)}

=
[
Ŝ0(t)

]284.3
(4.33)

Sin embargo, el objetivo es describir el efecto del tipo de tratamiento (Rx) en el tiempo
de supervivencia, ajustado por logWBC, por lo que el uso de (4.33) no es apropiado.
Entonces, procedemos a calcular una curva de supervivencia para cada valor de Rx;
la covariable logWBC es fijada con el valor promedio de todos los individuos en el
estudio, que es logWBC = 2.93. De esta manera, la curva de supervivencia estimada
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para cada valor de Rx y logWBC = 2.93 es

Ŝ(t;Rx = 0, logWBC = 2.93) =
[
Ŝ0(t)

]exp{β̂1(0)+β̂2(2.93)}

Ŝ(t;Rx = 1, logWBC = 2.93) =
[
Ŝ0(t)

]exp{β̂1(1)+β̂2(2.93)} (4.34)

En el software estadístico R se emplea la función survfit para estimar (4.33).
El método plot usa el objeto regresado por survfit para graficar la función de
supervivencia estimada, eso es,

> plot(survfit(mod2.coxph),xlab=’Tiempo de remisi’on’,

ylab=’Curva de Supervivencia Ajustada’)

Para obtener las curvas de supervivencia ajustadas (4.34), se debe construir un nuevo
marco de datos con dos renglones, uno por cada valor de Rx, el cual es pasado a
survfit mediante el argumento newdata:

> attach(anderson)

> anderson.rx<-data.frame(Rx=c(0,1),logWBC=rep(mean(logWBC),2))

> detach()

> plot(survfit(mod2.coxph,newdata=anderson.rx),lty=c(1,2))

> legend(locator(1),legend=c(’Rx=0’, ’Rx=1’),lty=c(1,2))

> title(main="Curvas de Supervivencia Ajustadas por log WBC")

Usualmente, las gráficas de las curvas de supervivencia ajustadas por un Modelo
de Cox ajustado son funciones escalonadas, con salto de discontinuidad en los tiempos
de falla observados (i.e. no-censurados).

Hay otros paquetes estadísticos alternativos, como es SAS. En [21] se proporciona
el código para obtener las curvas de supervivencia ajustadas (4.34) mediante SAS.
Las gráficas resultantes en SAS, las cuales aparecen en la Figura 4.1, muestran que
el grupo de tratamiento (Rx=0) consistentemente tiene una probabilidad más alta de
supervivencia que el grupo de placebo (Rx=1), después de ajustarse por logWBC.
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Figura 4.1: Modelo(2). Curvas de supervivencia estimadas para los Grupos de tratamiento
y placebo, correspondientes a los datos de Remisión.





Capítulo 5

Teoría de Riesgos Competitivos

Los datos de supervivencia de un solo evento pueden ser más generales en dos
importantes aspectos. Primero, un individuo puede experimentar uno de m (> 1) dis-
tintos tipos de falla C1, C2, . . . , Cm; tales datos son comúnmente llamados datos de
riesgos competitivos o múltiples modos de falla. Segundo, a cada individuo le puede
corresponder más de un tiempo de falla, los cuales pueden presentarse cuando m(> 1)
v.a.s. Y1, Y2, . . . , Ym son de interés, e.g. la ocurrencia sobre el tiempo de estudio de
un mismo evento varías veces, en cuyo caso se tiene una restricción adicional. Por
eso, surge la necesidad de considerar distribuciones de tiempos de supervivencia mu-
tivariadas, las cuales pueden especificarse en términos de funciones de supervivencia
conjuntas de la forma

S1···m(y1, y2, . . . , ym) = Pr({Y1 > y1} ∩ {Y2 > y2} ∩ · · · ∩ {Ym > ym}), ∀yj > 0.

Para fines del presente trabajo, se discutirán brevemente las cantidades básicas
para el análisis de datos de riesgo competitivos, enfocándonos en problemas donde los
métodos basados en tiempos de supervivencia univariados pueden ser adoptados. Por
otra parte, si se desea un conocimiento más amplio de este tema, se puede consultar la
mayoría de los libros estándar de Análisis de Supervivencia: Kalbfleisch y Prentice [16],
Capítulo 8: Competing Risks and Multistate Models; En Crowder [5] se proporciona
un buen resumen tanto de la teoría como de métodos para el análisis de datos de
riesgos competitivos. Entre los artículos escritos en los que se da una revisión del
presente tema está el de Gail [10] y el de Lindqvist [25].

5.1. Definición, suposiciones y algúnos problemas básicos

Considere una población de individuos (por el momento homogénea) sujeta a
m (> 1) causas de falla C1, C2, . . . , Cm, las cuales estan operando simultaneamente
entre ellos. Supongámos un mecanismo de censura (por la derecha) independiente del
tiempo de supervivencia. Entonces, cuando un miembro de esta población experimenta
una falla, su tiempo de supervivencia Y y la causa (fundamental) Cj son registradas.
Sin embargo, cuando se tiene que Y es un tiempo de supervivencia censurado, la causa
de falla será desconocida. También supóngase que

89
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A1: Cuando la falla ocurre, este puede ser de uno de los m distintos tipos o
causas.

A2: Cada individuo en una población dada es susceptible a experimentar una
falla de cualquiera de las causas que están actuando en esa población.

Una manera clásica e intuitiva de describir un escenario de riesgos competitivos
con m causas de falla1 es suponer que a cada causa Cj se le asocia una v.a.s. Yj
continua, la cual describe el tiempo de falla latente2 de un individuo3 en condiciones
hipotéticas donde Cj es el único riesgo de falla (j = 1, . . . ,m). De esta forma, cada
individuo está asociado con un vector de v.a.s. Y = (Y1, Y2, . . . , Ym)

T. Sin embargo, ya
que todas las causas están actuando simultáneamente, y en vista de la suposición A1,
no podemos observar Y1, Y2, . . . , Ym conjuntamente. En lugar de eso, cada individuo
está caracterizado por el par aleatorio observado (T,J), donde

T = mı́n{Y1, Y2, . . . , Ym}

es la v.a.s. (continua) que denota el tiempo de falla, y J la variable del tipo o modo
de falla, tomando posibles valores en J = {1, 2, . . . ,m}. Por eso, se requiere de un
modelo conjunto para T y J . Esto se puede llevar a cabo especificando modelos para
Pr({T ≤ t} ∩ {J = j}) o especificando funciones de riesgo condicionales de causa-
específica

hj(t) = ĺım
∆t→0+

Pr({T ≤ t+∆t} ∩ {J = j} | T > t)

∆t

para los distintos tipos de falla j = 1, 2, . . . ,m y t > 0. Como se vera más adelante,
el análisis de este tipo de modelos esta estrechamente relacionado con el análisis de
datos de supervivencia univariado.

En cuanto a los problemas que surgen en el análisis de datos de riesgos competi-
tivos, tres de ellos son de relevancia:

1. Inferencia en la relación entre un conjunto de variables explicativas y la tasa
instantánea de falla de causa-específica, hj(t).

2. El estudio de la relación entre las funciones de riesgo de causa-especifica bajo
un conjunto específico de condiciones de estudio.

3. La estimación de la tasa instantánea de falla para algúna causa dada la elimi-
nación de algúna o de todas las otras causas.

1 Se le ha llamado riesgo antes de la falla, y causa después de esta: el riesgo compite por ser la

causa de falla [5].
2 En estadística, las variables latentes son variables que no son observables directamente pero son

más bien inferidas ( mediante un modelo matemático ) a partir de otras variables que si son observa-
bles y directamente medibles. A estas variables también se los conoce como variables hipotéticas.

3 Por individuos nos estaremos refiriendo a miembros de una población dada.
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Por lo regular esos problemas son planteados en términos de los tiempos de falla
latentes, Y ′

j s, para cada tipo de falla, Cj , j = 1, 2, . . . ,m. Sin embargo, este enfoque
es criticado en base a suposiciones no garantizadas (riesgos independientes), falta
de interpretación física ( una vez que la falla se presenta al tiempo Yj por causa
Cj, los tiempos de supervivencia restantes ya no son observados) y problemas de
identificabilidad.

Un enfoque alternativo se basa en la función de riesgo de causa-específica, mos-
trandose está una básica cantidad estimable en el esquema de riesgos competitivos
[33].

Cabe mencionar que las probabilidades de falla dada la eliminación de algúna o
de todas las otras causas ( problema 3) ha sido un tema central y clásico en el análisis
de riesgos competitivos. En artículos recientes esas probabilidades aparecen con otros
nombres, pero anteriormente se referian a esas cantidades como:

Probabilidades netas. A excepción de la j-ésima causa, todas las otras causas
son eliminadas.

Probabilidades crudas (parciales). Todas las causas estan presentes (algúnas pero
no todas las causas son eliminadas).

En el artículo de Prentice y Kalbfleisch [33] se encuentra una buena discusión de
tales problemas.

5.2. Especificación del Modelo de Riesgos Competitivos

5.2.1. Función de Decremento Múltiple

Se define la función de decremento múltiple o función de supervivencia conjunta
de los tiempos de falla latentes Y1, Y2, . . . , Ym como ([16], pág. 259)

S1...m(y1, y2, . . . , ym) = Pr

(
m⋂

j=1

{Yj > yj}

)
(5.1)

para todo yj > 0, donde Fy1,...,ym(·) es la función de distribución acumulada (FDA)
conjunta correspondiente.

Es conveniente (aunque no escencial) suponer que (5.1) es una distribución propia
en el sentido de que

S1...m(0, . . . , 0) = 1 y S1...m(∞, . . . ,∞) = 0. (5.2)

También se tiene una expresión para la función de riesgo multivariada con respecto
a yj en y = (y1, . . . , ym), definida como (Johnson y Kotz, 1972)
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hj(y) = ĺım
∆y→0+

1

∆y
Pr

(
{Yj ≤ yj +∆y}

m⋂

i=1
i 6=j

{Yi > yi} |

m⋂

j=1

{Yj > yj}

)

= −
1

S1...m(·)
·
∂S1...m(·)

∂yj
= −

∂ log S1...m(·)

∂yj
. (5.3)

5.2.2. La Función de Supervivencia Global

Como se mencionó anteriormente, cada individuo es caracterizado por un vector
de tiempos de falla latentes Y = (Y1, Y2, . . . , Ym). Sin embargo, ya que la probabilidad
de presentar dos o más fallas distintos de manera simultanea es cero (suposición A1),
no podemos observar conjuntamente los componentes de Y. Lo que se observa es
el mínimo, digamos T , de esos tiempos de supervivencia latentes en que la falla ha
ocurrido, eso es,

T = mı́n(Y1, . . . , Ym),

refiriendose a éste como el tiempo de supervivencia real [34]. De esta forma, se define
la función de supervivencia global como

ST(t) = Pr(T > t) = Pr

(
m⋂

j=1

{Yj > t}

)
= S1...m(t, t, . . . , t), (5.4)

la cual se interpreta como la probabilidad de sobrevivir de cualquier causa hasta el
tiempo t. Ya que (5.4) es función de una sola variable, del Capítulo 2, la tasa de
falla instantanea global (i.e. de cualquier causa), o función de riesgo del tiempo de
supervivencia real, es

hT(t) = ĺım
∆t→0+

1

∆t
Pr(T ≤ t+∆t | T > t)

= −
d logST(t)

dt
= −

d log S1...m(t, . . . , t)

dt
. (5.5)

Integrando con respecto a t produce la inversa relación

ST(t) = exp
{
−

∫ t

0
hT(u)du

}
= exp{−HT(t)} (5.6)

donde HT(t) =
∫ t
0 hT(u)du es la función de riesgo acumulada.

La distribución conjunta del par aleatorio (T, J) puede especificarse ya sea o por
la función de riesgo de causa-específica o por la función de incidencia acumulada4

para la falla de tipo j.

4 También llamada Distribución de Probabilidad Cruda por Causa Cj .
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5.2.3. Distribución Conjunta de (T, J)

Función de Riesgo de causa-específica

Para la especificación del modelo se define una tasa instantanea de falla de causa-
específica.

Definición 5.1. Se define la función de riesgo al tiempo t por causa Cj en presencia
de todas las otras causas actuando simultáneamente en la población como

hj(t) = ĺım
∆t→0+

1

∆t
Pr

(
{Yj ≤ t+∆t}

m⋂

i=1
i 6=j

{Yi > t}
∣∣
m⋂

j=1

{Yj > t}

)
(5.7)

= −
∂ log S1...m(y1, . . . , ym)

∂yj

∣∣∣
y1=···=ym=t

.

para j = 1, 2, . . . ,m y t > 0.

La función de riesgo de causa-específica representa la tasa instantanea para la falla
de tipo j al tiempo t, y en presencia de todos los otros tipos de falla, condicionada
a que no ha ocurrido nunguno de ellos hasta ese tiempo. Otra expresión que más a
menudo se usa para (5.7) es

hj(t) = ĺım
∆t→0+

1

∆t
Pr( morir solamente de Cj en (t, t+∆t) y todos los riesgos

actuando en (t, t+∆t) | sobrevivo de todas las causas hasta t)

= ĺım
∆t→0+

Pr({T ≤ t+∆t} ∩ {J = j} | T > t)

∆t
(5.8)

para j = 1, 2, . . . ,m y t > 0. En terminologías más antiguas (5.7) aparece con el nom-
bre de función de riesgo, mientras que Crowder (1994) la llamó función de sub-riesgo.

Antes de mencionar la relación que guarda la función de riesgo global, hT(t), con
las funciones de riesgo de causa-específica en (5.7), considere el siguiente Teorema.

Teorema 5.2.1. Sea z = f(y1, . . . , ym) una función de m variables. Supongase que
cada variables yj depende de t, es decir, yj = σj(t) para j = 1, 2, . . . ,m. Si z(·) y
σ1(t), . . . , σj(t) son diferenciables, también su composición y

dz

dt
=
∂ f(·)

∂y1
·
dσ1(t)

dt
+
∂ f(·)

∂y2
·
dσ2(t)

dt
+ · · ·+

∂ f(·)

∂ym
·
dσm(t)

dt
.

Tomando σj(t) = t, para j = 1, 2, . . . ,m en el Teorema anterior se tiene

d log S1...m(t, . . . , t)

dt
=

m∑

j=1

∂ log S1...m(y1, . . . , ym)

∂ym

∣∣∣
y1=···=ym=t

, (5.9)

de manera que
hT(t) = h1(t) + h2(t) + · · ·+ hm(t). (5.10)
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Observación 5.1. La propiedad aditiva de las funciones de riesgo de causa-especifica
establecida en (5.10) también se sigue de la definición probabilistica de hT(t) y hj(t),
para j = 1, 2, . . . ,m, bajo la suposición A1 (i.e. la probabilidad de morir simultá-
neamente de dos o más causas es cero) y aplicando la Ley de Alternativas (Ley de
Probabilidad Total).

Una consecuencia de (5.10) es el siguiente Teorema que será de utilidad más
adelante.

Teorema 5.2.2 (de Factorización). Cualquier FDS conjunta, S1...m(y1, . . . , ym),
puede ser factorizada en y1 = · · · = ym = t como

ST(t) = S1...k(t, . . . , t) =

m∏

j=1

Gj(t) (5.11)

donde el j-ésimo factor está dado por

Gj(t) = exp

{
−

∫ t

0
hj(u)du

}
. (5.12)

Demostración. Al definir

Hj(t) =

∫ t

0
hj(u)du,

HT(t) =
∑m

j=1Hj(t) es la función de riesgo acumulado de T . Entonces, el resultado
se sigue de (5.6).

Se puede verificar facílmente que las funciones Gj(t), j = 1, 2, . . . ,m, tienen las
propiedades matemáticas de las funciones de supervivencia continuas en el caso de un
solo tipo de falla . No obstante, en el caso de riesgos competitivos dependientes, estas
no son las funciones de supervivencia de cualesquiera variables aleatorias observables.
Para m > 1 y sin suposiciones adicionales, Gj(t) no tendrá la interpretación de una
FDS, simplemente representa una distribución asociada con la causa Cj, suponiendo
que la correspondiente función de riesgo de causa-específica es hj(t).

Modelos paramétricos para la distribución conjunta de (T, J) pueden ser obtenidos
de diferentes maneras, por ejemplo, especificando paramétricamente la función de
decremento múltiple en (5.1). Sin embargo, el planteamiento más común es mediante
la especificación paramétrica de las hj(t)′s.

Ejemplo 5.1. Considere el caso de no covariables presentes. Supongamos una pa-
rametrización Weibull(α, γ) para las funciones de riesgo de causa-específica en (5.7).
Por eso, estas tienen la forma

hj(t;θj) =
αj
γj

( t
γj

)αj−1
j = 1, 2, . . . ,m, (5.13)
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donde θj = (αj , γj)
T. Entonces, la función de riesgo (global) de T es

hT(t;θ) =
m∑

j=1

αj
γj

( t
γj

)αj−1
.

donde θ = (θ1, . . . , θm). De (5.6), la función de supervivencia de T es

ST(t;θ) = exp

{
−

∫ t

0
hT(u;θ)du

}
= exp

{
−

m∑

j=1

( t
γj

)αj

}
=

m∏

j=1

exp

{
−
( t
γj

)αj

}
.

La función de sub-densidad fj(t) (j = 1, 2, . . . ,m) se puede calcular como hj(t)ST(t).
Por otro lado, para incluir covariables en el modelo, se puede suponer un efecto
multiplicativo de éstas en la función de riesgo de causa-específica, es decir,

hj(t) = h0j(t) exp(β
T

jx) j = 1, 2, . . . ,m.

2

La Función de Incidencia Acumulada de causa-específica

La distribución conjunta del par (T, J) también esta completamente especificada
por las llamadas funciones de incidencia acumuladas de causa-especifca.

De la expresión (5.8), la probabilidad condicional de experimentar una falla por
causa Cj en el intervalo (t, t + ∆t), condicionado a que se a sobrevivido (i.e. libre
de cualquier evento) hasta el tiempo t, y en presencia de todas las causas actuando
simultáneamente en la población, es aproximadamente hj(t)dt, eso es,

Pr
(
{T < t+∆t} ∩ {J = j} | T > t

)
≈ hj(t)∆t,

Entonces, la probabilidad incondicional de morir de causa Cj en (t, t+∆t) es aproxi-
madamente hj(t)ST(t) dt. De esta manera, se define la función de sub-distribución o
de incidencia acumulada al tiempo t por causa Cj y en presencia de todas las causas
actuando simultáneamente en una población como

Qj(t) = Pr({T ≤ t} ∩ {J = j}) =

∫ t

0
hj(u)ST(u)du t > 0, (5.14)

para j = 1, 2, . . . ,m. De manera análoga, se define la función de sub-supervivencia
como

Pj(t) = Pr
(
{T > t} ∩ {J = j}

)
=

∫ ∞

t
hj(u)ST(u)du, (5.15)

la cual nos describe la probabilidad de eventualmente morir de causa Cj en un tiempo
mayor que t.

Tsiatis (1975) demostró que para cualquier función conjunta de tiempos de falla
latentes caracterizada por (5.1), se tiene que

dPj(t)

dt
=
∂S1...m(y1, . . . , ym)

∂yj

∣∣∣
y1=···=ym=t

, (5.16)
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Observación 5.2. El resultado de Tsiatis (1975) en (5.16) indica que cualquier
función de decremento múltiple S12···m(y1, y2, . . . , ym) determina de manera única al
conjunto de funciones de sub-supervivencia {Pj(t) : j = 1, 2, . . . ,m}.

Así, la función de sub-densidad asociada con la función de sub-supervivencia Pj(t),
cuando existe, puede ser calculada como

fj(t) =
∂S1...m(y1, . . . , ym)

∂yj

∣∣∣
y1=···=ym=t

,

la cual representa el riesgo incondicional de que un individuo experimente una falla
al tiempo t de causa Cj . De esta manera se obtiene la usual relación

hj(t) = −
∂ logS1...m(y1, . . . , ym)

∂yj

∣∣∣
y1=···=ym=t

=
fj(t)

ST(t)
. (5.17)

Nótese que despejando fj(t) en (5.17) y tomando la suma sobre j = 1, 2, . . . ,m, se
obtiene la función de densidad del tiempo de falla T , eso es,

m∑

j=1

fj(t) = ST(t)

m∑

j=1

hj(t) = ST(t)hT(t) = fT(t) = −dST(t)/dt.

Una vez definidas esas cantidades, se tiene que

La distribución marginal de T está dada por la función de distribución acu-
mulada:

m∑

j=1

Qj(t) =

m∑

j=1

∫ t

0
hj(u)ST(u)du =

∫ t

0

m∑

j=1

hj(u)ST(u)du

=

∫ t

0
hT(u)ST(u)du = −

∫ t

0
dST(u)

= 1− ST(t) = FT(t) (5.18)

donde

ST(t) = Pr(T > t) =
m∑

j=1

Pj(t) (5.19)

es la FDS marginal de T .

La proporción esperada de fallas por causa Cj, denotada por πj (j ∈ J ), está
dada por la distribución marginal de J ,

πj = Pr(J = j) = Pr
(
{T <∞} ∩ {J = j}

)

=

∫ ∞

0
hj(u)ST(u)du

= Qj(∞) = Pj(0) (5.20)

con

πj > 0 y
m∑

j=1

πj = 1. (5.21)
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Observése que las sub-distribuciones antes mencionadas se relacionan mediante

Qj(t) + Pj(t) = πj para j = 1, 2, . . . ,m.

Por otro lado, de (5.18) se tiene que

FT(t) + ST(t) = 1,

De lo anterior se concluye que las funciones Qj(t) y Pj(t) no son distribuciones
propias, ya que cada πj es menor que uno. Sin embargo, se pueden definir distribu-
ciones condicionales propias en términos de esas sub-distribuciones. Por ejemplo, la
FDS condicional propia (en presencia de todas las causas) asociada con la causa Cj ,
y denotada por S∗

j (t), es

S∗
j (t) = Pr(T > t | J = j) =

Pj(t)

Pj(0)
=

1

πj
Pj(t)

=
1

πj

∫ ∞

t
hj(u)ST(u) du j = 1, 2, . . . ,m. (5.22)

Entonces
F ∗
j (t) = 1− S∗

j (t) = Pr(T ≤ t | J = j) (5.23)

denota la probabilidad condicional de presentar una falla antes del tiempo t y en
presencia de todas las causas, dado que el individuo tendrá una falla por causa Cj.

Para obtener una expresión de la probabilidad de tener una falla por causa j
después del tiempo t, dado que se ha sobrevivido a todas las causas de falla hasta
ese tiempo, procedemos como sigue: la correspondiente función de distribución de
probabilidades de (5.22) es

f∗j (t) = −
dS∗

j (t)

dt
= −

1

πj

dPj(t)

dt
=

1

πj
hj(t)ST(t). (5.24)

Por eso

hj(t) = −
1

ST(t)

dPj(t)

dt
= −

dPj(t)/dt
m∑

k=1

Pk(t)

(5.25)

Por otro lado, la función de riesgo de S∗
j (t) es

h∗j (t) = ĺım
∆t→0+

1

∆t
Pr(t < T ≤ t+∆t | T > t, J = j)

= −
d log S∗

j (t)

dt
=
f∗j (t)

S∗
j (t)

=
hj(t)ST(t)∫∞

t hj(u)ST(u)du
= −

1

Pj(t)

dPj(t)

dt
(5.26)
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Tomando la razón de (5.25) y (5.26), obtenemos

hj(t)

h∗j(t)
=
Pj(t)

ST(t)
=

Pj(t)
m∑

j=1

Pj(t)

= Pr(J = j | T > t) = πj(t), (5.27)

Esta representa la probabilidad condicional de que un individuo falle por causa Cj
después del tiempo t, dado que ha sobrevivido a todas las causas hasta ese tiempo.

Otro enfoque para la distribución de T y J sería especificar las distribuciones
S∗
j (t) en (5.22) paramétricamente, y tratar las π′js como parámetros adicionales. Ob-

viamente, estos modelos tiene más parámetros que los obtenidos a partir de (5.13).

Ejemplo 5.2. Considere el caso de no covariables presentes y supongamos una
distirbución (reparametrizada) Weibull(α, γ) para la función de riesgo de S∗

j (t), eso
es,

h∗j (t) =
−dPj(t)/dt

Pj(t)
= αjγ

αj

j tαj−1 j = 1, 2, . . . ,m.

Entonces, la función de supervivencia condicional (propia) asociada a la causa Cj es

S∗
j (t) =

1

πj
Pj(t) = exp

{
−

∫ t

0
h∗j(u)du

}
= exp

{
− (γjt)

αj

}
. (5.28)

y la distribución de probabilidad del tiempo de falla por causa j es

f∗j (t) = −
1

πj

dPj(t)

dt
= h∗j (t)S

∗
j (t) j = 1, 2, . . . ,m.

De (5.28) se sigue que la función de supervivencia marginal de T esta dada por

ST(t) =

m∑

j=1

Pj(t) =

m∑

j=1

πjS
∗
j (t) =

m∑

j=1

πj exp
{
− (γjt)

αj

}
(5.29)

y la función de riesgo por la j-ésima causa es

hj(t) =
fj(t)

ST(t)
=

πjf
∗
j (t)∑m

ℓ=1 πℓS
∗
ℓ (t)

j = 1, 2, . . . ,m. (5.30)

2

De la expresión (5.30) se ve que las funcones de riesgo de causa-específica tienen
una forma más compleja en contraste con los modelos basados en (5.13). Sin embargo,
este modelo se puede interpretar como una mezcla de ditribuciónes Weibull (Subsec-
ción 2.2.1): las proporciones mezcladas son las π′js y, para un individuo en el j-ésimo
grupo, la distribución del tiempo de falla es Weibull con parámetro de forma αj y
parámetro de escala γj .
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5.2.4. Riesgos Competitivos Independientes

Una situación de particular interés en la literatura de riesgos competitivos es la
situación en que los tiempos de falla latentes Y1, Y2, . . . , Ym son mutuamente indepen-
dientes. Una primera consecuencia de tal suposición es que la función de supervivencia
conjunta de los tiempos de falla latentes está determinada por las funciones de super-
vivencia marginales5 Sj(yj) = Pr(Yj > yj), j = 1, 2, . . . ,m, como

S1...m(y1, . . . , ym) =
m∏

j=1

Sj(yj), ∀ yj ∈ (0,∞). (5.31)

La función de riesgo marginal de Yj , también llamada función de riesgo neta, se define
como

λj(y) = ĺım
dy→0+

1

dy
Pr{y < Yj ≤ y + dy | Yj > y} = −

d log Sj(y)

dy

y representa la tasa de mortalidad instantanea de presentar una falla al tiempo t
en condiciones hipotéticas donde los modos de falla, salvo j, han sido eliminados,
condicionada a que no ha ocurrido una falla por causa Cj hasta ese tiempo. Nótese
que sin suposiciones adicionales, y en general,

hj(t) 6= λj(t) y hT(t) 6=
m∑

j=1

λj(t),

donde hj(t) es la función de riesgo de causa-especifica para el tipo de falla j y hT(t)
es la función de riesgo global.

El siguiente teorema da algunas otras implicaciones como resultado de suponer
riesgos competitivos independientes (Gail, 1975; Crowder, 2001).

Teorema 5.2.3. Las implicaciones (i) ⇒ (ii) ⇒ (iii) ⇒ (iv) se sostienen para las
siguientes proposiciones:

(i) se tienen riesgos competitivos independientes;

(ii) Suposición de Makeham6: hj(t) = λj(t) para cada j y t > 0;

(iii) el conjunto de funciones de sub-supervivencia Pj(t) determinan el conjunto de
FDS marginales Sj(t), explícitamente,

Sj(t) = Pr(Yj > t) = exp
{
−

∫ t

0
hj(u) du

}
; (5.32)

(iv) S1...m(t, . . . , t) =
m∏

j=1

Sj(t).

5 La función Sj(t) = Pr{Yj > t} se puede pensar como la FDS de una población que esta bajo
condiciones hipotéticas en donde solamente la falla de tipo j está actuando.

6 Gail (1975) le llamó a ésta condición la ”suposición de Makeham”.
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Demostración. Bajo la proposición (i), aplicando logaritmo en (5.31), se obtiene

log S1...m(y1, . . . , ym) =
m∑

j=1

logSj(yj).

Luego, diferenciando con respecto a yj en ambos lados de la igualdad anterior y
evaluando en y1 = · · · = ym = t, se tiene que

[
−
∂ log S1...m(y1, . . . , ym)

∂yj

∣∣∣∣∣
y1=···=ym=t

=
−d log Sj(t)

dt
, (5.33)

para j = 1, 2, . . . ,m; recordando la definición de hj(t) y λj(t), respectivamente, (5.33)
es precisamente (ii).
Por un lado, de (5.16) y (5.19) se tiene

hj(t) =
fj(t)

ST(t)
=

dPj(t)/dt∑m
ℓ=1 Pℓ(t)

.

Por otro lado, λj(t) = −d logSj(t)/dt. Entonces, bajo la suposición de (ii) se obtiene

dPj(t)/dt∑m
ℓ=1 Pℓ(t)

=
−d log Sj(t)

dt
,

o de manera equivalente,

Sj(t) = exp

{
−

∫ t

0

[
dPj(u)/du∑m
ℓ=1 Pℓ(u)

]
du

}

Por eso, el conjunto de FDS marginales {Sj(t) : j = 1, 2, . . . ,m} queda determinado a
partir del conjunto de funciones de sub-supervivencia {Pj(t) : j = 1, 2, . . . ,m}, y (iii)
se mantiene. Luego, integrando la Ecuación 5.33 con respecto a t se obtiene (5.32).
De la Ecuación 5.32,

m∏

j=1

Sj(t) = exp

{
−

m∑

j=1

∫ t

0
hj(u) du

}
= exp

{
−

∫ t

0
hT(u) du

}
= ST(t),

que es (iv).

Observación 5.3. Retomando la proposición (ii) bajo (i) del teorema anterior, la
función de riesgo de causa-específica (i.e. en presencia de todas las causas), hj(t), y
la función de riesgo marginal (solamente en presencia de la causa Cj), λj(t), son la
misma para cada j y t > 0. Sin embargo, esto no se cumple para las funciones de
supervivencia crudas y netas, debido a que la FDS (propia) en presencia de todas las
causas es como se dio en (5.22), que es,

S∗
j (t) =

1

π

∫ ∞

t
hj(u)ST(u) du,
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mientras que la FDS marginal es

Sj(t) = exp
{
−

∫ t

0
λj(u) du

}
= exp

{
−

∫ t

0
hj(u) du

}
.

Claramente,
S∗
j (t) 6= Sj(t).

Observación 5.4. El significado en la práctica de la proposición (iii) bajo (ii) es que
las distribuciones marginales se pueden estimar de una manera consistente a partir
del conjunto de datos de riesgos competitivos.

Observación 5.5. El Teorema 5.2.3 nos indica que (i) es más restrictiva que (ii),
o que (iv) es una condición algo más débil que (i), ya que, bajo la suposición de
independencia estadística entre los tiempos de falla latentes Y ′

j s se tiene

S1...m(y1, . . . , ym) =

m∏

j=1

Sj(yj), ∀ (y1, y2, . . . , ym) ∈ R
m
+ . (5.34)

En particular, para y1 = · · · = ym = t, la Ecuación 5.34 implica la proposición (ii) y
de aquí (iv). Un contraejemplo ha sido dado por Hakulinen y Rahiala (1977).

Para concluir esta parte, nótese que del Teorema 5.2.2 (de Factorización), la dis-
tribución asociada con hj(t) es

Gj(t) = exp
{
−

∫ t

0
hj(u) du

}
, ∀ t ∈ R+.

Entonces, en el caso de riesgos independientes, la Gj(t) es de hecho la FDS marginal
de Yj. Así

S1...m(t, . . . , t) =
m∏

j=1

Gj(t) =
m∏

j=1

Sj(t), ∀ t ∈ R+.

5.3. Métodos Estadísticos de Inferencia

De manera similar como en la Sección 1.2, pero ahora en un escenario de Riesgos
Competitivos donde existen m > 1 distintos tipos o modos de falla, sea T una v.a.s
y C su variable de censura. Sea T̃ = mı́n(T,C) y δ = 1{T ≤ C} su indicadora de
censura. Si T̃ es un tiempo de supervivencia censurado, el tipo de falla J ∈ J no es
observado.

Supongamos que se tiene un conjunto de n observaciones correspondiente a una
muestra aleatoria, posiblemente censurada por la derecha, de individuos provenientes
de una población en la que existen m tipos o modos de falla. Sea Xi el p-vector de
variables explicativas correspondiente al i-ésimo individuo en la muestra. Entonces,
si el i-ésimo tiempo de supervivencia está censurado en Ci = ti, se observa el vector
(T̃1 = ti, δi = 0,xi) ≡ (Ti > ti, δi = 0,xi), y su contribución a la verosimilitud es
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ST(ti;xi) = Pr(Ti > ti | xi). Por otro lado, el i-ésimo tiempo de supervivencia no-
censurado Ti = ti, cuya terna observada es (T̃i = ti, δi = 1,xi, Ji), contribuye a la
verosimilitud con f Ji(ti;xi) = h Ji(ti;xi)ST(ti;xi). Por lo tanto, bajo un mecanismo
de censura no-informativo, la función de verosimilitud es proporcional a

L =
n∏

i=1

{[
h Ji(ti;xi)ST(ti;xi)

]δi[ST(ti;xi)
]1−δi}

=

n∏

i=1

{[
h Ji(ti;xi)

]δiST(ti;xi)
}
. (5.35)

La verosimilitud anterior se puede expresar de una forma más conveniente. Para
esto, note del Teorema 5.2.2 que

ST(ti) = exp

{
−

∫ ti

0

m∑

j=1

hj(u)du

}

= exp

{
−

m∑

j=1

Hj(ti)

}

=

m∏

k=1

Gk(ti),

donde cada Gk(ti) = exp{−Hk(ti)} (k = 1, 2, . . . ,m) posee las propiedades matemá-
ticas de una FDS continua en el caso de un solo tipo de falla, más no representan
la FDS de ninguna variable aleatoria específica. No obstante, definiendo la variable
indicadora de la falla de tipo j para el i-ésimo individuo como δij = 1{Ji = j, δi = 1},
la verosimilitud (5.35) se puede reescribir como

L =

n∏

i=1

{
h Ji(ti;xi)

δiST(ti;xi)

}
=

n∏

i=1

{[
m∏

j=1

hj(ti;xi)
δij

]
ST(ti;xi)

}

=
n∏

i=1

{[
m∏

j=1

hj(ti;xi)
δij

][
m∏

k=1

Gk(ti;xi)

]}

=

n∏

i=1

{
m∏

j=1

[
hj(ti;xi)

δijGj(ti;xi)

]}

=
n∏

i=1

{
m∏

j=1

[gj(ti;xi)]
δij [Gj(ti;xi)]

1−δij

}
, (5.36)

donde

gj(t;xi) = hj(t;xi)Gj(t;xi) = −
dGj(t;xi)

dt
.

Nótes que la verosimilitud L en (5.36) está completamente en términos de las
hj(t)

′s y debido a la forma de L, esas funciones son estimables en base a la información
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de los datos (T̃i, δij ,xi, Ji) i = 1, 2, . . . , n. Más aún, al invertir el orden de los productos
en (5.36), vemos que L toma la forma de un producto con m factores, uno por cada
tipo de falla. A pesar de que Gj(ti;xi) no tienen una interpretación probabilística
dentro de los modelos de riesgos competitivos, a menos que se consideren suposiciones
adicionales, si en el j-ésimo factor

Lj =

n∏

i=1

gj(ti;xi)
δijGj(ti;xi)

1−δij , (5.37)

interpretamos a gj(·) y aGj(·) como la función de densidad y función de supervivencia,
respectivamente, para cierta distribución de tiempos de supervivencia, la expresión
(5.37) tiene la misma forma de una función de verosimilitud ordinaria. Esta representa
una muestra aleatoria en la que todos los tipos de fallas, salvo el modo de falla j, son
considerados como censurados en el tiempo de falla correspondiente. Así, se pueden
aplicar las técnicas de datos de supervivencia vistas en Capítulos anteriores para hacer
inferencia sobre las hj(t)′s (y por eso igualmente para las gj(t)′s y Gj(t)′s) a partir de
los datos (T̃i, δi,xi, Ji). En particular, si se supone un modelo paramétrico hj(t;xi,θj)
para la función de riesgo de tipo j (j ∈ J ), de tal manera que no se tengan paráme-
tros en común entre esas funciones, la inferencia para θj puede estar basada en (5.37).

También se pueden implementar las técnicas de estimación semi-paramétricas y
no-paramétricas vistas en capítulos anteriores para modelos basados en las hj(t)′s.
Por ejemplo, métodos tales como el Estimador Kaplan-Meier y Nelson-Aalen pueden
ser generalizados para datos de riesgos competitivos. Para eso, considere el conjunto
de datos independientes censurados por la derecha de un modelo de riesgos compe-
titivos homogéneo (no covariables). Ignorando la asociación entre los tipos de falla,
supongamos que se tienen r distintos tiempos de falla ordenados (i.e. todos los dis-
tintos tiempos de falla combinados) y denotados por t1 < t2 < · · · < tr. Sea dji el
número de fallas de tipo j al tiempo ti y ni el número de individuos en riesgo al tiem-
po ti, i = 1, 2, . . . , r; j = 1, 2, . . . ,m. Argumentos similares a los que se dan para el
estimador-KM conducen a un modelo de riesgos competitivos discreto7, con función
de riesgo discreta hj(ti) ≡ hji para el j-ésimo tipo de falla al tiempo ti. Entonces, la
función de verosimilitud, bajo un modelo discreto de riesgos competitivos, se puede
expresar como (ver Kalbfleisch y Prentice, 2002)

L =
n∏

i=1

[
m∏

j=1

(
h
dij
ji

)
(1− hi)

ni−di·

]
, (5.38)

donde di· =
∑m

j=1 dij es el número de fallas al tiempo ti y hi ≡ hT(ti) =
∑m

j=1 hij es
la función de riesgo discreta global (i.e de cualquier causa) al tiempo ti. El estimador
de máxima verosimilitud de hij se obtiene al maximizar (5.38), dando ĥij = dij/ni.
Entonces, el estimador Nelson-Aalen de la función de riesgo acumulada para la falla

7 Ver [5] para más detalles sobre los modelo de riesgos competitivos discretos.
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de tipo j es

Ĥj(t) =
∑

i |ti≤ t

dij
ni

t > 0. (5.39)

para j = 1, 2, . . . ,m. De esta manera, el Estimador Nelson-Aalen para la función de
riesgo global HT(t) esta dado por

ĤT(t) =

m∑

j=1

Ĥj(t) t > 0, (5.40)

y el estimadro Kaplan-Meier de la función de supervivencia global, ST(t),

ŜT(t) =
∏

ℓ |tℓ≤ t

[
1− ĥT(tℓ)

]

=
∏

ℓ |tℓ≤ t

[
1−

m∑

j=1

ĥj(tℓ)
]

=
∏

ℓ |tℓ≤ t

[
1−

m∑

j=1

dℓj
nℓ

]

=
∏

ℓ |tℓ≤ t

[
1−

dℓ·
nℓ

]
,

para t > 0, donde dℓ· =
∑m

j=1 dℓj denota el número total de fallas de todas las causa al
tiempo tℓ. El estimador Nelson-Aalen en (5.40) proporciona un estimador alternativo
de ST(t) , que es

ŜT(t) = exp{−ĤT(t)} = exp

{
−

m∑

j=1

Ĥj(t)

}
.

Así, un estimador razonable para la función de sub-distribución o de incidencia acu-
mulada de causa-específica Qj(t) en (5.14) es

Q̂j(t) =
∑

i|ti≤ t

ŜT(t
−
i )
dij
ni

j = 1, 2, . . . ,m. (5.41)

donde ŜT(t
−
i ) = ĺım

ε→0+
ŜT(ti − ε) = ŜT(ti−1).

Sea tr el último tiempo de falla (i.e. observación no-censurada). De (5.20), la
probabilidad de finalmente presentar una falla por causa j se puede estimar como

π̂j = Q̂j(tr) j = 1, 2, . . . ,m.

De esta forma, el EMV de F ∗
j (t) en (5.23) es

F̂ ∗
j (t) =

Q̂j(t)

π̂j
,
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que denota la probabilidad de falla de un individuo por causa j, y en presencia de
todos los otros tipos de falla, condicionada a que presentará una falla de esa causa en
tr. De manera similar como en (5.18), se tiene

m∑

j=1

Q̂j(t) = 1− ŜT(t).

Entonces
m∑

j=1

π̂j ≤ 1, (5.42)

y se tiene la igualdad cuando el tiempo observado más grande en los datos, digamos
τ , es un tiempo de falla. Cuando se desea obtener estimadores que sumen 1 en (5.42),
se puede reemplazar π̂j con

π̂
′

j =
π̂j∑m
l=1 π̂l

,

Ese ajuste se basa en la suposición de que los π̂
′

j (j = 1, 2, . . . ,m) no cambiarán
después del último tiempo de falla observado. Gaynor et.al (1993) da un ejemplo en
el que no se cumple tal suposición. Para τ grande, una alternativa a π̂j es el estimador
de Pr(J = j | T ≤ t), el cual puede obtenerse a partir del estimador de (5.27).

Se puede demostrar ([11]) que en ausencia de censura en los datos, aunque en
general no es así, las π′js se estiman como

π̂j =
d·j
n

j = 1, 2, . . . ,m,

que es la proporción observada de individuos que presentan una falla por causa j, n es
el tamaño total de la muestra y d·j =

∑r
ℓ=1 dℓj es el número total de fallas observados

en la muestra por causa j. Así,

m∑

j=1

π̂j =

∑m
j=1 d·j

n
= 1,

y

F̂ ∗
j (t) =

∑

i |ti≤ t

dij
dj·
,

que es la función de sub-distribución empírica para la falla de tipo j.

El Estimador Kaplan-Meier y la Función de Incidencia Acumulada de
causa-específica.

Suponga un modelo de riesgos competitivos con m > 1 tipos de falla. Sea Yj el
tiempo de falla latente correspondiente a la j-ésima causa de falla, para j = 1, 2, . . . ,m.
Bajo la suposición A1 y por el Teorema 5.2.2, en cualquiera de los dos casos, ya sea
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que se tengan riesgos competitivos dependientes o independientes, la FDS conjunta
de los Y ′

j s se puede escribir como

S1...m(y1, . . . , ym) =

m∏

j=1

Gj(yj)

donde

Gj(y) = exp

{
−

∫ y

0
hj(u) du

}
= exp

{
−Hj(y)

}
,

y hj(·) es la función de riesgo de la j-ésima causa . Note que

Qj(t) =

∫ t

0
ST(u)hj(u)du =

∫ t

0
exp

{
−

m∑

l=1

Hl(u)
}
dHj(u)

≤

∫ t

0
exp

{
−Hj(u)

}
dHj(u) = 1−Gj(t) (5.43)

para toda t. De hecho Gaynor et. al. (1993) establecen que la igualdad entre Qj(t) y
1−Gj(t) se da solamente cuando se reúnen dos suposiciones hipotéticas:

(1) la falla debido a otras causas a sido eliminado; eso es, hl(t) = 0 para l 6= j;

(2) la función de riesgo de causa-específica de interés, hj(t), permanece sin cambios
dada la suposición (1).

El método Kaplan-Meier (KM) es una herramienta ampliamente usada para esti-
mar la función de supervivencia de datos que presentan un solo tipo falla (análisis de
supervivencia univariado), debido a la simple interpretación que tiene y a la amplia
variedad de paquetes estadísticos en los que está implementado. Por otro lado, la
expresión en (5.37) tiene la forma matémática de la función de verosimilitud para da-
tos censurados de una distribución de tiempos de falla con función de supervivencia,
densidad y función de riesgo Gj(t), gj(t) y hj(t), respectivamente. Consecuentemen-
te, Gj(t) podría ser estimada usando el estimador Kaplan-Meier basado en los datos
(ti, dji), i=1,2,. . . ,r, donde los tiempos de falla observados por las m causas, salvo
la causa Cj, son considerados como observaciones censuradas. De está manera, el
estimador-KM para la causa Cj de Gj(t) es

Ĝ KM

j (t) =
∏

i | ti≤ t

(
1−

dij
ni

)
,

donde dij denota el número de individuos que presentan una falla de modo j en ti, y
ni denota el número de individuos en riesgo de falla al tiempo ti.

Comunmente 1 − Ĝ KM

j (t) ha sido erroneamente empleado para estimar a Qj(t)
en un escenario en el que existe más de un tipo de falla (riesgos competitivos) y bajo
la clásica suposición de riesgos independientes, el cual es una de las hipótesis en la
que se basa el método-KM. Esto conduce a una estimación inflada de la proporción
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de individuos quienes están en riesgo de falla al tiempo t; esto a su vez causa que
1− Ĝ KM

j (t) sobreestime a Qj(t), es decir,

1− Ĝ KM

j (t) ≥ Q̂j(t), ∀ t > 0. (5.44)

La expresión (5.44), la cual es análoga a la desigualdad en (5.43), puede ser verificada
por inducción matemática. En el caso de una sola causa de falla presente (m = 1) se
cumple que

1− Ĝ KM

1 (t) = Q̂1(t).

Varios autores han criticado el uso erroneo del estimador KM en un escenario de
riegos competitivos (ver [11], [13], [14] y [30]).

5.4. Identificabilidad y la Función de Decremento Múlti-
ple

Ya se menciono que el enfoque clásico de la teoría de riesgos competitivos es
considerar tiempos de falla latentes Y1, . . . , Ym correspondientes a las m tipos de
falla. Bajo la suposición A1, lo que se observa (no-censura) es el tiempo de falla real
T = mı́n(Y1, . . . , Ym) y el tipo de falla J , donde YJ = T . Sea

S1...m(y1, . . . , ym)

la función de decremento múltiple (FDM) o función de supervivencia conjunta de los
tiempos de falla latentes. Entonces, los problemas mencionados en la Sección 5.1 se
pueden plantear en términos de los tiempos de falla latentes y de su FDM como sigue:

(1) La clásica suposición de independencia entre los m > 1 riesgos competitivos se
identifica con la independencia estadística entre los m tiempos de falla latentes.

(2) La distribución de Yj bajo condiciones hipotéticas en las que se han eliminado
todos los modos de falla, salvo j, se supone como la distribución marginal de
Yj , Sj(yj) = Pr(Yj > yj).

(3) Por lo regula, el interés de un análisis de riesgos competitivos está en la fun-
ción de supervivencia conjunta y distribuciones marginales de Y1, Y2, . . . , Ym.
Sin embargo, el problema al que uno se enfrenta al considerar un enfoque de
riesgos competitivos vía un modelo de tiempos de falla latentes es que, una vez
que el tiempo de falla por causa Cj es observado, es decir, se tiene el míni-
mo identificable (T, J), surge una falta de significado físico para los restantes
tiempos de falla latentes en términos de cantidades estimables (Sección 5.3).
Entonces, no será sorpresa toparse con problemas al querer identificar a la fun-
ción de supervivencia conjunta de los tiempos de falla latentes, S1...m(·) y las
funciones de supervivencia marginales, Sj(yj) (j = 1, 2, . . . ,m), basándose en
los datos (T, J) y sin la introducción de suposiciones adicionales fuertes, tal co-
mo la independencia estadística entre los tiempos de falla latentes. Este hecho
es llamado el problema de no-identificabilidad, basándose en los datos (T, J), de
la distribución de Y1, Y2, . . . , Ym.
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La distribución del par (T, J) está completamente especificada por las funciones de
sub-supervivencia para la causa Cj dadas en (5.15). Ya que esas funciónes son estima-
bles a partir del conjunto de datos (ti, δi, Ji), para i = 1, 2, . . . , n, se supondrá que el
conjunto {Pj(t); j = 1, 2, . . . ,m} es dado, y (3) se planteara en términos de este. Por
otra parte, cuando se supone una función de decremento múltiple S1...,m(y1, . . . , ym),
esta determina de manera única al conjunto de funciónes de sub-supervivencia (Tsia-
tis, 1975). Otro enfoque alternativo para el clásico problema de riesgos competitivos
en (3) se puede dar en términos de las funciones de riesgo de causa-específica (ver [16]).

El problema de identificabilidad en (3) se refiere a que el conjunto de Pj(t)′s no
proporciona suficiente información para determinar, en general, la FDS conjunta de los
tiempos de falla latentes. Eso es, existen ambos, un modelo con riesgo independientes
y uno o más modelos con riesgos dependientes para Y1, Y2, . . . , Ym que dan lugar al
mismo conjunto de funciones de sub-supervivencia.

Para tener más claro este punto, considere dos vectores de v.a.s. (Y1, Y2, . . . , Ym)
y (Y

′

1 , Y
′

2 , . . . , Y
′

m), con FDS conjunta S1,...m(y1, . . . , ym) y S
′

1...m(y1, . . . , ym), respec-
tivamente. Sea

T = mı́n(Y1, . . . , Ym) y T
′

= mı́n(Y
′

1 , . . . , Y
′

m).

Definición 5.2. Dos modelos de supervivencia son equivalentes si

ST (t) = S
T
′ (t) y Pj(t) = P

′

j(t). (5.45)

Teorema 5.4.1 (Tsiatis,1975). Supongase que el conjunto de funciones de sub-
supervivencia Pj(t) (j = 1, 2, . . . ,m) está dado por algún modelo con riesgos de-
pendientes. Entonces, existe un único modelo con riesgos independientes produciendo
identicas Pj(t)′s, el cual está definido por

S
′

1...m(y1, . . . , ym) =

m∏

j=1

S
′

j(yj),

donde

S
′

j(t) = exp

{
−

∫ t

0
hj(u) du

}
(5.46)

y la función de riesgo de causa-específica hj(u) se deriva a partir las Pj(t) dadas.

Demostración. Ver Tsiatis [34], Crowder [5].

El Teorema 5.4.1 solamente establece que cada modelo con riesgos dependientes
es equivalente a un único modelo con riesgos independientes. Entonces, los datos de
tipo (T, J) no permiten distinguir a un modelo con riesgos independientes y a uno o
más modelos con riesgos dependientes, ya que ambos dan lugar al mismo conjunto de
funciones de sub-supervivencia Pj(t), j=1,2,. . . ,m.

Una manera de lidiar con el problema de no-identificabilidad es la clásica su-
posición de riesgos independientes, ya que, siguiendo el Teorema 5.4.1, las FDS
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marginales de los Yj ahora pueden ser calculadas a partir del conjunto de funciones
de sub-supervivencia {Pj(t), j = 1, 2, . . . ,m}. Sin embargo, esta restrictiva suposi-
ción ha sido fuertemente criticada por varios investigadores, entre ellos Prentice et.al.
(1978), debido a la falta de interpretación física de los tiempos de falla latentes ”no
observados” y a la hipótesis de independencia entre los riesgos de falla.

Otra forma de sobrellevar esta situación es derivar cotas para las funciones de
supervivencia marginales Sj(yj), en términos de las funciones de sub-supervivencia
observables, Pj(t) (ver [29], [31]).

Hasta el momento el problema de no-identificabilidad de las FDS marginales ha
sido discutido en un sentido no-paramétrico, debido a que el conjunto dado de Pj(t)
se obtiene mediante ese tipo de métodos (Seccion 5.3). Otros autores han optado por
estudiar este problema en un escenario paramétrico, es decir, especificando paramé-
tricamente la función de supervivencia conjunta de los tiempos de falla latentes. En
este caso, el problema al que uno se enfrenta es a la identifibilidad del conjunto finito
de parámetros de la función de supervivencia conjunta a partir de la distribución de
(T, J). Crowder [5] y Moeschberger y Klein [29] revisan modelos para los cuales la
identificabilidad se mantiene.

5.5. Razón de Riesgos Proporcionales

El riesgo relativo de falla por causa Cj al tiempo t es hj(t)/hT(t). Supongamos
que esa razón no depende del tiempo t para cada j, es decir,

hj(t) = aj hT(t) j = 1, 2, . . . ,m, (5.47)

donde 0 < aj < 1 es una constante. En este caso se dice que se han obtenido riesgos
proporcionales. Así, conforme transcurre el tiempo, el riesgo relativo correspondien-
te a cada modo de falla j permanece constante. Un primer resultado de la suposición
de riesgos proporcionales es el siguiente:

Proposición 5.5.1. Supongase que la función de riesgo de causa específica, hj(t),
es proporcional a la función de riesgo global, hT(t). Entonces, la FDS (condicional)
cruda entre aquéllos quiénes mueren de causa Cj , S∗

j (t), es la misma que la FDS
global, ST(t).

Demostración. De la Ecuación 5.15, tenemos

Pj(t) =

∫ ∞

t
hj(u)ST(u) du = aj

∫ ∞

t
hT(u)ST(u) du = ajST(t), (5.48)

y así
Pj(0) = aj = πj.

Por eso

S∗
j (t) =

1

πj
Pj(t) = ST(t).
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Como ya se dijo, es de interés estudiar la razón en (5.27) dada por

Pj(t)

ST(t)
= Pr(J = j | T > t) = πj(t)

Si esta probabilidad permanece bastante estable, entonces, de (5.48), la distribución
del tiempo de falla por causa Cj en presencia de todas las causas, S∗

j (t), tiene el mismo
modelo que la FDS global, ST(t). Note que este resultado no requiere que los tiempos
de falla latentes sean independientes (ver [5]).

Si A1 se mantiene, al igual que (5.47) para cada j = 1, 2, . . . ,m, también se tiene
que

a1 + a2 + · · ·+ am = 1.

En este caso, de (5.25), es fácil ver que

hj(t)

hk(t)
=
aj
ak

= ajk,

y por eso
Pj(t)

Pk(t)
= ajk,

es decir, Pj(t) = ajkPk(t), para cualquier j, k ∈ J .
Otro propiedad interesante de la suposición de riesgos proporcionales tiene que

ver con la FDS marginal, Sj(t)
′

, del Teorema 5.4.1. Si se cumple (5.47), de (5.46) se
tiene

S
′

j (t) = exp
[
− aj

∫ t

0
hT(u) du

]
=

{
exp

[
−

∫ t

0
hT(u) du

]}aj
=
[
ST(t)

]aj (5.49)

Sin la suposición de independencia S
′

j (t) no es observable, pero si estimable. Si po-
demos encontrar empíricamente que las funciones de riesgo de causa-específica son
proporcionales, entonces S

′

j(t) puede ser facílmente estimada a partir de (5.49). Por
otro lado, se puede demostrar que en el caso de riesgos competitivos independientes,
en particular bajo la suposición de Makeham,

se obtienen riesgos proporcionales ⇐⇒ S
′

j(t) =
[
ST(t)

]aj

En este caso, S
′

1,2...,m(t1, t2, . . . , tn) =
∏m
j=1[ST(tj)]

aj . Esto significa que solo tene-
mos que preocuparnos por la FDS ST(t), en lugar del conjunto de funciones de sub-
supervivencia {Pj(t) : j = 1, 2, . . . ,m}.

5.6. Modelado de Riesgos Competitivos

Modelado de Tiempos de Falla Latentes

El enfoque tradicional para el modelado de riesgos competitivos dependientes ha
sido vía la especificación de la función de distribución conjunta de los tiempos de
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falla latentes Y1, Y2, . . . , Ym o de su FDS conjunta S1···m(y1, . . . , ym). Sin embargo,
la consideración de este enfoque conduce a problemas de identificabilidad del modelo
por parte de la distribución de (T, J). Varios investigadores han estudiado modelos
para los cuales la identificabilidad se mantiene, por ejemplo, la distribución Normal y
Weibull bivariada considerada por Moeschberger (1974), o la distribución Exponencial
de Gumbel (1960) (Ver [5]).

Modelado de la Función de Riesgo de causa-específica

Otra estructura de modelado e inferencia de riesgos competitivos se basa en las
funciones de riesgo de causa-específica, hj(t) (j = 1, 2, . . . ,m), definidas en (5.7) como

hj(t) = ĺım
∆t→0+

Pr({t < T ≤ t+∆t} ∩ {J = j} | T > t)

∆t

para j = 1, 2 . . . ,m y t > 0. Estas funciones son estimables a partir de los datos
sin hacer suposiciones injustificables (e.g. independencia de riesgos competitivos).
Actualmente se han desarrollado e implementado metodologías modernas en torno a
las funciones de riesgo de causa-específica [5]. El enfoque común es suponer un modelo
paramétrico para hj(t), por ejemplo, un Modelo Weibull, cuya función de riesgo por
la causa j es

hj(t;αj , θj) =
αj
θj

t

θj

1−αj

para j = 1, 2 . . . ,m y t > 0. Como se menciono en el caso univariado, i) para α = 1 se
obtiene un riesgo constante con forme transcurre el tiempo, ii) el riesgo se incrementa
para α > 1, y iii) este decrece para α < 1, mostrándose así un modelo flexible para
describir el comportamiento del riesgo en diferentes situaciones.

Modelado de la Función de sub-distribución

Entre los primeros enfoques basados en la función de sub-distribución o de inci-
dencia acumulada de causa-específica, definida en (5.14) como

Qj(t) = Pr(T ≤ t, J = j) =

∫ t

0
hj(u) exp

[
−

∫ u

0
hT(v)dv

]
du (5.50)

se encuentra el de Prentice, et. al. (1978) y Kalbfleisch & Prentice (1980) (ver [16]-
2002), donde argumentan fuertemente en contra del clásico planteamiento para el
modelado de riesgos competitivos (i.e. vía un modelo de tiempos de falla latentes).
Esto se debió, en parte, al problema de identificabilidad de la FDS conjunta de los
tiempos de falla latentes. Por otra lado, de (5.50) se ve que el enfoque en cuestión se
basa en cantidades observables, evitando tal problema de identificabilidad.

En el programa computacional estadístico R se puede obtener el estimador no-
paramétrico de la función de incidencia acumulada dado en (5.41) con el paquete
cmprsk de Robert Gray. Por otro lado, hay situaciones en donde se desea comparar
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curvas de incidencia acumuladas de un tipo de falla en particular, entre diferentes gru-
pos y en presencia de riesgos competitivos. Gray(1988) propuso una clase de pruebas
de hipótesis para tal situación, y también puede ser obtenida con la misma libreria.

Un primer enfoque del modelado de riesgos competitivos mediante (5.50) se basa
en la función de sub-supervivencia Pj(t) = Pr(T > t, J = j) = πj − Qj(t) definida
en (5.15), y en la FDS condicional (propia) dado que la falla es por causa Cj, y en
presencia de riesgos competitivos, definida en (5.22) como

S∗
j (t) = Pr(T > t | J = j) =

1

πj
Pj(t) (5.51)

donde πj = Pr(J = j). A partir de S∗
j (t) se obtiene la función de densidad condicional

dada en (5.24) y la función de riesgo condicional en (5.26) definidas, respectivamente,
como

f∗j (t) = Pr(T = t | J = j) =
fj(t)

πj
y h∗j (t) = −

d logS∗
j (t)

dt
=
f∗j (t)

S∗
j (t)

. (5.52)

De (5.19), la FDS marginal del tiempo de falla real T es

ST(t) =

m∑

j=1

Pj(t) =

m∑

j=1

πjS
∗
j (t) (5.53)

donde
∑m

j=1 πj = 1. De la Sección 2.2, ST(t) se ve como una mezcla de FDS con m

componentes.
Debido a la amplia variadad de situaciones que dan lugar a datos de riesgos compe-

titivos, habrá casos donde la suposición A2 no se cumpla. Por ejemplo, una población
heterogénea en la que están actuando m = 2 causa de falla, con una proporción de
individuos π1 determinada a presentar una falla solamente de la causa C1, y otra
proporción π2 determinada a presentar una falla por la causa C2; tal población es
considerada como una mezcla de individuos destinados a presentar una falla de dos
causa diferentes. En este caso, la FDS para el tiempo de falla T correspondiente a
esa población heterogénea es ST (t) = π1S

∗
1(t) + π2S

∗
2(t). Entonces, otro enfoque para

el modelado de riegos competitivos es suponer una forma paramétrica para S∗
j (t) y

considerar a (5.53) como una mezcla de FDS con m componentes, cuyos pesos están
dados por las π′js. Este enfoque de mezclas supone que un individuo fallará de un
riesgo en particular, escogido por un mecanismo estocástico (Larson & Dinse, 1985).

Modelo de Regresión

Crowder (2001) discute las adaptaciones que se dan de manera natural para los
modelos de regresión en su versión univariada, al caso de Riesgos Competitivos: riesgos
proporcionales, tiempos de vida acelerados, odds proporcionales y vida residual media.
Aquí se mencionara riesgos proporcionales solamente.

Sea zi el vector de variables explicativas para el i-ésimo individuo en la mues-
tra. Un enfoque común para incluir variables explicativas en un modelo de regresión
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para Riesgos Competitivos vía la función de riesgo de cuasa-específica es hacer una
adaptación de la definición univariada de ”riesgos proporcionales”:

hj(ti; zi) = ψi(zi)h0j(ti) t > 0,

donde h0j(t) es la función de riesgo base (zi = 0) para el modo de falla j, y ψj(zi) es
una función positiva del vector de covariables, por ejemplo, una conveniente selección
es ψj(zi) = exp(βT

jzi), para algún vector de parámetros βj .

5.6.1. Modelo de Mezclas de Larson & Dinse (1985)

El modelo de estos autores, el cual presenta una especificación completamente
paramétrica, ha servido como punto de partida para la consideración de modelos de
mezclas más generales en un escenario de riesgos competitivos. Ellos suponen que un
individuo presentará una falla de un riesgo en particular escogido por un mecanismo
estocástico.

Sean Z y X dos vectores de covariables p y q dimensionales, respectivamente (Z y
X) pueden tener componentes en común). Supongamos que se tiene una muestra alea-
toria independiente de datos de riesgos competitivos con m modos de falla, denotada
como

yi = (ti, δi,xi, zi, δiJi)
T i = 1, 2, . . . , n

donde el tiempo de falla actual ti es una realización de Ti = mı́n(T̃i, Ci), T̃i es el
tiempo de falla del i-ésimo individuo en la muestra, Ci la variable de censura asociado
a T̃i, δi = 1{T̃i ≤ Ci} la indicadora de censura, y Ji la variable indicadora del modo
de falla para el i-ésimo individuo, tomando posibles valores en J = {1, 2, . . . ,m}.

Para relacionar la distribución de J con xi, se supone un modelo de regresión
logística multinomial dado por

πj(xi) = Pr(J = j | xi) =
exp(ηT

jvi)∑m
l=1 exp(η

T

l vi)
(j ∈ J ) (5.54)

donde ηj = (η0j , η1j , . . . , ηqj)
T es un vector (q+1)-dimensiona de coeficientes logisticos

desconocidos y vi = (1,xT

i )
T es un (q+1)-vector, el cual contiene a la ordenada. Por

unicidad se requiere la restricción ηm = 0. Para el efecto del vector de covariables z
sobre h∗j(t) se supone un modelo de riesgos proporcionales (Cox, 1972); eso es,

h∗j (t; z) = h∗0j(t) exp(β
T

jz), j ∈ J

donde βj es un vector p-dimensional de parámetros de regresión desconocidos y h∗0j(t)
es la función de riesgo base para la falla de tipo j, la cual esta especificada paramétri-
camente por un modelo de escalones exponenciales definido en la Sección 2.2 como:

h0j(t) = exp(αj l) si t ∈ Il = [al−1, al),

donde I1, . . . , IM son intervalos (pre-especificados) mutuamente excluyentes que abar-
can toda la recta real positiva, y αjl es un parámetro que representa el log del riesgo
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base para la falla de tipo j en el intervalo Il (j = 1, 2, . . . ,m; l = 1, 2, . . . ,M). El
modelo paramétrico de estos autores se establece para el mismo conjunto de variables
explicativas, i.e. z = x. Así, de (5.53) la función de supervivencia condicional para el
tiempo de falla, dado la falla da causa j y el vector de covariables x es

S∗
j (t;x,βj) = [exp{−H∗

0j(t)}]
exp(βT

j x) j ∈ J

donde

H∗
0j(t) =

∫ t

0
h∗0j(u)du =

M∑

l=1

exp(αj l)∆l(t)

es la función de riesgo acumulada base para la falla de tipo j y

∆l(t) =

∫ al

al−1

1{u ≤ t} para t > 0.

Sea η = (ηT

1, . . . ,η
T

m−1)
T, Λ = (H∗

01(t), . . . ,H
∗
0m(t)) y θ = (ηT,βT

1, . . . ,β
T

m,Λ). A
partir de esas especificaciones se sigue que la FDS para el i-ésimo individuo es

ST(ti;xi,θ) =

m∑

j=1

πj(xi;η)S
∗
j (ti;xi,βj).

La función de verosimilitud de θ dado y = {y1, . . . ,yn} se construye de manera
similar como en el caso univariado. La contribución a la verosimilitud de la i-ésima
observación no-censurada es πj(xi;η)f∗j (ti;xi,βj), mientras que ST(ti;xi,θ) es la
contribución a la verosimilitud de una observación censurada. Entonces, usando la
notación δij = 1{Ji = j}, de (5.36) la función de verosimilitud para θ formulada con
base en y es

L(θ | y) =
n∏

i=1

{
m∏

j=1

[
πj(xi;η)f

∗
j (ti;xi,βj)

]δij

[
m∑

j=1

πj(xi;η)S
∗
j (ti;xi,βj)

]1−δi·} (5.55)

donde δi· =
∑m

j=1 δij . Aplicando el Método de Máxima Verosimilitud a L(θ | y)
(Apendice A), la ecuación resultante no se puede resolver analíticamente. Larson
y Dinse calcularon el EMV de θ dado el conjunto de datos incompletos y vía un
Algoritmo8 EM.

5.6.1.1. Aplicación del Algoritmo EM

En vez de trabajar directamente con la función de verosimilitud (5.55), el EMV de
θ se puede encontrar aplicando el algoritmo EM. A cada individuo i (i = 1, 2, . . . , n) se

8 Dempster et. al. (1977) aplicaron el algoritmo EM en varios contextos, entre los que se incluyen
mezclas de distribuciones.
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le asigna un vector aleatorio m-dimensional de indicadoras de etiquetas-componentes
Γi = (Γi1, . . . ,Γim)

T, donde Γij = 1{Ji = j} = γij es cero o uno de acuerdo a si
el individuo i presente una falla por causa j o no (j ∈ J ). Se sigue que πj(xi;η) =
Pr(γij = 1 | Xi). Para el i-ésimo individuos con tiempo de supervivencia no-censurado
Γi es conocido, y por tanto γij = δij = 1 para algún j ∈ J . Por otro lado, para
el i-ésimo individuo con tiempo de falla censurado el vector aleatorio de etiquetas-
componentes Γi será desconocido. Entonces, podemos aplicar el algoritmo EM en un
escenario donde

Yc =
{
(y1,Γ1), (y2,Γ2), . . . , (yn,Γn)

}
es visto como el conjunto de datos com-

pletos;

Yobs =
{
yi : i = 1, 2, . . . , n

}
∪ {Γi : δi = 1} como el conjunto de datos observa-

dos (i.e. incompletos); y

Ymiss =
{
(T̃i,Γi) : δi = 0, i = 1, 2, . . . , n

}
, como el conjunto de datos perdidos,

donde T̃i es el tiempo de falla real, pero desconocido, del i-ésimo individuo. Todo
lo que se ha observado de esos individuos es que su tiempo de falla real es mayor
que su tiempo de censura ci, eso es, T̃i > ci.

De esta manera, la función de verosimilitud de datos-completos es

Lc(θ | Yc) =

n∏

i=1

{
m∏

j=1

[
πj(xi;η)f

∗
j (ti;xi,βj)

]δijγij

[
m∏

j=1

(
πj(xi;η)S

∗
j (ti;xi,βj)

)γij]1−δi·}
.

y la correspondiente función log-verosimilitud de datos-completos queda expresado
como

ℓc(θ | Yc) =

n∑

i=1

{
m∑

j=1

log
[
πj(xi;η)f

∗
j (ti;xi,βj)

]

+
m∑

j=1

(1− δi·)γij log
[
πj(xi;η)S

∗
j (ti;xi,βj)

]
} (5.56)

Paso-E

Sea θ(k) el estimador actual de θ. En la (k+1)-ésima iteración, el paso-E consiste
en calcular la esperanza condicional de ℓc(θ;Yc) , dado los datos observados Yobs y
θ(k). Note que (5.56) es una función lineal del conjunto de datos perdidos Ymiss, por

lo que este paso se reduce a reemplazar γij en ℓc(θ;Yc) por w(k)
ij , que es su esperanza
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condicional, dado Yobs y θ(k). Ahora

w
(k)
ij = E[γij | Yobs,θ = θ(k)]

=

∫

γij∈{0,1}
γij Pr(γij | yi,θ

(k)) dγij

= (1)Pr(γij = 1 | T > ti,θ
(k)) + (0)Pr(γij = 0 | T > ti,θ

(k))

= Pr(Ji = j | T > ti,θ
(k))

De (5.27), w(k)
ij representa la probabilidad de que el i-ésimo individuo con tiempo de

censura ti eventualmente presentará una falla de causa j, dado que no ha ocurrido
ninguna falla al tiempo ti:

w
(k)
ij =

πj(xi,η
(k))S∗

j (ti;xi,β
(k)
j )

m∑

l=1

πl(xi,η
(k))S∗

l (ti;xi,β
(k)
ℓ )

j = 1, 2, . . . ,m. (5.57)

Así, la función Q(θ,θ(k)) es

Q(θ,θ(k)) =

n∑

i=1

{
m∑

j=1

log
[
πj(xi;η)f

∗
j (ti;xi,βj)

]

+

m∑

j=1

(1− δi·)w
(k)
ij log

[
πj(xi;η)S

∗
j (ti;xi,βj)

]
} (5.58)

Paso-M

Este paso involucra maximizar Q(θ,θ(k)) con respecto a θ para obtener θ(k+1)

como sigue. Se puede verificar fácilmente que (5.58) se puede expresar como una
suma de (m+1) componentes funcionalmente independientes, eso es

Q(θ,θ(k)) = ℓ(π) +

m∑

j=1

ℓj(S
∗)

donde

ℓ(π) =
n∑

i=1

m∑

j=1

g
(k)
ij log πj(xi;η),

g
(k)
ij = δij + (1− δi·)w

(k)
ij , y para j = 1, 2, . . . ,m

ℓj(S
∗) =

n∑

i=1

{
δij
[
log h∗0j(ti) + βT

jxi
]
+ g

(k)
ij logS∗

j (ti;xi,βj)

}
. (5.59)

Dado el valor actual θ(k), cada g(k)ij se trata como una constante conocida y luego se
usa por separado el procedimiento Newton-Raphson para encontrar los estimadores
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de los coeficientes logisticos {ηj : j = 1, 2, . . . ,m − 1} que maximizen ℓ(π) y los
valores de βj y {αj l : l = 1, 2, . . . ,M} que maximizen ℓj(S

∗) para j = 1, 2, . . . ,m.

En resumen, el algoritmo EM comienza con la selección de un conjunto de estima-
dores iniciales w(0)

ij de wij (i=1,2,. . . ,n; j=1,2,. . . ,m), los cuales pueden ser obtenidos
a través de estimadores iniciales de πj(xi;η) y S∗

j (ti;xi,βj) (e.g. ignorando las ob-
servaciones censuradas). En la (k+1)-ésimo iteración, el Paso-E trata los estimadores
actuales πj(xi,η(k)) y S∗

j (ti;xi,β
(k)) como conocidos a fin de actualizar cada estima-

dor de wij, y a su vez de gij . En el Paso-M, los valores actuales g(k)ij son tratados
como conocidos, y actualizan los estimadores de πj(xi;η) y S∗

j (ti;xi,βj), obteniendo

πj(xi;η
(k+1)) y S∗

j (ti;xi,β
(k+1)
j ). Bajo apropiadas condiciones de regularidad ([8]), es-

tos estimadores de πj(x;η) y S∗
j (t;x,βj) eventualmente convergerán a los verdaderos

EMV.





Conclusiones

Cuando se estudia la variable tiempo hasta la ocurrencia del evento de interés
en presencia de eventos de riesgos competitivos (RC) se distinguen tres situaciones:
(1) analizar el evento de interés ignorando riesgos competitivos; (2) considerar con-
juntamente los eventos de todos los modos de fallo, colapsándolos en un sólo evento
y proceder con el análisis, y (3) emplear adecuadamente la metodología desarrolla-
da en riesgos competitivos. El presente trabajo expone la metodología empleada en
el análisis de supervivencia univariado, tanto desde el punto de vista teórico como
computacionalmente práctico, de tal manera que uno debe notar que el primer plan-
teamiento no es correcto (e.g. el uso del método KM en presencia de RC). El segundo
enfoque trata de la extensión del método Kaplan-Meier para incluir RC. Sin embargo,
este es de uso limitado ya que no permite explorar los efectos de variables explicativas
sobre el tiempo de supervivencia. El tercer punto es el adecuado, siempre y cuando
se considere una metodología igualmente adecuada, ya que de lo contrario uno se
puede topar con los problemas básicos que surgen en el análisis de este tipo de datos
. Por ejemplo, ya que los riesgos usualmente serán dependientes, el enfoque clásico
de tiempo de fallo latentes para el modelado de RC conduce al problema de iden-
tificabilidad del modelo basándose únicamente en los datos de la forma (T, J) y sin
suposiciones adicionales. Por otro lado, un análisis de datos de riesgos competitivos
mediante sub-distribuciones evita tal problema de identificabilidad, ya que estás son
cantidades observables y estimables a partir de los datos (T, J).

La metodología presentada en éste trabajo para el ánalisis de supervivencia uni-
variado y riesgos competitivos son de rápida comprensión y sencilla aplicación. Lo
que debe notarse es el esfuerzo por reunir los conceptos fundamentales para entender
modelos mas generales y métodos más sofisticados de análisis para datos relaciona-
dos con la variable tiempo hasta la ocurrencia de un evento. Por ejemplo, el modelo
paramétrico de mezclas exponenciales de Larson & Dinse (1985), permitido para co-
variantes, en el cual se usa el Algoritmo EM para la estimación de los parámetros
involucrados en este. Otro ejemplo es el modelado de eventos secundarios en presen-
cia de riesgos competitivos; en este caso, el individuo presenta dos eventos de interés
consecutivos, cada uno con su propio tiempo de fallo. La forma de realizar el análisis
consiste en derivar a partir de dos modelos de riesgos competitivos, como los que se
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han estudiado en el Capítulo 5, dos estimadores de las funciones de incidencia acu-
mulada correspondientes al primero y segundo evento. Un ejemplo específico de este
tipo de modelos ha sido estudiado por Katsahian et. al. (2004).

Recientemente se han propuesto e investigado generalizaciónes semiparamétricas
del modelos de Larson & Dinse. Por ejemplo, Escarela y Bowater (2008) y Ng y
McLachlan (2003) consideran modelos de mezclas semi-paramétrico con variables ex-
plicativas presentes, en donde se propone e implementa un algoritmo ECM, que es
una extensión del algoritmo EM.

Otra manera de analizar los datos sobre eventos observados con el tiempo, es pre-
sentar los métodos expuestos en esta tesis pero con la estructura de procesos contables.
Existen varios libros que exploran el enfoque de martingalas para el análisis estadísti-
co de procesos contables, enfatizando en las aplicaciones de esos métodos. Una de las
ventajas de considerar esa estructura es que se puede adentrar al estudio de métodos
de análisis de otro tipo de datos, por ejemplo, datos de eventos recurrentes. Este ti-
po de datos surgen en una amplia variedad de escenarios, incluyendo Salud Pública,
Ingeniería, Economía y Sociología. En este caso, el evento de primordial interés es
recurrente y puede suceder varias veces durante el periódo de seguimiento para un
individuo bajo estudio (e.g. la repetida hospitalización de pacientes con enfermedades
renales en etapa terminal).

Esperando que el presente trabajo sirva de introducción a los métodos estadísticos
empleados en el análisis de datos de tiempos de supervivencia, y que sea usado para
el entendimiento e interpretación de los resultados de tal análisis, invito a las nue-
vas generaciones de estudiantes relacionados con estadística a tener una experiencia
practica-computacional, y no quedarse con un planteamiento teórico-abstracto.



Apéndice A

Método de Máxima

Verosimilitud

Sea Y1, Y2, . . . , Yn una muestra de v.a.s. independientes e identicamente distribui-
das (i.i.d.) con densidad común f(yi), eso es

Y1, Y2, . . . , Yn i.i.d
∼ F,

donde F (yi) denota la función de distribución correspondiente a f(yi). Denotemos
por Y = (Y1, Y2, . . . , Yn)

T el vector que contiene a la muestra entera y por y una
realización1 de Y . Supongamos que f(·) pertenece a la familia paramétrica

P = {Fθ | θ = (θ1, θ2, . . . , θp)
T ∈ Θ ⊂ R

p},

donde θ es un vector de parámetros desconocidos y Θ es el espacio de valores de θ.
Como ya se sabe, debido a la independencia de las Y ′

i s, la función de densidad
conjunta del vector aleatorio Y = (Y1, Y2, . . . , Yn)

T es el producto de las densidades
marginales

n∏

i=1

fYi(yi;θ) =
n∏

i=1

f(yi;θ).

Entonces, la función de densidad conjunta de las n observaciones independientes y =
(y1, y2, . . . , yn) es

fY(y;θ) = fY(y1, . . . , yn;θ) =
n∏

i=1

f(yi;θ).

Nótese que fY(y;θ) es una función de los datos observados y, manteniendo fijo el
vector de parámetros θ. Eso motiva la siguiente definición:

1 Una realización de Y se refiere a la muestra aleatoria observada (i.e. los datos)

y = (y1, y2, . . . , yn)
T,

donde yi es el valor observado de la v.a.s. Yi (i=1,2,. . . ,n).
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122 A. Método de Máxima Verosimilitud

Definición A.1. Sea YǫRn un vector de v.a.s. i.i.d. con función de densidad conjunta
fY(y1, . . . , yn;θ), la cual depende del vector de parámetros θǫΘ ⊆ R

p (p < n). La
función de verosimilitud, L(θ;Y), se define como

L(θ) = L(θ;Y) ∝ fY(y1, . . . , yn;θ) =
n∏

i=1

f(yi;θ). (A.1)

El Método de Máxima Verosimilitud establece que busquemos como valor estimado
de θ aquel vector de valores, θ̂ ∈ Θ, mediante la optimización de la función de
verosimilitud, L(θ), de tal manera que nos de la mayor probabilidad de que ocurra el
evento de interés, según lo que hemos observado.

Definición A.2. Sea Θ ⊆ R
p el conjunto de todos los posibles valores del vector de

parámeotros θ. El Estimador de Máxima Verosimilitud (EMV) de θ se define como
el valore θ̂ǫΘ (si existe) el cual maximiza (A.1), eso es

L(θ̂;Y) = máx
θǫΘ

L(θ;Y).

En muchos problemas, es un tanto conveniente trabajar con el logaritmo natural2

de la función de verosimilitud.

Definición A.3. La función log-verosimilitud, l(θ;Y ) es el logaritmo natural de la
función de verosimilitud:

l(θ;Y ) = logL(θ;Y).

Ya que la función logaritmo natural es monótona, el EMV, θ̂, satisface

l(θ̂;Y) = máx
θǫΘ

(θ;Y).

El EMV de θ se obtiene resolviendo el sistemas de ecuaciones

∂l(θ)

∂θ
= 0, (A.2)

Método Newton-Raphson.

Típicamente, para resolver el sistema de ecuaciones (A.2), que por lo regular es
no lineal, se recurre a computadoras y software adecuado para la implementación
de algún método iterativo, como es el Método Newton-Raphson. Sin embargo, la
estimación numérica de tales parámetros no es tan trivial como parece, salvo por algu-
nos casos donde la expresión matemática de máxima verosimilitud es de hecho simple.

Considere la expansión en Series de Taylor de l(θ) alrededor de θi:

l(θ) = (θi) + (θ − θi)
∂l(θ)

∂θ

∣∣∣
θi

+
1

2
(θ − θi)′

∂2l(θ)

∂θ2

∣∣∣
θi
(θ − θi) + · · ·

2Notación. log(x) := loge(x) = ln(x)
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Cuando θ esta cerca de θi, los términos restantes son insignificantes, por lo que se
pueden ignorar, obteniendo una aproximación cuadrática de l(θ):

l(θ) ≈ (θi) + (θ − θi)
∂l(θ)

∂θ

∣∣∣
θi

+
1

2
(θ − θi)′

∂2l(θ)

∂θ2

∣∣∣
θi
(θ − θi). (A.3)

Por lo tanto, el punto estacionario de (A.3) es

θ = θi +

[
−
∂2l(θ)

∂θ2

∣∣∣
θi

]−1
∂l(θ)

∂θ

∣∣∣
θi
. (A.4)

Este resultado proporciona las bases de una aproximación, de manera iterativa, para
el cálculo del EMV. Dado un valor inicial fijo de θ, usamos la ecuación (A.4) para
obtener una mejor estimación y repetimos el proceso hasta generar una sucesión de
estimadores de θ que converge al EMV θ̂, bajo ligeras condiciones de regularidad.
El proceso iterativo descrito anteriormente mediante (A.4) se le llama el Método
Newton-Raphson. Al vector de primeras derivadas parciales de l(θ), denotado por

u(θ) =
∂l(θ)

∂θ
,

se le llama función score, a la matriz

i(θ) = −
∂2l(θ)

∂θ2 ,

se le conoce como la matriz información observada, y a la esperanza de i(θ),
E[i(θ)] = I(θ), se le llama información de Fisher. Substituyendo la información
observada en (A.4) por la información de Fisher resulta

θ = θi +
[
− I(θi)

]−1 ∂l(θ)

∂θ

∣∣∣
θi
. (A.5)

El proceso iterativo dado en (A.5) se le conoce como Método de Scoring.

Pruebas de hipótesis

En presencia de censura por la derecha (aleatoria y de Tipo I), bajo ligeras con-
diciones de regularidad, se tiene que

θ̂ ∼a N(θ, I(θ̂)−1) (A.6)

Por lo tanto, podemos estimar la varianza asintótica del EMV θ̂ de θ como

V ar(θ̂) ≈ I(θ̂)−1.

Las pruebas de hipótesis para θ se pueden basar en la varianza asintótica de θ̂ (o de
u(θ)). Para probar H0 : θ = θ0 contra adecuadas alternativas o construir intervalos
de confianza, tenemos los siguientes tres procedimientos:
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1. Prueba de Wald: (θ̂ − θ0)
2I(θ̂) ≈

[
θ̂ − θ0

S.E.(θ̂)

]2
∼a χ

2
ν ;

2. Prueba de la Razón de Verosimilitud: −2 log

(
L(θ0)

L(θ̂)

)
∼a χ

2
ν ;

3. Prueba Score:
[u(θ0)]

2

I(θ0)
∼a χ

2
ν .

Observación A.1. Si p es el número de parámetros en el modelo 1 y p + q en el
modelo 2, entonces los grados de libertad ν dependerán de la diferencia de parámetros
del modelo 2 respecto del modelo 1, que en este caso es ν = (p+ q)− p = q.

Sin embargo, en presencia de censura, puede que sea necesario reemplazar la infor-
mación de Fisher por la información observada, ya que el cálculo de I(θ) usualmente
es complicado y no puede ser obtenido.

Ejemplo A.1 (Modelo Exponencial). Sea Y = (Y1, Y2, . . . , Yn)
T una muestra

aleatoria de tamanõ n correspondiente a los tiempos de supervivencia de individuos
provenientes de cierta población. Supongamos que

Y1, Y2, . . . , Yn i.i.d
∼ Exponencial(θ) (θ > 0),

donde Y1 es una v.a.s. con función de densidad de probabilidad (f.d.p.) dada por

f(yi; θ) = θ−1 exp(−yi/θ) ∀t ∈ (0,∞).

Denotemos por
y = (y1, y2, . . . , yn)

T

los datos observados completos (es decir, tiempos de supervivencia no-censurados).
En este ejemplo, el vector de parámetros desconocidos θ es un escalar, siendo

igual a θ. De está manera, la función de verosimilitud de θ formada en base a y es

L(θ) = fY(y; θ) =
n∏

i=1

f(yi; θ) =
1

θn
exp

{
−

n∑

i=1

yi
θ

}
,

y la función log-verosimilitud está dada por

l(θ) = −n log θ −
1

θ

n∑

i=1

yi. (A.7)

En este caso, el EMV, θ̂, de θ puede deducirse de manera explicita igualando la
derivada de (A.7) a cero para obtener

θ̂ =

n∑

i=1

yi
n
.

2



Apéndice B

El Algoritmo EM

El algoritmo EM (Dempster et. al. 1977) es un método iterativo que proporciona
una alternativa del que se usa comúnmente en el Método de Máxima Verosimilitud
(i.e. Algoritmo Newton-Raphson) para estimar el vector de parámetros θ ∈ Θ co-
rrespondiente a un modelo asumido S(t;θ) para un conjunto de datos dado Y, en
situaciones donde la solución analítica para la maximización de la función de verosi-
militud de θ dado Y, L(θ;Y), es difícil o imposible, así como en el caso de que se
tenga un conjunto de datos incompletos (i.e parcialmente observados).

Supongamos que se tiene un conjunto de datos Yc = (Yobs,Ymiss) cuyas reali-
zaciones pertenecen a un espacio muestral Yc, donde Yobs son realizaciones de otro
espacio muestral Yobs y denotan la parte observada de Yc (también llamado el con-
junto de datos incompletos), y Ymiss representa la parte no-observada (missing) de
Yc. Refirámonos a Yc como el conjunto de datos-completos, el cual no es directamen-
te observable, pero sólo indirectamente a través de Yobs. Asumanos un modelo para
Yc con distribución de probabilidad asociada fc(Yc | θ) indexada por un vector de
parámetros desconocido θ ∈ Θ, siendo Θ el espacio de valores de θ. La función de
densidad de Yobs, f(Yobs | θ), se relaciona con la de Yc mediante la ecuación

f(Yobs | θ) =

∫
fc(Yobs,Ymiss | θ)dYmiss.

El objetivo del algoritmo EM es maximizar la función de verosimilitud L(θ | Yobs) =
f(Yobs | θ) con respecto a θ dado Yobs, pero haciendo uso de fc(Yobs,Ymiss | θ).
Así, la función log-verosimilitud de θ dado Yc, llamada log-verosimilitud de datos-
completos, es

ℓc(θ | Yc) = logLc(θ | Yc) (B.1)

Note que (B.1) es de hecho una variable aleatoria ya que Yobs y θ son constantes, y
la información perdida Ymiss es desconocida (i.e. aleatoria).

Sea Pr(Ymiss | Yobs,θ
(k)) la distribución de probabilidad condicional de Ymiss

dado el conjunto de datos observados Yobs y el valor actual de los estimadores de los
parámetros, θ(k). En términos generales, este algoritmo consta de dos pasos:

Paso-E (Esperanza): Calcula E
[
ℓc(θ | Yc) | Yobs,θ

(k)
]
, eso es, la esperanza

condicional de la verosimilitud de datos-completos, ℓc(θ | Yc), respecto a los
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datos perdidos Ymiss, dado los datos observados Yobs y los estimadores de los
parámetros actuales, θ(k). Esa esperanza comúnmente se denota como

Q(θ,θ(k)) =

∫
ℓc(θ | Yc) Pr(Ymiss | Yobs,θ

(k)) dYmiss (B.2)

Paso-M (Maximización): La función Q en (B.2) es maximizada con respecto
a θ para obtener θ(k+1), eso es

θ(k+1) = argmáx
θ

Q(θ,θ(k))

Estos dos pasos son iterados hasta que ‖ θ(k+1) − θ(k) ‖ sea suficientemente pequeño.
Una modificación del paso-M es la siguiente: en vez de maximizar Q(θ,θ(k)) con

respecto a θ, se busca algun θ(k+1) tal que Q(θ(k+1),θ(k)) ≥ Q(θ(k),θ(k)). Tal algo-
ritmo es llamado EM Generalizado (EMG), y también es garantizado que converge.

El Algoritmo EM asume que es más fácil maximizar la log-verosimilitud completa,
ℓc(θ | Yc), que la log-verosimilitud incompleta ℓ(θ | Yobs); cuando ℓc(θ | Yc) en si
es una función lineal de los datos perdidos, Ymiss, el paso-E se simplifica aún más:
este consiste en reemplazar los valores perdidos por sus esperanzas condicionales en la
función log-verosimilitud completa ℓc(θ | Yc). Otra de las ventaja de este algoritmo
es que cada iteración es garantizada que incrementa la log-verosimilitud ℓ(θ | Yobs),
eso es,

ℓ(θ(k+1) | Yobs) ≥ ℓ(θ(k) | Yobs),

con igualdad si y sólo si Q(θ(k+1),θ(k)) = Q(θ(k),θ(k)). Si la sucesión {θ(k)} converge,
esta converge a un máximo local o a un punto silla de ℓ(θ | Yobs), dependiendo del
valor inicial seleccionado θ(0). Este también tiene una interpretación particularmente
simple y útil cuando los datos completos Yc tienen una distribución proveniente de
la familia exponencial regular definida por

f(Yc | θ) = b(Yc) exp[s(Yc)θ/a(θ)]

donde θ denota un vector de parámetros (d × 1)-dimensiona, s(Yc) denota un vec-
tor de estadísticos suficientes de datos-completos, y a y b son funciones de θ y Yc,
respectivamente.

Por otro lado, una de las desventaja de este algoritmo es que la convergencia
puede ser muy lenta si la información perdida es una fracción grande, ya que su
convergencia es lineal con tasa de convergencia proporcional a la máxima fracción de
información perdida. En algunos problemas el paso-M es difícil (e.g. no se cuenta con
una forma cerrada) por lo que su simplicidad teórica no se ve reflejada en la práctica.
No obstante, hay dos tipos de extensiones de este algoritmo que a menudo pueden
evitar ese y otros problemas.

Para un interés más amplio y en detalle del Algoritmo EM puede consultar el libro
de McLachlan y Krishnan [29], y por supuesto [8].
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Ejemplo B.1 (Modelo Exponencial). Considere el Ejemplo 2.3 en el que se tiene
una muestra censurada de datos de supervivencia provenientes de una distribución
exponencial, denotada por

(t1, δ1)
T, (t2, δ2)

T, . . . , (tn, δn)
T

donde ti = mı́n{Yi, Ci} y δi = I{Yi ≤ Ci} su indicadora de censura. Como ya se
vio, no hay necesidad de un cálculo iterativo para θ̂. No obstante, este simple caso de
datos incompletos servirá para ilustrar la manera en que trabaja el algoritmo EM.
Sea Yc = (Yobs,Ymiss) el conjunto de datos-completos, donde

Yobs = {(ti, δi) : i = 1, 2, . . . , n}

denota la información observada de la muestra (datos incompletos), y

Ymiss = {yi : i = r + 1, . . . , n}

el conjunto de datos perdidos (i.e. los tiempos de supervivencia censurados). Nos
referimos a Yc como el conjunto de datos completos en el sentido de que se asume
que no hay tiempos de supervivencia censurados, por lo que Ymiss se considera como
un conjunto de observaciones no-censuradas, para posteriormente calcular su valore
esperado. La función log-verosimilitud completa es

ℓ(θ | Yc) = −n log θ − θ−1

{
r∑

i=1

yi +

n∑

i=r+1

yi

}
(B.3)

Note que ℓc(θ | Yc) pertenece a una familia exponencial regular, además de la pro-
piedad de la perdida de memoria de la distribución exponencial. No obstante, se
procederá sin hacer uso de esas propiedades. Entonces, dado un valor inicial θ(0) del
estimador de θ, en la (k+1)-ésima iteración:

Paso-E. Sea θ(k) el valor actual de θ. Ya que ℓc(θ | Yc) en (B.3) es una función
lineal del conjunto de datos Ymiss, este paso se reduce a calcular la esperanza
condicional de cada yi ∈ Ymiss, dado θ(k) y la información observada de yi que
es δi = 0, lo cual es equivalente a que Yi > ci y ci = ti. Se puede verificar
fácilmente que la función de densidad condicional de Yi dado que Yi > ci es

f(yi | Yi > ci) =
1

θ
exp{−(yi − ci)/θ}, yi ∈ (ci,∞).

Luego, para i = r + 1, . . . , n, se tiene que

τ
(k)
i = E

[
Yi | {Yi > ci}, θ

(k)
]

=

∫ ∞

ci

yi f(Yi = yi | Yi > ci, θ = θ(k))dyi

= ci + θ(k).
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Así,

Q(θ, θ(k)) = E
[
ℓc(θ | Yc) | Yobs, θ

(k)
]

= −n log θ − θ−1

{
r∑

i=1

ti +

n∑

i=r+1

E
[
Yi | Yi > ci, θ

(k)
]}

= −n log θ − θ−1

{
r∑

i=1

ti +
n∑

i=r+1

τ
(k)
i

}
. (B.4)

Paso-M. Este paso consiste en maximizar a (B.4) con respecto a θ para obtener
θ(k+1). Resolviendo dQ(θ, θ(k))/dθ = 0 con respecto a θ, y poniendo θ = θ(k+1)

se obtiene

θ(k+1) =
1

n

{
r∑

i=1

ti +

n∑

i=r+1

τ
(k)
i

}
.

El algoritmo EM es iterado hasta que |θ(k+1) − θ(k)| sea suficientemente pequeña. La
sucesión obtenida {θ(k)} converge al EMV θ̂ =

∑n
i=1 ti/r dado en (2.29), para r < n.

2

Codigo en R. Algoritmo EM para un Modelo Exponencial.

EM<-function(T.i,delta.i,tolerancia,theta.inicial){

n<-length(T.i)

tau<-array(1:n)*0

theta.actual<-theta.inicial

theta<-theta.actual

theta.k<-0

iter<-0

while(abs(theta.k-theta)>tolerancia){

E.Ti<-PasoE(T.i,delta.i,theta.actual,n,tau)

theta<-PasoM(T.i,delta.i,E.Ti,n)

theta.k<-theta.actual

theta.actual<-theta

iter<-iter+1

}# fin while

cat("núm. iteraciones:",iter,"\nEMV de theta:",theta.actual)

} #fin EM

PasoE<-function(Ti,deltai,theta.actual,n,tau){

for(i in 1:n){ tau[i]<-Ti[i]+theta.actual

tau*(1-deltai) }

}

PasoM<-function(Ti,deltai,E.Ti,n){

theta.est<-(1/n)*(sum(Ti*deltai)+ sum((1-deltai)* E.Ti))

}
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