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La Ley de la Atracciéon (Camilo Cruz)

Las personas no atraen hacia ellas aquello que quieren, sino aquello que

son...FANTASTICO!

Camilo Cruz

El ser humano es el amo y senor de sus pensamientos, forjador de
su cardcter, creador y modelador de sus condiciones y de su entorno,
y arquitecto de su propio destino. Cada persona esta donde esta por
desicion propia. Los pensamientos que han moldeado su cardcter lo
han llevado ahi, esto es vdlido tanto para aquellos que se sientes de-
cepcionados con el mundo que los rodea, como para quienes estdan
satisfechos con él. La persona que piensa que su vida es el resulta-
do de condiciones externas suele ser victima de ellas. No obstante,
cuando crea conciencia del poder creativo que reside dentro de ella,
solo entonces se conuvierte en la duena y senora de sus pensamientos.
Siempre atraeremos aquello que ya se encuentra dentro de nosotros,
tanto lo que amamos como lo que tenemos. Las circunstancias son
simplemente los medios a través de los cuales recibimos aquello que
METECEMOS 0 que CTreemos merecer.

James Allan
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INTRODUCCION

El Analisis de Supervivencia es un conjunto de técnicas que permiten estudiar
la variables tiempo Y hasta la ocurrencia de cierto evento de interés, dentro de un
periodo de sequimiento o de estudio establecido. El evento de interés a observar puede
ser de diferente indole, dependiendo del contexto que se considere, por ejemplo, Y
puede medir el tiempo hasta que ocurra la muerte de un enfermo, tiempo hasta la
recurrencia de la enfermedad, tiempo hasta que la pieza de una maquina falle, etc. Al
periodo de tiempo que tarda en ocurrir el evento de interés comtnmente se le llama
tiempo de supervivencia o tiempo de fallo. Hoy en dia, tales técnicas estadisticas son
una pieza fundamental en aplicaciones de Ingenieria (estudios de fiabilidad de equipos)
y Economia, asi como en Ciencias Biologicas y de la Salud (investigaciones medicas).

Cuando el evento de interés no es observado en un individuo dentro del periodo
de estudio, se dice que su tiempo de supervivencia esta censurado. Otras de las ca-
racteristicas de la variable tiempo Y es que, en general, su distribucién es asimétrica.
Por eso, se requieren de técnicas especiales para estudiar la variable tiempo Y, ya que
las técnicas convencionales utilizadas en estadistica descriptiva e inferencial no son
adecuadas para datos de tiempos de supervivencia.

Ahora bien, ;Como se resume la informacién de datos de supervivencia? En ge-
neral, se resumen mediante funciénes: la funciéon de distribucién de supervivencia
(FDS) que describe la proporcion de individuos que han sobrevivido al evento de
interés en un tiempo dado y, denotada como Sy(y) = Pr(Y > y), y la funcion de
riesgo condicional (hazard function), denotada como hy(y), que nos da informacion
del cambio en la probabilidad de que ocurra el evento en un instante de tiempo ¢, dado
que no ha ocurrido. Entonces, asumiendo un modelo paramétrico, semi-paramétrico o
no-paramétrico, para esas funciénes, la métodologia empleada en Analisis de Super-
vivencia permite estimar esas cantidades, en base a un conjunto de datos de tiempos
de supervivencia que puede venir acompanado de informacién concomitante, con la
particularidad de que tal metodologia usa la informacién parcial proporcionada por
las observaciones censuradas. Un supuesto importante en que se basan esas meto-
dologias es que la causa de censura de un individuo es independiente del tiempo de
supervivencia (mecanismo de censura no-informativo).

Una situacion méas general es cuando el evento de interés no ha podido ser obser-
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4 INTRODUCCION

vado (o su probabilidad de ocurrencia ha sido alterada) debido a algtn otro evento,
llamado evento de riesgo competitivo. El conjunto de datos de este tipo surge cuando
una poblacion esta expuesta a J tipos o modos de falla (mutuamente exclusivos),
y el tiempo de supervivencia o falla de un individuo es debido una de esas causas.
Entonces, puede haber varios riesgos competitivos, tanto dependientes como indepen-
dientes. Al conjunto de tiempos de supervivencia resultantes se le ha llamado datos
de riesgos competitivos. Debido a la variedad de disciplinas que dan lugar a este tipo
de datos, tales como epidemiologia, oncologia e ingenieria, entro otras, su anélisis a
llegado ha ser una de las areas de mayor interés para los investigadores en Anélisis
de Supervivencia.

Para el estudio de la ocurrencia de un evento de interés en presencia de eventos
de riesgos competitivos se requiere de técnicas mas elaboradas que las empleadas en
Analisis de Supervivencia estdndar. Sin embargo, algunos de esos métodos estandar
(mediante ciertas adaptaciones) pueden ser usadas, mientras que otros son de uso
limitado. Por tal motivo, si uno esta interesado en adentrarse por primera vez en el
anélisis de datos de riesgos competitivos, inclusive si se esta familiarizado con este
tema, es necesario tener un conocimiento de los supuestos en que se basan esos méto-
dos estandar y saber los conceptos basico de la Teoria de Riesgos Competitivos, asi
como los problemas fundamentales que hay en la interpretacién de los resultados de
un anélisis de riesgos competitivos, por que de lo contrario existiré incertidumbre en
el planteamiento de la metodologia empleada.

Existe una gran variedad de informacién en Analisis de Supervivencia univaria-
do, asi como varios programas estadisticos en los que ya vienen implementadas las
metodologias para hacer un anélisis de datos de tiempos de falla.

Por otro lado, hay libros de anélisis de supervivencia en los que se incluye un
Capitulo para Riesgos Competitivos (e.g. [16],[24]) y libros, como el de Crowder [5],
en los que se proporciona exclusivamente tanto la teoria como la metodologia para
el analisis de riesgos competitivos. También hay varios articulos para el anélisis y
modelado de este tipo de datos.

En cualquiera de los dos casos, es importante entender, hasta cierto punto, tanto
las metodologias empleadas en Anélsis de Supervivencia univariada como las usadas
en Riesgos Competitivos, con la finalidad de hacer un buen uso de los programas esta-
disticos en los que vienen implementadas e interpretar adecuadamente los resultados
obtenidos mediante estos.

El objetivo del presente trabajo es unificar, desde un punto de vista global, lo
mas relevante de la teoria de analisis de supervivencia univariado y la teoria bésica
de riesgos competitivos, mediante un planteamiento probabilistico y sin entrar en un
rigor mateméatico muy formal, permitiendo al lector un entendimiento global de los
métodos de analisis de datos de eventos que ocurren con el tiempo. Otro de los obje-
tivos es el de incitar al lector a interactuar con algiin programa estadistico, ya que en
la actualidad es de gran importancia. En particular, se usa el paquete estadistico R,
el cual es de distribucion libre y puede ser descargado desde su sitio oficial de internet



http://cran.r-project.org/. En ese mismo sitio se pueden descargar los paquetes
necesarios. Por ejemplo, el paquete cmprsk para una andlisis de riesgos competitivos
por sub-distribuciones. De esta manera, junto con los libros y articulos citados, la
presente tesis puede servir como referencia en el estudio de Anélisis de Supervivencia
e introduccion a la Teoria de Riesgos Competitivos.

El material de esta tesis esta organizado como sigue: en el Capitulo 1 se dan los
conceptos basicos de Anélisis de Supervivencia, las caracteristicas y representacion de
un conjunto de datos de este tipo, asi como los ejemplos que se usaran para ilustrar
el contenido de los capitulos restantes. En el Capitulo 2 se revisan las cantidades
bésicas para el analisis de datos de tiempos de falla, la funcién de supervivencia y
la funcién de riesgo. También se describen brevemente algunos modelos de super-
vivencia que pueden ser adoptados para esas cantidades, y el Método de Maxima
Verosimilitud para este tipo de modelos. Un método no-paramétrico para estimar
la funcién de supervivencia se expone en el Capitulo 3: el estimador Kaplan-Meier.
Debido a que los datos de supervivencia pueden venir acompanados de informacién
concomitante, es necesario la adopcion de un modelo de regresion. En el Capitulo 4
se presenta el modelo de regresion semi-paramétrico de Cox, el cual esta basado en
una técnica estadistica para explorar la relaciéon entre el tiempo de supervivencia de
un individuo y un conjunto de variables explicativas. En el Capitulo 5 se revisan las
cantidades béasicas para analizar datos de riesgos competitivos: la funciéon de riesgo de
causa-especifica y la funciéon de incidencia acumulada de causa-especifica. También se
exponen los problemas béasicos que pueden surgir en el planteamiento de un analisis
de riesgos competitivos. Por ejemplo, un enfoque clésico para el modelado de riesgos
competitivos ha sido considerar la funciéon de supervivencia conjunta de m tiempos
de falla latentes, Y7, Ys,...,Y,,, correspondientes a m distintos modos de falla.
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CAPITULO 1
CONCEPTOS BASICOS

El Analisis de Supervivencia es un conjunto de técnicas, las cuales consisten en
la medicién del tiempo, mediante una variable respuesta, de la ocurrencia de algtin
evento de interés, el cual puede depender de informacién concomitante.

Dependiendo del contexto, el evento de interés puede ser de diferente indole. Por
ejemplo, en tratamientos médicos, el investigador puede considerar como evento a
estudiar la recaida, recuperaciéon o muerte del paciente a causa de la enfermedad que
padece; en aplicaciones de Ingenieria, el evento de interés puede ser la falla de un
componente fisico, mecanico o eléctrico de ciertos equipos industriales, etc.

El tiempo (anos, meses, semanas o dias) de estudio de la ocurrencia de cierto
evento de interés comienza en un punto inicial de observacion bien definido, hasta
establecer un punto final, por ejemplo, la fecha final de cierto tratamiento al que
fue sometido un grupo de pacientes, o cuando cierto numero de aparatos eléctricos
han presentado la falla de interés. Nos referiremos ha ese tiempo como periddo de
sequimiento o tiempo de estudio!.

El tiempo de la ocurrencia del evento de interés cominmente es llamado tiempo
de supervivencia (survival time, en inglés), y representa el periddo desde el comienzo
de observacion de una individuo hasta que experimente el evento de interés?.

La variable respuesta, la cual mide el tiempo de supervivencia de un individuo, es
una variable aleatoria Y con valores reales positivos y definida sobre un espacio de
probabilidad (2, S,P), donde 2 es el espacio muestral, S es la o-algebra de eventos
y P es una medida en la g-algebra & de subconjuntos de €2, es decir, P es la medida
de probabilidad en (€2,S). Nos referiremos a este tipo de variables aleatorias como
variables aleatorias de supervivencia (v.a.s.).

Hoy en dia, tales técnicas estadisticas son una pieza fundamental en aplicaciones
de Ingenieria (Estudios de fiabilidad de equipos, asi como en Ciencias Biologicas y
de la Salud (investigaciones medicas). Por ejemplo, en aplicaciones de Ingenieria,
uno podria estar interesado en saber el tiempo que tarda en fallar un componente

1 El periédo de seguimieto puede ser asignado tanto a la muestra completa de individuos corres-
pondiente a cierta poblaciéon como individualmente.

2 Generalmente, a este evento final también se le llama falla. Por esta razon, el tiempo de
supervivencia también es llamado tiempo de falla.

7



8 1. CONCEPTOS BASICOS

fisico, mecénico o eléctrico (failure time). En Ciencias Biologicas y de la Salud se
interesan por el tiempo de supervivencia de un ser vivo, como es el caso de un paciente
con alguna enfermedad crénica. En este caso, la variable respuesta mide el tiempo
trascurrido (tiempo de supervivencia) entre el inico del tratamiento y la consecucion
de un cierto evento (v.g. su muerte)

El término supervivencia se debe a que en las primeras aplicaciones de este mé-
todo de analisis se utilizaba como evento la muerte de un paciente (Tablas de Vida),
aunque cabe mencionar que a mediados del siglo pasado ya se comenzaba con este
tipo de analisis en aplicaciones de ingenieria, fiabilidad de equipos militares (Segunda
Guerra Mundial) y productos comerciales.

Ya que la aplicacién practica de toda la teoria dada en el presente trabajo sera
el area de Ciencias Biologicas y de la Salud, en particular, investigaciones médicas
relacionadas con grupos de pacientes sometidos a periédos de observacién, el evento
de interés estara relacionado con la sulud de estos, inclusive con su vida. El tiempo de
supervivencia verdaderamente representara el tiempo de vida de ese paciente, desde
un punto inicial de observaciéon, hasta experimentar el evento de interés.

1.1. Caracteristicas de los datos de supervivencia

Comencemos con varias cuestiones relativas al analisis de datos de supervivencia.
i Por qué no se debe analizar este tipo de datos con los procedimientos tradicionales
que se utilizan en estadistica descriptiva e inferencial (procedimientos paramétricos)?
;Por qué son los métodos no-paramétricos y semiparamétricos tan populares en ané-
lisis de supervivencia?, jPor qué necesitamos una teoria estadistica especial para este
tipo de datos?. Las respuestas a estas cuestiones tienen que ver con problemas en
la medicién de la variable tiempo de supervivencia y con la distribucén de los datos
recogidos.

1.1.1. Distribucién de los datos

En gran parte del anélisis estadistico se tiene la hipotesis de que los datos provie-
nen de una poblacién normal, sin embargo, los datos de supervivencia-por lo general-
no son distribuidos simétricamente. Por eso es que surge la necesidad de considerar
métodos no-paramétricos y semiparamétricos, es decir, aquellos métodos que no pre-
suponen que los datos se ajustan a una distribucion especifica para el anélisis de datos
de supervivencia.

1.1.2. Datos Incompletos

Suponga que se establece un periédo de seguimiento de un grupo de pacientes
sometidos a un estudio o tratamiento, comenzando en un tiempo origen bien defi-
nido, ¢t = tg y concluyendo en una fecha premeditada, ¢ = ;. En el transcurso del
estudio, puede ocurrir que algunos pacientes lo abandonen al tiempo ¢ o lleguen al
final de este sin experimentar el evento de interés, registrandose informacion parcial
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(censurada) de su tiempo de supervivencia, a saber, que su tiempo de supervivencia
es mayor que c o que ty. Por otro lado, los pacientes que experimentaron el evento
de interés dentro del periddo de observacién proporcionaron informaciéon completa,
no-censurada, de su tiempo de supervivencia. Uno desearia obtener siempre datos de
tiempos de supervivencia completos, paro en la mayoria de los estudios, la realidad
de las cosas es lo contrario.

Definicion 1.1. El tiempo de supervivencia de una persona estd censurado cuando
el evento de interés no ha sido observado durante el periddo de sequimiento.

De esta manera, en el caso del tratamiento médico, si Y es la v.a.s. correspondien-
te a cierto paciente, su tiempo de supervivencia se considera como censurado cuando
Y > ¢, donde c es su tiempo de censura asociado, y se considera como no-censurado
cuando Y < c. Entonces, otra caracteristica distintiva del Analisis de Supervivencia
es que aprovecha esa informacion parcial proporcionada por la censura.

1.2. Mecanismo de Censura

Hay escenarios en los que se presentan diferentes mecanismos de censura:

» censura por la derecha (o por la izquierda);

= censura por intervalos.

Para propositos del presente trabajo nos enfocaremos a datos censurados por la
derecha, y asumiremos que el mecanismo de este tipo de censura es no-informativo
en el sentido de que si el tiempo de supervivencia Y de un individuo esté censurado
al tiempo C, todo lo que se sabe es que Y > C, y el mecanismo de censura no
proporciona alguna otra informacién acerca del tipo de falla eventual de ese individuo
(Lagakos, 1979a).

Una informaciéon mas amplia de los diferentes mecanismos de censura puede ser
consultada en cualquier libro de Analisis de Supervivencia, por ejemplo, el libro de
Klein et. al., 1997.

1.2.1. Censura por la derecha

Este macanismo de censura es el caso mas comin de datos incompletos y se ca-
racteriza de los demés en el hecho de que el tiempo de censura observado, digamos
C, proporciona solamente una cota inferior para el tiempo de falla Y, y del cual, no
se sabe cuando tendria lugar. Algunos tipos de censura por la derecha son: Tipo I,
Tipo II y censura aleatoria.

1.2.1.1. Censura de Tipo 1

En este tipo de censura, el periddo de seguimiento tiene una fecha de inicio, t = 0,
y un tiempo final, t = ¢, que es el tiempo maximo de observaciéon para la ocurrencia
del evento de interés.



10 1. CONCEPTOS BASICOS

Notacion 1. SeaYy,Ys,....,Y, una muestrade v.a.s. i.i.d. Seat. el tiempo de censura
fijo. En vez de observar las variables aleatorias de interés, Y/s, solamente observamos los
pares

(T17 51)7 (T27 52) s (TTH 5TL)7
donde
1, siY; <t. (no-censurado);
0, siY;>t. (censurada).
YYZ' si 52 = 1,’
te si 52 =0.

T, = min(Y;,t.) = {

Ejemplo 1.1. Sea Y1,Ys,...,Ys v.a.s. i.i.d. correspondientes a un grupo de 6 pa-
cientes, los cuales presentan una enfermedad mortal y son sometidos a un periédo
de observacion, simultdneamente, comenzando en un tiempo tg y finalizando en un
tiempo ty. Suponga que el evento de interés es la muerte. El periédo de seguimiento
de esos seis pacientes se ilustra graficamente en la figura 1.1. El tiempo de supervi-
vencia de los pacientes que murieron (D, death) pudo ser registrado, en cambio, el
tiempo de supervivencia de los que llegaron con vida (A, alive) al final del estudio,
fue censurado por ty. Asi, observamos los pares

(T1,61), (T2, 02), ..., (16, b6).

donde
(T; = t,0;, =0) parai=3,4,6

son observaciones censuradas, y

(T, =y;,0;,=1) parai=1,2,5

son observaciones no-censuradas. O
1 ¢D
2 ¢ D
[%]
g3 A
C
()
S 4 A
©
[a
5 oD
6 A
Inicio del periédo d - Fin del
- +— —_— N
estud'o 'erioqao de segulmlento estud'o

Figura 1.1: Censura de Tipo I. El nimero de censuras es aleatorio, pero la duracion total
del estudio es fijo.
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Observacion 1.1. Una generalizacién de la censura de Tipo I es cuando los pacientes
son reclutados al estudio en tiempos diferentes y se les asigna a cada uno un tiempo
méximo de observacion, llamado su tiempo de censura fijo. Este puede diferir de un
caso a otro y ser redefinido en el transcurso del estudio.

1.2.1.2. Censura de Tipo II

Suponga que, para una muestra de v.a.s. Y1, Ys,...,Y,, el periédo de observacién
se termina cuando un nimero predeterminado, digamos r(< n) de individuos experi-
mentan el evento de interés, por lo que el tiempo de supervivencia de los r pacientes
es conocido y los restantes (n—r) pacientes son censurados a la derecha por el tiempo
de supervivencia de la r-ésima observacién.

Lo que se observa son los r estadisticos de orden més pequenios:

Yoy =Yg =Yy <... < Yo =Y.

Ejemplo 1.2. Suponga que se tiene un lote de n transistores o tubos y se ponen a
prueba en t = 0, para posteriormente registrar sus tiempos de falla, es decir, el tiempo
que tardan en quemarse. Ya que algunos transistores pueden tardar un periodo muy
largo en quemarse y, debido a ciertas circunstancias, no es posible esperar todo ese
tiempo para finalizar el experimento, por lo que se toma la desicién de esperar hasta
una preespecificada fraccién r/n de transistores quemados, teniendo una censura de
Tipo II. O

Observacion 1.2. En la censura de Tipo 11, la duracion total del estudio es aleatorio,
pero el nimero de observaciones censuradas y no-censuradas es fijo.

1.2.1.3. Censura aleatoria

En este caso, el investigador no sabe cuando se presentara la censura, por lo que
no es un tiempo fijo del todo y puede variar de un individuo a otro. Nos podemos
preguntar el motivo de la presencia de este tipo de censura aleatoria en los datos
recogidos y se nos pueden ocurrir muchos. Por eso, considere tres razones generales que
causarian el individuo a estar censurado aleatoriamente por la derecha, con respecto
al evento de interés:

1. Pérdida del seqguimiento. El individuo bajo observacion decide marcharse a otro
lugar y la tinica informacion que se tiene es cuando se le vi6 libre del evento por
dltima vez.

2. Remouvido del estudio. El individuo es retirado del estudio debido a que experi-
ment6 algin otro evento ajeno al de interés (riesgos competitivos). En este caso,
hay que verificar que tal suceso no este relacionado con el evento que se desea
observar. Otro motivo puede ser que el individuo presento reacciones adversas
al tratamiento.

3. Terminacion del estudio. Al final del estudio, el individuo no experiment6 el
evento de interés, dando una observacién censurada.
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Distribuciéon de (7, 9)

Sean F(y) y G(t) las funciones de distribucion acumuladas (FDA) de Y y C,
respectivamente, donde Y es una v.a.s. y C otra variable aleatoria (v.a.) positiva
denotando el tiempo de censura asociado a Y. Suponga que las variables aleatorias
Y y C son independientes y continuas, con funcién de densidad f(-) y g(-), respec-
tivamente. Tamién supongase que G(t) no depende de ninguno de los pardmetros de
F(t). Asi, mientras que la distribucion F(¢) se considera de primordial interés, G(t)
se considera como un tedioso parametro desconocido. En este modelo de censura, lo
que se observa por unidad muestral es el par aleatorio (T, ¢) definido como antes por

T=min(Y,C) y d=I{Y <C}.

La distribucion del par aleatorio (7, ) se obtiene de la siguiente manera: la funciéon
de distribucién de una observaciéon censurada es

At =Pr({T<t}n{6=0}) = Pr({C<tin{C <Y}

= /Ot LoodF(v)

t
= [ -ralswaw. 0
y derivando con respecto a t en (1.1) se obtiene la funciéon de densidad

A =P(T=t,6=0) = Pr{C=01n{C <Y

dG(u)

= %Fl(t)
= [1-F(@)] g(¢). (1.2)

Anéalogamente, la funcién de distribucién de una observacién no-censurada es

RB)=P(T<to=1) = Pr{y <t}n{y <C})

= /Ot AoodG(v)

t
_ / 1 Gw)]dF(u). (13)
0
La funciéon de densidad asociada a (1.3) es

LE)=Pr({T=t}n{6=1}) = Pr{Y =t}n{Y <C})
d
= EFz(t)

= [1-GW]ft). (1.4)

Bajo la suposicién de que todos los tiempos de supervivencia y de censura son
mutuamente independientes, una muestra observada de tamafio n del par aleatorio
(T, ) consiste de los pares

(t1,01), (t2,02), ..., (tn—1,0n-1), (tn,dn),

d F(u)
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Figura 1.2: Censura aleatoria por la derecha.

Por lo tanto, la funcién de densidad de probabilidad (f.d.p.) del par observado (t;, ;)
es

Pr(T; = t;,6;) = [£(t)G(t:)]* [9(t:) (1 — F(t:))]' ™. (15)

La generalizacién de todas esas ideas se presentan en la Teoria de Riesgos Com-
petitivos (Compiting Risks Theory).

Ejemplo 1.3. Sea Y1,Ys,...,Ys v.a.s. i.i.d. correspondientes a un grupo de ocho
pacientes, los cuales presentar una enfermedad mortal y son sometidos a un periédo
de observacién, comenzando en un tiempo tg y finalizando en un tiempo ty. El evento
que se desea observar es la muerte del paciente como resultado de su enfermedad. Su-
ponga que los pacientes pueden entrar en tiempos diferentes al estudio, por lo que se
considera un periédo de reclutamiento. El periédo de seguimiento de esos ocho pacien-
tes se ilustra graficamente en la Figura 1.2. En el transcurso del periédo de estudio, se
presentan observaciones censuradas por parte de pacientes a los cuales se les perdid el
sequimiento (L, lost to follow-up) o se les retiré del estudio (W, withdrawals) debido
a que experimentaron otra causa ajena e independiente a la de interés.

Otros pacientes murieron debido a su enfermedad mortal (D, death) a lo largo del
periédo de seguimiento, por lo que sus tiempos de supervivencia pudieron ser regis-
trados.

Al final del estudio, el tiempo de supervivencia de los pacientes que permanecieron
con vida (A, alive) son censuradas por el tiempo en el que concluyo este, que es ty .
Asi, observamos los pares

(t1,61), (t2,02),. .., (ts,08).
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En aplicaciones de Ciencias de la Salud, en contraste con aplicaciones de Inge-
nieria, la censura es mds una parte de situaciones experimentales que un asunto de
designio premeditado.

1.3. Ejemplos de datos de supervivencia

En datos de supervivencia con censura, por lo regular se acostumbra a escribir ¢
para una observacién no censurada y ¢t para una observacion censurada, donde t y
t* son valores especificos de interés para la v.a.s. T. Asi, nuestros datos consisten en
observaciones de la forma 17,8, 6,13,25,14%,2,5,16", que al representarlos como
pares ordenados (t(i), 5(1'))7 se obtiene

(1,0), (2,1), (5,1), (6,1), (8,0), (13,1), (16,0), (25,1),

donde t(i) es una realizacion de T; = min(Y;, C;) y 6; su indicadora de censura.

El principal paquete del programa estadistico R empleado para Anélisis de Su-
pervivencia es survival. En el paquete KMsurv del mismo programa se incluyen
todos los conjuntos de datos del libro de Klein y Moeschberger [19], v en la pagina
de la UCLA [35] se proporciona el aspecto computacional mediante diferentes paque-
tes estadisticos. Més adelante se dan ejemplos de datos de supervivencia, los cuales
vienen incluidos en tales paquetes, que serdn empleados para ilustrar el contenido de
los Capitulos 1,2,3 y 4, mediante el uso de R. Para usar esos paquetes se escriben los
siguientes comandos

> install.packages(’KMsurv’) #si aun no esta instalado;
> library(survival) #carga las librerias del paquete ’survival’;
> data(leukemia) #lee el conjunto de datos "leukemia"

Cada paquete viene documentado. No obstante, para una consulta rapida se pueden
usar los comandos library(help=survival) y help(nombrefuncion).

1.3.1. Informaciéon Concomitante

En muchos estudios médicos que dan lugar a datos de supervivencia, se registra
informacioén adicional por cada individuo y de la cual se cree que depende el tiempo de
supervivencia Y. Las variables mediante las cuales se observa este tipo de informaciéon
se les llama variables explicativas y son denotadas por X. Debido a la influencia
que puede tener cierto conjunto de covariantes {X; : j =1,2,...,p} sobre el tiempo
de supervivencia, se usa el término de variable respuesta® o dependiente para
Y, mientras que para las X; el de variables predictivas o independientes. Por
ejemplo, en un trasplante de médula 6sea, X puede denotar la edad o el sexo del
paciente/donador, el tipo de tratamiento al que se sometio el paciente, etc. Todas
esas variables explicativas se pueden considerar como un vector de covariantes:

X' = (X1, X, X3) = (edad, sexo, tipo de tratamiento),

3 El término respuesta se usa en el sentido de que la medida Y varia en respuesta de los valores
observados del conjunto de variables explicativas.
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donde X' denota el vector transpuesto de X.
Entonces, para un individuo en particular, se observa el vector X = x, donde

XT = (IIJ‘l,IIJ‘Q,IIJB).

Las variables respuesta y las variables explicativas se pueden clasificar, segin su
escala de medicién, como

1. Variables Cuantitativas: Son variables que se pueden medir expresandose
numeéricamente (cuanificar). Estas variables pueden ser de dos tipos:

= Continuas, cuando admiten tomar cualquier valor dentro de un rango nu-
mérico determinado. Por ejemplo, el tiempo de supervivencia de un indi-
viduo en un estudio médico, la edad, el peso, la talla, etc.

= Discretas, si solamente toman valores enteros, por lo que no admiten todos
los valores intermedios en un rango dado (e.g. el ntmero de hijos o de
hermanos).

2. Variables Cualitativas. Son variables que representan distintas cualidades
que posee un individuo de cierta poblacién, o alguna cosa (no cuantificables).
Cada una de esas cualidades presentes se denomina atributo o categoria, y
la medicién de éstas variables consiste en la clasificacion de dichos atributos.
Dependiendo de los valores que tome una variable cualitativa, ésta puede ser
dicotomica (e.g. la variable SEXO so6lo puede adoptar uno de los dos atributos
que posee: varon o mujer), o bien, politémica. En el proceso de medicion de las
variables cualitativas, se pueden utilizar dos escalas

= Fscala ordinal: La clasificacion de las categorias correspondientes a la
variable cualitativa presentan un orden natural, por ejemplo, la variable
EDAD agrupada® en tres categorias: jéven, adulto (maduro) y anciano.

= Fscalas nominales. A las categorias de la variable cualitativa no se les puede
asignar un criterio de orden tanto inherente como jerarquico. Por ejemplo,
la escala de colores, sexo, profesion, etc.

Una variable explicativa cualitativa es llamada factor y a sus categorias se les deno-
mina niveles para el factor. Por ejmeplo, la variable cualitativa EDAD es un factor
clasificado en tres niveles: joven, adulto y anciano; el factor GENERO con los niveles
varén y mujer, etc.

En general, se tiene un muestra de v.a.s. i.i.d, Y7,Ys,...,Y},, censuradas por la
derecha por tiempos de censura Cy,Cs,...,C, y vector de variables explicativas
X4, Xo,...,X,, respectivamente, donde

X; = (X, Xig, ..., Xij, .., Xip), 1=1,2,...,n,

4 Las variables de medida continua, como lo es la edad de una persona, pueden ser objeto de
categorizacion mediante intervalos.
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son vectores de p variables explicativas. De esta manera, lo que observamos son ternas
de la forma

(T,-,(SZ-,X,-), para i=1,2,...,n.

Los datos observados se resumen en la Tabla 1.1.

i Ti=t; 0 ‘ x; (vector de covariantes)

1 tl (51 T11 T12 o ‘le . e ‘Tlp
t2 Og | @1 T2 - Ty;  ccr Ty

i t; 0i | i1 T2 e Ty e Ty

n tn 571 Tnl Tn2 e ‘Tn] . xnp

Tabla 1.1: Representacion mds general de la terna (Ti, i Xi), con X; € RP,

1.3.2. Trasplante de Médula Osea por Leucemia

El trasplante de células madre hematopoyéticas® (HSCT, por sus siglas en inglés)
consiste en el trasplante de células madre provenientes de la médula 6sea. Este tipo de
trasplante es un procedimiento médico que tiene lugar en los campos de la hematologia
y la oncologia, y que por lo general, es realizado a personas con enfermedades en
la sangre, médula 6sea o ciertos tipos de céncer. La mayoria de los receptores de
HSCT son pacientes con mieloma miiltiple o leucemia que no se beneficiaran con un
tratamiento prolongado o que ya son resistentes a la quimioterapia.

Tipos de injerto

= Autdlogo. En este caso, el donador y el receptor del injerto son la misma per-
sona, por lo que la probabilidad de incidencia de una paciente de experimentar
GvHD ¢ es casi nula. El HSCT autélogo tiene un menor riesgo de rechazo del
injerto e infeccion, ya que la recuperacion del sistema inmunolégico es rapida.

» Alogénico. En este caso, hay dos personas involucradas: el donante (sano) y el
receptor(paciente). Los donadores de HSCT alogénico deben tener un tipo de
tejido (HLA) que coincida con el receptor.

® La hepatopoyesis consiste en la generacion de todas las células sanguineas a partir de la célula
troncal hematopoyética (CTH) o célula madre.

® Enfermedad injerto-contra- intruso (Groft-vs-Host Disease). Es una complicacién comtn de
HSCT alogénico como resultado del trasplante de médula 6sea, en la cual las células inmune-
funcionales reconocen al receptor como una agente extrano y montan un ataque inmunolégico.
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Fuentes de HSC y almacenamiento

Para limitar el riesgo de rechazo del trasplante de células madre o de experimentar
una GvHD aguda, en el caso de HSCT alogénico, el donador preferentemente debera
tener el mismo HLA que el destinatario. Las células madre pueden permanecer con-
geladas durante largos periddos de tiempo. En cuanto a las fuentes de HSCT esta la
sangre periférica de células madre y la sangre del cordén umbilical.

Acondicionamiento del tratamiento

La administraciéon de quimioterapia o radioterapia inmediatamente antes de un
trasplante se le denomina acondicionamiento o régimen preparatorio, cuyo objetivo
es contribuir a la erradicaciéon de la enfermedad del paciente, antes de la infusién de
HSC y suprimir las reacciones inmunes. Hay dos tipos de acondicionamiento:

s Trasplante mieloablativo. Tratamiento con alta dosis de quimioterapia.

» Trasplante no-mieloablativo. Tratamiento con intensidad reducida de quimiote-
rapia y radioterapia.

Estado de remisiéon de un paciente con Leucemia

Se considera que un paciente esta en remision completa (o parcial) cuando todos
(o varios de ) los signos y sintomas de cancer han desaparecido en respuesta a cierto
tratamiento, es decir, es el periodo durante el cual la enfermedad del paciente esta
“bajo control”, pero no curado de ella, por lo que puede recaer debido a esta.

Especificaciones conceptuales de analisis de supervivencia

= Después del trasplante, sigue un proceso de recuperaciéon en el que el paciente
esta en remision (completa o parcial). Entonces, considere los eventos de interés
a observar : la recaida del paciente debido a que su leucemia regreso( fuera de
remision) y muerte relacionada con el tratamiento (GvHD).

» El tiempo de supervivencia representa la longitud de tiempo en el que los pa-
cientes estan vivos y libres de la enfermedad después del trasplantes ( duracion
del periodo de remision).

s Informacion concomitante. En HSCT, el prondstico de recuperacion puede de-
pender de factores de riesgo como pueden ser: etapa inicial de la enfermedad,
edad y sexo del paciente y/o donador, la cantidad de medicamento suministrado,
el tipo de trasplante que se le practico (Autologo o Alogénico), etc.

Ejemplo 1.4. Trasplante de Médula Osea Autélogo y Alogénico.

(Paquete: KMsurv; nombre: alloauto; variables: time, type y delta). Este
conjunto de datos contiene el registro de las longitudes de remisién de 101 pacientes
con avanzada Leucemia Mielégena Aguda (LMA ), reportado por el Registro Interna-
cional de Transplantes de Médula Osea. Cincuenta y uno de esos pacientes recibieron
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Grupo A (referencia): no mantuvo quimioterapia
(t(z)75(z)) : (571) (531) (871) (831) (1271) (1670)
(231) (271) (301) (331) (431) (451)
Grupo B: mantuvo quimioterapia

(ta):0@) : (91)  (13,1) (13,0) (181) (23,1) (28,0)
(31,1) (34,1) (45,0) (48,1) (161,0)

Tabla 1.2: (Fuente: Rupert G. Miller, 1997). Longitud de remision (completa), en semanas,
de los pacientes con LMC.

un HSCT autélogo mieloablativo (type = 2), y cincuenta pacientes tuvieron un HSCT
alogénico (type = 1).

Uno de los objetivos en estudios de personas que experimentaron un trasplante
de médula 6sea es la medicién, a través de la longitud de su remisién, de la efectividad
de esos dos métodos de trasplante. Los pacientes fueron seguidos desde su trasplante
hasta que salieron de remisién o hasta que terminé el periédod de seguimiento. O

Ejemplo 1.5. Estudio del mantenimiento de quimioterapia para pacientes
con leucemia.

(Paquete: survival; nombre: leukemia; variables: time, status, x). Los datos
de la Tabla 1.2 se refieren a un tratamiento clinico para evaluar la eficiencia de seguir
recibiendo quimioterapia para combatir la Leucemia Mielégena Crénica’ (LMC). Des-
pués de investigar el estado de remisién inducido por tratamientos con quimioterapias,
los pacientes quienes entraron al estudio fueron aleatoriamente divididos en el grupo
A y el grupo B. El grupo B siguié manteniendo el tratamiento con quimioterapia. El
grupo A, llamado grupo de control o referencia, ya no mantuvo el tratamiento con
quimioterapia. El objetivo de la prueba fue ver si mantener la quimioterapia prolonga
la ausencia de la enfermedad (longitud de remisién) hasta experimentar una recaida
debido a esta. O

Ejemplo 1.6. Duracién de Remisién en una prueba médica para pacientes
con leucemia. En la Tabla 1.3 se presentan una parte del conjunto de datos corres-
pondiente a los tiempos de supervivencia (longitud de remisién) de 42 pacientes con
leucemia como resultado de una prueba médica para comparar un tratamiento (droga
6-mercaptopurina) contra placebo. También se presenta informacioén adicional:

s Rx: el tratamiento al que se somete el paciente. Rx=0 si es tratamiento con
6-MP; Rx=1 si es tratamiento con placebo.

= sexo: 1 = masculino, 0 = femenino.

7 La LMC es un cancer que afecta a la sangre. Se le llama mielégeno porque afecta a un tipo
particular de glébulo blanco llamado mieloblasto, y se le considera una forma crénica de la leucemia
porque el cancer tiende a crecer lentamente durante un periédo prolongado.
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» logWBC' : cantidad de globulos blancos (white bloodcell count), en escala
logaritmica, para cada persona en el estudio®.

Estos pacientes fueron seleccionados de aquellos quienes tenian una remisién completa
o parcial (de su leucemia) inducida por un tratamiento previo (droga prednisona’ ).
Después fueron aleatorizados en dos grupos: el Grupo 1, llamado grupo de referencia
o control, conformado con 21 pacientes, los cuales recibieron placebo'® ; otro grupo de
21 pacientes, con un tratamiento de 6-MP. Los pacientes estuvieron bajo observacion
hasta que salieron de remisién o hasta que finalizo el estudio.

Un paciente experimenta una falla cuando sale de remisién, es decir, cuando su
leucemia regresa (recaida). Entonces, la variable respuesta tiempo, Y, mide el periédo
desde que el paciente entro al estudio, estando en remisién, hasta que experimento
una recaida debido a su enfermedad.

El tiempo de supervivencia Y puede estar censurado por la derecha, al tiempo
C, debido a que permanecié en remisién hasta la fecha final del estudio, se le perdié
el seguimiento, o se le retiro antes de concluir el estudio. Asi, la muestra observada
consiste de vectores de la forma

(tiyéiaxi)v i:1727"'7427

donde t; es una realizacién de T; = min(Y;, C;), 0; su indicadora de censura y X; es
el vector de covariantes correspondiente a la i-ésima observacion. O

8 Las razones epidemiologicas para afadir esa informacion al conjunto de datos es que usualmente
esa variable es considerada un importante predictor de supervivencia en pacientes con leucemia.

9 La prednisona es un farmaco corticosteroide sintético que se toma usualmente en forma oral,
pero puede ser administrado por via intramuscular (inyeccién) y es usado para un gran namero de
afecciones, en particular para prevenir y tratar rechazo de 6rganos en trasplantes.

10 Un placebo es una sustancia farmacologicamente inerte que se utiliza como control en la inves-
tigacion clinica. Se le suministra a los pacientes para producir un efecto psicologico
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i t 0 X X Xi
(paciente) (semanas) (estatus) (sexo) (logWBC) Rx

1 35 0 1 1.45 0
2 34 0 1 1.47 0
3 32 0 1 2.20 0
4 32 0 1 2.53 0
) 25 0 1 1.78 0
6 23 1 1 2.57 0
7 22 1 1 2.32 0
8 20 0 1 2.01 0
9 19 0 0 2.05 0
10 17 0 0 2.16 0
11 16 1 1 3.60 0
34 5 1 1 3.49 1
35 ) 1 0 3.97 1
36 4 1 1 4.36 1
37 4 1 1 2.42 1
38 3 1 1 4.01 1
39 2 1 1 4.91 1
40 2 1 1 4.48 1
41 1 1 1 2.80 1
42 1 1 1 5.00 1

Tabla 1.3: (Fuente: Freireich et al., 1963.) Duracion de la remision de 6-MP contra placebo
en ninos con leucemia aguda. Este conjunto de datos aparece en internet con el nombre de
“anderson’.



CAPITULO 2

ANALISIS DE SUPERVIVENCIA
UNIVARIADO

El analisis de supervivencia univariado se refiere al analisis de muestras aleatorias
independientes (datos de supervivencia) provenientes de poblaciones expuestas a un
sélo tipo de falla.

Para introducirnos al analisis de datos de supervivencia se comenzara con el mode-
lado de poblaciones homogéneas® a través de una simple representacion matemética
(modelo de supervivencia) para la distribucién de probabilidad de la v.a.s. Y. Esa
distribucién se puede especificar a partir de diferentes cantidades, de las cuales, dos
son de particular interés: una es mediante la funcién de riesgo, también llamada
tasa de mortalidad o fuerza de mortalidad, denotada como h(y), y la otra es la
funcién de supervivencia, denotada como S(y).

Considere la siguiente familia paramétrica de distribuciones

P:{FQ:OGG}

donde 0 es un pardmetro finito-dimensional y @ el espacio de valores de 6. Cuando
se da una "forma especifica’ de la distribucién de Y mediante un elemento de P,
entonces la funciéon de supervivencia S(y; @) y la funcién de riesgo h(y;0) también
presentan una forma especifica.

Por otro lado, se puede adoptar un modelo no-paramétrico para la distribucion de
Y, por lo que es necesario el uso de métodos no-paramétricos para S(y) y h(y). Por
ejemplo, en presencia de censura en los datos, un estimador no-paramétrico para la
funcion de supervivencia de Y es el Estimador Kaplan-Meier.

! No hay distincién alguna entre los individuos bajo estudio, todos son susceptibles a experimentar
el evento de interés, i.e. ausencia de variables explicativas.

21
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2.1. Funcién de supervivencia y funcién de riesgo

Sea (2,S,P) un espacio de probabilidad y Y : 2 — R™ una v.a.s. definida sobre
este. Sea
Fy(y) =Pr(Y <y) =P({w e Q:Y(w) <y}),

la funcion de distribucion acumuladad de Y, donde {w € Q : Y(w) < y} € S para
toda y € RT. La cantidad cuantitativa que se emplea para describir la distribucion
del tiempo de supervivencia Y es la funciéon de supervivencia.

Definicién 2.1. La funcion de supervivencia (FS), denotada por S y(y), se define
como

Svly) = 1-Fy(y)
= Pr(Y >y)=P{weQ:Y(w)>y}) VyeRT'.

La FS Sy(y) representa la probabilidad de que un individuo sobreviva desde un
tiempo origen, digamos yo = 0, hasta algiin punto mayor que el tiempo y. Como
consecuencia de su definicién, Sy posee ciertas propiedades que la caracterizan, las
cuales son resumidas en la siguiente proposicion.

Proposicion 2.1.1. La funcion de supervivencia Sy(y) tiene las siguientes propie-

dades.
(i) 0<Sy(y) <1 VyeRT.
(ii) Sy(y) es mondtona decreciente: y1 < ya implica S v(y1) > S v(y2).

(iii) Sy(0) =1y lim Sy(y) =0.

Yy—00

(iv) Sy(y) es continua por la derecha, es decir, para cada y € RT. se tiene que

lim Sy(y +¢€) =S y(y).
e—0

Demostracion. La demostracién es similar a la que se da para las propiedades de
Fy(y) (ver [36]). =

Observacioén 2.1. En la Proposicién 2.1.1, ya que Y es una v.a. positiva, en vez de
considerar a limy_, _~, Sv(y) en la propiedad (iii), se adopta la convencion S+ (0) = 1.

Observacion 2.2. Si se define la funcién de supervivencia como Sy (y) = Pr{Y > y},
entonces esta serd una funcién continua por la izquiera.

En el contexto de Analisis de Supervivencia habra distribuciones que posiblemente
no cumplan con (iii) en la Proposicion 2.1.1 (e.g. si los datos de supervivencia pre-
sentan censura), por lo que se dard una definicién para distinguir entre ese tipo de
funciones de supervivencia.
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Definicién 2.2. Sea Y una v.a.s. y sea Sy(y) su F'S asociada. Se dice que S (y) es
una F'S propia en el sentido de que

Sy(0)=1y lim S,(y) =0.

Yy—00

Observacién 2.3. La FS? Sy(y) es decreciente y acotada inferiormente. Por eso,
si para 7 € R™ dado, tenemos que y 1 7, se sigue que Sy (y) decrece hacia algin
valor limite, llamemosle 7% = inf{Sy(y) : ¥y < 7}. Ya que Sy es decreciente, y por
definicién de infimo, se tiene que 7" > Sy (7). Entonces, la FS Sy posee un limite
izquierdo 7* para cada punto 7 € RT, pero se puede dar el caso de que 7* > Sy(7).

Notacion 2. De la Observacion 2.3, denotemos por S (y—) el limite de S y(g) cuando €
tiende a y por la izquierda (o crece hacia y), eso es, Sy(y—) = lim.4, S y(€). Entonces,
Sy(y—) > Sy(y). Otra notacién que también se usa es S y(y~) = lim.,0S y(y — €),
cone > 0.

Definicion 2.3. El salto de Sy en y es la diferencia S yv(y—) — Sy(y). Decimos que
y es un punto de continuidad de Sy si Sy es continua en y, en cuyo caso S (y—) =
Sy(y), por lo que el salto es cero.

Proposicion 2.1.2. Para cualquier y € R el salto de Sy en y es igual a Pr(Y = y).

Demostracion. Por definicion, S y(y) = Pr(Y > y). Sea A, = {w : Y(w) >y — 2+

para n € N. Se puede verificar facilmente que
A1 DA D ...y ﬂAn:{weQ:Y(w)Zy}.
n=1

Se sigue que Pr(Ay) | Pr(Y >y) cuando n — oo. Pero

lim Pr(4,) = lim Sy(y—1)=S,(y-),

n—oo n—o0

de manera que S (y—) = Pr(Y >y). Por lo tano, el salto de Sy en y es

Sy(y=) = Sy(y) =Pr(Y > y) — Pr(Y >y) =Pr(Y =y).

Para especificar a la funciéon de riesgo de Y, y su relacién con la funcién de
supervivencia es conveniente proceder por separado para v.a.s. continuas y discretas.

2 Esta observacion es una adaptaciéon para la funcion de supervivencia S v(y) de la que Wilde
[36], en sus notas, da para la funcién de distribuciéon acumulada Fy (y).
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Y (absolutamente) continua

Sea Y una v.a.s. con funcion de densidad de probabilidad fy(y) y funcion de
distribucién acumulada

Fy(y)=Pr(Y <y) = /Oy dFy(u) = /Oy fv(u)du, (2.1)

que representa la probabilidad de que el evento de interés ocurra antes del tiempo .
Entonces, la funciéon de supervivencia es

Sy(y)=1—Fy(y) =Pr(Y >y) = /00 fv(u)du, (2.2)
y

Haciendo uso del Teorema Fundamental del Calculo y de la ecuacion (2.2) se cumple
que
dFy(y) d

fv(y)ziz__[l_FY(y)] =

dy dy —Sv(y)- (2.3)

Por otra parte, la funcion de riesgo (hazard rate) corresponde a una tasa instan-
tanea, la cual nos da una idea de como va cambiando la probabilidad de presentar el
evento de interés en el siguiente instante de tiempo, condicionado a que no se haya
presentado al inicio de éste.

Ejemplo 2.1. Suponga que el modelo para la supervivencia de un grupo de pacientes
sometidos a un transplate de corazén tiene funcion de riesgo en forma de joroba: al
principio hay un gran riesgo de muerte, y éste decrece a medida que el paciente se
recupera.

Otro ejemplo es la funcién de riesgo en forma de banera, como se observa en la Fig
2.1, y describe el tiempo de supervivencia de seres humanos: para recien nacidos, el
inminente riesgo de muerte decrese con el tiempo; en una edad madura, el riesgo es
relativamente constante; finalmente, este se incrementa en la vejez. a

A
h(t)

»
>

0 t

Figura 2.1: Diagrama que muestra la grdfica de una fuerza de mortalidad en forma de
banera, caracteristica del tiempo de vida de seres humanos.
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Para obtener una definiciéon maés formal de la funcion de riesgo, sea At un tiempo
infinitesimal y considere la probabilidad condicional de que un individuo experimente
una falla (e.g. la muerte) en el intervalo de tiempo [y, y+Ay), dado que ha sobrevivido
hasta el tiempo y, la cual se puede expresar como

Pr({y <Y <y+ Ay} n{Y >y})
Pr(Y > y)
Pr(y <Y <y+ Ay)

- S (2.4)

Prly<Y <y+Ay|Y >y =

Al dividir (2.4) entre la longitud del intervalo de tiempo actual, Ay, se obtiene la
tasa media de mortalidad a lo largo de dicho intervalo:

Pr(y <Y <y+ Ay) 1

Ay Pr(Y >y) (25)

1
B Y <y+Ay|Y —
Ay ry <Y <y+Ay|Y >y)

En el limite, cuando Ay — 07, la tasa media de mortalidad se convierte en una tasa
de mortalidad instantanea,

P Y < Ay l|lY
Ay—07t Ay
Ya que

y+Ay
Pr(y<Y§y—|—Ay):/ fy(u)du = Fy(y + Ay) — Fy(y),
y

al substituir esa expresion en (2.6) y recordando la definicién de la derivada de una
funcién, se obtiene

i Dy <Y<y+ady) _ . Evly+Ay) - Fv(y) 1
Ay—0+t  (Ay)Pr(Y > y) Ay—0+ Ay Sv(y™)
Fuly) _ fx()

Sv(y)  Svly)
donde Sy (y~) = limyy Sv(y), que en el caso de una v.a.s. continua S+ (y~) = Sv(y).

El resultado anterior motiva la siguiente definicion:

Definicion 2.4. La funcion de riesgo de una v.a.s. Y denotada como h(y), se
difine como

_ Ly, o (2.7)

Esta representa la probabilidad condicional de presentar el evento de interés en
un instante de tiempo dado, condicionada a que no se ha presentado al inicio de ese
instante.

La funcién de supervivencia se expresa en términos de la fuerza de mortalidad
mediante el siguiente teorema.
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Teorema 2.1.1.
y
Sy(y) = exp —/ hy(u)dup, Vy>0.
0

d

Demostracion. Ya que fy(u) = —@Sy(u), se sigue que
d
o) = < flog 5 ()]

Al integrar en cada lado de la expresion anterior entre 0 y t se obtiene

y
log S y{(u)ll = — / by () du.
0
Tomando en cuenta que S (0) =1, el resultado del Teorema se sigue de la expresion
anterior. W

Del Teorema 2.1.1, cualquier funcién de riesgo de una v.a.s continua Y debe sa-
tisfacer las propiedades resumidas en el siguiente corolario.

Corolario 2.1.2. Sea Y una v.a.s. con funcion de densidad fy(y) y sea hy(y) la
funcion de riesgo correspondiente. Entonces

y
2. / hy(u)du < oo,  para algin y > 0,
0

3. / hy(u)du = oo
0

Demostracion. La condicion uno se sigue de la ecuacion (2.6) debido a que las
cantidades en el numerador y el denominador son no negativas. La sequnda y tercera
propiedad se siguen del Teorema 2.1.1. En efecto, para y > 0,

Yy
/ b y(u) du = — log S ,(y) < os,
0

y ya que hy(y) = —dlog S y(y)/dy, se tiene que

/OOO hy(u)du = /OOO —d[log S y(u)] = co.

Observacion 2.4. Del Corolario anterior, la funcién de riesgo puede no ser mon6tona
creciente o decreciente, no estar acotada cuando y — oo, y no es una probabilidad
del todo. Esta nos describe la probabilidad condicional, por unidad de tiempo, de que
un individuo experimente el evento de interés al tiempo y, dado que ha sobrevivido
hasta ese tiempo. Las unidades de tiempo dependeran de la seleccién de medicion del
tiempo de supervivencia.
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Definicién 2.5. La funcion de riesgo acumulada, denotada como H y(y), corres-
pondiente a la v.a.s. Y con funcidn de riesgo asociada h (y), se define como

y
y) = / hy(u)du = —log S y(y). (2.8)
0
Asi, otra expresion para la funciéon de supervivencia es

Sy(y) = exp{—Hy(y)}. (2.9)

Notese que el limite inferior igual a 0 en la integral de (2.8) es consistente con
Sv(0) =1y, para una FS propia, Hy(y) debe tender a oo cuando y — oc.

Y variable aleatoria discreta.

Sea Y una v.a.s. discreta, la cual toma los valores 0 = 79 < 71 < ... < 7. Sea

fxy)=Pr(Y =y) y Fv(y)=Pr(Y <y = Z fv(75),
Jlmi <y

la funcién de probabilidad y la funcién de distribuciéon acumulada de Y, respectiva-
mente. Entonces, la correspondiente funcién de supervivencia de Y se define como

Sy(y) =Pr(Y >y) = Z fy(m5), con Sy(m) =1.

Jlmi>y

Esas funciones también estén relacionadas por

fy(y) =Fy(y) — Fy(y~) =Sv(y™) — Sx(y) (2.10)

donde Sy(y~) =Pr(Y > y) =lim. 0 Sy(y —¢€), con € > 0.
Notese que, para 7,1 < y < 7;, fv(y) =0, por lo que

Sy(1;) = if_ﬂ)%)S(Ti —&) = S(1i-1).

En la figura 2.2 se describe la FS S(y) correspondiente a la v.a.s discreta Y, la cual
toma los valores 0 = 79 < 71 < 72 < 73, con S(0) =1y S(r3) =0.

Para obtener una expresion de la funcién de riesgo de Y, la cual es analoga a la
ecuacion (2.7), considere la siguiente probabilidad condicional:

PI‘({Y = Ti} N {Y > TZ})
PI‘(Y > Ti)

PI‘(Y = Ti)

PI‘(Y > Ti)

f(m)

S(r)

7

PI‘(Y:TZ’YZTZ) =

parat=10,1,2,...,n

La expresion anterior da lugar a la definiciéon de la funcién de riesgo para una
v.a.s. discreta:
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S (t2) A o—o}
f (T3

S (t3)

*
To T1 T2 3

Figura 2.2: Ya que Sy(y) es una funcién mondtona decreciente y continua por la derecha,
se tiene que fy(10) =0, y paray # 7, fv(y) = Sv(y~)—Sv(y) = 0; por otro lado, debido a
que S y(y) es discontinua por la izquierda, con puntos de discontinuidad en cada 7;, entonces
fy(r)=8Sy(r7) = Sy(m) >0, parai=1,2,3.

Definicion 2.6. Sea Y una v.a.s. discreta, la cual toma los distintos valores en 0 =

TOsTly- -+, Tn, Y Sea Sy(y) su FS. La funcion de riesgo de Y se define como
()
h = , Yy>0. 2.11

A partir de la definicién anterior, se puede verificar que:
» 0<hy(y) <1, Vy>0;
» hy(y) =0, excepto en los puntos 7;, para i = 1,2,...,n;

» hy(0) =0; y hy(y) = 1 solamente en el puno y donde Sy(y~) = f(y), que es
el punto extremo superior y = 7,.

También se puede obtener una expresion de la funcién de supervivencia en térmi-
nos de la funcion de riesgo. Para eso, primero considere el siguiente Lema:

Lema 2.1.1. Para k #0(k <n), y € [Tk, Tk+1), la F'S de Y se puede expresar como
un producto de probabilidades condicionales

b S ()
Sy(y) = [ 220,
! Hsym

Demostracion. Considere la siguiente probabilidad de supervivencia condicional:

 PrY > nin{Y >y 1)) Pr(Y>7)  Sy(n)
Pr(Y >7|Y >71-1) = Pr(Y > 7_1) 2 = Pr(Y > 7;,_1) o S (i)’
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Luego, para 11 < --- < 1 <y se tiene que

S (T) _ SY(Tk) * SY(Tk—l) SY(T2) N SY(Tl)
R Sy(te-1)  Sv(m—2) Sy Sy

Teorema 2.1.3. Para y € [, Tk+1), con k < n,

II {t-rv(m)} (2.12)

Jlmi <y
con la convencion S (1) = 1.

Demostracion. Sea Y una v.a.s con distribucion de probabilidad f(y). Ya que
fyly) =Syv(y™) — Sv(y), la funcion de riesgo queda expresada como

fv(y) Sy(y™) = Sv(y) _ Syv(y)
TS T S S
o de manera equivalente S 4(1)
v\Y)
Sy(y™) t=hly)

El resultado se sigue por el lema anterior. =

Como consecuencia del Teorema anterior, otra expresion para la funcién de pro-
babilidad de Y se da en el siguiente corolario.

Corolario 2.1.4. Parai =0 fy(m0) =0, parai =1 fy(m1) = hy(m1), y para i > 2,
con 7; <y,

i1
Frly) = holy) [THL = ho(m)}. (2.13)

j=1
Demostracion. La convencion S y(19) = 1 implica que f (10) = Luego de (2.12),
Sy(11) = 1= hy(m), lo cual implica que fy(11) = Sy(r7) — Sy(11) = hy(m1).

Finalmente, de la definicion de hy(y) en (2.11), f+(y) = h(y)Sv(y™), por lo que,
para v > 2

fy(mi) hoy(7:)S v(7;7)

= hy(1)S y(Ti-1)
z—l

= {1 —=h

<.
[y
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Escribiendo h; para hy(7;), otras expresiones para (2.12) y (2.13) son:
i) Sy(r) = H(l —hj) parai>1, con Sy(m9) =1y Sy(m,) =0.
j=1
i1
ii) fv(m) =hiSv(1; ) =hs | |(1—h;) parai > 2, con f(r9) =0=hoy f(11) = h1.
J

Il
,_.

Finalmente, de la ecuacion (2.8) se tiene
Hy(y) = —log Sy(y) = — > _log(1 — hy). (2.14)
J
Si hj en la suma de (2.14) es pequeiia, entonces log(1 — hj) = —h; y
Hy(y)~ = hj, (2.15)
J

la cual puede ser interpretada como la funcién de riesgo acumulada.

2.2. Modelos paramétricos: Distribuciones

En la Seccion 2.1 se vio que la distribucion de supervivencia de Y puede ser espe-
cificada, de manera equivalente, por: la funcién de densidad de probabilidad, fv(y),
la funcion de distribucion acumulada, F'y(y), la funcion de supervivencia, S (y), o la
funcion de riesgo, h(y). Esto significa que si se especifica alguna de esas expresiones,
entonces las otras pueden ser derivadas de esta. Por lo tanto, al hacer un anélisis de
supervivencia de ciertos datos, se puede considerar a cualquiera de esas representa-
ciones que mejor nos convenga, para posteriormente basar la inferencia de esos datos
en esta.

Frecuentemente uno esté interesado en la funcién de riesgo ya que su directa
interpretacién es un riesgo inminente, aunque esta selecciéon dependera del interés que
se tenga.

Se han usado varias familias paramétricas para el modelado de datos de tiempos
de supervivencia, pero entre esos modelos, algunos sobresalen debido a su flexibilidad
y gran utilidad en ciertas situaciones. A continuaciéon se mencionan algunas de esas
familias para el modelado de la distribucién del tiempo de supervivencia Y.

Notacién 3. Sea

P:{fg:t‘)ee}

una familia de funciones de densidad de probabilidad (o funcién de masa de probabilidad
en el caso de distribuciones discretas) indexada por @ en el espacio de pardmetros ©.
Entonces

f(t;0), fo(t) o [f(t]0)

denotan a un elemento de P como funcién de t manteniendo a @ fijo.
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Modelo Exponencial
Suponga que la v.a.s. Y se distribuye exponencialmente con parametro 6(> 0),

eso es Y ~ Exp(f). Este modelo supone un riesgo constante

1
hy(y;0) = g Y=z 0.

Por el Teorema 2.1.1 la funcién de supervivencia para Y es
Sv(y;0) = exp(—y/0), Vy=0

Otra expresion para la distribuciéon de Y que frecuentemente se emplea es con la
reparametrizacion w = 1/6, en cuyo caso la f.d.p. es

fv(y) = wexp(wy).

Modelo Weibull

Suponga que Y ~ WEI(0,a) con 8 = (6,«), donde 6 > 0 es el pardametro de
escala? y & > 0 es el parametro de forma. La funcién de riesgo de este modelo es

a—1
hy(y;6) = %(%) , Vy>0. (2.16)

Por el Teorema 2.1.1, la funcién de supervivencia y la funcién de densidad para
(2.16) son

S0 =exp (~ [/6]"). v Fewi0)=5(4)" e (~ [w/e]").

La funcion h(y) es monotona creciente si « > 1, mondtona decreciente si o < 1,
y para a = 1 se produce el modelo exponencial. Como se muestra en la Figura 2.3,
debido a la forma de h(y;0) v Sy(y; 0), hacen del Modelo Weibull una conveniente
herramienta en andlisis de supervivencia.

Al considerar la reparamatrizaciéon
Y ~WEI,a), con 6= (1/w)(1/a),

las funciones de riesgo y de supervivencia adoptan la siguiente forma

1

hy(y;w,0) =way®™ vy Sy(yiw,a) = exp(—wy®).

Nos referiremos ha esa reparametrizacion como Weibull(w, av).

3 Si una familia de distribucién de probabilidades es tal que existe un parametro 6 (y otro
parametro o ) para el cual la funcion de distribucién acumulada satisface

F(y;0,0) = F(y/0; 1, )

entonces a 0 se le llama pardmetro de escala, ya que su valor determina la escala o dispersion
estadistica de la distribuciéon de probabilidades.
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Funcién de Densidad de Probabilidac

f(t)

Funcion de Distribucion de Supervivenci:

S(t) 3

Figura 2.3: Funciones asociadas al Modelo Weibull con pardmetro de escala 671 = 1 y
pardmitro de forma o = 0.5,1.5, y 3.
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Modelo del Valor Extremo

Sea Y una v.a.s. y suponga que Y ~ Weibull(f,«). Entonces, la funcion de
supervivencia es
Sv(y;0,a) =exp(0y®), Vy>0.

Aplicando la transformacion logaritmo natural (denotada como log) al tiempo de
supervivencia Y, la funcién de supervivencia para la nueva v.a. W = logY esta dada
por

Sw(w;8,a) = Pr(W > w)
= Pr(logY > w)
= Pr(Y > exp(w))
= exp(—0exp{aw}). (2.17)

Si redefinimos los parametros en la expresiéon anterior como
0 =exp(—p/o) vy a=1/o,

la funcion de supervivencia para W es

Sww;pu,0) = exp{ — exp (%) }, (2.18)

la cual corresponde a la funcién de supervivencia de una variable aleatoria con distri-
bucién Valor Extremo.

Por lo tanto, W ~ Valor Extremo(u, o), cuya funcion de densidad es

w —

fw(w;p, o) = %exp (TM — exp([w — u]/0)>7 Vw € (—00,00).

Asi, la funcién de riesgo para W es

1 w — W
hw(w; p,0) = ;exp{T}, Vw € (—00,00).

Observacion 2.5. Cuando =0y o = 1, se obtiene la distribuciéon Valor Eztremo
FEstdandar, eso es, W* ~ Valor Extremo(0,1).

Modelo de pedazos exponencial

En ocasiones, el patron de dependencia del tiempo en los modelos especificados
de forma completamente paramétrica, tales como el Modelo Weibull, no siempre dan
un resultado satisfactorio en el ajuste de los datos. En tal situacién, un Modelo de
pedazos (o escalones) exponencial (piece-wise exponential model en inglés) bien puede
constituir un esquema mas apropiado.
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Sea ag < a1 < -+ < ay valores especificados, con ag = 0y ay.; = co. La funcion
de riesgo de este modelo es

hy(y) =exp(ay), siye€ly, (2.19)

donde
If:[af—haf)a 621727"'7M7

son intervalos mutuamente excluyentes. De esta forma, hy(y) es constante sobre cada
intervalo y ay representa el log del riesgo en el intervalo 1.
La funcién de riesgo acumulada esta dada por

y exp(aq), siy € Iq;
/-1

HY(y) = Z(an . an—l)eaﬁ + (y _ az_l)ea37 si Y € Ig, 4 > 2.
k=1

Ya que la expresion anterior es algo tediosa, otro tipo de notacién ha sido adoptada.
Por ejemplo, introduciendo la notacion ( Lawless, 2003)

ap
Ag(y):/ H{u <y}du t=1,2,..., M.

ag—1

la funcion de riesgo acumulada es

M
Hy(y) =) expl(ag) Ag(y). (2.20)
/=1

Asi, de la ecuacion (2.9), la FS de (2.19) es

M
Sv(y) = exp { ~ Y explar) Am/)},
(=1

y para y € Ip, fy(y) = exp(ay)Sy(y) es la funcion de densidad de probabilidad
correspondiente.

2.2.1. Modelos de Mezclas Discretos (finitos)

Un modelo de mezclas discreto es una distribucion de probabilidad que es una
combinacion convexa® de otras distribuciones de probabiliad.

4 Dado un conjunto finito A = {y1,%2,...,yn} en un espacio vectorial real V, una combinacion
convezra de esos puntos es otro punto de la forma

y=aiyr +ay2 + -+ amYm, a; €ER,

donde los a;’s satisfacen a; > 0y Z;n:l aj = 1. La corteza convexa de A es el conjunto de
combinaciones convexas de subconjuntos finitos de puntos de A.
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Definicién basica

Sea Y7,Y5s,...,Y, una muestra® aleatoria de tamafio n y y; el valor observado de Y;.
Supongamos que Y; es una mezcla de m v.a. con funcion de distribucién acumulada
Fi(yi), Fo(yi), - - - Fm(yi), respectivamente. Entonces, la distribucion de probabilidad
de Y; esta dada por

F(y;) = miFi(y;) + moFo(ys) + - T Fon (4i), (2.21)

donde las Fj(y;)'s son llamadas las distribuciones componentes de la mezcla F(y;) y
las cantidades 71, ms, ..., Ty, llamadas las proporciones mezcladas o pesos, satisfacen

0<m <1, j=12..m y Y m=L (2.22)

Las propiedades de los modelos de mezclas se siguen de las propiedades de las m
distribuciones componentes: Suponga que Y; es una mezcla de m v.a.s. continuas con

funcion de densidad de probabilidad (f.d.p.)

) = Fi), f200) = Fy(i), - -, fn (i) = Fp (i),

respectivamente. Entonces, de la expresion (2.21), T; es una v.a.s. continua con f.d.p.

Fyi) = 7 f1(ye) + mafo(yi) + - + T (93) (2.23)

Nota 2.1. Si Y; es una mezcla de m v.a.s. discretas, la funcién de masa de probabi-
lidad de Y; es similar a la que se da en (2.23), pero los componentes de la mezcla son
funciones de masa de probabilidad, correspondientes a las m v.a.s. discretas.

Modelos de mezclas paramétricos

Cuando los componentes de la mezcla en (2.23) pertenecen a una familia paramé-
trica de distribuciones, con parametro desconocido ¢;, estos son llamados Modelos de
mezclas paramétricos. En este caso, la f.d.p. de Y; esta dada por

Flys0) =5 iy b;). (2.24)
j=1
donde @ = (m1,...,7T_1,01,02,...,0m)" € O es el vector de todos los parametros

desconocidos de la mezcla y © es el espacio de valores de 6.

Observacion 2.6. Ya que la suma de las proporciones mezcladas m; suman 1, una
de ellas es redundante, por eso es que en el vector de parametros desconocidos, 8, se
ha omitodo de manera arbitraria el m-ésimo peso my,.

5 En la practica, Y; se toma como un vector aleatorio p-dimensional, Y;, cuyos componentes
son variables aleatorias correspondientes a p medidad hechas en la i-ésimo observacion de ciertas
caracteristicas del fen6meno en estudio.
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Por lo regular las f;(y; ¢;) en (2.24) son especificadas como distribuciones de la
misma familia paramétrica. Entonces, si

F={fv(:¢): ¢ €@},

denota la clase de todas las distribuciones componentes y ® el espacio de valores para
¢, la densidad de mezclas de Y; estd dada por

flyi; @ Zm} (yisd;) con  filyid;) = fv(yisd;) (5 =1,2,...,m),

7=1

donde fy(-;¢) es un miembro genérico de F y @ es como antes, el vector de pardme-
tros desconocidos de la mezcla con espacio de valores ©.

Nota 2.2. Los modelos de mezclas continuos también pueden ser considerados
y son definidos de manera similar: Sea g(-) una funcion del parametro 6 tal que

g(0) >0 Vvoec®O y / g(0)do =1,
(S)

donde O es el espacio de parametros de 6. Entonces la f.d.p. de Y se define como

foly) = /@ 0(0)F+(y: 0) do.

Interpretacion y algunas aplicaciones de los modelos de mezcla

Sea J = {1,2,...,m} el conjunto de etiquetas de las distribuciones componentes
(categorias) del modelo de mezclas en (2.21) y J una variable aleatoria asumiendo
los posibles valores 1,2,...,m con probabilidad 7,79, ..., 7y, respectivamente. Su-

pongamos que la funcion de distribucion condicional de Y; dado J; = j es Fj;(y;).
Entonces, la funcién de distribucion incondicional® de Y; esta dada por F(y;).

SeaT; (i =1,2,...,n) un vector m-dimensional, donde el j-ésimo elemento de T';,
I';;, se define como

1, siel componente origen de Y; es j (j € J);
0, en otro caso.

FijZI{JiZj}Z{

Bajo la suposicion de que cada Y; (i = 1,2,...,n) proviene exactamente de una de
las m distribuciones componentes, se tiene que

m
> Ty=1
j=1

6 Esta puede verse como una, distribucién marginal. Considere al par aleatorio (Y,J) donde Y es
una v.a.s. continua y J una v.a. asumiendo los posibles valores 1,2, ..., m. Entonces, la distribucion
marginal de Y es

Fy(y) =Pr(Y <y) = ZPr{Y<y}ﬂ{J—j} ZPr HPr(Y <y|J=7).

Jj=1
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Entonces I'; se distribuye multinomial con m posibles resultados, los cuales tienen
probabilidades 71, o, ..., Ty, respectivamente, es decir,

L ~ Multy, (1,71, 72, ..., Tm),
cuya funcién de masa de probabilidad es

Pr(l; =v;) = Pr({Ti =7} 0 {Ti2 =vie} 0 N {Tim = Yim })
= 7]'1}/“7"';2". e ﬂ';;//lMi,
siendo 7;; uno o cero, dependiendo del valor observado para el i-ésimo individuo. Més
atn, se puede verificar facilmente” que para cada j € 7, I';; se distribuye Binomial
con parametros 7 = 1 y m;, o de manera equivalente,

I';j ~ Bernoulli(r;),
con funciéon de masas de probabilidad

Pr(Dyj = i) = w7 (1 —m5) 77,

Una situacion en la que el modelo de mezclas (2.21) es directamente aplicable
es cuando Y; proviene de una poblacién G que consiste de m grupos G1,Go,...,Gpy
en proporciones i, Ta, ..., Tm, respectivamente. Si la distribuciéon de Y; en el grupo
G, esta dada por Fj(y;) para j = 1,2,...,m, entonces la distribucion de Y; tiene la
forma de la mezcla (2.21). De esta manera, los m componentes de la mezcla pueden ser
fisicamente identificados por los m grupos externamente existentes G1,Ga,...,Gp,.
Asi, cuando Y; puede ser fisicamente identificado que proviene del j-ésimo componente
(j € J), el vector de etiquetas-componente correspondiente es

r;={0,...,0,T';; =1,0,...,0},

en otro caso, I'; serd desconocido.

En algunos casos, la adopciéon de una simple distribucién componente para el mo-
delado de poblaciones heterogéneas puede resultar inadecuado. Una forma de lidiar
con este problema es adoptar una modelo de mezclas de distribuciones para obtener
una mayor flexibilidad en el modelado de ese tipo de poblaciones. Por ejemplo, Fare-
well (1982) y Larson y Dinse (1985) estuvieron entre los primeros en usar modelos de
mezclas finitos para el anéalisis de datos de Riesgos Competitivos. En este contexto,
sit1,ta...,t, denota una muestra aleatoria observada de tiempos de supervivencia,
posiblemente censurados por la derecha, proveniente de una poblaciéon expuesta a
m > 1 modos de falla, debido a la censura en los datos, estos son parcialmente cla-
sificados, es decir, si los datos se ordenan de tal manera que t(1),%(2),..., () son
las observaciones no-censuradas y las restantes n-r estan censuradas, los vectores de
etiquetas-componetes m-dimesionales I'(1), I'(9),...,I'(;) estan disponibles solamente

para t(l), t(2), ‘e ,t(r).

" Recurde que la distribucién Binomial es en realidad una Multinomial con m=2 posibles resul-
tados: sear > 0,0 < p <1y unav.a.tal que I' ~ Mult2(r,p,1 — p), entonces I' ~ Binomial(r, p).
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2.2.1.1. Mezcla de Distribuciones de Supervivencia

Sea T una v.a.s. correspondiente a una poblacién G en la que estan actuando
m distintos tipos o causas de falla (Riesgos Competitivos). Supongamos que el
tiempo de falla T puede estar censurado a la derecha por una variable aleatoria
positiva C. Sea J la v.a. que denota la causa de falla, tomando posibles valores en
J =1{1,2,...,m}. Para j € J, definamos la variable indicadora I'V = I'{.J = j}. En
un escenario de riesgos competitivos, tanto el tipo de falla J como la indicadora I'/
son observados solamente si el tiempo de supervivencia (o de falla) no esta censurado.
Por eso, se define la indicadora de censura como § = 1{T < (C'}, siendo uno si T no
esta censurada y cero en otro caso. Supongamos que se tiene una muestra aleatoria
de tamafo n, cuyos datos consisten de vectores de la forma

T, = (13,0;,0i;), 1=1,2,...,n,
donde T; = min{ﬁ-, Ci}.

El enfoque tradicional para el modelado de la distribucién del tiempo de falla en
un escenario de riesgos competitivos es suponer la existencia de los llamados tiempos
de falla latentes, Y7,Y5...,Y;,, correspondientes a las m causas de falla, y proceder
con el modelado del vector aleatorio

T, = (13,0i,0i;), i=1,2,...,n

donde T; = min{T;,C;} y T; = min(Y14, Yoi, . .., Yini)-
Un enfoque alternativo es adoptar un modelo de mezclas con m componentes, en
el cual la Funcién de Supervivencia de T; es modelada como

S(tz) =T Sl(ti)+77252(ti)+"'+ﬂ'm Sm(tl) (2.25)
donde la j-ésima FS componente
Sj(ti) = PI‘(E > t; ‘ J = j)

denota la funcion de supervivencia condicional (propia), dado que la falla del i-ésimo
individuo es por la j-ésima causa, y 7; = Pr(J = j) es la probabilidad a priori del tipo
de falla j (j = 1,2,...,m). Este enfoque de mezclas asume que la eventual causa de
falla es determinada al tiempo cero (i.e. al inicio del estudio) por algin mecanismo
estocdstico. Por ejemplo, después de la terapia para pacientes con céncer de pulmoén
un paciente que no esta curado debe estar destinado a morir de la enfermedad; un
paciente curado eventualmente moriré de otras causas.

La introducccién del vector de etiquetas-componentes T' = (I'1, T2,... , T™)T pro-
vee las bases para usar el Algoritmo EM en el proceso de estimaciéon del vector de
parametros del modelo de mezclas.

Ejemplo 2.2 (Mezcla de exponenciales). Supéngase que los componentes del
modelo de mezclas en (2.25) proviene de la misma familia exponencial parametrizada
por w > 0:

P, ={F(t;w) =1—exp(—wt) |w € (0,00)}.
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Entonces, la funcién de supervivencia de T; es
S(t;;0) = m151(ti;w1) + m2S2(tiswa) + -+ - + T S (Ei5wm)

donde 0 = (my,..., Tm—1;wW1,-..,wn) es el vector de pardmetros desconocidos de la
mezcla con

m
m; >0, y ijzl,
j=1

y la j-ésima distribucién componente, la cual denota la funcién de supervivencia (pro-
pia) condicionada a que la falla es de la j-esima causa, estd dada por

Sj(ti; wj) = exp(—wjt,-).

2.3. Modelos paramétricos: Estimacion

2.3.1. Meétodo de Maxima Verosimilitud para datos censurados.

La aplicacion del Método de Méaximia Verosimilitud en Anéalisis de Supervivencia
con datos sin censura se describe en el Apéndice A. En el caso de datos de supervi-
vencia que presentan censura, hay que establecer la contribucién de cada observacién
(censurada o no-censurada) a la funcion de verosimilitud, por lo que la construcciéon
de esta difiere ligeramente.Para fines del presente trabajo, solamente se especificara
la funcion de verosimilitud para la censura aleatoria y de Tipo I.

Sin perdida de generalidad, se procedera en el caso de variables (absolutamente)
continuas, pero se obtienen resultados similares en el caso de v.a. discretas.

Verosimilitud para datos con censura de Tipo I

Suponga un modelo de censura por la derecha (Tipo I). Sea Y3,Ys,...,Y, una
muestra de v.a.s. i.i.d. con funcion de densidad comun f(t;0) y constantes de cen-
suras asociadas C1,Cs, ..., C,, respectivamente. Recordando la notacion para datos
censurados por la derecha, estos se pueden escribir como

(T1,01), (T, 02), ..., (Th,0n)

donde T; = min(Y;,C;) v §; = I{Y; < C;} su indicador de censura. Sea ti,to,...,t,
una realizacién, con censura presente, de 11,15, ..., T},.

El siguiente teorema establece la funcion de verosimilitud para datos censurados
por la derecha (de Tipo I).

Teorema 2.3.1. Bajo la censura por la derecha de Tipo I con tiempos de censura fijos,
la funcion de verosimilitud, L(8), de los datos observados (t;,0;), i =1,2,...,n, estd
dada por

n

L) =[] [/(t::0))" [S(ts;0)] ", (2.26)

i=1
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Demostracion. Comencemos por encontrar una expresion para
Pr({T =t}n{6=0}) y Pr({T =t}n{0o=1}).

St un individuo tiene un tiempo de superviviencia censurado en C = t., todo lo que
sabemos es que su tiempo de supervivencia Y excede a t.. La probabilidad de este
evento es S(te;0) = Pr(Y > t.). En efecto, cuando 6 =0, T = t. con probabilidad 1,
de manera que

Pr{T =t} n{6=0}) = Pr(T'=t.|6=0)Pr(6 =0)
= Pr(6 =0)=Pr(Y > t.)
= S(t;0).

Luego, si un indivivo tiene tiempo de supervivencia no-censurado y registrado en
Y =t,, condicionalmente, cuando 6 =1, Y < C, por lo que

Pr{T =t,}n{o6=1}) = Pr(T=t,|0=1)Pr(6=1)
= Pr(Y=t,|Y<O)Pr(Y <QO)

f(tu; 6)
F(C;0)

F(C:0)] = £(2,;0)

Ast, la contribucion a la verosimilitud del par aleatorio (t,0) es
Pr(T =t,8) = f(t;6)°S(t;6)',

Por lo tanto, la funcion de verosimilitud para la muestra aleatoria observada (t1,01), (t2,02),

es
n

L(6) =[] f(t::0)%S(t:;0)' . (2.27)
i=1

Note que si consideramos la relacion en (2.7), la funcion de verosimilitud se puede
reescribir como

n

L(8) = [[ h(ti:0)*5(t:: 0).
i=1

Verosimilitud para datos con censura aleatoria

En la notacion de la Seccion 1.2, Y es una v.a.s. continua con funcién de distribu-
cion F'(t), funciéon de supervivencia S(t) y f.d.p. f(t). El tiempo de censura (aleatorio)
asociado a Y es la v.a. continua C' con funciéon de distribucion acumulada G(t) y f.d.p.
g(t). Bajo un mecanismo de censura no-informativo, se supone que Y y C son inde-
pendientes. También se asume que G(t) no depende de ninguno de los parametros
de S(t), por lo que no aporta informacion alguna para la distribucion del tiempo de

e (tn, B)
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supervivencia Y. En este modelo de censura, lo que se observa por unidad muestral
es el par aleatorio (7, 9) definido como

T=min(Y,C) y d=I{Y <C}.

Una muestra observada de tiempos de supervivencia para n individuos consiste de
los pares

(t1751)7 (t27 627 )7 D) (tTH(Sn)u

El siguiente Teorema determina la funcién de verosimilitud para la muestra aleatoria
observada descrita anteriormente.

Teorema 2.3.2. En un modelo con censura aleatoria por la derecha, la funcidn de
verosimilitud, L, de los datos observados (t;,0;), 1 =1,2,...,n, es

L- [f[lﬂméfsunl-&] [

Demostracion. Suponga un modelo con censura aleatoria por la derecha cuyos datos
observados son:

i (1- G(ti))é"g(u)l“si] : (2.28)

i=1

(tlv 51)7 (t27 52)7 R (tnv 5”)

De (1.5), la contribucion a la verosimilitud del par (t;,0;) es

05

PH{T; = 1,6 = [£() (1 - G0)] [ote) S|

por lo que funcion de verosimilitud para (t;,0;), i =1,2,...,n, es

n

L=TT [ren( - cw)]” o) 5]

i=1

1-6;

Observacion 2.7. Ya que G(t) y g(t) no involucran a ninguno de los parametros en
f(t), el altimo término en (2.28) se tratar como constante al momento de maximizar
a L, por lo que pueden ser ignorados, obteniendo la expresion:

Ejemplo 2.3 (Modelo Exponencial). Supongamos que
Y1,Ya, ..., Yyt Eap(f) (6> 0),

es una muestra (censurada por la derecha) de tamano n , donde Y; (i = 1,2,...,n) es
una v.a.s. con f.d.p. y funcién de supervivencia

Flyi;0) =0 exp(—yi/0) v S(yi;0) = exp(—y;/0) Vy € (0,00),
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respectivamente. Denotemos por

(t17 51)T7 (t27 52)T7 ey (tnu 5H)T

el conjunto de datos de tiempos de supervivencia observados. De esa manera, si Y;
no esté censurado (6; = 1), con tiempo de supervivencia observado en y;, el valore
realizado t; de T; es igual a y;, cuando por el contrario, si Y; esta censurado en c;
(0; =0), entonces t; = ¢; y Y; > ¢;.

En este ejemplo, el vector de parametros desconocido @ es un escalar, siendo
igual a 6. Supongamos ahora que las observaciones han sido reordenadas de manera
que t1,ta,...,t, denotan las r observaciones no censuradas y tyyi,tr42,...,tn las
n-r observaciones censuradas. Entonces de (2.27), la funcién de verosimilitud para 6
formada en base a y, es

L@ly) = [0 " exp(~t:/0)]" [exp(~t:/6)]' "

=1

_ exp< Zt)

Asi, la funcién log-verosimilitud es

n

1
= —rlogh— 2 &
1(0) rlog 92-1

Se sigue que el EMV de 0 es la solucién de d1(6) /00 = 0, que es
f = En: b (2.29)
iz "

En este caso, 0 se pudo obtener de manera explicita, por lo que no hubo necesidad
de un céalculo iterativo. O

2.4. Ejemplo: Distribucién Weibull

Sea Y71,Ys,....,Y, una muestra de v.a.s., posiblemente censurada a la derecha, tal
que

Y1, Yo, ..., Y, it d- Weibull (6, o).

La funcién de supervivencia correspondiente de la distribucion Weibull es
S(y) = exp(—=0y") Vy>0, (2.30)
y la correspondiente funciéon de riesgo es

h(y) =0ay®™t Yy>o0.
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Al tomar la transformaciéon logaritmo natural del tiempo Y, lo que observamos son
pares de la forma

(T17 51)7 (T27 52)7 ey (TTH 6n)7
donde T; = min(W,log C;), W =logV;, y ¢; su indicador de censura.

De (2.17) se tiene que la v.a. W tiene funciéon de supervivencia
Sw(w) = exp{—fexp(aw)},

Redefiniendo los parametros como

1
0:exp<—g) y O':a con —oo < < oo, 0>0,

se obtiene el siguiente modelo log-lineal de Tiempo de Falla Acelerado
W=pu+oWr (2.31)

donde p es el pardmetro de localizacion (o intercepcion), o es el pardmetro de escala
y W* ~ Valor Extremo(0,1), cuya funciéon de supervivencia es

Sy (w*) = exp(—exp®’), Yw* € (—o0,00).

El modelo de tiempo de falla acelerado dado en (2.31) corresponde a un modelo de
regresion de una poblacién homogénea (ausencia de variables explicativas).

De esta forma las funciones de densidad de probabilidad y de supervivencia, res-
pectivamente, para W son

Sw(w) = exp ( — exp[(w — ) /0] ).

Asi, la funcién log-verosimilitud para datos de supervivencia con censura por la de-
recha esta dada por

1) = dilog fr(ti) + Y (1= &) log Sx(t),
i=1 i=1

donde @ = (u,0). Para encontrar el EMV de 8 hay que resolver el sistema de ecua-
ciones:

ag(g) .

(2.32)
ol)
2 0

Ya que las ecuaciones resultantes del sistema anterior son no lineales, se procede a
resolverlas mediante algin método iterativo.
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Una vez que se ha obtenido el EMV 8 = (1,6) de @ = (11, o) se procede a calcular
la matriz informacién observada

9%1(0)

1(0) = —W 029.

(2.33)

De acuerdo a (A.6) la inversa de (2.33) es un estimador de la matriz de varianza-
covarianza de 6:

A Varlg] ~ Covlf, 6] Varl]  Covlu,o]
i~'(6) =

Q

Covl, 5]  Varls] Covlp,0]  Varlo]

Tanto métodos iterativos para resolver el sistema (2.32) como la aproximacion de la
matriz de varianza-covarianza de 6 estan disponibles en varios paquetes estadisticos®.

Usando la propiedad de invarianza de los EMV de i y o se obtienen los EMV de
0 y a dados por
0 =exp(—p/o6) vy a=1/6.
Para obtener la varianza-covarianza de y & aplicamos el Método Delta, el cual
consiste en una aproximaciéon de Serie de Taylor de segundo orden:

2 2
A A dg N dg A dg Og O
Var|g(61,05)] ~ = Var(61] + = Var|0s] + 2| ———= | Cov|0:105].
[9(01,62)] (601> [01] <802> [02] <6¢91 802> [0165]

o L g1 Ogo N 0g1 0g2 A
Covlgr (61, 65), g0 (61,60 ~ [ 22292 Vvaridy) + [ 292992 \yvarid
ov[g1(01,02), g2(01,62)] (801 891> ar[f] ((902 892> ar[fs)

091992, 991 99>
80, 00, 06, 06,

>C’ov[é1, éQ]

Ya que se han obtenido los EMV de 6 y « y su correspondiente varianza, se procede
a calcular intervalos de confianza y a realizar pruebas de hipotesis. Por ejemplo, si
el intervalo de confianza para el EMV del parametro de forma « contiene el valor 1,
es posible que el modelo exponencial ajuste mejor nuestro conjunto de datos que el
modelo Weibull (ver [31]. pag 135,136).

Ejemplo 2.4. Considere los tiempos de falla del Ejemplo 1.4 de aquellos pacientes
que recibieron un trasplante autélogo. Con la finalidad de ilustrar el proceso de infe-
rencia descrito anteriormente, suponga que el Modelo Weibull se ajusta’ bien a ese
conjunto de datos de tiempos de falla. El cédigo en R es el siguiente:

8 R, S-Plus, Minitab, S.A.S., SPSS, etc.
9 Para checar si un cierto conjunto de datos sigue una distribucién Weibull(6, ) se pueden emplea
una grafica de probabilidad. Ver [31], pag. 61, para méas detalles.
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Cédigo en R. Ejemplo 2.4.

> library(KMsurv); data(alloauto);

> attach(alloauto) #se usan las variables de "alloauto" como objetos
> tiempo<-time[type==2] ; estatus<-deltaltype==2];

> auto<-data.frame(tiempo,estatus)

> detach(alloauto)

# Realiza la regresion para el Modelo Weibull;
> auto.wei<-survreg(Surv(tempo,estatus)~1,data=auto, dist=’weibull’)
> summary (auto.wei)

Value Std. Error z valor-p
(Intercept) 3.452 0.218 15.821 2.24e-56
Log(scale) 0.105 0.158 0.666 5.05e-01

Scale= 1.11
Weibull distribution
Loglik(model)= -123.441 Loglik(intercept only)= -123.441

Ya que el paquete estadistico R nos da un estimador de log o, los EMV junto con su
error estandar obtenidos, respectivamente, son

i = 3452, s.e[f] =0.218

Y
logo = 0.105, s.e.[loga] = 0.158.

Los limites de un intervalo de confianza al 95 % para log c son
log o + 1.96 s.e.[log 7],

de manera que, un intervalo de confianza para logo es (—2.20468,0.41468). Como
este intervalo incluye al cero y ya que

a=1 siysélosi logo =0,

es plausible que el modelo Exponencial proporcione un mejor ajuste a los datos que
el modelo Weibull. Para eso, se prueba la hipétesis Hy : o = 1 (equivalentemente
que log o = 0) mediante algun tipo de prueba, por ejemplo, la prueba de la razén de
verosimilitud.

El resumen proporcionado por R para el conjunto de datos bajo un modelo
Exponencial se obtiene con las mismas instrucciones, pero cambiando la distribucion
"weibull" por "exponential", dando como resultado:

Value Std. Error z P
(Intercept) 3.42 0.189 18.1  4.52e-73
Scale fixed at 1

Exponential distribution
Loglik(model)= -123.674 Loglik(intercept only)= -123.674
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Figura 2.4: Funcion de supervivencia estimada con el ajuste de la distribucion Wei-
bull(0.045,0.90) y de la distribucion Exponencial(0.0527) (linea continua).

Para el modelo Weibull la funcién log-verosimilitud es log L(a,w) = —123.441 y
para el modelo exponencial es log L(wy) = —123.674. Rechazamos la hipétesis nula si
ngs > 3.842, donde

X2 = —2log [legg)] = -2 {log L(@y) — log L(&,@)], (2.34)

v 3.842 es el valor critico del percentil X%.05,1~ Al substituir los valores correspondientes
en (2.34) se tiene que x2,, = 0.467. El valor p es

valor p = Pr(X > x%,) = 0.494, donde X ~ X3,

el cual es mayor que 0.05. Por lo tanto, no tenemos evidencia alguna para rechazar la
hipdétesis nula, lo cual suguiere que una distribucién exponencial puede proporcionar
un mejor ajuste que la distribucién Weibull para ese conjunto de datos.

Los correspondientes EMV del Modelo Weibull son 0= 0.045, @ = 0.900. EI1 EMV
para el modelo exponencial es 6 = 0.0327. Las curvas de las funciones de supervivencia

se obtiene al substituir los EMV en cada modelo, respectivamente (ver Figura 2.4).
O



CAPITULO 3

ESTIMACION NO-PARAMETRICA DE
LA FUNCION DE SUPERVIVENCIA

Cuando se quiere hacer inferencia en una muestra aleatoria proveniente de una
poblacién en la que se desea estudiar alguna caracteristica, la selecciéon del método
de inferencia (e.g. paramétrico, no-paramétrico) es importante, ya que una mala se-
leccién de este conducira a conclusiones erréneas. Uno de los aspectos que se puede
tomar en cuenta para la seleccién del método de inferencia es la manera en la que
se distribuyen los datos. Sin embargo, algunos métodos de inferencia estadisticos se
basan en suposiciones que no siempre son verificadas por la muestra. Por ejemplo, un
histograma construido a partir de una muestra de tiempos de falla con censura a la
derecha, por lo regular, no es simétrico. En consecuencia, no es razonable suponer que
este tipo de datos tiene una distribuciéon normal. Cuando la ausencia de simetria es
obvia, puede aplicarse alguna transformacién a la muestra para que su distribucion
sea aproximadamente simétrica, e.g. la transformacion logaritmo natural, y de esta
manera emplear métodos de inferencia basados en la suposicién de normalidad.

Por otra lado, se optaria por un modelo paramétrico (e.g. Exponencial, Weibull) si
se estuviese seguro de que tal modelo se ajusta bien a nuestros datos. A pesar de que
existen métodos para evaluar la bondad de ajuste de un modelo paramétrico, podemos
no estar completamente seguros de que este sea el adecuado. Entonces, cuando hay
incertidumbre en la seleccién de un modelo paramétrico para cierto conjunto de datos,
se pueden utilizar métodos de inferencia mo-paramétricos, los cuales no requieren de
supuestos sobre la forma funcional de la distribucién de probabilidad de los datos.
Por esta razén también son llamados libres de distribucion.

El método de inferencia no-paramétrico que se describe en este Capitulo propor-
ciona un estimador de la funcién de supervivencia de una muestra aleatoria indepen-
diente de tiempos de falla con censura a la derecha, llamado estimador producto-limite

(PL) o estimador! Kaplan-Meier (KM).

! Kaplan y Meier fueron los primeros en discutir las propiedades del estimador PL en su articulo
de 1958, de aqui que este es también llamado el estimador KM.

47
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3.1. La Distribucién Empirica.

Sea y1, Yo, - - . , Yn realizaciones de la muestra de v.a.s. Y7, Ys,..., Y, en la que nin-
guna de las observaciones presenta censura, ademés de no hacer suposiciéon alguna de
su distribucién. A partir de eso, ;Como se puede estimar la funcién de supervivencia,
S(y) = Pr(Y > y)? El método mas simple es a través de la funcion de supervivencia
empirica.

Definicion 3.1. Si no hay observaciones censuradas en la muestra de tamano n
Y1,Y2y -+ Yn, la funcion de supervivencia empirica (FSE) se define como

~ numero de observaciones >y
S(y) = y >0, (3.1)

n

la cual proporciona un estimador no-paramétrico de la funcion de supervivencia S y.

Cuando todas las observaciones son distintas, la FSE es una funcién escalonada
(decreciente) con saltos cuya longitud es igual a 1/n, solamente después de cada tiem-
po de supervivencia observado. En el caso de que se tengan d tiempos de supervivencia
empatados e iguales a y, la FSE decrece con longitud de salto igual a d/n. Ademas,
si y(1) es la observaciéon mas pequena y y(,) la méas grande, entonces S (y) = 1 para
y <ya) vy Sly) =0 para y > y,).

Debido a las limitaciones de la FSE en presencia de censura por la derecha en los
datos, es necesario hacer algunas modificaciones de (3.1), las cuales se describen a
continuacion.

3.2. El Estimador Producto-Limite

Bajo la notacion de la Secciéon 1.2, considere la muestra aleatoria homogénea obser-
vada (posiblemente censurada por la derecha) de tiempos de supervivencia continuos

(tl,(Sl), (t27 52)7 R (tny(sn)a

generada a partir de alguna funcion de supervivencia (fundamental) desconocida S(t).
Como se menciond al principio, no se supone una forma paramétrica para S(t). El
proceso de estimacion aqui es similar al que se da con el Estimador Actuarial ([1]) y
en el caso de tiempos de supervivencia discretos (Secccion 2.1). La diferencia es que en
el Método Kaplan-Meier los diferentes tiempos de supervivencia observados, digamos
ti), 1=1,2,...,1, toman el lugar de los tiempos fijos 7; haciendo que la longitud de
cada intervalo de la forma I; = [t(;),t(;4+1)) sea variable.

Supongamos que inicialmente no hay empates en las n observaciones, y que de
estas, r (< n) son tiempos de falla no-censurados y los restantes n-r son observacio-
nes censuradas. Sean 0 < t(}) < ¢y < -+- < f() < 00 esos distintos tiempos de
falla observados y ordenados. En cuanto al orden del indicador de censura, se tiene
que d(jy = 0; cuando t(;) = t;, pero d(1),0(2),-..,0(,) no estan ordenados como los

L) 's. Ademaés, suponga que el mecanismo de censura es no-informativo, es decir, que
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el tiempo de supervivencia es independiente del mecanismo que causaria a éste su
censura. Usando esos r distintos tiempos de falla observados, dividamos R* en una
sucesion de intervalos disjuntos, eso es,

Io = [to, t)), Iy = [ty t@)s -5 Ir = [ty s Ert1))s comto =0y tryy = F00.

Definiciéon 3.2. El conjunto de riesgo al tiempo t, denotado por R(t™), es el
conjunto de indices de los sujetos que permanecen vivos y bajo observacion, “justo
antes” del tiempo t, incluyendo los que estan por morirse en ese tiempo.

Defina a lo siguiente:

= n = el nimero de individuos bajo estudio, es decir, el nimero de individuos
inicialmente en riesgo;

» dj = ntmero de individuos quienes fallan por el evento de interés al tiempo &;y;
» n; = el nimero de elementos en R(t(_j));

= pj = Pr(T >ty | T > t;_1)), la probabilidad condicional de sobrevivir a lo
largo del j-ésimo intervalo, dado que a sobrevivido al inicio de éste.

Observacion 3.1. Note que si m; individuos estan censurados en el intervalo I;
al tiempo t(jy1,t3)2; - - - st(jym;» respectivamete, las etiquetas de sus tiempos de falla

censurados pertenecen al conjunto de riesgo R(t(_j)), es decir, estdn incluidos en n;.

Deseamos encontrar un estimador de S(t) = Pr(7 > t), mediante estimadores de los
p;’s. Por el momento, solo se dara un breve argumento de la derivacion de éstos (ver
[1]), pero méas adelante se vera que el estimador de cada p; es en realidad el EMV
no-paramétrico de 1 — h(t) en t = t(;).

Sea € > 0 un tiempo infinitesimal y considere el j-ésimo intervalo I; = [t(j), t(j+1))'
Note que el intervalo de tiempo que va de t(;) —¢€ a t(;) solamente incluye un tiempo de
supervivencia, mientras que el intervalo que va de t(j) @ t(j4+1) — € no contiene ninguna
falla, ya que éste se presenta hasta t = £(;;1). Como n; es el nimero de individuos
vivos poco antes de ¢(;) y d; las fallas ocurridas en ese mismo tiempo, la probabilidad
de que un individuo presente una falla en el intervalo que va de t(;) —e a £(;) se estima
con d;/n;. Asi, la probabilidad condicional de que un individuo sobreviva méas alla de
t(;) dado que ha sobrevivido hasta ¢(;) —¢ es estimada por 1—d; /n;j, y la probabilidad
de sobrevivir de (;) a t(;41) — € es uno. De esta manera, la probabilidad conjunta de

.. . d;
sobrevivir de ¢(;) — € a t(;) y de (;) a t(;41) — € se puede estimar con (1 — #) * (1).
Por lo tanto, en el limite cuando € — 0,

llega a ser un estimador de la probabilidad condicional p; correspondiente al intervalo
I;. Entonces, para un tiempo fijo t € [t(i),t(iﬂ)) el producto de esos estimadores,
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p; (j =1,2,...,1), da una estimacion de la funcién de supervivencia al tiempo t, eso
es

S(it) = Pr(T >t)

A % d:
< ln=T10-)
j=1 j=1 J
1
- I (-3)
Jltg) <t !
Definicién 3.3. Denotemos por 0 < t(1) < t@) < -+ < t() los r (< n) distintos
tiempos de falla observados en una muestra de tamano n, es decir, no hay tiempos de
supervivencia empatados. Para t € [t(i),t(iﬂ)) fijo, el estimador producto-limite

A

S(t) de S(t) se define como

St = ]I (1—i‘) con  S(0) = 1. (3.2)

n
Jltgy <t J

De acuerdo a (3.2), la gréafica de S(t) es una funcién escalonada, en la cual las
probabilidades de supervivencia son constantes entre los tiempos de falla adyacentes,
es monotona decreciente, continua por la derecha y discontinua por la izquierda® con
saltos de discontinuidad "anicamente” en las observaciones no-censuradas.

Al momento de recoger datos de supervivencia, estos pueden presentar empates,
ya sea entre observaciones censuradas, no censuradas o una combinacién de ambas,
por lo que la definicion del estimador Kaplan-Meier (KM) dado en (3.2) debe ser
redefinida, con el objetivo de considerar los casos de observaciones empatadas. Otro
caso que se debe tomar en cuenta es cuando la observacion més grande, digamos ¢(,,
es un tiempo de supervivencia censurado, ya que el estimador-KM solamente presenta
saltos en observaciones no-censuradas.

Caso 1 Observaciones no-censuradas empatadas.
Supoéngase que antes del tiempo ¢; hay n; individuos libres del evento (e.g.
vivos), y al tiempo t; ocurren d; (d; > 1) fallas (e.g muertes). Imagine que las d;
fallas son separadas sobre un intervalo de tiempo infinitesimalmente pequeno.
De esta manera se obtiene una expresion para el factor de las d; fallas en el
estimador KM, el cual esta dado por

(-5 (- =)

J
= (=) )

le—dj

1

? Cuando se toma {j | t(;) < t} en (3.2), entonces S(t) es una funcion escalonada continua por
la izquierda.
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Caso 2 Empates entre observaciones censuradas y no-censuradas. Es posible que varios
tiempos de falla censurados sean registrados con el mismo tiempo que una o
més tiempos de fallas no-censurados. Entonces, suponga que los tiempos de falla
censuradas ocurren inmediatamente después de los que no estan censurados. De
esta manera, las observaciones censuradas contribuyen al ntiimero de individuos
en riesgo en ese tiempo.

Caso 3 La observacion mds grande esta censurada. Cuando la observacion més grande,
digamos 7, es un tiempo de supervivencia censurado, S (t) no esta definido para
t > 7, es decir,
lim §(t) >0 sit>rT.
t—o0
Por otra parte, cuando 7 es un tiempo no-censurado, entonces, § (t) = 0 para
t>T.

La consideracién de esos casos permite la generalizacion de la Definicion 3.3 para
observaciones empatadas en los datos.

Definicion 3.4. Sean ¢y < tp) < - < t( los r distintos tiempos de falla ob-
servados en una muestra aleatoria de tamano n, posiblemente con censurada por la
derecha. La posibilidad de que se de mds de una falla en t(;y estd permitido, por lo que
denotaremos al nimero de fallas en ese tiempo por d; (> 1). Parat fijo, el estimador
Kaplan-Meier S de S se define como

St= 1] (1—d—i> (3.3)

. n;
Jltgy <t

Se puede verificar facilmente que si ¢;) es una observaciéon no-censurada, entonces

~

S(ta)) = gllr(l] S(t(]) + 6) = S(t(j)),

es decir, el estimador-PL es una funcién escalonada continua por la derecha, con
puntos de discontinuidad presentes solamente en las observaciones no-censuradas.
Maés atin, si no hay empates en t = £;), el tamano de la discontinuidad en ese punto

es R
S4-\_3 S(ty-)
S(t(j)) — S(t(j)) = T
En caso de que se presenten d; observaciones no-censuradas en t(;), el tamano de la
discontinuidad es

N d:
S(te—1)) =

El estimador-KM puede ser determinado de manera recursiva en observaciones no-
censuradas adyacentes como sigue:

1
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Sean £(;_1) < t(;) dos observaciones no-censuradas adyacentes. Por un lado
Pr ({T > t(j)} N {T > t(j—l)}) = PI“(T > t(j)) = S(t(])) (3.4)
Por el otro lado,

Pr ({T > t(j)} N{T > t(j—l)}) = Pr(T > () | T > t— 1)) Pr(T > t(j_l))
= Pr(T >ty |T>ty-1))S(ty-1). (3.5

Ya que (1 —d;/n;) es un estimador de p;, y considerando a (3.4) y (3.5) se tiene que

. . d;
S(tg) = S(tgn) (1- n-j)- (3.6)
Otra forma de deducir (3.6) es considerando el tamano de la discontinuidad en

una observacion no-censurada.

Observacion 3.2. Notese que en ausencia de censura en los datos observados, el
estimador-PL, S(t), se reduce a la funciéon de supervivencia empirica

~ numero de observaciones >t

S(t) =

n

3.2.1. El estimador-KM como un EMV

De la manera como se describe en Kalbfleisch and Prentice (1980), el estimador
Kaplan-Meier es el estimador no-paramétrico de maxima verosimilitud de la funcién
de supervivencia.

Sean t; < to < ... < t, los distintos tiempos de supervivencia observados y no-
censurados en una muestra de tamano n, correspondiente a una poblacién homogénea
con funcién de supervivencia S(t). Suponga que d; individuos fallan en t; y m; in-
dividuos estan censurados en el intervalo [t;,t;41) al tiempo tjl,th, cootimy (=
0,1,2,...,r), donde tg = 0y t,41 = c0. Sea n; = (m; +d;) + -+ (mr +d,) el
nimero de individuos en riesgo justo antes del tiempo ¢;. Suponga un modelo de su-
pervivencia en tiempo discreto. La contribucién a la verosimilitud de una observacion
no-censurada es

f(t;) =Pr(T =t;) = S(t;) — S(t)),
y la contribucién a la verosimilitud de un tiempo de supervivencia censurado en ;; es

Pr(T > tjl) = S(tﬂ),

Bajo un mecanismo de censura no-informativo, la funcién de verosimilitud formulada
con base en los tiempos de falla observados es

L= H{ — 5(t;)]% HS(tﬂ)} (3.7)

=1
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El EMV S(t) de S(t) debe ser discontinuo por la izquierda en los tiempos de falla
observados, de lo contrario S (t]_) = S(t;) lo cual hace que L=0. Ademas, ya que
ti > tj, S(tjy) < S(t;) v por eso L es maximizada tomando S(t;;) = S(t;)(j =
L,2,...,r, 1 =1,2,...,mj) con S(ty;) =1 (I =1,2,...,mg). Del Teorema 2.1.3, la

funcion de supervivencia con funcion de riesgo h(t;) = h; esta dada por
i—1
s(t;) =TT @ —n), (3.8)
j=1
y .
S(ti) =[] (1 - hy). (3.9)
j=1

Substituyendo (3.8) y (3.9) en (3.7), la funcion de verosimilitud resultante es
r j—l ] dj m;

L= H{ [H(l—hl) —H(l—hl)] HS(tﬂ)} (3.10)
j=1 I=1 =1 =1

El primer factor de (3.10) se puede simplificar de la siguiente manera

j—1 7 j—1 Jj—1
[T =)~ JJQ—h) =[] - h)(1 = (1 = hy) = [H(l - hl)]hj.
=1 =1 =1 =1

El segundo factor de (3.10) se puede reescribir como

[Isn =TIs) = s = - n)m.
=1 =1 =1

Al substituir esas expresiones en (3.10) y considerando que

s T

ny :Z(d]—l—m]),ng :Z(d]—Fm]),’nr =d, +m,
J=1 j=2

se tiene que
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it )

=1 =1
— ﬁ{ﬁ{l—hl (1—hy [ﬁl—hz ]}
=1 \I[=1 =1
= Hh;-lj(l—hj)_dj - ﬁl—hldjﬁl—hl ]
Lj=1 1j=1Li=1 =1
— |0 -ny| TT| 0 - m)‘iﬂ'*mj]

Lj=1 dj=11Il=1

= | TIRE Q= by | (= h)™ (L= )™ - (1 — )™

Lj=1 J
T d L T .
= | [[h7 (0 =hy~4| [T = hy)m
Lj=1 1j=1
= JIrPa—nym (3.11)
=1

Claramente, el estimador de méaxima verosimilitud® de h; obtenido de (3.11) es

Por lo tanto, el estimador producto-limite de la funcién de supervivencia estd dado
por
A ~ d‘]
Swy=J[ a-w)=]] 1-—.
jlt;<t jlty<t J

3.2.2. Intervalos de confianza del estimador Kaplan-Meier.

La varianza del estimador Kaplan-Meier es aproximada por la Formula de Green-

wood J
a ~ 2 _1q 2 J
Var[S(t)] ~5°(t) = [S@®)* > b (3.12)
t; <t
Si no hay observaciones censuradas, (3.12) se reduce a S(t)[1 — S(¢)]/n, que es el

estimadro de la varianza binomial estdndar. Ver la Secciéon 2.1.3 de [1] para un mayor
detalle.

3 Considere el vector h = (h1, h2,...,hr) como los parametros desconcidos y de interés en la
distribucién del tiempo de supervivencia. En este caso, la definiciéon de maximia verosimilitud es
una generalizacion del concepto usual empleado en modelos paramétricos (ver [28], pag 57 y 58: El
estimador Kaplan-Meier da un Estimador de Maxiam Verosimilitud Generalizado).



3.2. EL ESTIMADOR PRODUCTO-LIMITE 55

En el caso de muestras grandes el estimador Kaplan-Meier, en un tiempo fijo
t, se distribuye aproximadamente Normal. Entonces, un intervalo de confianza al

100(1 — ) % de §(t) para S(t) esta dado por
8(t) £ 21023 (1),

donde z1_, /2 denota el percentil de una distribucion normal estandar al nivel 1 —« /2,
eso es, Pr(Z < z_/3) =1 —a/2, con Z ~ N(0,1). Sin embargo, algunas veces los
intervalos estandar asi construidos pueden incluir valores fuera del rango [0, 1]. Esto
puede ser evitado aplicando la distribucién normal asintotica a una transformaciéon

de S(t) para la cual el rango no esta restringido. Por ejemplo, la transformacion®

log{—1log 5(t)},

permite determinar limites de intervalos de confianza asintéticos al 100(1—a«) % dados
por
§(t)cxp{i21w/23(t)/[§(t) log S(1)} 7

los cuales toman valores en [0, 1].

3.2.3. Integral producto y el estimador Nelson-Aalen

Sea T una v.a.s. con funcion de supervivencia S (t) = Pr(T" > t) definida para
todo t > 0, con S(0) = 1. Supongamos que T es continua, con funcién de densidad
fr(t) y funcion de riesgo hr(t). Entonces, de la Seccion 2.1, se cumple la siguiente
relacion

St(t) = exp{ —/0 h(u) du}. (3.13)

Si T es una v.a.s. cuya distribucion es discreta, tomando los posibles valores en

0 <ty <ty <---,con funcion de masa de probabilidad fr(t) = Pr(T =t) y funcion

de riesgo h+(t) =Pr(T =t | T > t) = f+(t)/S+(t7), la funcion de supervivencia se
expresa como

Set)= [ [1-ht)] (3.14)

j‘tj<t

Al comparar (3.13) y (3.14) debe notarse que la expresion de S¢(t) en el caso continuo
no proporciona una buena generalizacién del caso discreto, ademas de la falta de una
intuitiva interpretacion, en contraste con (3.14).

Gill et. al (1990) describe la manera en la que ambas formulas pueden ser unificadas
e intuitivamente interpretables usando la integral producto, denotada cominmente
por el simbolo J[, el cual esta definida como el limite de aproximaciones de productos
finitos®.

4 Ver [1] y [16] para detalles.
® Esta definicion es similar a la que se da para la ordinaria integral, denotada por el simbolo f ,
la cual es el limite de aproximaciones de sumas finitas.
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Comencemos por definir la férmula

t
dS (u)
Ar(t) = ) 3.15
T( ) 0 ST(U_) ( )
que es una expresion general para la fun(non de riesgo acumulada H 1(t) ya que, en el
caso continuo (3.15) da A ¢ fo u) du, y en el caso de una distribucion discreta

esta es Ar(t) = Ej|tj§t h ( ). Sea du un tiempo infinitesimal; el riesgo
AAr(u) =Ar(u+du) —Ap(u) =Pr(T <u+du|T > u)

se puede considerar como la probabilidad condicional de presentar una falla en el
intervalo que va de v a v 4+ du, dado que se ha sobrevivido al inicio de ese pequeno
intervalo de tiempo, entonces

1-AAr(u) =Pr(T >u+du|T > u)

es interpretada como la probabilidad condicional de sobrevivir a través de este pequeno
intervalo de tiempo, dado que se ha sobrevivido desde su inicio. De estd manera, la
probabilidad incondicional Pr(T > t) sera el limite de aproximaciones de productos
finitos de la forma

k k
[[Pe(T >t | T>t;0) = H[l—PrT<tJ|T>tj )],
=1 =1

donde 0 =ty < t; < --- < tx, =t es una particion del intervalo de tiempo [0, ¢]. Por
eso es que, usando la integral producto, la funcién de supervivencia de T', en ambos
casos tanto continuo como discreto, se puede escribir como

= T — dA (), (3.16)
0

donde el producto integral T{ esta definido por

t k
T = dA ()] =1im T (1 = [Ar(uy) = Ar(uj-1))),
0 Jj=1

tomando el limite cuando k — 0o y max(t; — t;—1) — 0. Asi, cuando T sea una v.a.s.
continua se tiene

:]z(l—dA :]z(l— u)du) —exp{ /OthT(u)du}.

En el caso discreto, (3.16) se reduce ha

f(1—dA = I[ 0= hrat)).
0

jlt; <t
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Ahora veamos como se relaciona el estimador Nelson-Aalen para la funcién de
riesgo acumulada A ¢(¢) y el estimador Kaplan-Meier para la funciéon de supervivencia
S1(t). Para eso, considere una muestra independiente de tiempos de supervivencia
censurados. Denote por 0 = tg < t1 < t9 < ... < t, los distintos tiempos en los
que se presenta una falla, i.e. las observaciones no-censuradas; sea n; y d; definidos
como antes. Entonces, el estimador Nelson-Aalen para la funcién de riesgo acumulada
correspondiente a Sy (t) es

. d;
A(t) = . (3.17)
jlé e
Este es una funcién escalonada continua por la derecha cuyos incrementos son los
riesgos empiricos estimados, Tl(tj) = dj/n;. Debido a esto, (3.17) corresponde a una
distribucién con toda la masa de probabilidad concentrada tinicamente en los tiempos
de falla observados. De la ecuacion (3.16), la integral producto de K(t) es entonces

]z(l—dA H(1—Z—;>,

Jlti<t

que no es mas que el estimador Kaplan-Meier. De esta manera, el estimador Kaplan-
Meier y el estimador Nelson-Alen quedan relacionados del mismo modo como estan
relacionadas St(t) y Ar(t). Sin embargo, cuando se consideran las relaciones

Ho(t)=—logSc(t) y Sx(t)=exp{—H(t)},

ese hecho se pierde de vista ya que éstas solamente son validas en el caso continuo.

Estimador de la Funciéon de Riesgo Acumulada

Si S(t) es el estimador KM de la funcién de supervivencia, de (3.13) el estimador
de la funcién de riesgo acumulada es H r(t) = —log 5 ¢(t). Por otro lado, un segundo
método para estimar H(t) es usando el estimador Nelson-Aalen dado en (3.17). Se
puede mostrar facilmente, considerando la aproximaciéon de primer orden de la serie
de Taylor de log(1 — z) alrededor de a = 1, que

A~ Rty = 3 &

) ng
i t; <t

La varianza del estimador Nelson-Aalen esta dada por

Var[,/AX(t)] = Z d—;

n=
it <t !

Ejemplo 3.1. Considere la longitud de los tiempos de remision de leucemia miel6-
gena croénica del Ejemplo 1.5 correspondientes a los pacientes que no mantuvieron el
tratamiento con quimioterapia (Grupo A). El estimador KM de la funcién de super-
vivencia para ese grupo de pacientes se observa en la Figura 3.1, y los calculos de la
funcién de supervivencia estimada se muestran en la Tabla 3.1. O
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tj n; dj wy g(t]‘) 1. de C.
(tiempo)  (en riesgo) (fallas) (censurados) (estimador-KM) al 95%
) 12 2 0 0.8333 (0.6470, 1.000)
8 10 2 0 0.6667 (0.4468, 0.995)
12 8 1 1 0.5833 (0.3616, 0.941)
23 6 1 0 0.4861 (0.2675, 0.883)
27 ) 1 0 0.3889 (0.1854, 0.816)
30 4 1 0 0.2017 (0.1148, 0.741)
33 3 1 0 0.1944 (0.0569, 0.664)
43 2 1 0 0.0972 (0.0153, 0.620)
45 1 1 0 0.0000 NA

Tabla 3.1: FError estandar e intervalos de confianza (puntuales) para los valores de 5’(1%)
correspondoentes a los datos de LMC. Note que nj = nj_1 — (d; +w;), con ng = n, dy =

wy =0, S(to) =1, y S(t;) = S(t;—1) * b, donde p; =1 — (d;/n;).

Funcién de supervivencia estimada

Longitud de la remision

Figura 3.1: Grdfica del estimador Kaplan-Meier de la funcion de superviencia para el grupo
de pacientes con leucemia que no mantuvo el tratamiento con quimioterapia y Su correspon-

diente banda de confianza.
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Cédigo en R, Ejemplo 3.1.

# Los datos se guardado en el objeto "lmc" con formato '"data.frame".
> 1lmc<-data.frame( tiempo=c(9,13,13,18,23,28,31,34,45,48,161,5,5,8,8,
12,16,23, 27,30,33,43,45),censura=c(1,1,0,1,1,0,1,1,0,1,0,1,
1,1,1,1,0,1,1,1,1,1,1), X=c( 1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,2,2,2,2,2,2,
2,2,2,2,2,2))
# Se crea el objeto "survfit"
> Imc.survi<-survfit (Surv(tiempo,censura),data=lmc,
error="greenwood", conf.type="log-log")
> summary (mlc.survfit)
# Grafica el estrimador-KM con sus bandas de confianza.
> plot(1mc.survf,conf.int=TRUE,mark.time=FALSE)
> title(xlab=’’Longitud de la remisi’on’’, ylab=’’Funcion de
supervivencia estimada’’)

Ejemplo 3.1 (Continuacién). En la Figura 3.2 se comparan los estimadores de
la funcién de riesgo para el Grupo A, obtenidos mediante el estimador Kaplan-Meir,
H (t) = —log S 1(t), y el estimador Nelson-Aalen, respectivamente. O

Comparacion de los estimadores de H(t)
para el Grupo A

|
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Figura 3.2: FEstimadores de la Funcion de Riesgo Acumulada. El comportamiento de los
estimadores de H 1(t) se debe a que la dltima observacion no esta censurada.
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3.3. Comparaciéon de distribuciénes de supervivencia

Hay situaciones que dan lugar a la necesidad de comparar la supervivencia de
dos o més grupos de individuos, e.g. a través de sus correspondientes curvas de su-
pervivencia. Una de la formas més facil de llevar a cabo eso es mediante una visioén
grafica.

Ejemplo 3.2. Considere nuevamente el conjunto de datos de LMC descritos en el
Ejemplo 1.5. El estimador-KM para cada grupo de pacientes se muestra en la Figura
3.3. Al hacer una “comparacion visual” de las curvas de supervivencia para los dos
grupos se observa que los pacientes que mantuvieron el tratamiento con quimioterapia
(B) tuvieron un mejor tiempo de remisién® hasta experimentar una recaida (falla),
en comparaciéon con el grupo de referencia (A). Eso nos suguiere que si el paciente
mantiene la quimioterapia tardara mas tiempo en experimentar una recaida.

Nétese que el estimador-KM de S(t) correspondiente al Grupo B no esta definido
después de la observacion mas grande (t = 161), debido a que es un tiempo de
supervivencia censurado. O

Mantenimiento del tratamiento con quimioterapia

para pacientes con LMC

0.0

Figura 3.3: Grdficas de los estimadores-KM para el Grupo de control (A) y el Grupo que
mantuvo el tratamiento con quimioterapia (B).

5 El hecho de que la curva de supervivencia del grupo B sea mayor que la del grupo A en algtn
punto en el tiempo, digamos t;, quiere decir que en ese tiempo la proporcién de individuos en remisiéon
(i.e. libres de recaida) del grupo B es mayor que la del grupo A.
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Prueba de hipo6tesis para dos o mas muestras

Como recordara, una prueba de hipdtesis es un procedimiento que nos permite
evaluar hasta que punto un conjunto de datos observados es consistente con una hi-
potesis en particular, conocida como hipdtesis nula. La Figura 3.3 del Ejemplo 3.2 nos
suguiere, mediante una visiéon gréfica, que hay una diferencia entre las dos curvas de
supervivencia estimadas, pero ;Que tan significativa es esa diferencia observada? Si
consultamos el ejemplo de la comparaciéon de las funciones de supervivencia para dos
grupos en [15], se daria cuenta de que este no es el mejor camino para resolver nues-
tro dilema. Existe una gran variedad de pruebas estadisticas de significancia (pruebas
de hipotesis) que nos ayudarian a responder a esa pregunta. Sin embargo, no todas
las pruebas de hipdtesis conocidas se aplican en este caso. Esto se debe, de nueva
cuenta, a la censura en los datos de supervivencia o a que los datos no presentan una
distribucién simétrica. Por ejemplo, si no hubiese censura en los datos, la prueba no-
paramétrica de suma de rangos de Wilcoxon podria ser apropiada para comparar dos
muestras independientes de datos de supervivencia; la prueba t — Student tampoco
es apropiada debido a la distribucién en este tipo de datos.

Ya que en la mayoria de los casos se presentan muestras con observaciones censu-
radas, se debe de utilizar otro tipo de pruebas de hipétesis tales como:

s Prueba log-rank (o prueba de Mantel-Haenszel). Por lo regular, la prueba log-
rank es la més usada para la comparacion de dos (o méas) distribuciones de
supervivencia. Esta asume que las funcidnes de riesgo correspondientes a los
grupos son paralelas. Sin embargo, si las curvas de supervivencia se cortan, la
prueba log-rank presenta problemas. Esta da el mismo peso tanto a los primeros
como a los ultimos tiempos de falla. A continuacién se dard un bosquejo de la
construccion de esta prueba para dos Grupos, pero se puede consultar [1] para
una descripcién méas detallada.

Suponga que existen r distintos tiempos de falla, £(1) <t@g) < ... <{(), por los
dos grupos. Se considera cada tiempo de falla t(; (i = 1,2,...,7) por separado y
se crea una tabla de contingencia de 2 X 2 en la que se muestra dj;, el ntimero de
fallas en el j-ésimo grupo, y n;;, el nimero de sujetos en riesgo en el grupo j antes
del tiempo £(;), para j = 1, 2. Consecuentemente, al tiempo ¢(;) hay d; = dy;+da;
fallas en total de n; = ni;+n9; individuos en riesgo de falla. Ahora consideremos
la hipotesis nula de que no hay diferencia entre los tiempos de falla de los dos
grupos. Si los totales marginales en la tabla de contingencia se toman como fijos,
bajo la hipétesis nula, sus cuatro entradas estan determinadas por el valor de dy;,
el nimero de fallas del Grupo 1 en ¢(;). De esta manera, dy; se puede considerar
como una v.a. cuya distribucion es HIPERGEOMETRIC A(dy;;n415,n5,d;).
Por eso, el nimero esperado de fallas en el Grupo 1 es

d;
€1 = N1 —,
n;
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y su varianza esta dada por

_ nyngidi(ng — d;)
V1 = 2
n;(n; — 1)

Finalmente, el estadistico de contraste se define de la siguiente manera:

2
w [Z§zl(du - €1;) 5.18)
= . 3.18
D i1 Vi

Cuando el namero de fallas es relativamente grande, W se distribuye aproxima-
damente x? con un grado de libertad. Este estadistico resume las desviaciones
que hay entre los tiempos de falla observados en los dos grupos y los tiempos
de aquellos esperados bajo la hipotesis nula de no diferencia en los dos grupos.
Entre mas grande sean los valores del estadistico W mayor seré la evidencia en
contra de la hipétesis nula.

» Prueba de Wilcoxon (modificacion de Peto y Peto de la prueba Wilcozon-Gehan).
Esta es méas potente que la prueba log-rank cuando las fuerzas de mortalidad
no son paralelas (i.e. cuando se cortan en algin punto) y se tengan pocas obser-
vaciones censuradas. Otra de las caracteristicas de esta prueba es que da mas
peso a los primeros tiempos de falla (ver [1] para una descripcion detallada).

Ejemplo 3.3. Retomemos el conjunto de tiempos de remisién de los pacientes con
LMC del ejemplo anterior. Se desea probar la hipétesis nula de que no hay diferencia
en los tiempos de falla de los dos grupos mediante la prueba log-rank, con un nivel de
significancia de o = 0.05. Para llevar a cabo esta prueba en R nos auxiliaremos de la
variable explicativa X, la cual toma el valor de 0 si el paciente pertenece al Grupo A,
y de uno si es del Grupo B. Nuestro conjunto de datos consta de 23 observaciones de
la forma

(t1,01,21), (t2,02,2),. .., (ta3, 623, T23),

Esta prueba se realiza mediante la funcién survdiff (formula, rho). EI valor de
rho=0 es el que inicialmente tome R y corresponde a la prueba log-rank; un valor de
rho=1 es la prueba de Wilcoxon. En general, el peso de la curva de supervivencia, al
inicio o al final de esta, se asigna dependiendo del valor que se le de a rho. Bajo la
hipétesis nula de que no hay diferencia entre los tiempos de supervivencia de los dos
grupos, nuestro estadistico de prueba se distribuye asintéticamente x> con un grado
de libertad, eso es, W ~ X21 .

El valor observado del estaditico W obtenido de R es xops = 3.396 y el valor-P
correspondiente es 0.0654. Puesto que valor-p es mayor que o = 0.05, no se puede
rechazar la hipétesis nula; esto nos suguiere que no hay evidencia real de que el man-
tener el tratamiento con quimioterapia prolonge el tiempo de remisién de pacientes

con LMC. O
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Cédigo en R, Ejemplo 3.3.

>library(survival)
> lmc.survfit<- survfit(Surv(tiempo,censura$) X, data=lmc)
> plot(lmc.survfit,xlim=c(0,60),axes=FALSE,1ty=1:2, mark.time=FALSE)
> title(xlab=’’Longitud de la remisién’’, ylab=’’Funcién de
supervivencia estimada’’, font.lab=4)
legend(25,0.9,1legend=c( "Grupo B"," Grupo A"),lty=1:2)
axis(1,pos=c(0,0)); axis(2,pos=c(0,0))

title("Mantenimiento del tratamiento para LMC.")
lmc.logrank<-survdiff (Surv(tiempo,censura) ~“X,data=1lmc,rho=0)
lmc.logrank$chisq

3.396389

V V V V V

En contraste con el ejemplo anterior, hay casos en donde no es tan claro tomar
una decisién respecto al tiempo de supervivencia de dos grupos de pacientes debido
a ciertos factores, como el hecho de que las curvas de supervivencia de los dos grupos
se crucen.

Ejemplo 3.4. Los datos del Ejemplo 1.4 corresponden a la longitud de remisién de
101 pacientes a los cuales se les realizé un transplante de médula osea. Cincuenta y
uno de esos pacientes recibieron un transplante autélogo, mientras que los restantes
cincuenta recibieron un transplante alogénico. La grafica del estimador Kaplan-Meier
de la funcién de supervivencia para cada tratamiento se muestra en la Figura 3.4.

Uno de los objetivos en este tipo de estudios es el de evaluar la eficiencia de
los dos tratamientos mediante la longitud de remision de los pacientes (tiempo de
supervivencia). Nétese que las curvas de supervivencia se cruzan aproximadamente
en t = 12 meses, ademas de que el grupo de trasplante alogénico tiene un mayor
niimero progresivo de censuras que el otro grupo, ambos en los tltimos tiempos de
supervivencia. Al realizar la prueba de Wilcoxon en R se obtiene un valor —p = 0.977.
Esto nos suguiere que no hay una diferencia significativa entre los dos trasplantes de
médula osea.

Codigo en R. Ejemplo 3.4.

>library (KMsurv)

> data(alloauto)

> attach(alloauto)

> survdiff (Surv(time,delta) “type,rho=1)
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Transplante de médula 6sea para pacientes
con leucemia miel6gena aguda
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Figura 3.4: Grdfica del estimador Kaplan-Meier para cada tipo de transplante realizado a
los pacientes con LMA.



CAPITULO 4

MODELO DE REGRESION PARA
DATOS DE SUPERVIVENCIA

Hasta el momento se han considerado modelos y métodos estadisticos para pro-
ceder con el Anélisis de Supervivencia para datos provenientes de poblaciones ho-
mogéneas. Sin embargo, en muchos estudios médicos que dan lugar a datos de este
tipo, se registra informacion adicional por cada individuo y de la cual se cree que
puede depender el tiempo de supervivencia. Por eso, surge la necesidad de considerar
generalizaciones tanto de esos modelos como de los métodos empleados para tomar
en cuenta ese tipo de informacion concomitante.

Los modelos de regresion, los cuales son aiin més generales que los vistos ante-
riormente, pueden usarse tanto con el objetivo de predecir el valor esperado de la
respuesta Y usando un conjunto de variables explicativas fijas {X1, Xa,..., X}, asi
como el de estimar el efecto de una o mas variables explicativas X; sobre la variable
respuesta Y. El modelo de regresion descrito en el presente Capitulo, el cual aparece
en la literatura estadistica bajo el nombre de Modelo de Regresion de Cox o Modelo de
Riesgos Proporcionales de Cox, permite estimar la relacion que hay entre un conjunto
de variables explicativas fijas X1, Xo,..., X, y la respuesta o tiempo de falla Y, o méas
bien, con la funcion de riesgo h(y;x), que es la tasa instantanea del suceso de interés.

El objetivo principal del presente Capitulo es la exploraciéon de la dependencia de
Y respecto de X mediante un modelo de regresiéon adecuado. Esencialmente, son dos
las clases generales de modelos que comtnmente se consideran:

» Los Modelos de Riesgos Proporcionales.
s Los Modelos de Tiempos de Vida Acelerados.

Para fines del presente trabajo nos enfocaremos en los Modelos de Riesgos Pro-
porcionales.

65
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4.1. Modelo de Riesgos Proporcionales

Sea Y una v.a.s. que depende, en la respuesta, del vector observado de valores de
la covariable x" = (z1,z2,...,2p). Por un modelo de riesgos proporcionales para
Y nos referimos al modelo

h(y; x) = ho(y) ¥(x) (4.1)
donde h(y;x) es la funcion de riesgo condicional de Y dado x, 1(x) es una funcion
positiva en x tal que ¥(0) = 1, y ho(y) es la funcién de riesgo base, la cual

representa la funcién de riesgo para una observaciéon cuyo vector de covariables es
cero, es decir, h(y;x = 0) = ho(y). La seleccion de ¢(-) dependera de los datos
a considerar (ver [16]), la forma de ¥ (x) en (4.1) més conveniente y flexible para
muchos propositos es (Cox, 1972a):

P(x) = ¥(x; 8) = exp(B'x),

donde 8" = (B1, B2, - .., Bp) es un vector de parametros desconocidos. De esta manera,
el modelo de riesgos proporcionales en (4.1) toma la forma

h(y;x) = ho(y) exp(B8x). (4.2)

Esta clase de modelos se caracteriza por el hecho de que las variables explicativas
tienen un efecto multiplicativo a través del producto con hg(y). Mas atn, si x y
x* representan los vectores de covariables observados de dos individuos diferentes, y
denotamos como H R (por sus siglas en inglés hazard ratio) a la razén de sus funciones
de riesgo, la cual estd dada por

hy;x) _ $(x)ho(y)
h(y;x*)  (x*)ho(y)
se tiene que no depende del tiempo de falla y, y sélo depende de la diferencia en el
valor de la varaible explicativa. De aqui el nombre de riesgos proporcionales.

HR =

= exp {BT(X—X*)}, (4.3)

Cuando se ajusta un conjunto de datos bajo la suposicion de riesgos proporcionales
usando el Modelo de Regresion (4.2) y se supone una distribucion "base” para ho(y),
digamos Fy(y; @), el proceso involucra la estimacion de los vectores de parametros
desconocidos 8 y 3, empleando las respuestas observadas Y junto con el vector de
valores observados x correspondiene a X.

Ejemplo 4.1 (Modelo para la comparacion de dos grupos). Considere a
un grupo de n pacientes con cierta enfermedad, los cuales son aleatorizados en dos
grupos disjuntos para recibir un nuevo tratamiento (factor de exposicién) o seguir con
el tratamiento estandar. Denotemos por Grupo I a todos los pacientes que reciben
el tratamiento estandar, y por Grupo II a los que reciben un nuevo tratamiento.
Supongamos que las fuerzas de mortalidad de los dos grupos son proporcionales en
cualquier instante de tiempo y, y tomemos al Grupo I como referencia del riesgo inicial,
es decir, aquellos pacientes que no estan expuestos a la droga del nuevo tratamiento.



4.1. MODELO DE RIESGOS PROPORCIONALES 67

Del modelo de riesgos proporcionales en (4.2), la funcién de riesgo al tiempo y para
cualquier paciente i (i =1,2,...,n) en la muestra formada por los dos grupos es

hi(y) = exp(Bz;) ho(y), Yy >0yVp € (—o0,00), (4.4)
donde x; es el valor que toma la variable indicadora X;, la cual estd definida como

¥ — 1, paciente del Grupo II (expuestos al factor "nuevo tratamiento”);
~ | 0, paciente del Grupo I.

De esta manera, la funcién de riesgo al tiempo y para un individuo en el Grupo
I es ho(y), y la funcién de riesgo al tiempo y para un individuo del Grupo II es
ho(y) exp(B). De (4.3) con p = 1, la HR en cualquier tiempo y para un individuo que
recibe el nuevo tratamiento relativo a un individuo con el tratamiento estandar es

h(y;x=1)
ho(y)

En esta situacion, la interpretacién de la HR es como sigue: si exp() < 1, el riesgo
de presentar el evento de interés al tiempo y es menor para un paciente con la nueva
droga, relativo a un paciente con el tratamiento estandar, lo cual nos nos sugiere que
el nuevo tratamiento es mejor que el estandar (factor protector). Por otra parte, si
exp(B) > 1, el riesgo de presentar el evento de interés al tiempo y es mas grande para
un paciente en el Grupo II relativo a otro paciente en el Grupo I, que es el grupo de
referencia (i.e. que no esta expuesto al factor). El tratamiento estdndar se muestra
superior ante la nueva droga (factor de riesgo). O

HR = = exp(f)

Si suponemos que el tiempo de supervivencia del Grupo I en el ejemplo anterior
tiene un distribucion Weibull(\, «), la funcion de riesgo para los individuos en ese
grupo es

hy;z = 0) = ho(y) = Aay® !,

En consecuencia, la funcion de riesgo para los individuos del Grupo II es

hy;z = 1) = exp(B)ho(y) = exp(B) Aay® ",

la cual corresponde a la funcién de riesgo de una distribucion Weibull con pardmetro
de escala Aexp(f) y parametro de forma «. Notese que tal modelo es completamente
paramétrico. En este caso, se dice que la distribucion Weibull tiene la propiedad de
riesgos proporcionales [1].

Collet(1994) discute la generalizacion del modelo de riesgos proporcionales dado
en (4.4) a una situacion en la que el riesgo de muerte al tiempo y depende de los
valores x1, 2, ...,x, de p variables explicativas X1, Xo,..., X,

4.1.1. Funcién de supervivencia bajo riesgos proporcionales

Sea Y una v.a.s. continua con vector observado de variables explicativas x € RP.
Ya se mencion6é que bajo un modelo de riesgos proporcionales las covariables tienen
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un efecto multiplicativo en la funcién de riesgo condicional de Y. Entonces, es natural
preguntarse sobre el efecto de las covariables en la distribucién del tiempo de super-
vivencia de Y. Si definimos S(y;x) como la funciéon de supervivencia condicional de
Y, cuya funcion de riesgo condicional es h(y; x), se tendra que el vector de covariables
tiene un efecto potencia en la funcién de supervivencia. En efecto, del Teorema 2.1.1,

S(y;x) = exp{ - /Oy h(u;x) du} = exp{ - /Oy ho(u)(x) du}
y y $(x)
= exp{ — (%) /0 ho(w) du} = [exp{ —/0 ho(u) du}]

= [So(y)] "™ (4.5)
donde
y
So(y) = S(y;x=0) = exp{ - /0 ho(u) du},

es la funcién de supervivencia base.
De manera anéloga, definimos la funcién de riesgo acumulada base

Yy
Ho(w) = [ ho(u)du
0
cuando x = 0.

Modelo de tiempos de vida acelerado

Sea Y una v.a.s. que depende, en la respuesta, del vector observado de covariables
X" = (X1, X2,...,Xp). En el modelo de tiempos de vida acelerado, en contraste con
el de riesgos proporcionales, se supone que las covariables actuan directamente sobre
el tiempo de supervivencia, de tal manera que el efecto de estas se ve reflejado en un
aumento o disminucién de su progreso.

Considere nuevamente el Ejemplo 4.1 en el que se tiene una muestra de n indivi-
duos con una sola covariable X definida como antes. Collet (1994) también describe
la generalizacion de este ejemplo bajo un modelo de tiempos de vida acelerado en el
que la funcion de riesgo condicional para el i-ésimo individuo dado el vector de valores
observado de p covariables, x; € RP, es

hi(y; x;) = exp{B"x; }ho (y exp{B7x;}) (4.6)

donde

B'x; = frxi1 + Paxiz + ... + BpTip
es el componente lineal del modelo, en el cual ;; es el valor de la j-ésima covariable
correspondiente al i-ésimo individuo (1 = 1,2,...,n, j = 1,2,...,p), B € RP es
un vector de parametros desconocidos, y la funciéon de riesgo base, ho(y) , que es
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el riesgo de muerte al tiempo y para un individuo con vector de covariables igual a
cero. Analogamente, la funciéon de supervivencia condicional del i-ésimo individuo con
funcion de riesgo como en (4.6) es

Si(y;x;) = So(yexp{B'x}), (4.7)

donde Sy(y) es la funcion de supervivencia base y representa la funcion de supervi-
vencia de un individuo con vector de covariables igual a cero (x = 0).

Ejemplo 4.2. Considere nuevamente los dos grupos de pacientes del Ejemplo 4.1,
pero ahora bajo la suposiciéon de un modelo de tiempos de vida acelerado. También
suponga que el tiempo de supervivencia del Grupo I se distribuye Weibull(\, a).
Entonces, la funcién de riesgo base (x = 0) para un individuo de ese grupo es

ho(y) = Aay® !,

De la ecuacién (4.6), la fuerza de mortalidad del i-ésimo individuo en la muestra
formada por los dos grupos es

hily) = exp(BTx)Aa [yexp(BTx)]
= Dexp(afTx)] ay*, (48)

que corresponde a la funcién de riesgo de una distribucién Weibull con parametro de
forma o y parametro de escala A exp(a 37x;). Por lo tanto, se dice que la distribucién
Weibull tiene la propiedad de tiempos de vida acelerados. O

Observacion 4.1. La distribucién Weibull es la tnica distribucion que posee tanto la
propiedad de riesgos proporcionales como la propiedad de tiempos de vida acelerado.
Debido a esto, un enfoque alternativo al modelo de riesgos proporcionales Weibull es
un modelo de tiempos de vida acelerado (ver [1],[15]).

4.2. El Modelo de Cox

Cuando se supone una forma paramétrica de la funcion de riesgo base hg(y) en
(4.1), el problema consiste en la estimacion de los parametros involucrados a partir de
la informacion contenida en los datos. Aunque existen métodos para evaluar la Bondad
del Ajuste del modelo supuesto para cierto conjunto de datos, siempre habré incerti-
dumbre en su adecuacién. Una manera de relajar esa sitacion es establecer un modelo
semi-paramétrico en el que no se supone una forma especifica para hg(y), como lo es
el Modelo de Cox. Este tipo de modelos también son llamados libres de distribucion
en el sentido de que su validez y ciertas propiedades no dependen de la forma de hq(y).

Bajo la notacion de la Seccion 1.2, supongamos que (t;,0;), i = 1,2,...,n de-
notan una muestra aleatoria independiente de tiempos de supervivencia continuos,
presentandose en orden ascendente y posiblemente censurados por la derecha bajo
un mecanismo de censura no-informativo. Considere el vector x" = (z1,...,2)) de
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variables explicativas “fijas”, es decir, covariables independientes del tiempo', para
cada individuo en la muestra. El tiempo de supervivencia de cada indiviuo tiene una
distribucién, dependiente en x, que puede ser caracterizada ya sea o por la funcién
de supervivencia S(t;x) o por la funcion de riesgo h(t;x). El modelo de Cox (1972a)
especifica la funcion de riesgo para el i-ésimo individuo al tiempo ¢ como

hi(t) = h(t;x;) = ho(y) exp{B"x;}. (4.9)

donde 3 € RP es un vector de coeficientes de regresion desconocido, ho(t) es alguna
funcion de riesgo base no especificada, que representa el riesgo de falla al tiem-
po t en un conjunto de condiciones estandar, es decir, cuando x=0, y ¥(x;;8) =
exp{B'x;} es una funcion (positiva) especifica del vector de variables explicativas x;.
De esta manera, el modelo de riesgos proporcionales en (4.9) es semi-paramétrico en
que exp(B7x;) es paramétricamente especificada, pero hg(t) no. Esto a su vez significa
que el Modelo de Cox no supone una forma paramétrica especifica de la distribucién
del tiempo de supervivencia, haciendo este método considerablemente robusto, ya
que buenos estimadores de los coeficientes de regresion, y en consecuencia de la fun-
cion de riesgo y de la funcion de supervivencia ajustada, pueden ser obtenidos para
una gran variedad de conjuntos de datos.

Como ocurre en los modelos lineales y logisticos, surge la necesidad de contar con
una medida del efecto que describa la relacion entre el tiempo de supervivencia (res-
puesta) y algun factor de exposicion. Tal efecto estara ajustado por ciertas variables
explicativas relevantes incluidas en el modelo de regresién. En los modelos logisticos,
la medidad de ese efecto es un cociente de momios, mientras que en andlisis de su-
pervivencia la medida de ese efecto es llamado razén de riesgos (instantaneos),
denotado como HR. Pues resulta que la simple interpretacion de la razon de riesgo
como un tipo de riesgo relativo es otra de las atractivas caracteristicas del Modelo de
Cox (ver Ejemplo 4.1).

4.2.1. Verificacion de la suposicion de riesgos proporcionales

La forma en (4.9) es una suposicion fuerte y requiere de una cuidadosa verificacion
al momento de su aplicacién, por lo que métodos para la evaluaciéon de su validez son
necesarion. En el libro de Kleinbaum [21] se explican tres enfoques que se pueden
usar para verificar la suposicion de riesgos proporcionales: métodos grificos, pruebas
de bondad de ajuste, y variables dependientes del tiempo. Cuando este dltimo método
es usado para evaluar la suposicion de riesgos proporcionales de la £-ésima covariable

1 El modelo de Cox tiene la ventaja de que puede ser extendido para permitir modelar covariables
que dependen del tiempo, eso es, el riesgo para el i-ésimo individuo esta dado por

h(ti; Xi(t)) = ho(t:) exp (B"X(t))

donde X;(t) es el vector de variables explicativas para el i-ésimo individuo en el tiempo. Sin embargo,
el Modelo de Cox Extendido no esta en el alcance del presente trabajo, pero los procedimientos
descritos en este Capitulo igualmente pueden ser extendidos para tratar con variables explicativas
dependientes del tiempo. El libro de Kleinbaum (1996) es una buena opcion para familiarizarse con
este tema.
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fija, el modelo de Cox es extendido para incluir una interaccion de la forma X;p x v(t),
donde v(t) es alguna funcion del tiempo (e.g. vg(t) = t). De esta manera, el modelo
de Cox Extendido para verificar la suposicion de riesgos proporcionales (HR) de la
{-ésima covariable es

h(t,x;) = ho(t) exp { Z Brrix + 1 [ x v(t)] } (4.10)

k=1

donde 7 es el coeficiente de interaccion.

Usando el modelo (4.10), verificamos la suposicion HR probando la significancia
de 7. Por lo tanto, la hipdtesis nula es Hy : 7 = 0. Note que si la hipdtesis nula es
verdadera, (4.10) se reduce a (4.9). También se puede realizar una prueba de hipotesis
desde un punto de vista GLOBAL, es decir, evaluar la suposicion HR para todas las
covariables incluidas en el modelo, de manera simultanea. Por eso, el Modelo de Cox
extendido toma la forma

h(t,x;) = ho(t) exp [B"x] + n"z;(t)]

.
donde z;(t) = <:17i1v1 (t),... ,xipvp(t)) ,yn=(m,...,np)". En este caso, la hipotesis
nula es Hy : i = 0. Estas pruebas son llevadas a cabo mediante el estadistico de la
razon de verosimilitud.

Modelo de Cox Estratificado

Este modelo es un modificacion de (4.9), el cual permite modelar la funcion de
riesgo para distintos grupos disjuntos o estratos. El modelo de Cox para el k-ésimo
estrato se define como

h(t.X) = hou(t) exp (B'Z(1)). (4.11)

En el caso de que alguna de las covariables incluidas en el Modelo de Cox no cumple
con la suposicion de riesgos proporcionales, el modelo (4.11) puede ser empleado para
controlar el efecto de tal covariables mediante la estratificacion de esta (ver [21]).

4.2.2. Ajuste e interpretacion del modelo de Cox

Cuando se usa el modelo de Cox con el objetivo de estimar la relacién que hay entre
el tiempo de supervivencia y una o maés variables explicativas, surgen dos conceptos
importantes: confusion e interaccién. Para entender el concepto de confusién, su-
pongamos que un modelo de riesgos proporcionales es considerado para un conjunto
de datos de supervivencia, digamos

Modelo(1): h(t) = ho(t) exp{S1z2 + Boxs + P3x3}

donde X, X3 y X3 son las p = 3 variables explicativas de posible relevancia, y 3; es
el efecto principal correspondiente a X; (j = 1,2,3). El efecto de cualquier término
en el Modelo(1) no se puede estudiar independientemente de los otros, por lo que
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existe una dependencia entre ellos, por ejemplo, el efecto f; de X en el Modelo(1)
depende de X5 v X3. En este caso, se dice que 5 es ajustado por Xy y X3. Asi,
exp(p1) representa la HR debida al factor X, ajustado por X y Xs.

Ahora considere un segundo modelo en el que se han ajustado las p = 3 variables
del Modelo(1) méas una variable adicional X, de la cual se sospecha que es una buena
indicadora del pronéstico de supervivencia, eso es,

Modelo(Z) : h(t) = ho(t) exp{ﬂlxl + Boxs + B3xs + ,84%4}.

Se dice que X4 es una factor de confusion para cualquiera de los efectos 3; en el
Modelo(1), digamos 1, si el Modelo(2) produce una estimacion para (31 diferente a la
obtenida en el Modelo(1). Similarmente, el efecto de X, en el Modelo(2), que es fy,
se dice que es ajustado por las p = 3 variables explicativas que ya han sido ajsutadas,
X1, X5, Xs.

Por otra parte, cuando la relacion entre alguno de los factores de estudio en el
Modelo(2), digamos X7, y la variable del tiempo de supervivencia (respuesta) es mo-
dificado segin el valor de una tercera, digamos X3, se dice que hay una interaccion
entre X7 y X3. Entonces, si queremos evaluar el posible efecto de interaccién de X3
sobre Xs, es necesario incluir una quinta variable, eso es, el producto de X7 y X3.

Ya que el modelo en (4.9) se puede re-expresar en la forma

h; T
log {%} =B x = w1 + Poiz + -+ + 5pxipv (4.12)

el modelo de riesgos proporcionales también puede ser visto como un modelo lineal
para el logaritmo natural del cociente de los riesgos. La manera de incluir informacién
concomitante en el modelo de riesgos proporcionales es a través del componente lineal
B7x. Collett (1994) presenta una extensa discusion del ajuste del modelo de Cox
mediante 3"x, ademas de la interpretacién del vector de parametros estimado 3 con
distintos modelos ajustados. Esta parte también puede ser discutida desde el punto
de vista de los Modelos Lineales Generalizados (MLG); una ventaja de este enfoque
es que surgue el concepto de matriz diseno (ver [7]). Por eso, las técnicas estandar
para incluir covariables en modelos de regresion (e.g. logisticos, lineales) pueden ser
usadas en este contexto. En cuanto a su escala de medicién, ya se mencion6 de manera
breve en la Subseccion 1.3.1.

Ejemplo 4.3. Considere a un grupo de pacientes con cancer sometidos a un trata-
miento médico. Supongamos que se desea modelar la dependencia de la funcién de
riesgo sobre el factor A="grado del tumor”, al cual se le ha clasificado en tres nive-
les descriptivos. Asi, los individuos son también clasificados en los grupos I, 11 y III,
respectivamente. Si 3; representa el efecto de A en el nivel j (j = 1,2,3), podemos
definir variables indicadoras X1, X9, X3 para incluir esos términos en la parte lineal
del modelo de riesgos proporcionales, con la restriccién de que alguno de los 3; sea
cero para ser consistentes con la definicién de hy(t), por ejemplo, tomando 1 = 0
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podemos adoptar como referencia del riesgo de falla (i.e todas las variables explica-
tivas iguales a cero) a los pacientes cuyo factor A esté en el primer nivel, es decir, el
Grupo 1. Asi, los valores que toman las variables indicadoras, junto con la funcién de
riesgo de los pacientes cuyo factor A estd en el nivel j quedan como se muestra en la
Tabla 4.1. O

‘ Nivel del Factor A H Xy X3 H funcién de riesgo ‘

1 0 0 h(t) = ho(t)
1 0 | h(t) = ho(t) exp(fa)
3 0 1 | h(t) = ho(t) exp(fB3)

Tabla 4.1: Valores de X; para indicar el nivel en el que se encuentra el factor A.

Una expresion mas general para la funciéon de riesgo condicional usada para iden-
tificar los tres niveles del factor céancer de un individuo con vector de covariables
x = (1,x9,23)" es

h(t;x) = ho(t) eP2rathazs, (4.13)

Tomando el riesgo relativo, HR, de dos individuos cuyos factores se encuentran en
niveles diferentes, la interpretacion de los términos del componente lineal en (4.13)
son mas explicitos: exp(33) es el riesgo de falla de un paciente con el factor A en
el nivel 2 (Grupo II) relativo al riesgo de falla de un paciente con A en el nivel 1,
que es el grupo de referencia; y exp(fs) es el riesgo de falla de un paciente en el
Grupo III, relativo al riesgo de falla de otro paciente en el Grupo I. De est4d manera,
si exp(f2) < 1, digamos 0.5, el riesgo de falla en el Grupo I es la mitad del riesgo para
el Grupo II, y si exp(52) > 1, digamos 2, el riesgo de falla en el Grupo II es el doble
que el del Grupo L.

Supongamos que se tiene un modelo de riesgos proporcionales en el cual se incluye
una sola covariable continua X. De este modo, la funcion de riesgo del i-ésimo de los
n individuos, para X = z;, es

h(t;z;) = ho(t) exp(B:).

Ahora considere la H R para un individuo cuyo valor registrado de X es x+1, relativo
a un individuo para el cual se obtuvo un valor x, eso es,

h(t;x+1)  exp{B(z+1)}

= h(t;w)  exp{Bx}

= exp(f)

Asi, en el modelo de riesgos proporcionales ajustado, B es el cambio estimado del
logaritmo de la razén de riesgo cuando el valor de X es incrementado en una unidad.

Usando un argumento similar, el cambio estimado en el log HR cuando el valor
de la covariable X se incrementa en k£ unidades es kﬁ, y el correspondiente estimador

de la HR es exp(kf3) (ver [1]).
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4.2.3. Verosimilitud Parcial: Un método de estimacion.

Cox (1972a) introdujo un método para estimar 3 en (4.9) sin la especificacion pre-
via de la funcion de riesgo base ho(t) mediante una verosimilitud, que posteriormente
llamo funcion de verosimilitd parcial (Cox,1975). Asi, una vez obtenido el estimador
B de 3, se procede a estimar la funcion de riesgo base hq(t). Equivalentemente uno
puede considerar a la funcion de riesgo acumulada base Ho(t fo ho(u)du o a la
funcion de supervivencia base Sy(t) = exp{—Ho(t)} en lugar de ho(t).

Supongamos ahora que las fallas observadas ocurren en los distintos tiempos
ty <ty < - < 1y los restantes n-r tiempos se toman como censurados por
un mecanismo no-informativo. Por el momento ignoremos el caso de tiempos de falla
empatados. Se puede verificar ficilmente que la funcién usual de verosimilitud para
ese conjunto de datos correspondiente al modelo en (4.9) es

,3 ho(t H ho(t; exp(ﬁ XJ)](Sj exp { — Ho(t;) exp(,@ij)}, (4.14)

Ya que el modelo de Cox no supone una forma especifica de hg(t), no es posible
emplear directamente métodos estandar con (4.14) para obtener un estimador del
vector de parametros desconocido 3. No obstante, Cox (1972a) sugiri6 la siguiente
funcién de verosimilitud para estimar 3 en la Ecuacién 4.9:

exp{B'x(;}
jabe ZZGRJ- exp{B7x}

donde x(;) € R? es el vector de covariables asociado con el individuo cuyo tiempo de
falla es t(;) y R; = R(t(;)) es definido como antes: el conjunto de riesgo al tiempo t,
que consta de los individuos que no han presentado una falla y que permanecen bajo
observaciéon (no-censurados) al tiempo t7, es decir, justo antes del tiempo ¢.

Un argumento para la obtencion del j-ésimo factor en (4.15) es como sigue: dado
R; y dado que ocurre una falla al tiempo ¢(;), la probabilidad condicional de que un
miembro de R; con vector de covariables x ;) falle en ¢;) se puede expresar de manera
equivalente? como

L(B) = (4.15)

Pr(el individuo de R; con vector de covariables x(; falle en #;)

4.16
Pr( un miembro de R; falle en t(j)) ( )

El numerador en la expresion anterior es el riesgo de falla al tiempo ¢;) correspon-
diente al individuo con vector de covariables x ;). Si éste es el i-ésimo individuo de
R; quien presenta la falla en ¢;), entonces x(;y = x; y su funcién de riesgo se puede
escribir como h;(t(;)) = ho(t(;)) exp{B'x(;)}. El denominador es la suma de los riesgos
de falla al tiempo ;) sobre todos los mdividuos quienes estan en riesgo de falla en
ese tiempo. Asi, la probabilidad condicional en (4.16) se puede aproximar por

h'(tm)ﬁtm __o{Bx;)} (4.17)
Z he(t(j)) At Z exp{B'x¢}
ZERJ ZERJ'

2Pr(A| B) = Pr(An B)/Pr(B).
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Tomando el producto sobre i = 1,2,...,r de (4.17) se obtiene la verosimilitud L(3)
dada en (4.15). Cox (1972a) se refiri6 a ésta como una verosimilitud condicional,
un concepto bastante enganoso ya que la verosimilitud marginal y condicional son
casos especiales del concepto méas general de verosimilitud parcial (Cox, 1975).
Mas adelante se darda un esbozo de la justificacion de L(3) como una verosimilitud
parcial.

Notese que L(B) en (4.15) no es una verosimilitud en el sentido de la Definicion
A.1, ya que los tiempos de supervivencia observados no figuran numéricamente en
su calculo. Sin embargo, la maximizacion de (4.17) proporciona un estimador 3 que
es consistente, asintéticamente normal bajo apropiadas condiciones de regularidad
(Cox,1975; Tsiatis 1981) y eficiente (Efron,1977), y estadisticos como la razon de
verosimilitud, matriz informacion y puntaje basados en L(3) se comportan como si
se tratase de una verosimilitud ordinaria. De esta manera, el proceso de estimacion
de B requiere la solucién del sistema de ecuaciones

)
=250, =0 (4.18)

donde I(B) = log L(B) y u(B) = 01(8)/9B es la funcién score o puntaje. Esto se
puede llevar a cabo mediante algin método iterativo, tal como el Método Newton-
Raphson.

u(B)

Bajo apropiadas condiciones de regularidad, i_l(B) = —9%1(B)/9B? proporciona
un estimador para la matriz-varianza de 3, por lo que

BLN(B,i ' (B). (4.19)

La mayoria del software en estadistica incluye paquetes para obtener el estimador
de méxima verosimilitud B de 3, asi como errores estandar, pruebas de hipdtesis o
intervalos de confianza basados en la aproximacién asintética normal estandar dada

en (4.19).

Verosimilitud parcial en presencia de empates.

Cuando los datos contienen tiempos observados empatados? , la verosimilitud
parcial (4.15) tiene que ser modificada de alguna forma. Se han propuesto varias
aproximaciones para la funcién de verosimilitud parcial en esta situacion, por ejemplo,
Breslow (1974), Efron (1977), Cox (1972) (ver [1], [16] para mas detalles).

Sea t(1)y < t(g) < ... <{() los r distintos tiempos observados y ordenados. Sea d;
el ntimero de fallas ocurridas en t;) y D; = D(t(;)) = {j1,J2;---,ja, } €l conjunto de
etiquetas de los individuos que fallan en ¢(;). Sea s; = ZZEDJ- x,y R; el conjunto de

subindices de individuos en riesgo al tiempo t(_j).

3 El caso de datos de supervivencia sin tiempos empatados es méas realista que ocurra cuando
la variable del tiempo de supervivencia tiene una distribucién continua. En contraste con distribu-
ciones discretas del tiempo de supervivencia, estas permiten la presencia de empates en los datos,
dependiendo también de la escala de medicién que se considere (semanas, meses, afos).
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La aproximacion de la verosimilitud parcial suguerida por Breslow (1974) conside-
ra que las d; fallas al tiempo ;) son distintos y ocurriendo secuencialmente. Cuando
se tienen pocos empates, esta proporciona una muy buena aproximaciéon de la fun-
cion de verosimilitud parcial. La verosimilitud debida a Breslow (1974), en el caso de
empates, es

r (8T
1l (e, (8]

Observacion 4.2. Ya que la expresion para la verosimilitud sugerida por Breslow es
la mas simple, esta viene implementada en la mayoria de los paquetes estadisticos.

Una aproximacion alternativa, sugerida por Efron (1977), es

T

H exp(8's;) .
j:111iil[EjéeRjeXP(ﬂTSD'—(k‘—l)dEIE:zeDjeXP(ﬂTXeﬂ

Cox (1972) suguiri6 la aproximacion

o)
j=1 ZZ € R(t(;y;d5) eXp(IBTSZ)

donde R(t(;);dj) denota el conjunto de todos los subconjuntos de d; individuos selec-
cionados del conjunto de riesgo R(t;) sin reeplazo. De este modo, si £ € R(t(;y;d;),
éste es de la forma {1, 0o, ... ,Edj}. La verosimilitud parcial anterior es computacio-
nalmente dificil si el nimero de empates es gande.

4.2.3.1. Justificacion de L(3) como una verosimilitud parcial

Crowder (2001) proporciona una justificacién informal de la inferencia de 3 ba-
sada en la verosimilitud parcial (4.15) siguiendo Cox (1975), ademaés de referencias
adicionales en las que se presenta de manera méas formal una teoria general de este
tema. En Kalbfleisch & Prentice (2002) también se presenta una estrecha relacion con
el trabajo de Cox (1972a, 1975). Aqui solamente se dara un esbozo de la justificacion
de L(B) como una verosimilitud parcial.

En términos generales, la funciéon de verosimilitud parcial del modelo de Cox esta
basada en un argumento de probabilidad condicional como sigue. Supongamos que
0 = (8, ¢), donde B es el parametro de interés y ¢ es considerado como un pa-
rametro de ruido o de estorbo de dimensién infinita; en el caso del modelo de Cox
dado en (4.9), la funcién de riesgo base, ho(t), toma el papel de ¢. Supongamos
que el vector observado t, cuya f.d.p. es f(t;0), puede ser transformado en la se-
cuencia de pares de eventos (A1, B1),...,(A,,By). Sea A = (A, Ao, ..., Ayn) y
B(m) — (By,Ba,...,By), donde el nimero de términos m puede ser aleatorio o fijo.
Supongamos que

Pr(A" B | g) = HPT(BJ' | BU=1D, AU-1. g) HPT(AJ‘ | BY), AU-1). g),
j=1 j=1
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por lo que la funciéon de verosimilitud (completa) del conjunto de datos observado ¢
se puede escribir como

T

L(O:t) = [[ £b; 16V9,a7D; 8, ¢) [ f(a; | 8),aV71; ). (4.20)
j=1

j=1

El segundo termino en (4.20) se llama la verosimilitud parcial de 8 basado en
{A;} en la sucesion {A;, B;} (Cox, 1975). Por lo regular existira alguna perdida de
informacion al usar solamente la verosimilitud parcial

1 #@a; 189,05 B) (4.21)
j=1

para hacer inferencia sobre 3, ya que el primer término en (4.20), es decir,

T

[T #®; 18V7,ab71; 8, ¢) (4.22)

J=1

dependera hasta cierto grado del parametro de interés, 3, conteniendo algtina infor-
macioén residual de éste.

En el caso del modelo de riesgos proporcionales, Cox (1975) argument6 que no
se cuenta con informacion alguna de B proveniente de (4.22), ya que esa informacion
residual esté inextricablemente? ligada con la informacion sobre el parametro de ruido
@, es decir, con la funcién de riesgo base ho(+). Ademaés, ya que no se supone una forma
especifica para hg(-), es concebible que ésta tome un valor muy cercano a cero en
aquellos intervalos de tiempo en que no hay falla alguna. En esta situacién, se puede
elegir a (4.21) para hacer inferencia sobre 3 e ignorar a (4.22) sin perder mucha
informacion del pardmetro de interés (ver también Collett, 1994, pag. 63).

Para ver a L(3) en (4.15) como una verosimilitud parcial empleando la factoriza-
cion de la Expresion 4.20, retomemos nuevamente la suposicién de que hay r distintos
tiempos de supervivencia ordenados y no-censurados t(1) < tg) < --- < f(). Los
restantes n-r tiempos de falla estdn censurados por la derecha. Luego, tomemos a
Bj en (4.20) para especificar la informacion de los tiempos de falla censurados en el
intervalo [t(;_1),t(;)) y la informaciéon de que se ha observado una falla en el intervalo
[t(j):t() + At;)); Aj especifica la informacion del individuo en particular, digamos
i(j), quien presenta la falla en [t(j),t(j) + At(j)). De esta manera, bajo un mecanismo
de censura no informativo, el j-ésimo factor de la verosimilitud parcial en (4.21), que
es Lij(B) = f(aj | b9),ali=1); B), es justo la probabilidad condicional de la Ecuacion
4.17, es decir,

hi(t ) At exp{8"x(;}

L' == = .
8) 2eer,; () Aty Pper, exp{B e}

(4.23)

4 Adj. Que no se puede desenredar; muy intrincado y confuso.
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Bajo el modelo de regresion (4.9), (4.23) se simplifica ya que el riesgo base ho(t(;)) At ;)
se cancela tanto en el numerador como en el denominador. Entonces, tomando el pro-
ducto sobre j (j=1,2,...,r) se obtiene la verosimilitud parcial para (3,

_ exp{B"x(;)}
MO =1l s emtamey

Note que el numerador del j-ésimo termino en L(3) depende meramente de la in-
formacion (en el vector de covariables x(;)) proporcionada por el individuo que falla
en 1(;), mientras que la suma en el denominados utiliza la informacion de aquellos
individuos en riesgo al tiempo t(_j). Sin embargo, no se hace un uso directo tanto de
los tiempos de supervivencia no-censurados como de aquellos que estdn censurados,
por lo que L(3) no es la usual funciéon de verosimilitud (completa) para el vector de

datos t. De aqui su nombre de funcion de verosimilitud parcial.

4.2.4. Estimacion de la funciéon de supervivencia base.

Una vez que se ha obtenido el estimador B de 3 en el modelo de Cox, se procede a
la estimacion de la funcion de riesgo base hg(t), o de manera equivalente, a la funciéon
de supervivencia base Sy(t). De esta manera, la funcién de supervivencia para el
individuo con vector de variables explicativas fijas, X, se estima mediante

~

S(t;x) = So(t)cepB™), (4.24)

El proceso de estimacion para Sy(t) es anélogo al que se uso con el estimador Kaplan-
Meier (Seccion 3.2). Como antes, sean t1)st(2),- -t los distintos tiempos de super-
vivencia no-censurados, R; = R(t(;)) el conjunto de indices o etiquetas asociados con
los individuos en riesgo al tiempo t(_j), Dj el conjunto de indices asociados con los d;
individuo que fallan en ¢(;) y Cj el conjunto de indices asociados con los individuos
censurados en el intervalo [t(;y,t(j41)) (j = 1,2,...,7), donde t(gy = 0y t(,41) = o0.
Bajo un mecanismo de censura no-informativo, la contribucién a la verosimilitud de
un individuo con vector de covariables x quien falla en ¢;) es S (t(_j); x) = S(tyyx) y
la contribucion de una observacion no-censurada al tiempo ¢ es S(¢;x). La funcion de
verosimilitud se puede escribir como

L= H{ TT [So(t)=P@™=0) — Sy(t) @] T So(t(i))eXP(BTxf)}, (4.25)

1=1 \LeD; LeC;
donde Dy = 0.
Es claro que L es maximizada tomando So(t) = So(t;) para t; < t < t11) y
permitiendo masa de probabilidad solamente en los tiempos de falla ¢(1),t2), ..., @)

Como con el estimador Kaplan-Meier, esas observaciones conducen a considerar un
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modelo discreto con funcién de supervivencia base®
i
) = Hﬁj con &y =1, (4.26)

para i = 1,2...,7. Asi, ho(t(;)) = 1 — &; es el riesgo base en cada tiempo de falla
observado t(;. A manera de simplificar un poco la notacion sea 6y = exp(BTxy).
Substituyendo (4.26) en (4.25), obtenemos

{H [T - ng/ s}

teD; Lj=1 1 LeCyg=
%

=Iﬂn' ghalhne

=1 \jeD; L 1 LeC; j=1

- Iﬂvﬁrﬂnnﬁnnﬂ
Li=1j€D; . teD; j=0 LeC; j=0

= (1-¢7) [ II & IT - 1II s:’f]
Li=1jeD; 4 LéeR1—Dy LeR2— D2 leRr—D»

- (1-¢”) [H I1 éf"]
Li=1j€D; 1 Li=14eR;—D;

— H [ H (1 _ CXP (B7x; > H é&exp (BTxy) ]
i=1 LjeD; teR;—D;

De la expresion anterior, la funcién de verosimilitud a ser maximizada es

L(B&,...&) =] [ 11 (1 e ) T & "‘] (4.27)

i=1 LjeD; (eR;—D;

Tomando B = B como el estimador de la funciéon de verosimilitud parcial de Cox,
maximizamos (4.27) con respecto a &1, &, . .., &, Diferenciando el logaritmo de (4.27)

® Este es el caso particular de covariables fijas, para el caso mas general de covariables dependientes
del tiempo, x(t), ver [16]
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con respecto a &; obtenemos

dlogL Z ngeXPB xj)~1 N Z BT X
0&; oy e:vp(ﬁ x;5) temeD; &
BTX. CXp(ﬁ Xj)—l ﬁTx ﬁTxe ﬁTXe
e J e J e e
- [—z ST vEt P D D
jen;, 1= jen; teR,—D; > tep;
BT x; SCXp(ﬁ x;)—1 exp B X] e,BTxe
= > e +2. ¢
jED; =§; ter; '

exp(ﬁ X;) exp(3" Xz)
_ 1 (4.28)
%; (1 By, e; i

Igualando a cero en (4.28) el EMV de &; (i = 1,2,...,r) se obtiene como una solucion
de la ecuacion
3 % S exp(B (4.29)
jeb, 1 — &P (BTx;) (ER;

la cual se resuelve, por lo regular, mediante algiin método iterativo.
En el caso de que exista una sola falla en ¢(;), i.e. d; = 1 (i=1,2,... 1), (4.29) puede
resolverse de manera explicita para &;, obteniendo

exp(87x;) >exp(—5TXe)
rer, xp(B7x()

El estimador de méaxima verosimilitud de la funcién de supervivencia base es

IT & (4.30)

i‘t(i)<t

&=(1-

que, al igual que el estimador-KM, es una funcién escalonada con discontinuidad
en cada tiempo de supervivencia observado t(;). El correspondiente estimador de la
funcién de riesgo acumulada base es

A()= > (1-§)

JltH<t

Finalmente, en el caso de covariables fijas, la funcién de supervivencia estimada para
un individuo con vector de variables explicativas x es

t
F(t;x) = {1 — A l™,
0

el cual se reduce ha S(t;x) = [§0(t)] exp(B ) (ver [16] para mas detalles).
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Se han propuesto otros estimadores para la funcion de supervivencia base Sy(t), o
de manera equivalente, para la funcion de riesgo acumulada base Hy(t) = f(f ho(u) du.
Por ejemplo, en el caso de una sola muerte en cada tiempo de supervivencia t(;), el
estimador Breslow de la funcién de riesgo acumulada base es

Bt =Y ! (4.31)

ity <t ZZERZ- eXp(ﬁ TXZ)

Este y otros estimadores de la funcion de supervivencia, junto con una variedad de
ejemplos se discuten con mayor detalle en [19].

4.2.5. Contraste de hipoétesis para el Modelo de Cox ajustado

Hay otros modelos formados a partir de la inclusion de dos o mas factores, inte-
racciones entre estos, o también de la inclusién de un factor y una variable explicativa
numérica (ver [1]). El conocimiento del contexto en el cual se obtuvieron los datos
(e.g. los resultados de un analisis exploratorio en los datos, relaciones tedricas entre
las variables, el disefio del estudio, etc.) pueden ayudar para la formulacion de un
modelo adecuado.

Una vez que el Modelo de Cox a sido ajustado, existen tres contrastes de hipotesis
para verificar la significancia del modelo:

= Prueba del cociente de verosimilitud;
= Prueba de Wald;
= Prueba de Puntajes.

Més adelante se da un ejemplo en el que se utiliza el método de eliminacién hacia
atras para seleccionar el modelo més parsimonioso, empleando la prueba del cociente
de verosimilitud®.

Este comienza con la comparacion de modelos alternativos: el llamado Modelo
Saturado (MS), el cual contiene a todas las covariables fijas consideradas como pre-
dictoras del tiempo de supervivencia, y el llamado Modelo Actual (MA), el cual
esta anidado en el (MS), ambos ajustados al mismo conjunto observado de datos de
supervivencia. Cuando se comparan modelos de regresion alternativos, el mayor inte-
rés esta centrado en la hipotesis de que alguno de los parametros de regresion en el
modelo es igual a cero. Para probar esa hipétesis se empleara la prueba del cociente
de verosimilitud.

Supongamos que el M .S(p+q) contiene p+q parametros, 51, B2, ..., Bp, Bp+1s- -+ Bptqs
y se desea comparar con el M A(p) que solamente contiene los p parametros g, ..., Bp.
Esto equivale a probar la hipotesis nula de que los ¢ parametros desconocidos 3,11,
Bp+2: - -+ Bp+q €n MS(p+ ¢q) son todos iguales a cero. Denotemos por Bl el vector de
estimadores bajo M S(p+q), y ,@2 para M A(p). La prueba del cociente de verosimilitud

5 Collet (1994) suguieren este contraste de hipotesis debido a que presenta una mayor confiabilidad
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de la hipotesis nula de que Spi1 = Bpt2 = -+ = Bprq = 0 en MS(p + q) se basa en
el estadistico

2{log L(Bl) — log L(Bz)}

Bajo la hipotesis nula, ese estadistico se distribuye x? con ¢ grados de libertad. Si
el valor observado de ese estadistico no es significativamente grande, los dos modelos
seran igualmente adecuados. Entonces, uno se inclinaria por el modelo que incluye
menos términos. Por el otro lado, si los valores —2 log L(,@) para los dos modelos es sig-
nificativamente diferente, eso nos sugiere que los términos adicionales son necesarios,

por lo que se adoptaria el modelo méas complejo, que es MS(p + q).

4.3. Ejemplo: Comparaciéon de dos tratamientos médicos

Para ilustrar el ajuste del modelo de Cox, se utilizaran los datos de la Tabla 1.3.
Kleinbaum (1996), Lawles (2003) y otros han discutido ese conjunto de datos, los
cuales tratan de una prueba médica para examinar los tiempos de remisién inducidos
por esteroides (en semanas) de 42 pacientes con leucemia. La variable dicotéomica
Rx (1= placebo , 0=medicamento 6-MP), y la variable log W BC' son incluidas en
el modelo, siendo la primera de primordial interés ya que el objetivo del estudio es
cuantificar el efecto del tipo de tratamiento, ajustado por el posible efecto de confusién
de log W BC, que es una variable pronéstico de importancia” en el estudio sobre la
supervivencia de esos pacientes. Debido a eso, también se considera el posible efecto de
interacion de log W BC' sobre la variable explicativa Rx, es decir, se toma en cuenta la
posibilidad de que el efecto del tipo de tratamiento sobre el tiempo de supervivencia
de los pacientes dependa de los niveles de log W BC. Es obvio que primero debe
contrastarse la interacciéon y después, en caso de que esta no existiera, la confusion.
Para llevar a cabo esto, considere los siguientes modelos de regresion:

= Modelo Nulo : Sy(t)

» Modelo(1) : S(t;x)= So(t)oxp(ﬁ1*Rm)

» Modelo(2) : S(t;x) = Sy(t)xP(Pr+hetfolog WEC)

» Modelo(3) : S(t;x) = Sp(t)™P (B1%Ra+Baxlog W BC+B3+[ Rexlog W BC))

Los resultados del ajuste para los tres diferentes modelos de riesgos proporcionales
obtenidos del paquete estadistico R se llevan a cabo mediante la funciéon coxph. En
caso de “empate” en los datos, R usa por default la aproximaciéon de la funcion de
verosimilitud parcial de Efron (1977), pero hay otros métodos alternativos disponibles:
Método de Breslow y Método Exacto. Si no hay empates en los tiempos de falla, los
tres métodos son equivalentes. Para este ejemplo se usa el Método de Breslow.

" La variable explicativa log WBC' se considera un buen indicador del pronéstico de supervi-
vencia para pacientes con leucemia en el sentido de que un alto WBC tiene un mal pronéstico de
supervivencia
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Veamos como usar esos resultados para evaluar el posible efecto del tipo de trata-
miento (Rx), que es la covariable de primordial interés, sobre el tiempo de remision T
ajustado por el efecto de interacciéon y confusion de la variable explicativa log W BC'.
La mayoria del software que se usa en anélisis de supervivencia, en particular R, pro-
porcionan los resultados de la prueba de hipétesis Hy : 8; = 0, usando el estadistico
de Wald pj/s.e.(B;), junto con su correspondiente valor-P. En este ejemplo se usara
la prueba del cociente de verosimilitud para la significancia del modelo.

Denotemos por ﬁl, Lo y Ls el valor de la funcién de méaxima verosimilitud para
cada modelo, respectivamente, y por Lo el correspondiente al Modelo Nulo. Enton-
ces, los estadisticos de prueba de la razon de verosimilitud para el Modelo(2) y el
Modelo(3) son

L L
—2log,\—0 y - 2log,\—0,
Lo L3
los cuales se distribuyen asintéticamente X%2) y X%S)’ respectivamente, bajo la hipotesis
nula de que todos los pardmetros ; incluidos en cada modelo son iguales a cero. Al
tomar la diferencia entre esas dos razénes de verosimilitud se obtiene el estadistico

—QIOgQZ —2log@ - —2log@ (4.32)
Ls L3 Lo

el cual tienen una distribucién asintotica X%3_2) = X%l) y puede usarse para probar la

significancia del término interaccion en el Modelo(3). Las instrucciones en R son las
siguientes:

Resumen de R para el Modelo(3).

# Supongase que los datos se encuentran en el objeto "remision" en

# formato "data.frame".
> library(survival)
> mod3.ph<-coxph(Surv(tiempo,censura) "Rx+1ogWBC+Rx*1logWBC,remision)
> summary (mod3.ph)

coef  exp(coef) se(coef) z Pr(>|zl)
Rx 2.3749 10.7500 1.7055 1.393 0.164
logWBC 1.8724 6.5040 0.4514 4.148 3.3b5e-05
Rx:1logWBC -0.3175 0.7280 0.5258 -0.604 0.546

Rsquare= 0.674 (max possible= 0.988 )

Likelihood ratio test= 47.07 on 3 df, p=3.356e-10
Wald test 32.39 on 3 df, p=4.326e-07
Score(logrank) test 49.86 on 3 df, p=8.539%e-11

Analogamente, para el Modelo(2) se obtiene:
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Resumen de R para el Modelo(2).

> mod2.ph<-coxph( Surv(tiempo,censura) ~ Rx + logWBC, remision)
> summary (mod2.ph)

coef exp(coef)  se(coef) z Pr(>|zl)
Rx 1.3861 3.9991 0.4248 3.263 0.00110
logWBC 1.6909 5.4243 0.3359 5.034 4.80e-07

Rsquare= 0.671  (max possible= 0.988 )

Likelihood ratio test= 46.71 on 2 df, p=7.187e-11
Wald test = 33.6 on 2 df, p=5.061e-08
Score (logrank) test = 46.07 on 2 df, p=9.92e-11

Nétese primero que el valor de —2log(Lo/Ls) para el Modelo(3) es 47.07, micntras
que el de —210g(i0/fg) correspondiente al Modelo(2) es 46.71. Asi, bajo la hipotesis
nula de que no hay efecto de interaccion (Bg = 0), calculamos la diferencia de esas
dos cantidades obteniendo 0.360. Este es el valor observado, basado en los datos, del
estadistico (4.32). El valor-P correspondiente es de 0.555. Entonces, no hay evidencia
alguna para rechazar la hipdtesis nula de que 3 = 0, es decir, no hay una interacciéon
significante entre Rx y log W BC'.

Ahora nos enfocaremos en evaluar el efecto de la covariable Rz ajustado por
log W BC', usando los resultados obtenidos del Modelo(1).

Resumen de R para el Modelo(1).

> modl.ph<-coxph( Surv(tiempo,censura) ~ Rx, data=remision)
> summary(mod1.ph)
coef exp(coef) se(coef) z Pr(>|zl)
Rx 1.5721 4.8169 0.4124 3.812 0.000138

Rsquare= 0.322  (max possible= 0.988 )

Likelihood ratio test= 16.35 on 1 df, p=5.261e-05
Wald test 14.53 on 1 df, p=0.0001378
Score (logrank) test = 17.25 on 1 df, p=3.283e-05

Procediendo de manera analoga como con el Modelo(3), la diferencia entre las
razones de verosimilitud obtenidas de R para el Modelo(1) y el Modelo (2) es

L L
—2log =2 | — | —2log =2 | = 47.61 — 16.35 = 31.26,
Lo L

el cual tiene un valor-P < 0.05. Por lo tanto, los resultados de esa prueba muestran que
usando el Modelo(2), el efecto de log W BC' es significante, después de ser ajustado
por la covariable Rx (tipo de tratamiento) al nivel del 5 %.

Los resultados anteriores nos sugieren que las covariables Rx y log W BC' tienen
un efecto significativo en el tiempo de remision, al nivel del 5%, por eso es que el
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Modelo(2) proporciona un buen ajuste para ese conjunto de datos.

El Modelo de Cox supone que los riesgos entre dos individuos distintos con co-
variables X y X* son proporcionales, es decir, que la HR no depende del tiempo.
Por eso, la verificaciéon de tal supuesto es importante. Si en el modelo hay una o més
covariables cuyo coeficiente varia con el tiempo, o si hay covariables que dependen del
tiempo, la suposicion de riesgos proporcionales no se cumplira. Se puede verificar que
las covariables incluidas en el Modelo(2) son independientes del tiempo mediante los
métodos descritos en el libro de Kleinbaum([21]). Por otra parte, para verificar que el
coeficiente de regresion de cada covariable en el Modelo(2) no depende del tiempo, se
puede usar el comando de R cox.zph, el cual usa Residuos de Schoenfeld (ver [1]).
Los comandos en R son los siguientes:

> plot(cox.zph(mod2.ph) ,var=1,main="Grafica de Betas para Rx")
> plot(cox.zph(mod2.ph),var=2,main=" Grafica de Betas para log WBC")

Otro informacion importante obtenida a través de la salida del Modelo(2) es la
estimacion de la HR para el efecto de la covariable Rx ajustada por la covariable
logWBC, que es exp(41) = 3.999, y la estimacion de la HR para el efecto de la
covariable log W BC' ajustada por la variable indicadora Rz, exp(BAg) = 5.424. De lo
anterior podemos decir que un paciente tratado con placebo tiene 3.999 veces el riesgo
de presentar una recaida relativo a un paciente tratado con 6-MP, para un valor fijo
de la covariable log W BC. Ahora considere a exp(ﬁg) = 5.424, que es la estimacion
de la razon de riesgo para un paciente con un tratamiento en particular (Rx fija) y
un valor especifico de log W BC, relativo a un paciente en el mismo tratamiento, pero
con valor de log W BC' menor que el dado anteriormente. El valor de la HR estimada
nos dice que a mayor cantidad de globulos blancos en la sangre, se corre mas riesgo
de experimentar una recaida en cualquier instante de tiempo (HR > 1).

Habiendo ajustado un modelo de Cox para este conjunto de datos, también es de
interés examinar la distribucién estimada de los tiempos de superviviencia, llamada
curva de supervivencia ajustada. Sea X = (Rx,log WBC). Bajo el Modelo(2), la
grafica del estimador de la funcién de supervivencia, ajustada por las covariables Rx

y logWBC' es

(=]

SHX) = [ (t)]exp{élmﬂém}

~

= [So(t))**? (4.33)

(t)] exp{1.3861(0.5)+1.6909(2.93)}

(=]

Sin embargo, el objetivo es describir el efecto del tipo de tratamiento (Rzx) en el tiempo
de supervivencia, ajustado por log W BC por lo que el uso de (4.33) no es apropiado.
Entonces, procedemos a calcular una curva de supervivencia para cada valor de Rx;
la covariable log W BC' es fijada con el valor promedio de todos los individuos en el
estudio, que es log W BC = 2.93. De esta manera, la curva de supervivencia estimada
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para cada valor de Rx y logW BC = 2.93 es

S(t; Rz = 0,log WBC = 2.93) = [Sy(t)] 01 (0+502:99)

R R S (4.34)
S(t: Rz = 1,log W BC = 2.93) = [So(t)]exp{51(1)+62(2.93)}

En el software estadistico R se emplea la funciéon survfit para estimar (4.33).
El método plot usa el objeto regresado por survfit para graficar la funcién de
supervivencia estimada, eso es,

> plot(survfit(mod2.coxph),xlab=’Tiempo de remisi’on’,
ylab=’Curva de Supervivencia Ajustada’)

Para obtener las curvas de supervivencia ajustadas (4.34), se debe construir un nuevo
marco de datos con dos renglones, uno por cada valor de Rx, el cual es pasado a
survfit mediante el argumento newdata:

attach(anderson)
anderson.rx<-data.frame(Rx=c(0,1),logWBC=rep(mean(logWBC),2))
detach()

plot (survfit(mod2.coxph,newdata=anderson.rx),lty=c(1,2))
legend(locator(1),legend=c(’Rx=0’, ’Rx=1’),1lty=c(1,2))
title(main="Curvas de Supervivencia Ajustadas por log WBC")

V V. V V VvV V

Usualmente, las gréaficas de las curvas de supervivencia ajustadas por un Modelo
de Cox ajustado son funciones escalonadas, con salto de discontinuidad en los tiempos
de falla observados (i.e. no-censurados).

Hay otros paquetes estadisticos alternativos, como es SAS. En [21] se proporciona
el codigo para obtener las curvas de supervivencia ajustadas (4.34) mediante SAS.
Las graficas resultantes en SAS, las cuales aparecen en la Figura 4.1, muestran que
el grupo de tratamiento (Rx=0) consistentemente tiene una probabilidad mas alta de
supervivencia que el grupo de placebo (Rx=1), después de ajustarse por log W BC.
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Curvas de Supervivencia Ajustadas por log WBC

TIEMPO

Figura 4.1: Modelo(2). Curvas de supervivencia estimadas para los Grupos de tratamiento
y placebo, correspondientes a los datos de Remision.






CAPITULO 5
TEORfA DE RIESGOS COMPETITIVOS

Los datos de supervivencia de un solo evento pueden ser més generales en dos
importantes aspectos. Primero, un individuo puede experimentar uno de m (> 1) dis-
tintos tipos de falla Cq1,Co,...,Cp; tales datos son comtinmente llamados datos de
riesgos competitivos o miltiples modos de falla. Segundo, a cada individuo le puede
corresponder més de un tiempo de falla, los cuales pueden presentarse cuando m(> 1)
v.a.s. Y7,Ys, ..., Y, son de interés, e.g. la ocurrencia sobre el tiempo de estudio de
un mismo evento varias veces, en cuyo caso se tiene una restricciéon adicional. Por
eso, surge la necesidad de considerar distribuciones de tiempos de supervivencia mu-
tivariadas, las cuales pueden especificarse en términos de funciones de supervivencia
conjuntas de la forma

Sl~~~m(yl7y27 e 7ym) = Pr({Yl > yl} m {Y2 > y2} m e m {Ym > ym})7 vyﬂ > O

Para fines del presente trabajo, se discutirdn brevemente las cantidades bésicas
para el analisis de datos de riesgo competitivos, enfocandonos en problemas donde los
métodos basados en tiempos de supervivencia univariados pueden ser adoptados. Por
otra parte, si se desea un conocimiento mas amplio de este tema, se puede consultar la
mayoria de los libros estandar de Anélisis de Supervivencia: Kalbfleisch y Prentice [16],
Capitulo 8: Competing Risks and Multistate Models; En Crowder [5] se proporciona
un buen resumen tanto de la teoria como de métodos para el analisis de datos de
riesgos competitivos. Entre los articulos escritos en los que se da una revisién del
presente tema esta el de Gail [10] y el de Lindqvist [25].

5.1. Definicion, suposiciones y algtinos problemas basicos

Considere una poblacion de individuos (por el momento homogénea) sujeta a
m (> 1) causas de falla C1,Cs,...,Cp,, las cuales estan operando simultaneamente
entre ellos. Supongédmos un mecanismo de censura (por la derecha) independiente del
tiempo de supervivencia. Entonces, cuando un miembro de esta poblacién experimenta
una falla, su tiempo de supervivencia Y y la causa (fundamental) C; son registradas.
Sin embargo, cuando se tiene que Y es un tiempo de supervivencia censurado, la causa
de falla sera desconocida. También supéngase que

89
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s Al: Cuando la falla ocurre, este puede ser de uno de los m distintos tipos o
causas.

s A2: Cada individuo en una poblacion dada es susceptible a experimentar una
falla de cualquiera de las causas que estan actuando en esa poblacion.

Una manera clésica e intuitiva de describir un escenario de riesgos competitivos
con m causas de falla' es suponer que a cada causa Cj se le asocia una v.a.s. Y
continua, la cual describe el tiempo de falla latente? de un individuo® en condiciones
hipotéticas donde C; es el tnico riesgo de falla (j = 1,...,m). De esta forma, cada
individuo esta asociado con un vector de v.a.s. Y = (Y1,Ys, ..., Y;,)". Sin embargo, ya
que todas las causas estan actuando simultaneamente, y en vista de la suposicién A1,
no podemos observar Y7, Ys,...,Y,, conjuntamente. En lugar de eso, cada individuo
esta caracterizado por el par aleatorio observado (T,J), donde

T = mfn{Yl,Yg, v ,Ym}

es la v.a.s. (continua) que denota el tiempo de falla, y J la variable del tipo o modo
de falla, tomando posibles valores en J = {1,2,...,m}. Por eso, se requiere de un
modelo conjunto para Ty J. Esto se puede llevar a cabo especificando modelos para
Pr({T <t} Nn{J = j}) o especificando funciones de riesgo condicionales de causa-
especifica

Pr{T <t+ At}nN{J =34} |T >1t)

h;(t) = lim
j( ) At—0t At
para los distintos tipos de falla j = 1,2,...,m y t > 0. Como se vera més adelante,

el analisis de este tipo de modelos esta estrechamente relacionado con el analisis de
datos de supervivencia univariado.

En cuanto a los problemas que surgen en el anélisis de datos de riesgos competi-
tivos, tres de ellos son de relevancia:

1. Inferencia en la relaciéon entre un conjunto de variables explicativas y la tasa
instantanea de falla de causa-especifica, h;(t).

2. El estudio de la relacién entre las funciones de riesgo de causa-especifica bajo
un conjunto especifico de condiciones de estudio.

3. La estimacién de la tasa instantdnea de falla para algtina causa dada la elimi-
nacién de algina o de todas las otras causas.

1 Se le ha llamado riesgo antes de la falla, y causa después de esta: el riesgo compite por ser la
causa de falla [5].

2 En estadistica, las variables latentes son variables que no son observables directamente pero son
mas bien inferidas ( mediante un modelo matemaético ) a partir de otras variables que si son observa-
bles y directamente medibles. A estas variables también se los conoce como variables hipotéticas.

3 Por individuos nos estaremos refiriendo a miembros de una poblacién dada.
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Por lo regular esos problemas son planteados en términos de los tiempos de falla
latentes, Yj’s, para cada tipo de falla, C;, j = 1,2,...,m. Sin embargo, este enfoque
es criticado en base a suposiciones no garantizadas (riesgos independientes), falta
de interpretacion fisica ( una vez que la falla se presenta al tiempo Y; por causa
C;, los tiempos de supervivencia restantes ya no son observados) y problemas de
identificabilidad.

Un enfoque alternativo se basa en la funcion de riesgo de causa-especifica, mos-
trandose estd una bésica cantidad estimable en el esquema de riesgos competitivos

[33].

Cabe mencionar que las probabilidades de falla dada la eliminacién de algina o
de todas las otras causas ( problema 3) ha sido un tema central y clésico en el analisis
de riesgos competitivos. En articulos recientes esas probabilidades aparecen con otros
nombres, pero anteriormente se referian a esas cantidades como:

s Probabilidades netas. A excepcion de la j-ésima causa, todas las otras causas
son eliminadas.

» Probabilidades crudas (parciales). Todas las causas estan presentes (algtnas pero
no todas las causas son eliminadas).

En el articulo de Prentice y Kalbfleisch [33] se encuentra una buena discusion de
tales problemas.

5.2. Especificacion del Modelo de Riesgos Competitivos

5.2.1. Funcién de Decremento Miltiple

Se define la funcion de decremento maltiple o funcion de supervivencia conjunta
de los tiempos de falla latentes Y7,Ys, ..., Y, como (|16], pag. 259)

S1.m(Y1, Y2, -+ Ym) = Pr < (Y > yj}> (5.1)
j=1

para todo y; > 0, donde F,, ., (-) es la funcién de distribucion acumulada (FDA)
conjunta correspondiente.

Es conveniente (aunque no escencial) suponer que (5.1) es una distribuciéon propia
en el sentido de que

S1.m(0,...,0)=1 y S1._m(c0,...,00) =0. (5.2)

También se tiene una expresion para la funcién de riesgo multivariada con respecto
ayjeny = (yi,...,Ym), definida como (Johnson y Kotz, 1972)
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) 1 m m
hi(y) = Jm P ({Yj <y +Ay}gm > yi} | Q{Yj > w})
i#] !
1 8517”() 8logSl,,,m(-)
- _ . S . 5.3
Som() Oy, o, (5:3)

5.2.2. La Funcién de Supervivencia Global

Como se mencion6 anteriormente, cada individuo es caracterizado por un vector
de tiempos de falla latentes Y = (Y1, Ya,...,Y,,). Sin embargo, ya que la probabilidad
de presentar dos o mas fallas distintos de manera simultanea es cero (suposicion A1),
no podemos observar conjuntamente los componentes de Y. Lo que se observa es
el minimo, digamos T', de esos tiempos de supervivencia latentes en que la falla ha
ocurrido, eso es,

T =min(Y,...,Y,),

refiriendose a éste como el tiempo de supervivencia real [34]. De esta forma, se define
la funcidn de supervivencia global como

Sp(t) =Pr(T >t) =Pr < ﬁ{Yj > t}) = S1.m(t ... 1), (5.4)

j=1

la cual se interpreta como la probabilidad de sobrevivir de cualquier causa hasta el
tiempo t. Ya que (5.4) es funciéon de una sola variable, del Capitulo 2, la tasa de
falla instantanea global (i.e. de cualquier causa), o funcion de riesgo del tiempo de
supervivencia real, es

, 1
B dlog St(t)  dlogSi. m(t,... 1)
B dt B dt ' (5:5)

Integrando con respecto a t produce la inversa relacién

Sr(t) = exp{ — /Ot hT(u)du} =exp{—H(t)} (5.6)

donde H1(t) = fg h(u)du es la funcion de riesgo acumulada.

La distribucion conjunta del par aleatorio (7', J) puede especificarse ya sea o por
la funcion de riesgo de causa-especifica o por la funcion de incidencia acumulada®
para la falla de tipo j.

* También llamada Distribucién de Probabilidad Cruda por Causa C;.
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5.2.3. Distribucion Conjunta de (7))
Funcién de Riesgo de causa-especifica

Para la especificacion del modelo se define una tasa instantanea de falla de causa-
especifica.

Definicién 5.1. Se define la funcion de riesgo al tiempo t por causa C; en presencia
de todas las otras causas actuando simultdneamente en la poblacion como

At—0+ At

hi(t) = lim ipr<{ngt+m}ﬁ{n>t}\ﬁ{}gn}) (5.7)
i=1 j=1

_8log St.m(Y1, -, ym)
y;

y1=r=ym=t
para j=1,2,... . myt>0.

La funcion de riesgo de causa-especifica representa la tasa instantanea para la falla
de tipo j al tiempo t, y en presencia de todos los otros tipos de falla, condicionada
a que no ha ocurrido nunguno de ellos hasta ese tiempo. Otra expresiéon que mas a
menudo se usa para (5.7) es

. 1 : :
hj(t) = AP_r)%Jr AL Pr( morir solamente de C; en (t,t + At) y todos los riesgos

actuando en (t,t + At) | sobrevivo de todas las causas hasta t)
— m Pr{T <t+ At}n{J =4} |T >1t)

5.8
At—0+ At ( )

para j =1,2,...,myt > 0. En terminologias més antiguas (5.7) aparece con el nom-
bre de funcidn de riesgo, mientras que Crowder (1994) la llamoé funcion de sub-riesgo.

Antes de mencionar la relacion que guarda la funciéon de riesgo global, h (%), con
las funciones de riesgo de causa-especifica en (5.7), considere el siguiente Teorema.

Teorema 5.2.1. Sea z = f(y1,...,Ym) una funcion de m variables. Supongase que
cada variables y; depende de t, es decir, y; = oj(t) para j = 1,2,...,m. Si z(-) y
o1(t),...,o5(t) son diferenciables, también su composicion y

de_0F() donlt) | 9F() doolt) | 040) dow(t)

dt oy dt oy dt OYm dt

Tomando o(t) =t, para j = 1,2,...,m en el Teorema anterior se tiene
1 01
d 0og Sl...m(ta 7t) — Z 0 0og Sl...m(yla 7ym) , (5-9)
dt j=1 aym Yy1=:=ym=t

de manera que
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Observacion 5.1. La propiedad aditiva de las funciones de riesgo de causa-especifica
establecida en (5.10) también se sigue de la definicion probabilistica de h+(t) y h;(t),
para j = 1,2,...,m, bajo la suposicion A1l (i.e. la probabilidad de morir simulta-
neamente de dos o més causas es cero) y aplicando la Ley de Alternativas (Ley de

Probabilidad Total).

Una consecuencia de (5.10) es el siguiente Teorema que sera de utilidad méas
adelante.

Teorema 5.2.2 (de Factorizacion). Cualquier FDS conjunta, S1._ m(y1,---,Ym),
puede ser factorizada en yy = -+ = Yy =t cOMO

So(t) =81 k(t,... . t)= H G, (t) (5.11)

Jj=1

donde el j-ésimo factor estd dado por

G,(t) = exp{ —/0 hj(u)du}. (5.12)

Demostracion. Al definir
t
Hj(t) = / h](u)du,
0

H(t) = >0, Hj(t) es la funcion de riesgo acumulado de T'. Entonces, el resultado
se sigue de (5.6). m

Se puede verificar facilmente que las funciones G(t), j = 1,2,...,m, tienen las
propiedades matematicas de las funciones de supervivencia continuas en el caso de un
solo tipo de falla . No obstante, en el caso de riesgos competitivos dependientes, estas
no son las funciones de supervivencia de cualesquiera variables aleatorias observables.
Para m > 1y sin suposiciones adicionales, Gj(t) no tendré la interpretacién de una
FDS, simplemente representa una distribucién asociada con la causa C;, suponiendo
que la correspondiente funcion de riesgo de causa-especifica es h;(t).

Modelos paramétricos para la distribucion conjunta de (7', J) pueden ser obtenidos
de diferentes maneras, por ejemplo, especificando paramétricamente la funciéon de
decremento multiple en (5.1). Sin embargo, el planteamiento mas comin es mediante
la especificacion paramétrica de las h;(t)'s.

Ejemplo 5.1. Considere el caso de no covariables presentes. Supongamos una pa-
rametrizacion Weibull(a,y) para las funciones de riesgo de causa-especifica en (5.7).
Por eso, estas tienen la forma

aj (t el
h-(t;O-)z—’(—) i=1,2,...,m, (5.13)
Uy \y
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donde 6; = (aj,7;)". Entonces, la funcién de riesgo (global) de T' es

h ;OZmﬂiaj_l.
=(66) ;’Yj <’Yj>

donde 0 = (61, ...,0,,). De (5.6), la funcién de supervivencia de T' es

t AN O t\%
Sr(t;0) = exp —/ hr(u;0)du p = exp{ — — =\|]lexps —(— .
La funcion de sub-densidad f;(t) (j = 1,2,...,m) se puede calcular como h;(t)S (t).
Por otro lado, para incluir covariables en el modelo, se puede suponer un efecto

multiplicativo de éstas en la funcién de riesgo de causa-especifica, es decir,

hj(t) = hoj(t) exp(,B]T-x) j = 1, 2, ey, M.

La Funcién de Incidencia Acumulada de causa-especifica

La distribucién conjunta del par (7', J) también esta completamente especificada
por las llamadas funciones de incidencia acumuladas de causa-especifca.

De la expresion (5.8), la probabilidad condicional de experimentar una falla por
causa C; en el intervalo (t,t + At), condicionado a que se a sobrevivido (i.e. libre
de cualquier evento) hasta el tiempo ¢, y en presencia de todas las causas actuando
simultaneamente en la poblacion, es aproximadamente h;(t)dt, eso es,

Pr({T <t+ At} n{J =3} |T >t)~ hj(t) At,

Entonces, la probabilidad incondicional de morir de causa C; en (t,t + At) es aproxi-
madamente h;(t)Sr(t)dt. De esta manera, se define la funcion de sub-distribucion o
de incidencia acumulada al tiempo ¢ por causa C; y en presencia de todas las causas
actuando simultaneamente en una poblacién como

¢
Q;(t) = Pr({T <t} N {J = j}) = / h(W)Se(wdu £>0,  (5.14)
0
para 5 = 1,2,...,m. De manera analoga, se define la funcion de sub-supervivencia
como ~
Pi(t) = Pr ({T > t} 0 {J = j}) = / oy () () s (5.15)
¢

la cual nos describe la probabilidad de eventualmente morir de causa C; en un tiempo
mayor que t.

Tsiatis (1975) demostr6 que para cualquier funcion conjunta de tiempos de falla
latentes caracterizada por (5.1), se tiene que

dPi(t) _ 9S1.m(y1s---,Ym)
dt 8:’*/] yl:"':ym:t’

(5.16)
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Observacion 5.2. El resultado de Tsiatis (1975) en (5.16) indica que cualquier
funcién de decremento multiple S12...m (Y1, Y2, - - -, Ym) determina de manera tnica al
conjunto de funciones de sub-supervivencia {P;(t) : j = 1,2,...,m}.

Asi, la funcion de sub-densidad asociada con la funcion de sub-supervivencia P;(t),
cuando existe, puede ser calculada como

£(t) = 951 .m(Y1s- - - Ym)
8yj
la cual representa el riesgo incondicional de que un individuo experimente una falla
al tiempo ¢ de causa C;. De esta manera se obtiene la usual relacion

)
Yy1=:=ym=t

0log S1. . m(y1,---Ym) fi(t)
— = 5.17
9y, p=-=ym=t  Sx(t) (517)

Notese que despejando f;(t) en (5.17) y tomando la suma sobre j = 1,2,...,m, se
obtiene la funcion de densidad del tiempo de falla T, eso es,

hj(t) =

D Fit) = S2(t) Y hy(t) = Sa(t)ha(t) = f2(t) = —dSx(t)/dt.
j=1 j=1

Una vez definidas esas cantidades, se tiene que

s La distribucion marginal de T estd dada por la funcion de distribucién acu-
mulada:

Q) = thj(u)ST(u)du: 'y hj(w)S v (u)du

= / ho(u)Sr(u)du = —/ dS t(u)
0 0
donde
Se(t) =Pr(T >1)=>_ P;(t) (5.19)

es la FDS marginal de T'.

» La proporcion esperada de fallas por causa C;, denotada por m; (j € J), esta
dada por la distribucion marginal de J,

T = Pr(J=j)=Pr({T <oco}n{J=j})
= /0 hj(u)S+(u)du
= Qo) = Bi(0) (5:20)

m
>0y Y omi=1 (5.21)
j=1
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Observése que las sub-distribuciones antes mencionadas se relacionan mediante
Q;(t)+ Pj(t) =m; paraj=12,...,m.
Por otro lado, de (5.18) se tiene que
Fr(t) + So(t) =1,

De lo anterior se concluye que las funciones Q;(t) y P;(t) no son distribuciones
propias, ya que cada m; es menor que uno. Sin embargo, se pueden definir distribu-
ciones condicionales propias en términos de esas sub-distribuciones. Por ejemplo, la
FDS condicional propia (en presencia de todas las causas) asociada con la causa C;,
y denotada por S;(t), es

sw>=PM>uJ=ﬁ228=%ﬂm
I oohj(u)ST(u) du j=1,2,...,m. (5.22)
;i Je
Entonces
Fi(t)=1-8;t)=Pr(T <t|J=j) (5.23)

denota la probabilidad condicional de presentar una falla antes del tiempo ¢ y en
presencia de todas las causas, dado que el individuo tendra una falla por causa C;.

Para obtener una expresion de la probabilidad de tener una falla por causa j
después del tiempo ¢, dado que se ha sobrevivido a todas las causas de falla hasta
ese tiempo, procedemos como sigue: la correspondiente funciéon de distribucién de
probabilidades de (5.22) es

dSi) _ 1dp) _ 1

F0) =~ =g = hi(05x0) (524)
Por eso
hy(t) = —STl(t) dzjt(t) = —d,],jj(t)/dt (5.25)
> Pi(t)
k=1

Por otro lado, la funcién de riesgo de S7(t) es

1
x = f - < =1
h3(t) A)ltl—>né+AtPr(t<T_t+At’T>t7J 7)
g _ )
N dt EHO

hi)S«(t) 1 dP(t)
[ hj(w)Se(u)du — Pi(t) dt (5.26)
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Tomando la razén de (5.25) y (5.26), obtenemos
W) _ B P
hit)  Se(t) &

’ > P
j=1

Esta representa la probabilidad condicional de que un individuo falle por causa C;
después del tiempo ¢, dado que ha sobrevivido a todas las causas hasta ese tiempo.

—Pr(J=j|T>t)=m(t), (5.27)

Otro enfoque para la distribucién de T y J seria especificar las distribuciones
53 (t) en (5.22) paramétricamente, y tratar las 77}3 como parametros adicionales. Ob-
viamente, estos modelos tiene mas parametros que los obtenidos a partir de (5.13).

Ejemplo 5.2. Considere el caso de no covariables presentes y supongamos una
distirbucién (reparametrizada) Weibull(c, ) para la funcién de riesgo de S} (t), eso
es,

o —dPi()/dt w01
O =—pm —wu T i=L2m

Entonces, la funcién de supervivencia condicional (propia) asociada a la causa C; es

S(t) = L Py(t) = exp{ - /0 t nwdu} = e { ~ (0%} (5.28)

5
y la distribucién de probabilidad del tiempo de falla por causa j es

_1an

De (5.28) se sigue que la funcién de supervivencia marginal de T esta dada por
S:(t) =Y Bi(t) =Y mS;t) =Y mep{ - ()} (5.29)
j=1 j=1 j=1
y la funcién de riesgo por la j-ésima causa es
£y mfi@)
So(t) iy meS;(t)

hi(t) = i=1,2,...,m. (5.30)

O

De la expresion (5.30) se ve que las funcones de riesgo de causa-especifica tienen
una forma méas compleja en contraste con los modelos basados en (5.13). Sin embargo,
este modelo se puede interpretar como una mezcla de ditribuciénes Weibull (Subsec-
cion 2.2.1): las proporciones mezcladas son las 7'(';-8 y, para un individuo en el j-ésimo
grupo, la distribucién del tiempo de falla es Weibull con pardmetro de forma «; y
parametro de escala ;.
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5.2.4. Riesgos Competitivos Independientes

Una situacién de particular interés en la literatura de riesgos competitivos es la
situacién en que los tiempos de falla latentes Y7, Yo, ..., Y;, son mutuamente indepen-
dientes. Una primera consecuencia de tal suposicién es que la funcién de supervivencia
conjunta de los tiempos de falla latentes esta determinada por las funciones de super-

vivencia marginales® S;(y;) = Pr(Y; > y;), j =1,2,...,m, como
m
Sl,,,m(yl,...,ym) = HSj(yj), Vyj c (0,00) (5.31)
j=1

La funcién de riesgo marginal de Y}, también llamada funcion de riesgo neta, se define
como ) 210z S5 (1)
. 0g ;Y
Ai(y) = 1 —Pr{y<Y; < dy |Y; >y} = ——"2—-"=-
jly) = M 2 Pr{y <Y <y+dy [V >yl i

y representa la tasa de mortalidad instantanea de presentar una falla al tiempo ¢
en condiciones hipotéticas donde los modos de falla, salvo j, han sido eliminados,
condicionada a que no ha ocurrido una falla por causa C; hasta ese tiempo. Notese
que sin suposiciones adicionales, y en general,

m

) A N0y () # 3 A(0),

Jj=1

donde h;(t) es la funcion de riesgo de causa-especifica para el tipo de falla j y h (%)
es la funcion de riesgo global.

El siguiente teorema da algunas otras implicaciones como resultado de suponer
riesgos competitivos independientes (Gail, 1975; Crowder, 2001).

Teorema 5.2.3. Las implicaciones (i) = (i) = (iii) = (iv) se sostienen para las
siguientes proposiciones:

(i) se tienen riesgos competitivos independientes;
(ii) Suposicion de Makeham®: hj(t) = \;(t) para cada j y t > 0;

(1) el conjunto de funciones de sub-supervivencia Pj(t) determinan el conjunto de
FDS marginales S;(t), explicitamente,

Si(t) =Pr(Y; >t) = exp{ — /Ot h;(u) du}; (5.32)

(iv) Si.m(t,....t) =] S;(®).
j=1

® La funcién S;(t) = Pr{Y; > t} se puede pensar como la FDS de una poblacién que esta bajo
condiciones hipotéticas en donde solamente la falla de tipo j esta actuando.
6 Gail (1975) le llamo a ésta condicion la “suposicion de Makeham”.
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Demostracion. Bajo la proposicion (i), aplicando logaritmo en (5.31), se obtiene
m
log S1.m(Y1, -, Ym) = Zlog Si(y;)-
j=1

Luego, diferenciando con respecto a y; en ambos lados de la igualdad anterior y

evaluando en y; = -+ - = y,, = t, se tiene que
_ 8log51mm(y1,...,ym) _ —legSj(t) (5 33)
8yj dt ’ -
y1==ym=t

para j = 1,2,...,m; recordando la definicién de h;(t) y A\;(t), respectivamente, (5.33)
es precisamente (ii).
Por un lado, de (5.16) y (5.19) se tiene
L) anw/d
ST(t) 27:1 Pf(t)

Por otro lado, \;(t) = —dlog S;(t)/dt. Entonces, bajo la suposicion de (ii) se obtiene

h;(t)

dP;(t)/dt  —dlog S;(t)

>y Pe(t) dt ’

o de manera equivalente,

U dP;(u)/du
S;(t) =exp —/ = |du
’ 0 | 2em Pulu)
Por eso, el conjunto de FDS marginales {S;(t) : j = 1,2,...,m} queda determinado a
partir del conjunto de funciones de sub-supervivencia {P;(t) : j = 1,2,...,m}, y (i)

se mantiene. Luego, integrando la Ecuacion 5.33 con respecto a ¢ se obtiene (5.32).
De la Ecuacién 5.32,

HSj(t) = exp{ _]z::l/o hj(u) du} = exp{ —/0 hT(u)du} = Sr(t),

7j=1
que es (). =

Observacion 5.3. Retomando la proposicion (i) bajo (i) del teorema anterior, la
funcion de riesgo de causa-especifica (i.e. en presencia de todas las causas), h;(t), y
la funcion de riesgo marginal (solamente en presencia de la causa C;), A;(t), son la
misma para cada j y t > 0. Sin embargo, esto no se cumple para las funciones de
supervivencia crudas y netas, debido a que la FDS (propia) en presencia de todas las
causas es como se dio en (5.22), que es,

S0 == [ hSsu)du,
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mientras que la FDS marginal es
¢ ¢
S;(t) = exp —/ Aj(u) dup = exp —/ hi(u)dug.
0 = e { = | A duf = exp{ = | hy(u)duf

S3(t) # 55(t).

Observacion 5.4. El significado en la practica de la proposicion (iii) bajo (i7) es que
las distribuciones marginales se pueden estimar de una manera consistente a partir
del conjunto de datos de riesgos competitivos.

Claramente,

Observacion 5.5. El Teorema 5.2.3 nos indica que (i) es mas restrictiva que (i),
o que (iv) es una condicién algo mas débil que (i), ya que, bajo la suposicion de
independencia estadistica entre los tiempos de falla latentes Yj’ s se tiene

j=1
En particular, para y; = -+ = y,,, = t, la Ecuacion 5.34 implica la proposicion (i) y
de aqui (iv). Un contraejemplo ha sido dado por Hakulinen y Rahiala (1977).

Para concluir esta parte, notese que del Teorema 5.2.2 (de Factorizacion), la dis-
tribucion asociada con hj(t) es

G,(t) = exp{ — /Othj(u) du}, Vit e Ry.

Entonces, en el caso de riesgos independientes, la G(t) es de hecho la FDS marginal
de Y;. Asi

Stm(t,....t) =] Git) =] Si(), Vvt eR,.

Jj=1 Jj=1

5.3. Meétodos Estadisticos de Inferencia

De manera similar como en la Seccién 1.2, pero ahora en un escenario de Riesgos
Competitivos donde existen m > 1 distintos tipos o modos de falla, sea 7" una v.a.s
y C su variable de censura. Sea T = min(T,C) y 6 = 1{T < C} su indicadora de
censura. Si T es un tiempo de supervivencia censurado, el tipo de falla J € J no es
observado.

Supongamos que se tiene un conjunto de n observaciones correspondiente a una
muestra aleatoria, posiblemente censurada por la derecha, de individuos provenientes
de una poblacién en la que existen m tipos o modos de falla. Sea X; el p-vector de
variables explicativas correspondiente al i-ésimo individuo en la muestra. Entonces,
si el i-ésimo tiempo de supervivencia esta censurado en C; = t;, se observa el vector
(fl = t;,0; = 0,%x;) = (T; > t;,0; = 0,%;), y su contribuciéon a la verosimilitud es
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Sr(ti;x;) = Pr(T; > t; | x;). Por otro lado, el i-ésimo tiempo de supervivencia no-
censurado T; = t;, cuya terna observada es (ﬁ = t;,0; = 1,x;,J;), contribuye a la
verosimilitud con f,(ti;x;) = hy, (ti; xi)St(ti;x;). Por lo tanto, bajo un mecanismo
de censura no-informativo, la funcién de verosimilitud es proporcional a

=

L= TT{[no (i) sn(tions) " [Sa(tix)]) " }

1

.
Il

Il
=

{[hJi(ti;X,-)]éiST(t,-;X,-)}. (5.35)

1

<.
I

La verosimilitud anterior se puede expresar de una forma mas conveniente. Para
esto, note del Teorema 5.2.2 que

m

Salt) = exp{—/otiz

i=1

= eXP{—ZHj(ti)}
- fio
k=1

donde cada Gi(t;) = exp{—Hy(t;)} (k=1,2,...,m) posee las propiedades matema-
ticas de una FDS continua en el caso de un solo tipo de falla, mas no representan
la FDS de ninguna variable aleatoria especifica. No obstante, definiendo la variable
indicadora de la falla de tipo j para el i-ésimo individuo como 6;; = 1{J; = j,6; = 1},
la verosimilitud (5.35) se puede reescribir como

b ﬁ {hJZ(ti;Xi)&S (ti;Xi)} B ﬁ { [ﬁhﬂ'(ti;xi)&j]ST(ti;Xi)}

hj(u)du}

i=1 i1 =1
=1 J=1 k=1
i=1 j:l
- 1l { [Lloptts )™ 165 <tuxz>]1‘5“}7 (5.36)
i=1 j:l
donde .
i\Ls X4
9;(t:%i) = hj(t;x:) Gy (1 %) = ===

Notes que la verosimilitud L en (5.36) esta completamente en términos de las
h;(t)'s y debido a la forma de L, esas funciones son estimables en base a la informacion
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de los datos (TZ, 0ij, X, Ji) i =1,2,...,n. Mas atn, al invertir el orden de los productos
en (5.36), vemos que L toma la forma de un producto con m factores, uno por cada
tipo de falla. A pesar de que G,(t;;x;) no tienen una interpretacién probabilistica
dentro de los modelos de riesgos competitivos, a menos que se consideren suposiciones
adicionales, si en el j-ésimo factor

Ly = [ [ g5 (ti:%:)% Gy (tis xi)' %, (5.37)

i=1

interpretamos a g;(-) y a G;(-) como la funcion de densidad y funcion de supervivencia,
respectivamente, para cierta distribuciéon de tiempos de supervivencia, la expresion
(5.37) tiene la misma forma de una funcion de verosimilitud ordinaria. Esta representa
una muestra aleatoria en la que todos los tipos de fallas, salvo el modo de falla j, son
considerados como censurados en el tiempo de falla correspondiente. Asi, se pueden
aplicar las técnicas de datos de supervivencia vistas en Capitulos anteriores para hacer
inferencia sobre las h;(t)'s (y por eso igualmente para las g;(t)’'s y G,(t)'s) a partir de
los datos (ﬁ, i, %, J;). En particular, si se supone un modelo paramétrico h;(t;x;, ;)
para la funcion de riesgo de tipo j (j € J), de tal manera que no se tengan parame-
tros en comun entre esas funciones, la inferencia para 6; puede estar basada en (5.37).

También se pueden implementar las técnicas de estimaciéon semi-paramétricas y
no-paramétricas vistas en capitulos anteriores para modelos basados en las h;(t)’s.
Por ejemplo, métodos tales como el Estimador Kaplan-Meier y Nelson-Aalen pueden
ser generalizados para datos de riesgos competitivos. Para eso, considere el conjunto
de datos independientes censurados por la derecha de un modelo de riesgos compe-
titivos homogéneo (no covariables). Ignorando la asociacion entre los tipos de falla,
supongamos que se tienen r distintos tiempos de falla ordenados (i.e. todos los dis-
tintos tiempos de falla combinados) y denotados por ¢ < ty < --- < t,. Sea dj; el
ntmero de fallas de tipo j al tiempo ¢; y n; el nimero de individuos en riesgo al tiem-
poti,i=1,2,....r; 5 =1,2,...,m. Argumentos similares a los que se dan para el
estimador-KM conducen a un modelo de riesgos competitivos discreto”, con funciéon
de riesgo discreta h;(t;) = hj; para el j-ésimo tipo de falla al tiempo ¢;. Entonces, la
funcién de verosimilitud, bajo un modelo discreto de riesgos competitivos, se puede
expresar como (ver Kalbfleisch y Prentice, 2002)

L= H [ﬁ (n)a- hz-)”i—di-] , (5.39)

—

donde d;. = Z;nzl di; es el nimero de fallas al tiempo t; y h; = h(t;) = Z;nzl hij es
la funcion de riesgo discreta global (i.e de cualquier causa) al tiempo ¢;. El estimador
de méxima verosimilitud de h;; se obtiene al maximizar (5.38), dando h;; = d;;/n;.
Entonces, el estimador Nelson-Aalen de la funcién de riesgo acumulada para la falla

" Ver [5] para mas detalles sobre los modelo de riesgos competitivos discretos.
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de tipo j es
. d;:
H;(t) = L t>0. :
i(t) Z o >0 (5.39)
7 ‘tzg t
para j = 1,2,...,m. De esta manera, el Estimador Nelson-Aalen para la funcion de

riesgo global H 1(t) esta dado por
Hq(t)=> H(t) t>0, (5.40)

y el estimadro Kaplan-Meier de la funcion de supervivencia global, S (t),

Sa(t) = T [1-hette)]

Lt <t

= II _1—2@(@)}
Lt <t j=1

= H 1_27”:%]
i<t L g=1 M

4,
— jp—

parat > 0, donde dy. = Z;”ZI d¢; denota el nimero total de fallas de todas las causa al
tiempo ty. El estimador Nelson-Aalen en (5.40) proporciona un estimador alternativo
de S+(t) , que es

So(t) = exp{—H(t)} = exp { = ﬁj(t)}.
j=1

Asi, un estimador razonable para la funcién de sub-distribucién o de incidencia acu-
mulada de causa-especifica Q;(t) en (5.14) es

~ o o dij .
Qi(t) = -;tST(t" )n_j- j=1,2,...,m. (5.41)

donde §T(tl_) = h'r(r)l+ So(ti —e) = So(tioy).
E—

Sea t, el ultimo tiempo de falla (i.e. observacién no-censurada). De (5.20), la
probabilidad de finalmente presentar una falla por causa j se puede estimar como

7,=Q;t,) j=12...,m.

De esta forma, el EMV de F() en (5.23) es
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que denota la probabilidad de falla de un individuo por causa j, y en presencia de
todos los otros tipos de falla, condicionada a que presentara una falla de esa causa en
t,. De manera similar como en (5.18), se tiene

Entonces

m
&<, (5.42)

y se tiene la igualdad cuando el tiempo observado mas grande en los datos, digamos
7, es un tiempo de falla. Cuando se desea obtener estimadores que sumen 1 en (5.42),
se puede reemplazar 7; con

o Uy
J m )
=17
. . o, ~! . . A
Ese ajuste se basa en la suposiciéon de que los M (j = 1,2,...,m) no cambiaran

después del altimo tiempo de falla observado. Gaynor et.al (1993) da un ejemplo en
el que no se cumple tal suposicion. Para 7 grande, una alternativa a 7; es el estimador
de Pr(J =7 | T <t), el cual puede obtenerse a partir del estimador de (5.27).

Se puede demostrar ([11]) que en ausencia de censura en los datos, aunque en

general no es asi, las 7T;»S se estiman como

. dy o
T = - i=1,2,...,m,
n
que es la proporcion observada de individuos que presentan una falla por causa j, n es
el tamaifio total de la muestray d.; = Y _,_; dy; es el nimero total de fallas observados

en la muestra por causa j. Asi,

que es la funcion de sub-distribucion empirica para la falla de tipo j.

El Estimador Kaplan-Meier y la Funcién de Incidencia Acumulada de
causa-especifica.

Suponga un modelo de riesgos competitivos con m > 1 tipos de falla. Sea Y; el
tiempo de falla latente correspondiente a la j-ésima causa de falla, para j = 1,2,...,m.
Bajo la suposiciéon A1 y por el Teorema 5.2.2, en cualquiera de los dos casos, ya sea
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que se tengan riesgos competitivos dependientes o independientes, la FDS conjunta
de los Yj’ s se puede escribir como

Stm(Yis e Ym) = H G;(y;)

J=1

Gj(y) = exp{ - /Oy hj(w) dU} = exp{ - Hj(y)},

y h;(-) es la funcion de riesgo de la j-ésima causa . Note que

donde

Q) = /Ot Se(u) hj(u)du = /Ot exp{ — éHl(u)} dH;(u)

< / exp { — Hj(u) } dH; () = 1 G5 (1) (5.43)
0

para toda t. De hecho Gaynor et. al. (1993) establecen que la igualdad entre Q;(t) y

1 — Gj(t) se da solamente cuando se retinen dos suposiciones hipotéticas:

(1) la falla debido a otras causas a sido eliminado; eso es, hi(t) = 0 para | # j;

(2) la funcion de riesgo de causa-especifica de interés, h;(t), permanece sin cambios
dada la suposicion (1).

El método Kaplan-Meier (KM) es una herramienta ampliamente usada para esti-
mar la funciéon de supervivencia de datos que presentan un solo tipo falla (analisis de
supervivencia univariado), debido a la simple interpretacién que tiene y a la amplia
variedad de paquetes estadisticos en los que est4 implementado. Por otro lado, la
expresion en (5.37) tiene la forma matématica de la funcion de verosimilitud para da-
tos censurados de una distribucion de tiempos de falla con funcién de supervivencia,
densidad y funcion de riesgo G(t), g;(t) y h;(t), respectivamente. Consecuentemen-
te, G;(t) podria ser estimada usando el estimador Kaplan-Meier basado en los datos
(ti,dji), i=1,2,...r, donde los tiempos de falla observados por las m causas, salvo
la causa Cj, son considerados como observaciones censuradas. De estd manera, el
estimador-KM para la causa C; de G;(t) es

G =1 (1—%),

i<t

donde d;; denota el nimero de individuos que presentan una falla de modo j en ¢;, y
n; denota el nimero de individuos en riesgo de falla al tiempo ¢;.

Comunmente 1 — @jKM (t) ha sido erroneamente empleado para estimar a Q;(t)
en un escenario en el que existe mas de un tipo de falla (riesgos competitivos) y bajo
la clésica suposicion de riesgos independientes, el cual es una de las hipdtesis en la
que se basa el método-KM. Esto conduce a una estimacion inflada de la proporcién
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de individuos quienes estan en riesgo de falla al tiempo ¢; esto a su vez causa que
1 — G (1) sobreestime a Q;(t), es decir,

1—- Gt > Q;(t), Yt>0. (5.44)

La expresion (5.44), la cual es anédloga a la desigualdad en (5.43), puede ser verificada
por induccion matemética. En el caso de una sola causa de falla presente (m = 1) se
cumple que
1= G = Qu(t).
Varios autores han criticado el uso erroneo del estimador KM en un escenario de
riegos competitivos (ver [11], [13], [14] y [30]).

5.4. Identificabilidad y la Funcién de Decremento Milti-
ple

Ya se menciono que el enfoque clasico de la teoria de riesgos competitivos es
considerar tiempos de falla latentes Yi,...,Y,, correspondientes a las m tipos de
falla. Bajo la suposicion A1, lo que se observa (no-censura) es el tiempo de falla real
T = min(Yy,...,Y,,) v el tipo de falla J, donde Y; = T Sea

Sl...m(y17 s 7ym)

la funcion de decremento multiple (FDM) o funciéon de supervivencia conjunta de los
tiempos de falla latentes. Entonces, los problemas mencionados en la Seccién 5.1 se
pueden plantear en términos de los tiempos de falla latentes y de su FDM como sigue:

(1) La clasica suposicion de independencia entre los m > 1 riesgos competitivos se
identifica con la independencia estadistica entre los m tiempos de falla latentes.

(2) La distribucion de Y; bajo condiciones hipotéticas en las que se han eliminado
todos los modos de falla, salvo j, se supone como la distribucion marginal de

Yj, Sjy;) = Pr(Yj > y;).

(3) Por lo regula, el interés de un andlisis de riesgos competitivos esta en la fun-
cion de supervivencia conjunta y distribuciones marginales de Y7,Ys,...,Y;,.
Sin embargo, el problema al que uno se enfrenta al considerar un enfoque de
riesgos competitivos via un modelo de tiempos de falla latentes es que, una vez
que el tiempo de falla por causa C; es observado, es decir, se tiene el mini-
mo identificable (T,J), surge una falta de significado fisico para los restantes
tiempos de falla latentes en términos de cantidades estimables (Seccion 5.3).
Entonces, no sera sorpresa toparse con problemas al querer identificar a la fun-
cion de supervivencia conjunta de los tiempos de falla latentes, S1._.,,(-) v las
funciones de supervivencia marginales, S;(y;) (j = 1,2,...,m), basandose en
los datos (T, J) y sin la introducciéon de suposiciones adicionales fuertes, tal co-
mo la independencia estadistica entre los tiempos de falla latentes. Este hecho
es llamado el problema de no-identificabilidad, baséndose en los datos (T, J), de

la distribucién de Y3, Y5, ..., Y,,.
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La distribucion del par (T, J) esta completamente especificada por las funciones de
sub-supervivencia para la causa C; dadas en (5.15). Ya que esas funciones son estima-
bles a partir del conjunto de datos (t;,9;, J;), para i = 1,2,...,n, se supondra que el
conjunto {Pj(t);j =1,2,...,m} es dado, y (3) se planteara en términos de este. Por
otra parte, cuando se supone una funcion de decremento multiple Si._ (Y1, .-, Ym),
esta determina de manera tnica al conjunto de funciénes de sub-supervivencia (Tsia-
tis, 1975). Otro enfoque alternativo para el clasico problema de riesgos competitivos
en (3) se puede dar en términos de las funciones de riesgo de causa-especifica (ver [16]).

El problema de identificabilidad en (3) se refiere a que el conjunto de P;(t)'s no
proporciona suficiente informacién para determinar, en general, la FDS conjunta de los
tiempos de falla latentes. Eso es, existen ambos, un modelo con riesgo independientes

y uno o més modelos con riesgos dependientes para Y7,Yo,...,Y,, que dan lugar al
mismo conjunto de funciones de sub-supervivencia.
Para tener maés claro este punto, considere dos vectores de v.a.s. (Y1,Ys,...,Yy,)

y (Yll,YQI, .. ,YT;L), con FDS conjunta S1__m(y1,..-,Ym) ¥ Simm(yl, .+ yYm), Tespec-
tivamente. Sea

T =min(Y7,...,Y,) v T =min(Y;,...,Y,,).
Definicion 5.2. Dos modelos de supervivencia son equivalentes si

!

Sr(t)=5Sy@) y Fit)=F;@) (5.45)

Teorema 5.4.1 (Tsiatis,1975). Supongase que el conjunto de funciones de sub-
supervivencia Pj(t) (j = 1,2,...,m) estd dado por algin modelo con riesgos de-
pendientes. Entonces, existe un unico modelo con riesqgos independientes produciendo
identicas P;(t)'s, el cual estd definido por

m
Sl...m(ylv’”aym H 7 y]

J=1

S;( —exp{ /h } (5.46)

y la funcion de riesgo de causa-especifica hj(u) se deriva a partir las Pj(t) dadas.

donde

Demostracion. Ver Tsiatis [34], Crowder [5]. =

El Teorema 5.4.1 solamente establece que cada modelo con riesgos dependientes
es equivalente a un tnico modelo con riesgos independientes. Entonces, los datos de
tipo (7', J) no permiten distinguir a un modelo con riesgos independientes y a uno o
mas modelos con riesgos dependientes, ya que ambos dan lugar al mismo conjunto de
funciones de sub-supervivencia P;(t), j=1,2,.

Una manera de lidiar con el problema de no- 1dentiﬁcabilidad es la clasica su-
posicion de riesgos independientes, ya que, siguiendo el Teorema 5.4.1, las FDS
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marginales de los Y; ahora pueden ser calculadas a partir del conjunto de funciones
de sub-supervivencia {P;(t), j = 1,2,...,m}. Sin embargo, esta restrictiva suposi-
cion ha sido fuertemente criticada por varios investigadores, entre ellos Prentice et.al.
(1978), debido a la falta de interpretacion fisica de los tiempos de falla latentes "no
observados” y a la hipotesis de independencia entre los riesgos de falla.

Otra forma de sobrellevar esta situacién es derivar cotas para las funciones de
supervivencia marginales S;(y;), en términos de las funciones de sub-supervivencia
observables, P;(t) (ver [29], [31]).

Hasta el momento el problema de no-identificabilidad de las FDS marginales ha
sido discutido en un sentido no-paramétrico, debido a que el conjunto dado de P;(t)
se obtiene mediante ese tipo de métodos (Seccion 5.3). Otros autores han optado por
estudiar este problema en un escenario paramétrico, es decir, especificando paramé-
tricamente la funcién de supervivencia conjunta de los tiempos de falla latentes. En
este caso, el problema al que uno se enfrenta es a la identifibilidad del conjunto finito
de parametros de la funcién de supervivencia conjunta a partir de la distribucién de
(T, J). Crowder [5] y Moeschberger y Klein [29] revisan modelos para los cuales la
identificabilidad se mantiene.

5.5. Razoén de Riesgos Proporcionales

El riesgo relativo de falla por causa C; al tiempo t es h;(t)/h(t). Supongamos
que esa razén no depende del tiempo t para cada j, es decir,

hj(t) = ay hT(t) ] = 1,2, cee sy (5.47)

donde 0 < a; < 1 es una constante. En este caso se dice que se han obtenido riesgos
proporcionales. Asi, conforme transcurre el tiempo, el riesgo relativo correspondien-
te a cada modo de falla j permanece constante. Un primer resultado de la suposicion
de riesgos proporcionales es el siguiente:

Proposiciéon 5.5.1. Supongase que la funcion de riesgo de causa especifica, h;(t),
es proporcional a la funcion de riesgo global, h (t). Entonces, la FDS (condicional)
cruda entre aquéllos quiénes mueren de causa Cj, S;(t), es la misma que la FDS
global, S +(t).

Demostracion. De la Ecuacién 5.15, tenemos

P(t) = /t " by () S () du = a /t " hon(u)Sn(u) du = a;S2(t), (5.48)
y asi
P;(0) = a; =m;
Por eso 1
50 = 2 Pi1) = 5400
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Como ya se dijo, es de interés estudiar la razoén en (5.27) dada por

=Pr(J=j|T>t)=mt)

Si esta probabilidad permanece bastante estable, entonces, de (5.48), la distribucion
del tiempo de falla por causa C; en presencia de todas las causas, S;-* (t), tiene el mismo
modelo que la FDS global, S1(t). Note que este resultado no requiere que los tiempos
de falla latentes sean independientes (ver [5]).
Si A1 se mantiene, al igual que (5.47) para cada j = 1,2,...,m, también se tiene
que
aj+ag+- - +ay =1

En este caso, de (5.25), es facil ver que

y por eso

es decir, Pj(t) = a;,P;(t), para cualquier j,k € J.

Otro propiedad interesante de la suposicién de riesgos proporcionales tiene que
ver con la FDS marginal, S;(t)’, del Teorema 5.4.1. Si se cumple (5.47), de (5.46) se
tiene

Sj,(t) = exp [—aj /OthT(u) du} = {exp [— /OthT(u) du] }aj — [S+(6)]“ (5.49)

Sin la suposicion de independencia Sj’ (t) no es observable, pero si estimable. Si po-
demos encontrar empiricamente que las funciones de riesgo de causa-especifica son
proporcionales, entonces S;-(t) puede ser facilmente estimada a partir de (5.49). Por
otro lado, se puede demostrar que en el caso de riesgos competitivos independientes,
en particular bajo la suposicion de Makeham,

se obtienen riesgos proporcionales <= S;-(t) = [S+(t)]¥

En este caso, 5172.“7m(t1,t2, cootn) = T [Sx(t5)]%. Esto significa que solo tene-
mos que preocuparnos por la FDS S (t), en lugar del conjunto de funciones de sub-
supervivencia {P;(t) : j =1,2,...,m}.

5.6. Modelado de Riesgos Competitivos

Modelado de Tiempos de Falla Latentes

El enfoque tradicional para el modelado de riesgos competitivos dependientes ha
sido via la especificacion de la funciéon de distribucién conjunta de los tiempos de
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falla latentes Y1,Ys,...,Y,, o de su FDS conjunta Si...,(y1,...,ym). Sin embargo,
la consideracion de este enfoque conduce a problemas de identificabilidad del modelo
por parte de la distribucion de (T, .J). Varios investigadores han estudiado modelos
para los cuales la identificabilidad se mantiene, por ejemplo, la distribucién Normal y
Weibull bivariada considerada por Moeschberger (1974), o la distribuciéon Exponencial
de Gumbel (1960) (Ver [5]).

Modelado de la Funcién de Riesgo de causa-especifica

Otra estructura de modelado e inferencia de riesgos competitivos se basa en las
funciones de riesgo de causa-especifica, h;(t) (j = 1,2,...,m), definidas en (5.7) como

Pr({t < T <t+ At =34 T >t
b= g PULSTSEEANN (=5} | T>0)
At—0+ At

para j = 1,2...,m y t > 0. Estas funciones son estimables a partir de los datos
sin hacer suposiciones injustificables (e.g. independencia de riesgos competitivos).
Actualmente se han desarrollado e implementado metodologias modernas en torno a
las funciones de riesgo de causa-especifica [5]. El enfoque comtin es suponer un modelo
paramétrico para h;(t), por ejemplo, un Modelo Weibull, cuya funcion de riesgo por
la causa j es

a; t 179
hj(t;0y,05) = 22—
0; 0
paraj =1,2...,myt > 0. Como se menciono en el caso univariado, ¢) para a = 1 se

obtiene un riesgo constante con forme transcurre el tiempo, i) el riesgo se incrementa
para « > 1, y i) este decrece para a < 1, mostrandose asi un modelo flexible para
describir el comportamiento del riesgo en diferentes situaciones.

Modelado de la Funcién de sub-distribucion

Entre los primeros enfoques basados en la funcién de sub-distribuciéon o de inci-
dencia acumulada de causa-especifica, definida en (5.14) como

u

Q;(t) =Pr(T < t,J =j) = /Ot hj(u) exp [— / hT(v)dv} du (5.50)

0
se encuentra el de Prentice, et. al. (1978) y Kalbfleisch & Prentice (1980) (ver [16]-
2002), donde argumentan fuertemente en contra del clasico planteamiento para el
modelado de riesgos competitivos (i.e. via un modelo de tiempos de falla latentes).
Esto se debid, en parte, al problema de identificabilidad de la FDS conjunta de los
tiempos de falla latentes. Por otra lado, de (5.50) se ve que el enfoque en cuestion se
basa en cantidades observables, evitando tal problema de identificabilidad.

En el programa computacional estadistico R se puede obtener el estimador no-
paramétrico de la funcion de incidencia acumulada dado en (5.41) con el paquete
cmprsk de Robert Gray. Por otro lado, hay situaciones en donde se desea comparar
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curvas de incidencia acumuladas de un tipo de falla en particular, entre diferentes gru-
pos y en presencia de riesgos competitivos. Gray(1988) propuso una clase de pruebas
de hipotesis para tal situacién, y también puede ser obtenida con la misma libreria.

Un primer enfoque del modelado de riesgos competitivos mediante (5.50) se basa
en la funcion de sub-supervivencia P;(t) = Pr(T > t,J = j) = m; — Q;(t) definida
en (5.15), y en la FDS condicional (propia) dado que la falla es por causa C;, y en
presencia de riesgos competitivos, definida en (5.22) como

* . 1
Sit)y=Pr(T>t]|J=j)= W—JP](t) (5.51)
donde 7; = Pr(J = j). A partir de S} () se obtiene la funcién de densidad condicional
dada en (5.24) y la funcién de riesgo condicional en (5.26) definidas, respectivamente,
como

_dlog S5(H)  fi(#)

[F@)=Pr(T=t|J=j)= S y hi(t) = 7 = G0} (5.52)
De (5.19), la FDS marginal del tiempo de falla real T es
Sx(t) = Pi(t) =Y m;S;(1) (5.53)
j=1 J=1

donde Z;”ZI mj = 1. De la Seccion 2.2, S+(t) se ve como una mezcla de FDS con m
componentes.

Debido a la amplia variadad de situaciones que dan lugar a datos de riesgos compe-
titivos, habra casos donde la suposicién A2 no se cumpla. Por ejemplo, una poblacién
heterogénea en la que estan actuando m = 2 causa de falla, con una proporcién de
individuos 7 determinada a presentar una falla solamente de la causa Ci, y otra
proporciéon 7o determinada a presentar una falla por la causa Cs; tal poblacion es
considerada como una mezcla de individuos destinados a presentar una falla de dos
causa diferentes. En este caso, la FDS para el tiempo de falla T correspondiente a
esa poblacion heterogénea es St(t) = w57 () + w255 (t). Entonces, otro enfoque para
el modelado de riegos competitivos es suponer una forma paramétrica para S;‘(t) y
considerar a (5.53) como una mezcla de FDS con m componentes, cuyos pesos estan
dados por las 7T;-S. Este enfoque de mezclas supone que un individuo fallard de un
riesgo en particular, escogido por un mecanismo estocastico (Larson & Dinse, 1985).

Modelo de Regresiéon

Crowder (2001) discute las adaptaciones que se dan de manera natural para los
modelos de regresion en su version univariada, al caso de Riesgos Competitivos: riesgos
proporcionales, tiempos de vida acelerados, odds proporcionales y vida residual media.
Aqui se mencionara riesgos proporcionales solamente.

Sea z; el vector de variables explicativas para el i-ésimo individuo en la mues-
tra. Un enfoque comun para incluir variables explicativas en un modelo de regresion
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para Riesgos Competitivos via la funcién de riesgo de cuasa-especifica es hacer una
adaptacion de la definicién univariada de "riesgos proporcionales”

hj(ti; Zi) = Tﬂi(zi)hoj (tl) t > O,

donde hg;(t) es la funcion de riesgo base (z; = 0) para el modo de falla j, y 1¥;(z;) es
una funcion positiva del vector de covariables, por ejemplo, una conveniente seleccién
es Yj(z;) = eXp(B]T-zi), para algiin vector de pardmetros 3;.

5.6.1. Modelo de Mezclas de Larson & Dinse (1985)

El modelo de estos autores, el cual presenta una especificacién completamente
paramétrica, ha servido como punto de partida para la consideracién de modelos de
mezclas méas generales en un escenario de riesgos competitivos. Ellos suponen que un
individuo presentara una falla de un riesgo en particular escogido por un mecanismo
estocastico.

Sean Z y X dos vectores de covariables p y q dimensionales, respectivamente (Z y
X) pueden tener componentes en comin). Supongamos que se tiene una muestra alea-
toria independiente de datos de riesgos competitivos con m modos de falla, denotada
como

Yy, = (ti,éi,xi,zi, (5ZJZ)T 1= 1, 2, e,

donde el tiempo de falla actual ¢; es una realizacion de T; = ml’n(ﬁ-,C,-), i es el
tiempo de falla del i-ésimo individuo en la muestra, C; la variable de censura asociado
a T;, ; = 1{T; < C;} la indicadora de censura, y J; la variable indicadora del modo
de falla para el i-ésimo individuo, tomando posibles valores en J = {1,2,...,m}.

Para relacionar la distribucién de J con X;, se supone un modelo de regresiéon
logistica multinomial dado por

exp(n]vi)
mi(x;) =Pr(J =j|x;) = . eJ 5.54
J05) = Pe(] = | %) = g o s (7€) (5.54)
donde n; = (10;, M1, - - - ,7g5)" €s un vector (q-+1)-dimensiona de coeficientes logisticos

desconocidos y v; = (1,x])" es un (q+1)-vector, el cual contiene a la ordenada. Por
unicidad se requiere la restriccién 7,, = 0. Para el efecto del vector de covariables z
sobre h; (t) se supone un modelo de riesgos proporcionales (Cox, 1972); eso es,

hj(t;z) = ho;(t) exp(Bjz), j€JT

donde B3; es un vector p-dimensional de parametros de regresion desconocidos y hgj(t)
es la funcion de riesgo base para la falla de tipo j, la cual esta especificada paramétri-
camente por un modelo de escalones exponenciales definido en la Seccién 2.2 como:

ho;(t) = exp(a;;) sitel; =la_1,q),

donde I3, ..., I son intervalos (pre-especificados) mutuamente excluyentes que abar-
can toda la recta real positiva, y aj es un parametro que representa el log del riesgo
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base para la falla de tipo j en el intervalo I; (7 = 1,2,...,m;l = 1,2,...,M). El
modelo paramétrico de estos autores se establece para el mismo conjunto de variables
explicativas, i.e. z = x. Asi, de (5.53) la funcion de supervivencia condicional para el
tiempo de falla, dado la falla da causa j y el vector de covariables x es

Si(t;x, B;) = exp{—Hy; ())"PP®  je g
donde
t M
Hy, () = /O B (wdu = 3 explag) Ar(t)
=1

es la funcion de riesgo acumulada base para la falla de tipo j y

ay

Ay(t) = / 1{u <t} parat>0.

-1

Sea n = (T, .oml_ )Ty A = (H3(0), .. H(D) y 8 = (7 8T,..., BT, A). A
partir de esas especificaciones se sigue que la FDS para el i-ésimo individuo es

Sr(ti;xi, 0 Zﬂ-j (xism tZ7X2718])

La funcion de verosimilitud de 8 dado y = {yy,...,y,} se construye de manera
similar como en el caso univariado. La contribucién a la verosimilitud de la i-ésima
observaciéon no-censurada es Wj(xi;n)f;-‘(ti;xi,ﬁj), mientras que S1(t;;%;,0) es la
contribucién a la verosimilitud de una observaciéon censurada. Entonces, usando la
notacion d;; = 1{J; = j}, de (5.36) la funcion de verosimilitud para 6 formulada con
base en y es

0’y H{H|:7Tj X;5M t’L;X’MB])](Sij
=1
1-96;.
[Zﬂ'j XM tuwwﬂ])] }

donde &;. = >, d;;. Aplicando el Método de Maxima Verosimilitud a L(€ | y)
(Apendice A), la ecuacion resultante no se puede resolver analiticamente. Larson

y Dinse calcularon el EMV de 6 dado el conjunto de datos incompletos y via un
Algoritmo® EM.

(5.55)

5.6.1.1. Aplicacion del Algoritmo EM

En vez de trabajar directamente con la funcion de verosimilitud (5.55), el EMV de
60 se puede encontrar aplicando el algoritmo EM. A cada individuoi (i = 1,2,...,n) se

8 Dempster et. al. (1977) aplicaron el algoritmo EM en varios contextos, entre los que se incluyen
mezclas de distribuciones.
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le asigna un vector aleatorio m-dimensional de indicadoras de etiquetas-componentes
Iy = (Ti1,...,Tim)T, donde I'y; = 1{J; = j} = ~i; es cero o uno de acuerdo a si
el individuo i presente una falla por causa j o no (j € J). Se sigue que 7;(x;;1) =
Pr(y;; = 1| X;). Para el i-ésimo individuos con tiempo de supervivencia no-censurado
I'; es conocido, y por tanto 7;; = d;; = 1 para algin j € J. Por otro lado, para
el i-ésimo individuo con tiempo de falla censurado el vector aleatorio de etiquetas-
componentes I'; serd desconocido. Entonces, podemos aplicar el algoritmo EM en un
escenario donde

» Y. ={(y1.T1),(y2.T2),..., (¥, Tn)} es visto como el conjunto de datos com-
pletos;

n Yo = {yi i=1,2,... ,n} U{T; : 6; = 1} como el conjunto de datos observa-
dos (i.e. incompletos); y

n Y = {(ﬁ,I‘Z) 20, =0,1=1,2,... ,n}, como el conjunto de datos perdidos,
donde T; es el tiempo de falla real, pero desconocido, del i-ésimo individuo. Todo
lo que se ha observado de esos individuos es que su tiempo de falla real es mayor

que su tiempo de censura ¢;, eso es, T; > ¢;.

De esta manera, la funcion de verosimilitud de datos-completos es
- - 8ijVij
9 ‘ Y H H |:7T] Xw thwIB )}
=1 :
m Yij 1—(51'.
[H <7Tj(xi§77)5;(ti§miw@j)> ] }
j=1

y la correspondiente funcién log-verosimilitud de datos-completos queda expresado
como

~.

(0]Y,) Z { Zlog mi(xi;m) f (ti;xiaﬁj)]

= L= (5.56)
+ Z i-)7ij log [WJ(XM )55 (ti; i, Bﬂ')] }

J=1

Paso-E

Sea 8%) el estimador actual de 6. En la (k+1)-ésima iteracion, el paso-E consiste
en calcular la esperanza condicional de ¢.(6;Y.) , dado los datos observados Y s y

0%) . Note que (5.56) es una funcion lineal del conjunto de datos perdidos Y ,ss, por
(k)

lo que este paso se reduce a reemplazar v;; en £.(6;Y.) por (O

que es Su esperanza
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condicional, dado Y s v 0", Ahora
k
Ey) = E[vij | Yous, 0 = 6]
= / 72] PI" ’7@9 | Yw )) d’?/ij
’\/Z]E
= (1) Pr(’y,-j =1 ’ T > tz,O(k)) + (O) Pr(’yij =0 ’ T > tz,g(k))
= Pr(Ji=j|T >t;,0®)

De (5.27), Z(-) representa la probabilidad de que el i-ésimo individuo con tiempo de
censura t; eventualmente presentara una falla de causa j, dado que no ha ocurrido
ninguna falla al tiempo ¢;:

(%, n*))S* (i34, ()
o) = _MCemS X B (5.57)

ij m
> mlxi, n®) Sy (x5, 87)
=1

Asi, la funcion Q(6, O(k)) es

Q(O,e(k {Zlog mi(xi;m )f] (tz,xl,ﬁj)]

=1 7j=1

h (5.58)
+ (1= by log [y (xis m)S; (1 i, 6,)] }

=

[y

Paso-M
Este paso involucra maximizar Q(G,O(k)) con respecto a 6 para obtener ek+1)
como sigue. Se puede verificar facilmente que (5.58) se puede expresar como una

suma de (m+1) componentes funcionalmente independientes, eso es

m

Q(0.0%)) = 0(m) + > 4;(S")

j=1
donde

) = ZZgg?) log 7 (xi;m),

i=1 j=1

o) =6+ (1= d)wl)) vy para j=1,2,....m
* - * k *
G5 =>" {«m [log hi;(t:) + BIxi] + g\ log S <ti;xi,ﬂj)}. (5.59)
i=1
Dado el valor actual 8%, cada gg.f)
usa por separado el procedimiento Newton-Raphson para encontrar los estimadores

se trata como una constante conocida y luego se
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de los coeficientes logisticos {n,; : j = 1,2,...,m — 1} que maximizen ¢(m) y los
valores de B, y {aj;: 1 =1,2,..., M} que maximizen £;(S*) para j =1,2,...,m.

En resumen, el algoritmo EM comienza con la seleccion de un conjunto de estima-
dores iniciales wg]) de wy; (i=1,2,...,n;j=1,2,...,m), los cuales pueden ser obtenidos
a través de estimadores iniciales de m;(x;;m) v S7(ti;%;, 3;) (e.g. ignorando las ob-
servaciones censuradas). En la (k-+1)-ésimo iteracion, el Paso-E trata los estimadores
actuales 7;(x;, n®)) y S;(ti; X, ,B(k)) como conocidos a fin de actualizar cada estima-

dor de w;j, y a su vez de g;;. En el Paso-M, los valores actuales gl-(]]-g) son tratados

como conocidos, y actualizan los estimadores de m;(x;;m) y S} (¢:;%;, B8;), obteniendo
(X3 )y S3 (ti5 %4, ngﬂ)). Bajo apropiadas condiciones de regularidad ([8]), es-
tos estimadores de 7;(x;n) y S} (t;x, 8;) eventualmente convergeran a los verdaderos
EMV.






CONCLUSIONES

Cuando se estudia la variable tiempo hasta la ocurrencia del evento de interés
en presencia de eventos de riesgos competitivos (RC) se distinguen tres situaciones:
(1) analizar el evento de interés ignorando riesgos competitivos; (2) considerar con-
juntamente los eventos de todos los modos de fallo, colapsdndolos en un s6lo evento
y proceder con el analisis, y (3) emplear adecuadamente la metodologia desarrolla-
da en riesgos competitivos. El presente trabajo expone la metodologia empleada en
el anélisis de supervivencia univariado, tanto desde el punto de vista teérico como
computacionalmente practico, de tal manera que uno debe notar que el primer plan-
teamiento no es correcto (e.g. el uso del método KM en presencia de RC). El segundo
enfoque trata de la extension del método Kaplan-Meier para incluir RC. Sin embargo,
este es de uso limitado ya que no permite explorar los efectos de variables explicativas
sobre el tiempo de supervivencia. El tercer punto es el adecuado, siempre y cuando
se considere una metodologia igualmente adecuada, ya que de lo contrario uno se
puede topar con los problemas bésicos que surgen en el anélisis de este tipo de datos
. Por ejemplo, ya que los riesgos usualmente serén dependientes, el enfoque clasico
de tiempo de fallo latentes para el modelado de RC conduce al problema de iden-
tificabilidad del modelo basandose tnicamente en los datos de la forma (7', J) y sin
suposiciones adicionales. Por otro lado, un analisis de datos de riesgos competitivos
mediante sub-distribuciones evita tal problema de identificabilidad, ya que estas son
cantidades observables y estimables a partir de los datos (T, J).

La metodologia presentada en éste trabajo para el analisis de supervivencia uni-
variado y riesgos competitivos son de rapida comprensiéon y sencilla aplicaciéon. Lo
que debe notarse es el esfuerzo por reunir los conceptos fundamentales para entender
modelos mas generales y métodos mas sofisticados de anélisis para datos relaciona-
dos con la variable tiempo hasta la ocurrencia de un evento. Por ejemplo, el modelo
paramétrico de mezclas exponenciales de Larson & Dinse (1985), permitido para co-
variantes, en el cual se usa el Algoritmo EM para la estimaciéon de los parametros
involucrados en este. Otro ejemplo es el modelado de eventos secundarios en presen-
cia de riesgos competitivos; en este caso, el individuo presenta dos eventos de interés
consecutivos, cada uno con su propio tiempo de fallo. La forma de realizar el analisis
consiste en derivar a partir de dos modelos de riesgos competitivos, como los que se

119
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han estudiado en el Capitulo 5, dos estimadores de las funciones de incidencia acu-
mulada correspondientes al primero y segundo evento. Un ejemplo especifico de este
tipo de modelos ha sido estudiado por Katsahian et. al. (2004).

Recientemente se han propuesto e investigado generalizaciénes semiparamétricas
del modelos de Larson & Dinse. Por ejemplo, Escarela y Bowater (2008) y Ng y
McLachlan (2003) consideran modelos de mezclas semi-paramétrico con variables ex-
plicativas presentes, en donde se propone e implementa un algoritmo ECM, que es
una extension del algoritmo EM.

Otra manera de analizar los datos sobre eventos observados con el tiempo, es pre-
sentar los métodos expuestos en esta tesis pero con la estructura de procesos contables.
Existen varios libros que exploran el enfoque de martingalas para el analisis estadisti-
co de procesos contables, enfatizando en las aplicaciones de esos métodos. Una de las
ventajas de considerar esa estructura es que se puede adentrar al estudio de métodos
de analisis de otro tipo de datos, por ejemplo, datos de eventos recurrentes. Este ti-
po de datos surgen en una amplia variedad de escenarios, incluyendo Salud Publica,
Ingenieria, Economia y Sociologia. En este caso, el evento de primordial interés es
recurrente y puede suceder varias veces durante el periédo de seguimiento para un
individuo bajo estudio (e.g. la repetida hospitalizacion de pacientes con enfermedades
renales en etapa terminal).

Esperando que el presente trabajo sirva de introduccion a los métodos estadisticos
empleados en el anélisis de datos de tiempos de supervivencia, y que sea usado para
el entendimiento e interpretacion de los resultados de tal anélisis, invito a las nue-
vas generaciones de estudiantes relacionados con estadistica a tener una experiencia
practica-computacional, y no quedarse con un planteamiento teérico-abstracto.



APENDICE A
METODO DE MAXIMA
VEROSIMILITUD

Sea Y71,Ys,....,Y, una muestra de v.a.s. independientes e identicamente distribui-
das (i.i.d.) con densidad comun f(y;), eso es

Y17Y27"'7Yni-i-dF7

donde F'(y;) denota la funcién de distribucion correspondiente a f(y;). Denotemos
por Y = (Y1,Ya,...,Y,,)7" el vector que contiene a la muestra entera y por y una
realizacién® de Y. Supongamos que f(-) pertenece a la familia paramétrica

P:{Fg’0:(91,92,...,9p)T€@CRp},

donde @ es un vector de parametros desconocidos y © es el espacio de valores de 6.

Como ya se sabe, debido a la independencia de las Y/s, la funciéon de densidad
conjunta del vector aleatorio Y = (Y1,Y2,...,Y,,)" es el producto de las densidades
marginales

11 /v 0) =] f(w::0).
=1 =1

Entonces, la funcion de densidad conjunta de las n observaciones independientes y =
(y17y27 cee 7yn) €s

Fy(y;0) =fy(yi,...,yn;0) =[] f(v:;0).
=1

Notese que fy(y;0) es una funcion de los datos observados y, manteniendo fijo el
vector de pardmetros 6. Eso motiva la siguiente definicion:

! Una realizacion de Y se refiere a la muestra aleatoria observada (i.e. los datos)

y= (y17y27« .. 7yn)T7

donde y; es el valor observado de la v.a.s. Y; (i=1,2,...,n).
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Definicion A.1. Sea Ye R™ un vector de v.a.s. i.i.d. con funcion de densidad conjunta
fy(Wi,.. . yn; 0), la cual depende del vector de pardmetros 8¢ ©® C RP (p < n). La
funcion de verosimilitud, L(0;Y), se define como

L(0) = L(6; Y) o fy(y1.--,yn:0) = [ [ f(5i; 6). (A1)
i=1

El Método de Maxima Verosimilitud establece que busquemos como valor estimado
de 6 aquel vector de valores, 0 c ©, mediante la optimizaciéon de la funcién de
verosimilitud, L(@), de tal manera que nos de la mayor probabilidad de que ocurra el
evento de interés, segin lo que hemos observado.

Definicion A.2. Sea © C RP el conjunto de todos los posibles valores del vector de
pardmeotros 8. El Estimador de Mdzima Verosimilitud (EMV) de 6 se define como
el valore @e © (si existe) el cual mazimiza (A.1), eso es
L(a; Y)=max L(6; 7).
0e©

En muchos problemas, es un tanto conveniente trabajar con el logaritmo natural?
de la funcién de verosimilitud.

Definicion A.3. La funcion log-verosimilitud, [(6;Y) es el logaritmo natural de la
funcion de verosimilitud:

1(0;Y) =1og L(6; Y).
Ya que la funciéon logaritmo natural es monétona, el EMV, 9, satisface

1(6;Y) = max (6;Y).

El EMV de 0 se obtiene resolviendo el sistemas de ecuaciones

o10)
5 =0 (A.2)

Método Newton-Raphson.

Tipicamente, para resolver el sistema de ecuaciones (A.2), que por lo regular es
no lineal, se recurre a computadoras y software adecuado para la implementaciéon
de algin método iterativo, como es el Método Newton-Raphson. Sin embargo, la
estimacién numérica de tales pardmetros no es tan trivial como parece, salvo por algu-
nos casos donde la expresién matemética de maxima verosimilitud es de hecho simple.

Considere la expansion en Series de Taylor de (@) alrededor de °:

2
1(0) = (0") + (8 — ei)% ot %(9 — ei)’aala(f) 6’Z_(@ —0") +---

*Notacion. log(x) := loge(x) = In(x)
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Cuando 0 esta cerca de 6*, los términos restantes son insignificantes, por lo que se
pueden ignorar, obteniendo una aproximacion cuadratica de [(6):

1(0) ~ (8") + (0 — oi)% ‘0 - %(0 — ai)’a;lg(g) (ei(o — 6", (A.3)
Por lo tanto, el punto estacionario de (A.3) es
| 02(0) 17 au6)
6=6"+ | —— 02.] 30 o (A4)

Este resultado proporciona las bases de una aproximacion, de manera iterativa, para
el calculo del EMV. Dado un valor inicial fijo de 6, usamos la ecuacién (A.4) para
obtener una mejor estimacion y repetimos el proceso hasta generar una sucesiéon de
estimadores de @ que converge al EMV 9, bajo ligeras condiciones de regularidad.
El proceso iterativo descrito anteriormente mediante (A.4) se le llama el Método
Newton-Raphson. Al vector de primeras derivadas parciales de [(6), denotado por

al(0)
0 = —
u(o) = o0,
se le llama funcién score, a la matriz
021(0)
1 0 = ——
i(6) = -

se le conoce como la matriz informacién observada, y a la esperanza de i(0),
E[i(0)] = 1(0), se le llama informacién de Fisher. Substituyendo la informacion
observada en (A.4) por la informaciéon de Fisher resulta

~1 00(0)

=6+ [-1(6] —~

" (A.5)

El proceso iterativo dado en (A.5) se le conoce como Método de Scoring.

Pruebas de hipo6tesis

En presencia de censura por la derecha (aleatoria y de Tipo I), bajo ligeras con-
diciones de regularidad, se tiene que

N

0 ~, N(6,1(6)7") (A.6)
Por lo tanto, podemos estimar la varianza asintética del EMV 0 de 6 como
Var(0) ~1(6)".

Las pruebas de hip6tesis para 6 se pueden basar en la varianza asintética de ] (o de
u(@)). Para probar Hy : @ = 0 contra adecuadas alternativas o construir intervalos
de confianza, tenemos los siguientes tres procedimientos:
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R ~ ]
1. Prueba de Wald: (6 — 6)%1(0) ~ 0 ~a X2
S.E.(0)
2. Prueba de la Razon de Verosimilitud: —2log L(OAO) ~a X%;
L()

[u(8o)] 2

3. Prueba Score: ——5— ~, X}
10, "

Observacion A.1. Si p es el namero de pardmetros en el modelo 1 y p + ¢ en el
modelo 2, entonces los grados de libertad v dependeran de la diferencia de parametros
del modelo 2 respecto del modelo 1, que en este caso es v = (p+¢q) — p = q.

Sin embargo, en presencia de censura, puede que sea necesario reemplazar la infor-
macion de Fisher por la informacion observada, ya que el calculo de I(0) usualmente
es complicado y no puede ser obtenido.

Ejemplo A.1 (Modelo Exponencial). Sea Y = (Y1,Ys,...,Y,)" una muestra
aleatoria de tamano n correspondiente a los tiempos de supervivencia de individuos
provenientes de cierta poblacién. Supongamos que

Y1,Ys, ..., Y, “d BExponencial(§) (6 > 0),
donde Y] es una v.a.s. con funcién de densidad de probabilidad (f.d.p.) dada por
f(y;0) = 0L exp(—y;/0) Vit € (0,00).

Denotemos por
y = (y17y27 s 7yn)T

los datos observados completos (es decir, tiempos de supervivencia no-censurados).
En este ejemplo, el vector de pardmetros desconocidos 0 es un escalar, siendo
igual a 6. De estd manera, la funcién de verosimilitud de 6 formada en base a y es

L(0) = f+(3:0) = [ [ £(ys50) = eineXp { -3 %}
i1 pa

y la funcién log-verosimilitud estd dada por
1 n
1(6) = —nlogt — — i A7
(0 = —niogt 53y (A7)

En este caso, el EMV, 9, de 6 puede deducirse de manera explicita igualando la
derivada de (A.7) a cero para obtener

n .
-3 v
1=1
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EL ALGORITMO EM

El algoritmo EM (Dempster et. al. 1977) es un método iterativo que proporciona
una alternativa del que se usa comtinmente en el Método de Maxima Verosimilitud
(i.e. Algoritmo Newton-Raphson) para estimar el vector de parametros 8 € © co-
rrespondiente a un modelo asumido S(¢;0) para un conjunto de datos dado Y, en
situaciones donde la solucién analitica para la maximizacion de la funcién de verosi-
militud de 6 dado Y, L(0;Y), es dificil o imposible, asi como en el caso de que se
tenga un conjunto de datos incompletos (i.e parcialmente observados).

Supongamos que se tiene un conjunto de datos Y. = (Yops, Ymiss) cuyas reali-
zaciones pertenecen a un espacio muestral )., donde Y s son realizaciones de otro
espacio muestral Vs y denotan la parte observada de Y, (también llamado el con-
junto de datos incompletos), y Y miss representa la parte no-observada (missing) de
Y.. Refirdimonos a Y, como el conjunto de datos-completos, el cual no es directamen-
te observable, pero so6lo indirectamente a través de Y. Asumanos un modelo para
Y. con distribucién de probabilidad asociada f.(Y. | @) indexada por un vector de
parametros desconocido 8 € O, siendo O el espacio de valores de 8. La funcién de
densidad de Yops, f(Yops | 0), se relaciona con la de Y, mediante la ecuacion

f(Yobs | 0) = /fC(YobsaYmiss | O)dezss

El objetivo del algoritmo EM es maximizar la funcion de verosimilitud L(0 | Yps) =
f(Yops | @) con respecto a 8 dado Yy, pero haciendo uso de fo(Yobs, Yimiss | 0)-
Asi, la funcién log-verosimilitud de 8 dado Y., llamada log-verosimilitud de datos-
completos, es

60(0 ‘ Yc) = log Lc(0 ’ Yc) (Bl)

Note que (B.1) es de hecho una variable aleatoria ya que Y55 v 6 son constantes, y
la informacion perdida Y,,;ss es desconocida (i.e. aleatoria).

Sea Pr(Ymiss | Yobs,e(k)) la distribucién de probabilidad condicional de Y ,;ss
dado el conjunto de datos observados Y s y el valor actual de los estimadores de los
parametros, 0%) . En términos generales, este algoritmo consta de dos pasos:

» Paso-E (Esperanza): Calcula E[(.(0 | Y,) | Yobs,e(k)], eso es, la esperanza
condicional de la verosimilitud de datos-completos, £.(0 | Y.), respecto a los
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datos perdidos Y ,.;ss, dado los datos observados Y ;s v los estimadores de los
parametros actuales, 0%) . Esa esperanza cominmente se denota como

Q(07 o(k)) = /ec(o ’ Yc) Pr(Ymiss ’ Yobm e(k)) deiss (B2)

» Paso-M (Maximizacién): La funcion @ en (B.2) es maximizada con respecto
a 0 para obtener O(k“), €so es

0+ — arg mgx Q(6,0™)

Estos dos pasos son iterados hasta que || 81 — %) || sea suficientemente pequerio.
Una modificacion del paso-M es la siguiente: en vez de maximizar Q(8, O(k)) con

respecto a 6, se busca algun 0%+ tal que Q(G(kH), G(k)) > Q(G(k), G(k)). Tal algo-

ritmo es llamado EM Generalizado (EMG), y también es garantizado que converge.

El Algoritmo EM asume que es més facil maximizar la log-verosimilitud completa,
2:.(0 | Y.), que la log-verosimilitud incompleta £(8 | Y ps); cuando £.(0 | Y.) en si
es una funcién lineal de los datos perdidos, Y,,.ss, €l paso-E se simplifica atn mas:
este consiste en reemplazar los valores perdidos por sus esperanzas condicionales en la
funcion log-verosimilitud completa £.(0 | Y.). Otra de las ventaja de este algoritmo
es que cada iteracion es garantizada que incrementa la log-verosimilitud (6 | Y ps),
€so es,

g(e(k—‘rl) ‘ Yobs) Z g(e(k) ‘ Yobs)7

con igualdad si y sélo si Q(O(k+l), O(k)) = Q(O(k), O(k)). Si la sucesion {O(k)} converge,
esta converge a un maximo local o a un punto silla de (8 | Y,ps), dependiendo del
valor inicial seleccionado 8(9). Este también tiene una interpretaciéon particularmente
simple y dtil cuando los datos completos Y. tienen una distribucién proveniente de
la familia exponencial reqular definida por

f(Yc]0) =0b(Yc)exp[s(Yc)0/a(0)]

donde 6 denota un vector de pardmetros (d x 1)-dimensiona, s(Y.) denota un vec-
tor de estadisticos suficientes de datos-completos, y a y b son funciones de 8 y Y,
respectivamente.

Por otro lado, una de las desventaja de este algoritmo es que la convergencia
puede ser muy lenta si la informacion perdida es una fraccion grande, ya que su
convergencia es lineal con tasa de convergencia proporcional a la méaxima fraccién de
informacion perdida. En algunos problemas el paso-M es dificil (e.g. no se cuenta con
una forma cerrada) por lo que su simplicidad teodrica no se ve reflejada en la practica.
No obstante, hay dos tipos de extensiones de este algoritmo que a menudo pueden
evitar ese y otros problemas.

Para un interés méas amplio y en detalle del Algoritmo EM puede consultar el libro
de McLachlan y Krishnan [29], y por supuesto [8].
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Ejemplo B.1 (Modelo Exponencial). Considere el Ejemplo 2.3 en el que se tiene
una muestra censurada de datos de supervivencia provenientes de una distribucion
exponencial, denotada por

(tly 51)T7 (t27 52)T7 B (tna 5n)T

donde t; = min{Y;,C;} y 0; = I{Y; < C;} su indicadora de censura. Como ya se
vio, no hay necesidad de un céalculo iterativo para 9. No obstante, este simple caso de
datos incompletos servira para ilustrar la manera en que trabaja el algoritmo EM.
Sea Y. = (Yobs, Yimiss) €l conjunto de datos-completos, donde

Yobs = {(tuéz) 1= 1,2,... ,n}
denota la informacién observada de la muestra (datos incompletos), y
Ymiss:{yi3 i:T+1,...,n}

el conjunto de datos perdidos (i.e. los tiempos de supervivencia censurados). Nos
referimos a Y. como el conjunto de datos completos en el sentido de que se asume
que no hay tiempos de supervivencia censurados, por lo que Y,,;ss se considera como
un conjunto de observaciones no-censuradas, para posteriormente calcular su valore
esperado. La funcién log-verosimilitud completa es

0| Y. =—nlogh — 9_1{ zr:y, + z": y,} (B.3)
i=1

i=r+1

Note que £.(0 | Y.) pertenece a una familia exponencial regular, ademés de la pro-
piedad de la perdida de memoria de la distribucién exponencial. No obstante, se
procederé sin hacer uso de esas propiedades. Entonces, dado un valor inicial 6 del
estimador de 0, en la (k+1)-ésima iteracion:

= Paso-E. Sea 0%) el valor actual de 6. Ya que £.(0 | Y.) en (B.3) es una funcién
lineal del conjunto de datos Y.;ss, €ste paso se reduce a calcular la esperanza
condicional de cada y; € Yiss, dado 6(k) y la informacién observada de y; que
es 0; = 0, lo cual es equivalente a que Y; > ¢; y ¢; = t;. Se puede verificar
facilmente que la funcién de densidad condicional de Y; dado que Y; > ¢; es

i | i > e5) =~ exp{—(vi — )8}, i € (ci, ).

0
Luego, parai =1+ 1,...,n, se tiene que
(e e]
o = BIY; | {¥; > e}, 0W] = / yi f(Yi = yi | Yi > ;,0 = 0®)dy,
¢

= ¢+ H(k).
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Asi,
Q0,0%) = E[t.(0]Ye)]| Yobs,0W]

— —nlog@—@‘l{Ztl Z [Yimmi,e(ﬂ}

i=r+1

= —nlog@—ﬂ_l{Zt + Z T; } (B.4)

i=r+1

» Paso-M. Este paso consiste en maximizar a (B.4) con respecto a @ para obtener
6+1) . Resolviendo dQ(6,6%))/d§ = 0 con respecto a 6, y poniendo § = §*+1)

se obtiene
gk+1) {Zt + Z T, }

i=r+1

EI algoritmo EM es iterado hasta que |0(k+i) — O(k)| sea suficientemente pequena. La
sucesion obtenida {0} converge al EMV 6 = 31" | t;/r dado en (2.29), para r < n.
O

Codigo en R. Algoritmo EM para un Modelo Exponencial.

EM<-function(T.i,delta.i,tolerancia,theta.inicial){
n<-length(T.i)
tau<-array(1:n)*0
theta.actual<-theta.inicial
theta<-theta.actual
theta.k<-0
iter<-0
while(abs(theta.k-theta)>tolerancia){
E.Ti<-PasoE(T.i,delta.i,theta.actual,n,tau)
theta<-PasoM(T.i,delta.i,E.Ti,n)
theta.k<-theta.actual
theta.actual<-theta
iter<-iter+1
}# fin while
cat("nim. iteraciones:",iter,"\nEMV de theta:",theta.actual)
} #fin EM

PasoE<-function(Ti,deltai,theta.actual,n,tau)q{
for(i in 1:n){ taulil<-Ti[i]+theta.actual
tau*x(1-deltai) 1}
}
PasoM<-function(Ti,deltai,E.Ti,n){
theta.est<-(1/n)*(sum(Ti*deltai)+ sum((1-deltai)* E.Ti))
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