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Resumen

En este trabajo de tesis presentamos una introducciéon al Célculo Es-
tocastico Cuantico. Construiremos la Integral Estocastica Cuéntica, que es
una extension de la Integral Estocédstica Clasica que se estudia en el Calcu-
lo Estocéstico usual. Mostraremos detalladamente las estrategias de estudio
mas ttiles para su desarrollo, y los problemas técnicos que se enfrenta el con-
siderar sumas de tipo Riemann-Stieljes cuando se trabaja con los operadores
no acotados de Aniquilacion y Creacion. Se formularan las Estimaciones Fun-
damentales que nos permitan obtener esta integral en todo un espacio que
resulte suficiente para estudiar los procesos evolutivos de los sistemas de
Bosones y Fermiones.

Finalmente haremos algunas comparaciones entre los Célculos Estocasti-
cos Clasico y Cuantico. En particular, obtendremos la Formula y la Isometria
de Ito a través de argumentos cuanticos.
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La que Vuela

A quien lea, sepa que no todo ha sido este trabajo...

Todo empezd una cierta noche, amable lector. Ella saliendo de una vida que no
entendia... El, construyendo esa vida sin entender. De pronto, como visitante a una
ciudad que desconocia, se perdié con una vieja amiga en las calles esperando que
la noche comenzara... Ella, en uno de esos lugares bailando y esperando. Un par
de veces lo buscé, y cuando fué, comenzo la historia mas bella, si no interesante,
que he escrito... Se enamord.

La conocié un par de meses antes. Desde entonces pensé que la conocia, y des-
cubrié que en realidad también la esperaba. Los dos en un bar. Ella, planteando
sus alegrias a un amigo comun. El un dia antes jurando encontrarla. Y como si
todo hubiese sido escrito en un diario, ese 19 de abril jamas se olvidaré. El destino
ha querido que justo dos anios después escriba su historia.

Estaba en ese lugar leyendo sobre Analisis Funcional cuando decidié hablarle.
Platicaron, no sé de qué, y le cité al siguiente dia. Tomé un taxi pensando que iria
con ella. La quiso besar y ella devolvié un precioso no. No era el momento para
un beso, ni tampoco después. De nuevo el azar tomé partida, y la cita no se dié.
Tuvieron que pasar un par de dias antes de verse de nuevo.

Cuando la vid, ella era insorprendente, mientras que €él, un aburrido de la Pro-
babilidad Cuédntica. Algunos besos y poemas de Benedetti, y no pasé nada més
sino hasta tiempo después. Tuvieron breves contactos. Ella ahora estaba con otro
él, y él con otra ella. Se despedian de antiguos pecados, y comezaban con nuevos.
Fué triste esas noches, no lo niego.

“Raro que él me apoyara”... Y reaparecié. Y pasaron varios meses... Solo se
trataba de una venganza de la que se enamord, y ella inicamente queria verlo.
No sabia lo que pasaria... Bajo, luego de escucharla un rato, y llegd por ella. Le
di6 cuatro opciones. Se quedd con la tercera. Lo llamé idiota y lo besé.

Se enamoré de su caminar y del fuego de su cabello... El cantar de Sabina era
poco... Ella era el gran deseo de su vida... Ella era su todo... Ella era mi Alma.






Introduccion

En 1900, durante el ler. Congreso Internacional de Matematicas, David
Hilbert plantea una lista de 23 problemas que, en su opinion, seran las prin-
cipales lineas de investigacion matematica durante el siglo XX. El sexto de
ellos, aun abierto, consiste en encontrar una base axiomatica que permita de-
ducir todas las teorias fisicas que expliquen los fendmenos aleatorios. Entre las
mentes que se dedicaron a resolver dicho problema destacan A.N.Kolmogorov
y J.von Neumann.

El enfoque de Kolmogorov, conocido como Modelo o Teoria de la Proba-
bilidad Clésica, propone una terna (€2, §,P), llamada FEspacio Cldsico de
Probabilidad, donde €2 es un conjunto no vacio, § es una o-dlgebra de {2
y P es una medida de probabiliad en §. Este modelo ha sido sumamente
exitoso en el estudio de la Fisica Estadistica, modelos biolégicos y, reciente-
mente, en Matemaéatica Financiera.

Asi mismo, el llamado Célculo Estocéastico Clésico suele citarse como el
desarrollo mas refinado de la Teoria de la Probabilidad Clasica y su resultado
fundamental, la Férmula de Ito, es considerado uno de los més profundos de
la matematica contemporanea.

Por otra parte, von Neumann en su interés por encontrar una teoria
matematica que diera cuenta de los fenémenos aleatorios que aparecen en
la Mecanica Cuantica, se percata de que el modelo de Kolmogorov no era
suficiente para explicarlos. Asi, se da a la tarea de construir una teoria mas
amplia que contuviera a la Probabilidad Clasica y a su vez explicara los he-
chos de la Fisica Cuantica. Su punto de partida es una pareja (A, p) llamada
Espacio de Probabilidad Cudntico, donde A es un élgebra de von Neumann y
p: A — C esun estado o funcional lineal actuando en A que asocia nimeros
no negativos a elementos no negativos tal que p(e) = 1, donde e es el ele-
mento identidad de A en el sentido de la Teoria de Algebras.

Un espacio clasico de probabilidad (€2, §, P) puede verse como un espacio
cudntico de probabilidad considerando A = L>(,F,P), el dlgebra de von
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Neumann de las variables aleatorias esencialmente acotadas, y p : A — C
definido como

oh) = [ fap.

Debido al Teorema de GNS, toda algebra de von Neumann tiene una
representacion en el algebra de operadores acotados de algin espacio de
Hilbert. Por tanto, las variables aleatorias cudnticas y los procesos estocasti-
cos cuanticos, al ser elementos del algebra de von Neumann, pueden ser con-
siderados como operadores acotados. Asi, el estudio del Céalculo Estocéstico
Cudntico esta intimamente relacionado con la Teoria de Operadores.

Para 1984, en [6], trabajo seminal del Célculo Estocéstico Cudntico,

R.L.Hudson y K.R.Parthasarathy dieron impulso al estudio de los procesos
de Markov cuanticos y demuestran la férmula clasica

t 2 _
/Wdes:m !
0 2

a través de esta nueva teoria.

En 1992, en [I3], Parthasarathy expone detalladamente una introduc-
cién al Célculo Estocastico Cuantico a través de los espacios de vectores con
un nimero finito de particulas. Once anos después, en [5], Hudson presenta
de manera més general la misma teoria basado en vectores exponenciales.
En ambas obras se demuestran las Formas Fundamentales del Calculo Es-
tocastico Cuantico. En esta tesis presentamos nuevas demostraciones de es-
tos resultados definiendo coeficientes que sustituyen las Tablas Cuanticas de
Multiplicacion de Ito expuestas por estos textos.

Por otra parte, del Teorema de Girsanov se deduce que el Movimiento
Browniano esta intimamente relacionado con el proceso cuantico de Posicion,
como puede verse en [3] y [8]. Uno de nuestros objetivos ha sido explorar esta
relacién mediante técnicas que no involucren la Férmula de Ito clésica, lo-
grando ir mas lejos que los autores anteriores obteniendo una demostracion
de esta formula a través de argumentos cuanticos, mostrando asi que no solo
existe una relacion entre el browniano y el proceso de posicion, sino que esta
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misma relacion interpreta a las Formas Fundamentales del Céalculo Estocasti-
co Cuantico como la Formula de Ito clasica y a las relaciones candnicas de
conmutacion como la Isometria de Ito.

Finalmente, comentamos que esta tesis se ha desarrollado completan-
do las demostraciones y corrigiendo errores encontrados en [5], por lo que
consideramos que nuestro trabajo puede usarse como apoyo para la lectura
de dicho articulo, asi como de [I3], para el estudio del Céalculo Estocdstico
Cuantico.






IX

Notacion

Adoptaremos la siguiente notacion:

Conjuntos y Aplicaciones

= Si A es un conjunto, denotaremos con 14 a su funcién indicadora.

Espacios Normados y Topologia

» Dados los espacios normados X e Y, denotaremos por B(X,Y)
al espacio de operadores acotados de X en Y. Si X =Y, sim-
plemente escribiremos B(X ). En particular, al operador nulo se le
denotara como ©.

= Si H es un espacio con producto interno, digamos (-, -), tendremos
la convencién de que tal producto interno es antilineal en la primera
variable y lineal en la segunda: (af + g,h) = a(f,h) + (g, h) y
(frag+h) =alf,9) + {f. h).

» Si H es un espacio de Hilbert, denotamos por P(H), O(H), PO(H),
U(H) a los conjuntos de operadores proyecciones, autoadjuntos,
positivos y unitarios respectivamente.
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Capitulo 1

Preliminares

El estudio de la fisica de cuerpos macroscopicos ha sido desarrollado desde
sus inicios con las herramientas clasicas del Calculo Diferencial, dando origen
a la Mecéanica Clasica y, particularmente, a la Mecénica Celeste. Sin embar-
go, debido a las dificultades técnicas y econémicas para la comprobacién de
sus leyes, tales como lanzamiento y manteminiento de cohetes o satélites, ha
sido necesario un desarrollo tedérico posterior que pudiera involucrar al azar
como factor importante en los fendmenos macroscopicos y el cual ha sido
pulido hasta llegar a niveles de la Teoria Clasica de las Probabilidades vy,
recientemente, el Calculo Estocastico.

Este ultimo encuentra pronto aplicaciones industriales y financieras, sin
olvidarse de las fisicas y bioldgicas. No obstante, tal y como pasé con la
Mecénica Clésica con la llegada de las teorias fisicas relativistas y cuanticas,
la Probabilidad Clasica encuentra inconvenientes para el estudio de sistemas
de cuerpos de nivel atéomico.

Ante la imposibilidad de tener certezas deterministas en los estudios de
particulas subatémicas debido al Principio de Incertidumbre de Heisenberg,
ha tomado importancia para los fisicos el tener que conformarse con teorias
matematicas que incorporen el azar a los estudios cuanticos como un factor
de gran peso, dando con esto origen a la Probabilidad Cuantica y, posterior-
mente, al Calculo Estocastico Cuéantico.

En este capitulo haremos un analisis de los principales conceptos de Teoria
de Operadores involucrados en el desarrollo de la Tesis. Por tratarse de un
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Capitulo introductorio, se omite la mayoria de las demostraciones, dejan-
do tinicamente las propias de los autores. Esto debido a que algunas de las
proposiciones son enunciadas en lenguaje puramente algebraico o analitico,
no obstante las fuentes dan demostraciones con probabilidad avanzada.

En la Seccién 1.1 se exhiben resultados sobre operadores no acotados que
seran utilizados posteriormente. Las Secciones 1.2, 1.3 y 1.4 tratan sobre pro-
ductos tensoriales. Finalmente, en la Seccion 1.5 se define el espacio de Fock
Simétrico, el cual es el universo donde nos concentraremos a lo largo de toda
la investigacion.

1.1. Nociones Basicas de Operadores no Aco-
tados

Sea H un espacio de Hilbert. Un operador en H es una pareja (17, D(T))
donde D(T) es un subespacio vectorial de H, llamado dominio de T, y
T : D(T) — H es una transformacion lineal. Se dice que T es densamente
definido si D(T') es denso en H. La grdfica del operador (T, D(T)) es el con-
junto G(T') = {(u,Tu) : uw € D(T)}. Es claro que G(T') es un subespacio
vectorial de H @ H.

(T, D(T)) es cerrado si su grifica es cerrada, y se dice cerrable si existe
un operador (7', D(T)) en H tal que G(T') = G(T'). Este tltimo es tnico y
es llamado operador cerradura de (T, D(T)).

Si (Ty, D(Ty)) y (T3, D(T3)) son dos operadores en H, se define su suma
como D(Ty +Ty) = D(Ty) N D(Ty) y (Ty + 1) = Ti¢ + Tre para todo
¢ € D(Ty +Ty). Si D(Th) € D(T3) y Th¢ = Tr¢ para todo ¢ € D(T1), se
dice que (T3, D(T%)) es una extension de (11, D(11)) o que (T, D(11)) es una
restriccion de (T3, D(T3)). Esta relacion se denota por T} C Ty. 77 C Ty si
y solo si G(T1) € G(T»), de donde es claro que, si (T, D(T)) es cerrable,

entonces T' C T

Si (T, D(T)) es densamente definido, definimos el conjunto D(T™*) como
D(T*)={veH: sup  |(v,Tu)| < oo}.

ueD(T),|lul=1



1.1 Nociones Basicas de Operadores no Acotados 3

En otras palabras, v € D(T*) si y solo si la funcién u +— (v, Tu) con do-
minio D(T') es continua en 0. Como D(T') es denso, una aplicacién del Teo-
rema de Riesz muestra que existe un tinico v* € H tal que (v, Tu) = (v*, u)
para todo u € D(T). Denotemos por T*v a v*. Entonces D(T™) es un espa-
cio vectorial y 7% : D(T*) — H es lineal. Se define el operador adjunto de
(T, D(T)) como (T*, D(T*)).

En adelante, haremos un abuso de lenguaje y nos referiremos al operador
(T, D(T')) simplemente como 7', enfatizando su dominio unicamente cuando
sea necesario. Los resultados més importantes que usaremos a lo largo del
documento referentes a operadores son los siguientes:

Proposicién 1.1. T es cerrable si y solo si siempre que la pareja (0,v) €

H H esté en G(T), se tiene v = 0.

Lema 1.2. Sea T densamente definido. Entonces T* existe, pudiendo ser
D(T*) = {0}, y es cerrado.

Teorema 1.3. Sea T densamente definido. Entonces es cerrable si y solo
si T* es densamente definido. En este caso, (T™)* es el operador tal que
G(T*)*) = G(T), o en otras palabras, T = (T™*)*.

Teorema 1.4. Sean T y S densamente definidos en H.
a) SCT=T*CS*

b) SCT=TCS siS es cerrado.

Para terminar esta Seccién, presentamos un resultado sobre operadores
unitarios. Este resultado escapa en naturaleza de los previos, ya que corres-
ponde a operadores acotados. Recordemos que, dados un espacio de Hilbert
Hy S C H, sedice que S es total en H si el inico elemento de H ortogonal
a S es el vector 0.
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Teorema 1.5. Sean S y Sy conjuntos totales en los espacios de Hilbert Hy
y Hy respectivamente. Supongamos que Uy : S1 — Sy es una funcion que
conserva el producto interno. Es decir, (Uyu, Uyv) = (u,v) para cualesquiera
u,v € Hy. Entonces existe una unica isometria lineal U : Hy — Hy que
extiende a Uy. St ademds Uy es sobreyectiva, entonces U es un isomorfismo
unitario de Hy sobre H,.

Demostracion. Sean «;, 55 € Cy w;,v; € S;,conl1 <7 <myl<j<n.
Entonces

<ZOZ¢U0U1‘,ZBJ'UOUJ‘> = ZmﬁﬂUouﬁUO”j) (1.1)
i=1 j=1 0,J
= Y @Bi(uy,v)
0,

— <Z O[Z‘UZ‘,ZB]‘UJ’> : (1.2)

2

2
m
= . Definamos Uy )", cyu; =

m
En particular, Z U,

i=1
:.il a;Upu;. Laigualdad entre estas normas implica que U; esta bien definido
en el espacio M; generado por S;. Por (L2), U; es una isometria lineal en M
y, por tanto, es acotada. Por continuidad, podemos extender a U; a una tnica
isometria lineal U en la cerradura de My, que es Hy. Si V' es otra extension,
entonces U—V es un operador acotado que se anula en S; y, por tanto, U = V.

m
E a; Upu;
i=1

Como el rango de la isometria U es un subespacio cerrado que contiene

a la imagen de Sy, si Uj es sobre, entonces este rango es Hy y por tanto U es
unitario.

O

1.2. Productos Tensoriales y Espacios de Fock

Dada una particula en un sistema, si suponemos que los eventos con-
cernientes a su dindmica son descritos por los elementos de P(H), donde H
es un espacio de Hilbert separable, aparece de forma natural la cuestién de
cémo podemos construir el espacio de Hilbert para un nimero indefinido de
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tales particulas en un sistema, donde esta indefinicién es debida al hecho de
que los “nacimientos” y “muertes” de particulas pueden obedecer una cierta
ley.

Sea ‘H un conjunto diferente del vacio. Una aplicacion K : H x H — C
tal que

ZOZ_Z'OéjK(.I'Z', l’j) 2 0
,J

para cualesquiera o; € C, x; € H,1=1,2,---, es llamada kernel semidefinido
positivo en H, o simplemente kernel en H. Tomemos H = {x1,Za,..., Ty}
Un kernel en H es una matriz semidefinida positiva, la cual viene dada por
((K(z4,2;))). Por lo tanto, si H es infinito, entonces K es un kernel en #H
si y solo si para cualquier conjunto finito {zy,xs,...,2z,} C H, la matriz
((a;;)), donde a; ; = K(z;,x;), es semidefinida positiva. Si H es un espacio
de Hilbert con producto interno (-, -), entonces K : H x H — C dado por
K(z,y) = (x,y) es un kernel en H.

Dadas las matrices A = (a; ;) vy B = (b; ;) (que pueden ser complejas) del
mismo tamano, se define su producto de Hadamard como la matriz A e B tal
que (Ae B);; = (a;;b; ;). Es decir, el producto puntual de Ay B.

Si x € C", denotamos por D, a la matriz diagonal n x n cuya entrada
(i,1)-ésima es igual a la i-ésima coordenada de x.

Lema 1.6. Sean A y B dos matrices cuadradas complejas del mismo tamano;
digamos n. Si x,y € C", entonces (x, (A e B)y) = tr(D:ATD,B).

La demostracién puede ser consultada en [7], pag. 100.

Lema 1.7 (de Schur sobre el Producto de Hadamard). Sean A y B dos matri-
ces semidefinidas positivas de tamano n. Entonces su producto de Hadamard
es semidefinido positivo.

Demostracion. Sea x € C™. Entonces

(r,(Ae B)x) = tr(D:ATD,B)
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— tr(D:ATD,BY?BY?)
tr(BY2D: A" D,B"?)
tr((D,B'Y*)*AT(D,B"Y?))
0.

v

0

Corolario 1.8. Sean H;, 1 < ¢ < n, conjuntos no vacios y K; un kernel
para cada i. Definamos H = Hi X Ho X -+ X H, y K : HxH — C dada por

n

K(L 3/) = H Kz’(l"i, yi)a

i=1

donde x = (z1,...,2n) Yy = (Y1,---,Yn). Entonces K es un kernel en H.

Proposicién 1.9 (Existencia de Parejas de Gelfand). Sea ‘H cualquier con-
gunto no vacio y K un kernel en H. Entonces existen un espacio de Hilbert
H, no necesariamente separable, y una aplicacion \ : H — H tales que

(i) El congunto {\(x):x € H} es total en H y
(i) K(z,y) = (A (), \(y)) para todos x,y € H.

Si H' es otro espacio de Hilbert y N : H — H' es otra aplicacion que
satisfacen (i) y (ii), entonces existe un isomorfismo unitario U : H — H' tal
que UXN(x) = N(z) para todo x € H.

Demostracion. Sean V = {f : H — C} el conjunto de funciones definidas en
H con valores en C y W = span{ly,, : u € H}. Para evitar cargar con no-
tacion, denotemos a los elementos 14,3 de W simplemente por 1,. Definamos
X:H — W como A(u) = 1,. Tomemos F : A(H) x A(H) — C dada por
F(1,,1,) = K(u,v).

Como {1, : u € H} es base de W, entonces F' puede extenderse sesqui-
linealmente a W. Sin peligro de confusiéon, sea F' : W x W — C dicha
extension.
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De este modo, si f € W, con f =", a;1,, para algunos «; escalares y
u; € H, tendremos

F(L) = F(X il Y ail)
= ZO‘ZO‘J Luss 1u;)

= E Wiaj UZ',U]' .
0]

> 0.

Sea Z ={feW:F(f,f)=0}.Sill: W — W/Z es el mapeo cociente y
(.Y : W/ZxW/Z — C viene dado por (II(f),II(g)) = F(f,g), entonces (-, -)
es un producto interno en W/Z. Llamemos H a la completacion de W/Z. H
es un espacio de Hilbert. Definamos A : H — H como A =1l o A

Veamos que A(H) es total en H. Sea h € A(H)t € H. Como H es
la completacién de W/Z, entonces W/Z es denso en H. Asi, existe una
sucesion {w,} C W/Z tal que w, — h en H. Pero W/Z = II(W), de
modo que existe una sucesién {v,} C W tal que II(v,) = w,. Ademas

Mn
Uy, = g @;nly,, para cada n y algunos escalares o, y u;, € H, de donde
=1

= I(vy,) ZO‘Z" i) Por lo tanto (wy, h) = 0 = (h,w,), ya que

(I(Ly,,), h) = <H()\(uz,n)),h> = (Muin), hy y h € X(H)*. Es decir, w, y h
son ortogonales para toda n € N.

De esta forma, por el Teorema de Pitdgoras, ||w, — h||? = ||w,||*+ ||h]|* >
|]|?. Pero ||w, — h||* = 0 ya que w,, — h. Entonces h = 0, lo cual significa
que A\(H) es total en H.

Veamos la conservacion de los productos: si u,v € H, entonces

(M), A(v)) = (I(\(u), I(A(v)))
= F1u7 v)
K (u,v).



8 Preliminares

Esto prueba (i) y (ii). Para la existencia del isomorfismo U basta con
aplicar el Teorema
U

La pareja (H, A) determinada tnicamente, salvo isomorfismo unitario, por
el kernel K en H es llamada pareja de Gelfand asociada a K y H.

Sean H;, @ = 1,...,n, espacios de Hilbert y H = H; X Hy X -+ x H,.
Entonces K;(u,v) = (u,v)q, es un kernel en H; para cada i. Por el Corolario

LR la funcién
n

K(Qay) = H<uiavi>Hi> u = (uh cee 7un)a v = (Ula s 7vn)7

=1

donde u;,v; € H;, es un kernel en H. Consideremos cualquier pareja de
Gelfand (H, \) asociada a K. Entonces H es llamado producto tensorial de
los H;. Escribimos

H:H1®H2®---®Hn:®}]i, (1.3)

Aw) =u ®@us @ -+ @ Uy, = (1.4)

y llamamos a A(u) el producto tensorial de los vectores w;. Si H; = §) para
toda i, entonces H se llama la n-ésima potencia de $ y se denota por $H%".
Si ademds u; = u para toda i, entonces \(u) se denota por u®" y se llama
n-ésima potencia de u.

En estos términos es clara la siguiente afirmacion:

Proposiciéon 1.10. La apliacion (uj,ug, ..., u,) — U @ ug @ +-+ @ u, de
Hy x Hyx -+ x H, a HHR H, Q-+ Q H,, definida por [L3) y (L) es

multilineal. Esto es, para cualesquiera escalares o, 3
U @ Ui @ (Qu; + Pu;) @ Uuipg @ -+ @ uy, (1.5)
=0U; Q@ QU+ LU @ U1 QU DU @ - @ Uy, (1.6)

Mds aun:
n

(@i Ui, Qi1 0;) = H<Uz, v;). (1.7)

i=1
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El conjunto {®!"_ u;lu; € H;yi=1,...,n} es total en ®HZ~.
i=1
Una demostracién completa de este hecho puede ser consultada en [13],
pags. 93-94.
Algunas de las propiedades que cumplen los productos tensoriales entre
espacios de Hilbert son:
Teorema 1.11. 5@ H;, con 1 < i < n, es espacio de Hilbert y S; C H; es

total para cada i, entonces el conjunto {®7_ u; : u; € S;} es total en Q;_, H;.

Demostracion. Unicamente probaremos el caso en que n = 2. El caso general
se sigue por induccién.

Sea u € Hy Q) Hs tal que (u,u; ® ug) = 0 para cualesquiera u; € S;.
Recordemos que el conjunto V' = {v; ®vs : v; € H;} es total en Hy Q) Hs. Sea
vy ® vy € V. Como 5; es total en H;, dado € > 0, existen dos combinaciones
lineales finitas 27:11 MU Y Doy TkUsok, CON Uy j € S1 Y Us; € S, tales que

o1 = 2702 mjua gl < €y llvg — 3202 fikus k|| < €. Entonces

|<U>U1®U2>|

mi mi
= <U7 vy — Z nju1; + Z Ujul,j> ® ’02>
j=1 j=1

mi mi
j=1 j=1
mi mi
j=1 j=1
mi mi
< u]] <Ul - Zﬁjm,j) ® vy <U, (Z 77jU1,j> ® U2>‘
j=1 j=1
mi
<u, (Z njul,j> ® U2>
j=1

mi
= lull f|or = > myuay
j=1

IN

_l_

_l_

lva| +
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mi
< ellullfeell + < (anul,j> ®v2>
j=1

mi mo mo
— llullloal + <u (Z njul,j> © ( S s +Zﬁku2,k>>‘
7j=1 k=1 k=1

mi m2
< cllullfjosll + ellull + <u (me,j> ® <Znu>>‘
J=1 k=1

mi m2

= cllulllvall + ellull + > > myin(u, ur; © uz )

Jj=1 k=1

= ellullllva]l + €llul],

donde en la pentltima linea hemos usado la multilinealidad del producto
tensorial y en la tdltima el hecho de ser (u,u; ® ug) = 0 para cualesquiera
u; € S;. Concluimos que 0 = (u, v; ® vq) para cualesquiera v; € H;. Como V/
es total en H; ® Hs, entonces u = 0, que es lo que se queria probar.

O

Una demostracién del siguiente resultado puede encontrarse en [13], pag.
95.

Teorema 1.12. Sean {e;;|j = 1,2,...} bases ortonormales de H;, i =
1,...,n. Entonces el conjunto
{el,jl®€2,j2®"'®€n,jn‘jl = 1727"' ; j2 = 1727"' v jn: 1727}

es una base ortonormal para Q. H;. En particular

i Ui = Z {ILL (eigir wi) } ®1y €3

donde el lado derecho es una suma fuertemente convergente en Q). H;. Si
dimH; = m; < oo para toda @, entonces

n
dim®HZ- =miMmag- - My.

En particular C®" es isomorfo a C.
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1.3. Productos Tensoriales entre Operadores

Definiremos ahora el producto tensorial entre operadores. Supongamos
que H; es un espacio de Hilbert de dimension m; < oo, 7 = 1,...,n, y
H = Q). _, H;. Tomemos T; como un operador autoadjunto en H; con eigen-
valores {)\; j, 1 < j < m;} y su correspondiente conjunto ortonormal de eigen-
vectores {e;j,1 < j < m;}, de tal manera que Tie; j = A je;;, 1 < j < m,,
1 =1,...,n. Utilizando el Teorema podemos definir un operador auto-
adjunto T' en H escribiendo T ®7_; €; 5, = [[1o; Miji @y €ijiy 1 < Ji <my, y
extenderlo linealmente a todo H. El operador T tiene eigenvalores [ [}, A; j,
y satisface T'®}_, u; = ®;_,T;u; para todo w; € H;, 1 <1 <n.

I7) = max{

= J[max{ril.1 < <mi}

=1

= [T
i=1

La siguiente proposicién extiende esta nocion elemental a todos los ope-
radores acotados en espacios de Hilbert no necesariamente de dimension fini-
ta.

Maés aun,

>1§jz‘§mz‘}

Proposicién 1.13. Sean H; espacios de Hilbert y T; € B(H;), 1 < i < n.
Entonces existe un inico T € B (Q;_, H;) que satisface T @ u; = Q" Tyu,
para todos los u; € H;, 1 <i <n. Mds aun, ||T| = [, |T:|-

El operador T determinado por la Proposicion anterior es llamado produc-
to tensorial de los operadores T;. Escribimos T =@ Ti =T1 Q - - - Q T,.
Si H;=$y T, =8 para toda i = 1,2,...,n, escribiremos T' = S®". A este
operador se le conoce como n-ésima potencia tensorial de S.

Algunas propiedades del producto tensorial de operadores se resumen en
la siguiente
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Proposicién 1.14. Sean H; espacios de Hilbert y S;, T; € B(H;), 1 <1i <n.
Tomemos S = Q. Si yT = ., T;. Entonces:

(i) La funcion (Ty, Ty, ..., T,) — T es multilineal.
(ii) ST = @iy STy T = @iy Ti'-

(iii) Si cada T; tiene inversa acotada, entonces T' tiene inversa acotada dada
1 _ oy -1
por T =@, T; .

(iv) T es autoadjunto, unitario, normal, proyeccion o positivo de acuerdo a
si cada T es autoadjunto, unitario, normal, proyeccion o positivo.

Las demostraciones de los dos resultados anteriores pueden consultarse
en [13], pags. 98-99.

Supongamos ahora que los eventos del i-ésimo experimento son descritos
por los elementos de P(H;) para un cierto H; de Hilbert, con i = 1,...,n.
Sea H = @, H;. Si P, € P(H,;), entonces veremos al evento P; como el
elementoE:I®I®---®I®PZ-®I®---®I. De esta forma, 182 € P(H)
e interpretamos a P = ®?:1 P, = H?Zl 132 como el evento en que ocurren
simultaneamente los P; en el i-ésimo experimento. Estos son los equivalentes
en Probabilidad Cuantica a los rectangulos medibles en productos de espa-
cios muestrales.

1.4. Productos Tensoriales Simétrico y Anti-
simétrico

Supongamos que un sistema fisico consiste en n particulas idénticas que
son indistinguibles una de otra. Una transicién puede ocurrir en el sistema co-
mo resultado de un intercambio de caracteristicas fisicas de algunas particu-
las (por ejemplo, si intercambian posiciones), y puede no ser posible detectar
dicho cambio mediante observaciones. Supongamos que las cuestiones es-
tadisticas de la dindmica de cada particula individualmente son descritas por
estados en algin espacio de Hilbert H. De acuerdo con los procedimientos rea-
lizados en las Secciones 1.2 y 1.3, los eventos de las n particulas estan descritos
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por los elementos de P(H®"). Si P, € P(H), 1 < i < n, entonces @, P;
significa el evento de que ocurran simultdneamente los eventos P;. Si las
particulas 7, j, con ¢ < 7, son intercambiadas y el cambio no puede ser detec-
tado, entonces no debemos poder distinguir entre los eventos Py @ - - - Q) P, y
P® QP 1@P®Pu® - ®P 1 ®P.®Pu®- - Q P, donde
en el segundo producto las posiciones de FP; y P; se han intercambiado, pero
es claro que podemos hacer esta distincién. Esto sugiere que el espacio H®"
es demasiado grande y, por lo tanto, admite muchas proyecciones, por lo
que no es apto para describir eventos de n particulas idénticas. Debemos
restringirnos a un espacio menor que sea “invariante bajo permutaciones”.

Sea S, el grupo de permutaciones de {1,2,...,n}. Para cada o € S,,
tomemos U, definido en los productos tensoriales de vectores de H®" como
Ustt1 @+ - @Up = Ug-1(1) @+ - @Ug-1(n. Es claro que U, preserva el producto
interno entre los productos tensoriales de vectores. Luego, por el Teorema
[LH U, se extiende de manera tnica a un operador unitario en H®", que
seguiremos denotando como U, .

Sean

HO" = {u € H*"|U,(u) = u para toda o € S, } (1.8)
H®" — {u € H*"|U,(u) = e(o)u para toda o € S,,}, (1.9)

donde ¢(o) = £1, dependiendo de si la permutacién es par o impar. Estos
espacios son llamados respectivamente las n-ésima variedades simétrica y an-
tisimétrica del producto tensorial de H. Es claro que son invariantes bajo U,
para cada o € S,. Si las caracteristicas estadisticas de la dinamica de una
tnica particula son descritas por los elementos de P(H) y la dindmica de
n de tales particulas indistinguibles es descrita por los estados de P(H @n)

para n = 2,3,---, entonces dichas particulas se conocen como bosones. Si
. ’ . . . . n

esta dindmica conjunta se describe mediante los estados de P(H ® ) para

n=2,3,---, entonces las particulas son llamadas fermiones.

Ahora, necesitamos una forma de enviar los elementos de H®" a los sub-
espacios anteriores:
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Proposicién 1.15. Sean E y F operadores en H®" dados por

1
E = = > Us (1.10)

’ oES,

F = %Z e(o)U,. (1.11)

’ oES,

Entonces E y F' son las proyecciones sobre los subespacios ae®r Y ae"
respectivamente. Mds aun:

1
(Bur®- - ®u,), B ® - ®v,)) = — > I {ui, vog)

’ oES,

(Flur @ @up), Fo1 @ - @1,)) = — Y e(o)T7 (us, vo00))

La demostracién de este resultado puede consultarse en [13], pag. 107.

1.5. El Espacio de Fock Simétrico

En esta Seccién usaremos los productos tensoriales para construir un es-
pacio producto de probabilidad cuantica en el que describiremos la dinamica
del sistema de particulas.

Sea (H,(-,-)) un espacio de Hilbert. La funcién K : H x H — C dado
por K(f,g) = e9 es un kernel. Al espacio de Hilbert determinado por K
en H y a la funciéon A asociada segun la Proposicién [LL9] se les denota por
Fs(H) y e respectivamente y, si f € H, se dird que e(f) es el vector expo-
nencialﬁ asociado a f, o bien, que es el vector exponencial de f. Al mapeo
e se le llama mapeo exponencial. Al conjunto £(H) = span{e(f) : f € H}
se le conoce como dominio exponencial, y también es denotado por &£. Por
la misma Proposicion [L9 el conjunto de vectores exponenciales es total en

1O también llamado vector coherente



1.5 El Espacio de Fock Simétrico 15

Fs(H),y por tanto E(H ) es denso. De esta forma, el ente (H, e, E(H), Fs(H))
es llamado Espacio de Fock Simétrico. Para brevedad, en este trabajo el con-
junto Fy(H) serda denotado por F(H), y al espacio de Fock simétrico lo
nombraremos simplemente Espacio de Fock.

Notemos ademds que si f,g € H entonces, por definicién de vectores ex-
ponenciales, {e(f), e(g)) = €59, A continuacién mostraremos una propiedad
fundamental del espacio de Fock, pero antes, un par de resultados previos.
Recordemos primero el siguiente

Teorema 1.16. [Teorema de Categoria de Baire] Si (E,d) es un espacio
métrico completo y E = U2, A,, con A, cerrado, entonces A; # 0 para
algun j.

En particular, lo anterior es cierto si la unién es finita.
Lema 1.17. Sea H un espacio de Hilbert, y fi, fo,..., fn € H vectores dis-
tintos. Entonces el conjunto
U={ue H: Paratodosi,j€{1,2,...,n}, i #j, se tiene (u, fi) = (u, f;)}

es no vacio.

Demostracién. Para cada 7,7 € {1,2,...,n}, coni < j,sea F;; : H - C
dada por Fj ;(u) = (u, fi — f;). De esta forma, notemos que

e = U U tweH = i)
- U U m'tioy

Observemos que cada F;; es continua y, por lo tanto, F'[{0}] es cerrado
para cualquier par de indices. Asi, U es cerrado por ser unién finita de cerra-
dos. Si U¢ = H, entonces H es una unién finita de cerrados. Por el Teorema
de Categoria de Baire (Teorema [[LI6]), tendremos que algiin FZ-B;O[{O}] tiene
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Interior no vacio.

Por otra parte, es facil verificar que F;'[{0}] es un subespacio vectorial
de H. Pero el tnico subespacio vectorial de H con interior no vacio es el
mismo H, asi que Fiabo[{()}] = H. Esto signica que para cualquier u € H, se
tiene (u, fio — fjo) = 0. Por lo tanto fjp = fjo, lo cual es una contradiccién.

Entonces U¢ # H, y asi U # (), que es lo que se queria probar.
O

Notese que este resultado sigue siendo cierto para cualquier coleccion
{fi}ien- Mostremos ahora el importante

Teorema 1.18. Sea (H,e,E(H),F(H)) un espacio de Fock. Entonces los
elementos de e(H) son linealmente independientes.

Demostracion. Sean e(f1),e(fa),...,e(fn) algunos vectores exponenciales y
21, 29, . . ., Zn, complejos tales que > | ze(f;) = 0. Tomemos z € C fijo pero
arbitrario. Sea U = {u € H : (u, f;) # (u, f;) para todo 4, j, con i # j}. Por
el Lema anterior (Lema [[LI7), sabemos que U # {). Elijamos un ug € U y
hagamos 6; = (f;, uo), con i = 1,2,... n. Por definicién, las 6;’s son todas
distintas.

Por una parte

=1

= Z e(zug))
= ZZZ (firzuo)

0 = <Z zie(fi), e(zu0)>

n

_ ZZ_Z 20;
= Zz_zgz(z)a
=1
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donde cada g; : C — C viene dada por g;(z) = . Como z fue arbritaria,
hemos probado que 0 = > | Zg; (igualdad de funciones). Pero cada 6; es
distinta, de modo que las g; son linealmente independientes. Por lo tanto
z; = 0 para cualquier ¢ € {1,2,...,n}, y eso significa que los e(f;)’s son
linealmente independientes, que es lo que se queria demostrar.

0

Otro resultado fundamental a lo largo de todo el estudio es el siguiente:

Teorema 1.19. Sea (H,e,E(H), F(H)) un espacio de Fock. Si Hy y Hy son
subespacios de H tales que H = H, @ Hs, entonces F(H) y F(Hy) Q) F(Hs)
son unitariamente isomorfos y, si (hi,hy) € H = Hy P Hs, podemos es-
coger el isomorfismo de tal manera que al vector e(hy, hy) lo transforme en
e(h1) ® e(hsg). Por lo tanto, bajo este isomorfismo, E(H) y E(Hy) Q) E(Ha)
son equivalentes.

Demostracion. Sabemos que los conjuntos e(H), e(H;) y e(Hz) son totales
en F(H), F(Hy) y F(Ha2), respectivamente. También, por el Teorema [[.TT] el
conjunto {e(f) ®e(g) : f € Hi,g € Ha} es total en F(H;) @ F(Hs). Luego,
para (f1, f2) v (g1, 92) en Hy @ H; se tiene

(e o elon,g2)) = 0
_ €<f1791)+<f2,92)

—  olf1g1) o(f2,92)

(e(f1); e(g1){e(f2), e(g2))
{e(f1) @ e(f2), e(g1) © e(g2))-

De esta forma, sea Uy : e(H) — {e(f)®e(g) : f € Hi,g € Ho} dada
por Upe(f,g) = e(f) ® e(g). Entonces Uy es una funcién con dominio total
en F(H) sobre un conjunto total en F(H;) &) F(Hs) que preserva productos
internos y, usando el Teorema [[.5] se concluye que F(H) y F(H,) Q) F(H>)

son unitariamente isomorfos.
O

El resultado anterior es conocido como propiedad exponencial de los espa-
cios de Fock. Haciendo abuso de notacion, esta propiedad nos permite escibir

F(H) = F(H)Q F(Ha), e(h1, ha) = e(hi)®e(hy) y E(H) = E(H1) Q E(Hy),
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o en términos de sumas, si hy,hs € H y (hy, he) = 0, entonces e(hy + hy) =
e(hl) & e(hg).

Por otra parte, en [13], Parthasarathy desarrolla el estudio del espacio de
Fock simétrico a través de los llamados espacios de vectores con un nimero
finito de particulas H®". En este sentido, para cada f € H considera el
mapeo € dado por

vl

y el Espacio de Fock (simétrico) puede ser definido como la cerradura del
espacio vectorial generado por {é(f) : f € H}. Es importante senalar que
ambos enfoques de tal espacio son equivalentes. De esta forma, dada f € H,
tenemos tres maneras de entender al vector exponencial asociado a f:

e(f)

n=0

= Como la imagen de f en el sentido de las parejas de Gelfand

co  f®n

n COH]O €(f) = @n:O ﬁ y

_ pe2 g
= En forma de coordenadas e(f) = <1, L)
Notese que asi es facil reconocer si, en el espacio de Fock simétrico, un
vector es exponencial o no, ya que su primer coordenada siempre es el escalar
1. Ademas,

e(0) = (1,0,0, ). (1.12)

Este es conocido como wvector vacio.

En particular, si H = C, es facil ver que F(C) = (*(C) con e(z) =

Z2
(Lo ).

Sin embargo, como uno de nuestros objetivos es estudiar el Célculo Es-
tocéstico Cuantico en la manera presentada en [5], nos limitaremos a usar la
mayor parte de la investigacion la primera descripcion de los vectores expo-
nenciales, dejando las otras dos para cuestiones mas operativas que cobraran
importancia hacia la ultima parte del documento.
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Teorema 1.20. El mapeo exponencial e : H — F(H) es continuo.

Demostracion. Al ser (e(f),e(g)) = 9 tomando f = g se sigue que
2
lle(H)Il = e%, de donde es sencillo obtener la afirmacion.
U

De la prueba anterior se deduce que el vector vacio tiene norma 1, y que
es el vector exponencial con menor norma.

Comentarios

Las construcciones mas generales de productos tensoriales corresponden
a la Teorfa del Algebra Multilineal, como puede verse en [10]. Como tunica-
mente nos interesamos en productos de espacios de Hilbert, hemos presentado
una construcciéon de productos tensoriales mas acorde al tema. En particu-
lar, una demostracién de la Proposicién puede revisarse en [13], donde
se hace uso de variables aleatorias normales complejas. La demostracion que
aqui presentamos ha sido propuesta por el Dr. Garcia Corte para este trabajo.

Los Espacios de Fock por si mismos merecen un estudio propio. Para
conocer mas sobre ellos, puede consultarse [16], en donde la teorfa se desa-
rrolla a través de métodos de Variable Compleja.






Capitulo 2

El Calculo Estocastico Cuantico

En este capitulo desarrollamos detalladamente el Articulo [5]. Bésica-
mente se trata de un andlisis exhaustivo del Calculo Estocastico Cuantico
como inicialmente fue trabajado por Hudson y Parthasarathy a mediados
de los 80 del siglo pasado. En la Seccién [2.1] definimos los operadores de
Creacion, Aniquilacion y Segunda Cuantizacion Diferencial. En la Seccion 2.2
se describen los procesos estocasticos fundamentales del Calculo Estocésti-
co Cudantico. En las secciones 2.3 y 2.4 se construye la Integral Estocastica
Cuantica para una familia particular de procesos y se presentan las férmulas
fundamentales de la teorfa. En la Seccién se construye el llamado Esti-
mado Fundamental, el cual es un andlogo a la Isometria de Ito. Finalmente,
en las secciones y [2.7] se extiende la integral obtenida a una gama mas
amplia de procesos cuanticos.

2.1. Algunos Operadores en el Dominio Ex-
ponencial

Sea (H,e,E(H), F(H)) un espacio de Fock fijo. En adelante nos referire-
mos a ¢l inicamente como F(H ). Dado que los elementos de e(H) son lineal-
mente independientes y £(H) = span{e(H )}, podemos definir operadores en
e(H) y extenderlos linealmente a todo £(H) para obtener operadores den-
samente definidos. De esta forma, sean w € H y S € B(H). Definamos los
mapeos e @' v ['(S) como

e?We(f) = exp (u, fle(f), e @e(f) = e(f +u), T(S)e(f) = e(Sf).

21
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Extendamos de manera lineal estas transformaciones a £(H). Con abuso
de notacion, escribamos de la misma forma a los operadores obtenidos.

Proposicién 2.1. Seanuw e H y S € B(H).
a) Los operadores e*®) y e son acotados si y solo si u = 0.

b) I'(S) es acotado si y solo si ||S]| < 1.

Demostracion. Es claro que si v = 0 entonces e = ] = e’ = J y, por
tanto, hay acotamiento.

a) Afirmamos que e*™ no es acotado para u # 0. En efecto, supongamos lo
contrario. Entonces e*® se puede extender de manera tnica y conti-
nua a todo el espacio de Fock F(H). Denotemos de la misma forma la
extensién. Obsérvese que todo vector exponencial e(f) es eigenvector
de e*™ con eigenvalor asociado e™/). Luego, si f = Au, con A € R,
tendremos eigenvalores tan grandes como queramos.

Como e es acotado, su espectro es compacto y, por tanto, acotado.
En particular, su conjunto de eigenvalores lo es. Pero hemos mostra-
do que podemos tener eigenvalores tan grandes como queramos. Esto
muestra que dicho operador no es acotado.

Veamos que e 1o es acotado para u # 0. Supongamos lo con-

trario. Entonces existe un M > 0 tal que para todo f € H se tiene
1

e @e(f)|| < Mlle(f)|| = e*ezl/I”, donde M = e* (k existe por ser

M > 0).

Por otra parte,
e @e(F)|| = [le(f + u)|| = e2V+4I* = eallfIP+3lul®~Re(wf)

De todo lo anterior se desprende que existe k tal que, para toda f € H,
ezl fIP+3lul®=Retuw.f) < ck+51fI°  Eg decir, existe k tal que para toda
f € H se tiene 5||ul|* — Re(u, f) < k.

1_ ket
2l

Sean \ = L v f = A\u. Entonces

1
ko2 Sl - Refu, f)
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1
= 5l = Refu, )

1
= Sllull® = Al

1

= (3-A) Iul?

B <1 1 k‘-l—l) Il H2
RPRRTIE

= k+1.

u)

.y t
Esta contradiccién muestra que e® ) no es acotado para u # 0.

b) Demostremos que I'(S) es acotado si ||S|| < 1. Supongamos que ||S|| < 1.
Sea f € H. Notemos que

S) (Z Oéi@(fz‘)>

2

- Zmaj<e(5fi), e(Sf;))

= Z o 515F3)

(1, 55"
- ZWJI; -

(81,57,
- T, B0

ij k=0

N 2
— Z % Z Cws@lcfi@k
"=t
o n 2
— Z % qek (Z Oéifi®k>
’ i=1
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=1
2

k=0

= Z%Zmaj(f?k,f?k)
- S S
_ Zzaaj fzaf]

i, k=0

— ZO“O‘JZ f“‘m
= ZO‘ZO‘ efl I
= Zm‘%’ e(fi),e(f;))

Z@ie(fz')

" 2
> il

i=1

IN

Esto demuestra que I'(S) es acotado si ||S]| < 1y, por lo tanto, tiene
una extensién lineal continua. Supongamos ahora que I'(S) es acotado
cuando ||.S]| > 1 para llegar a una contradiccién. Bajo estas condiciones,
existe k> 0 tal que |T(S)e(f)| < e2|le(f)]|. Luego:

Il
o

ez le(f)]

v

I
@
N

de donde k + [[f||* = [|Sf]]*. Pero al ser [|S]| = sup{[[S/] : [/l = 1},
existe entonces una sucesién de vectores unitarios {f,} C H tales que
IS fall = [IS|| > 1. Por lo tanto k + ||[nf.||* = ||S(nf.)||* o, equiva-
lentemente, n? + k > n?||Sf,||?, de donde % + 1 > ||Sf,||>. Haciendo
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n — oo, nos resulta 1 > [|S]|> > 1. Esta contradiccién completa la
prueba.

De esta forma, hemos probado que I'(S) es acotado si y solo si ||S|| < 1.

O

Para u € H, definamos de la misma forma que antes un operador a(u) en
un dominio D que contenga a los vectores exponenciales y tal que a(u)e(f) =
(u, f)e(f). Este operador es llamado operador de aniquilacién con vector de
prueba u. Notemos que a(u) y e comparten los mismos eigenvectores y
los eigenvalores del primero son las exponenciales de los eigenvalores del se-
gundo. De ahi la notacion.

Ejemplo 2.2. Sabemos que F(C) = (*(C) y e(z) = (1,2, 2 2 ,)
Entonces

o Oh(z+h)2—22 (z+h)®—23 )
- & ) 10y ' ) \/y )
(z + h)a/j 21 (z+h)pP=2%1

Como la convergencia débil en (*(N) es la convergencia entrada a entrada,
haciendo h — 0, tenemos

.1 2z 322
fig 3 (e 1) = () = (01,52, 2 ).

Es decir, cuando h — 0, la red {1 (e(z + h) — e(z)) }, converge débilmente

(O | 22 322 )
) Y \/5’ \/5’ N
Un cadlculo andlogo muestra que

7(e(z +h) —e(2))

1
h

NG
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cuando h tiende a 0. Por tanto, 3(e(z + h) — e(z)) converge fuertemente a

(O, 1, %, %, x ) Lo anterior se denota como
d 2z 322
il — (0. 1.2 = ... ).
et = (01752

Podemos generalizar el Ejemplo anterior para cualquier espacio de Fock:

Teorema 2.3. Sean u,f € H y S € B(H) una proyeccion ortogonal. En-
tonces
e(f +zu) —e(f)

lim y lim
z—0 z z—0

e(exp(25)f) —e(f) (€ C)

existen como limites del espacio de Hilbert F(H).

Demostracion. Sea f € H=<u > @ <u >, con f = f; ®tu = (f1,tu),
de donde f+ zu = (f1, (t + z)u), y asi, por la propiedad exponencial, e(f) =
e(fi1) ®e(tu) y e(f + zu) =e(f1) ®e((t + z)u). Por lo tanto:

elf +zu)—elf) _ e(f)®@e((t+2)u) —e(fi) ®e(tu)

) el ® (e (¢ + 2)u) e 1)
et 4 2Ju) = eftu)
Luego, )
iy 2020 (1)
- (se) o (selEce) gy
) e(f1)®§_>r%e((t+z)z)—e(tu) 03

Pero, en el segundo factor, (t+ z)u y tu pueden verse como los complejos
(t+ 2)|u| y tju| via el isomorfismo isométrico T :< u >— C dado por T'hu =
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Alu]. Luego, F(< u >) =2 F(C) = (*(N), de modo que con todo derecho
podemos escribir las igualdades

o €l 20 —etw) (¢4 2)lul) = et

z—0 z z—0 Zz
t —e(t
i oL 2l = el
z—0 z|u|
t h) —e(t
i €00 = eltlu)
h—0 h

d
t
iyt

2t|u| 3(t|ul])?
= Ju (0,1,—‘“‘, b )
V2! /3!
2t|ul* 3t |ul?
07 |U|, ) y T .
V2! V3!

Asi, sustiyendo en la ecuacion (2:2)), tenemos

— d

= |ul

e(t[ul)

2t|ul* 3t |ul?

= e(f1)®(0,|u|, RN )

Por lo tanto este limite existe. Analicemos ahora el otro limite. Obsérvese
que

e(exp(29)f) = e (f +25f + ;—TSZf + 2—?531‘ + - )

2,2

3
- e(f+sz+§Sf+%Sf+---)

= e(f+ (e =1)5f)
= e(eSf+(f=5)))
= e(e*Sf)@e(f - Sf).

Por tanto,

e(exp(25)f) — e(f)

z

= e SH @elf ~SF) ~e(SF) D elf ~ 51)
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o(e*Sf) —e(SF)

z

de donde es sencillo concluir.
O

y ie(exp(Sf)f) a los limites ante-
z=0 dz z=0

riores, respectivamente. Para cada u € H y cada proyeccién ortogonal S €
B(H), definamos los operadores af(u) y A(S) en un dominio D que contenga
a los vectores exponenciales cumpliendo

d
Denotemos por d—e(f + zu)
2

di(we(f) = Le(f + zu)

7 y A(S)e(f) = dize(exp(zS)f)

2=0 z=0

Estos operadores son llamados creacion con vector de prueba u y sequnda
cuantizacion diferencial correspondiente a S, respectivamente. Notemos que
no envian al dominio exponencial en si mismo.

Proposicién 2.4. Los mapeos H > u s al(u) y H > u > a(u) son lineal y
antilineal, respectivamente.

Demostracion. La aditividad de cada mapeo es facil de probar, de modo que
unicamente probaremos lo referente al producto con escalares. Sea w € C.

El resultado es claro con w = 0, asi que supongamos w # 0. Para creacion,
. e(f +zwu) —e e(f +zwu)—e
basta con notar la igualdad / ) (/) = w (/ ) (/) y
z wz
tomar limite z — 0. Para aniquilacion,

a(wu)e(f) = (wu, fe(f) = wlu, fe(f) = [wa(u)le(f)
para cualquier vector exponencial e(f). En ambos casos, los resultados pro-

puestos se siguen por extension lineal.

0

En particular, af(iu) = ia'(u) v a(iu) = —ia(u).
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Teorema 2.5. Para cualesquiera u, f,g € H y cualquier proyeccion ortogo-
nal S € B(H) se cumple:

—~

e(f), MS)e(g)) = (f, Sg){e(f), e(9))-

Demostracion. La primera relacién es clara, ya que a(u)e(g) = (u, g)e(g).
Para la segunda, sea z € C. Entonces:

(i, ot 0=y _

(e(f),elg + zu) —e(g))
((e(f), eg + zu)) = (e(f), e(9)))

= (eMhotzu _ olf)

z

— N =N

— N

_ Lot ertrm _
~e (e )

T it §

z

Es decir, <e(f),w> = e<f’9>% para toda z € C. Al ser el
producto interno y e funciones continuas, y notando que en el lado derecho
de la igualdad anterior tenemos la exponencial compleja, tomamos z — 0
para obtener (e(f),al(u)e(g)) = e¥9(f,u). Como e/ = (e(f),e(g)), se

concluye la segunda igualdad pedida.

La tercera igualdad se obtiene con un proceso totalmente analogo al an-

terior.
O

Proposicién 2.6. af(u) y a(u) son cerrables. Por lo tanto existen af(u) y

a(u).

Demostracion. Se sigue de los Teoremas y L3l
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Nétese que el TeoremaZHy la Proposicién anterior implican que (af(u))* D

a(u) v (a(w))* D af(u). Como a(u) C a(u) y a'(u) C af(u), concluimos

(at(u))*e(f) = a(u)e(f) y (a(u))*e(f) = al(u)e(f) para cualquier e(f) € €.

Corolario 2.7. Para cualesquiera u,v, f,g € H y cualquier proyeccion or-
togonal S € B(H) se tiene:

a(u)e(f),a(v)e(g)) = (u, [)(v,g)(e(f),e(g))

(a(we(f). af(v)e(g)) = (u F)(f,v)(e(f).e(9))

(a(u)e(f), A(S)e(g)) = (u, [)(f,Sg)(e(f), e(9))
(al(we(f),a(v)e(g)) = (v, g)(u, g)(e(f),e(9))
(a'(we(f),a’(v)e(g)) = {{u,g)(f.v)+ (u,v)}e(f), e(g))
(af(w)e(f), A(S)e(g)) = {{u,9)(f,Sg) + (u,Sg)}He(f) e(g))
(A(S™)e(f),a(v)e(g)) = (v,9)(f,Sg)(e(f),e(9))
(M e(f),a'(v)e(g)) = {{f,Sg9){f,v) —(f,Sv)}{e(f),el9))
(A5 )e(f), A(S)elg)) = {(Sf,9)(f,59) + (Sf, Sg)}e(f) e(g)),

y por lo tanto se cumplen las relaciones de conmutacion:

(a'(f)¢1,alg)da) — (al ()¢, alf)d2)
(a(f)¢1,al(g)da) — (alg)¢r, a'(f)¢2)
(al(f)p1,a’(g)da) — (alg) 1, al(f)d2)

para cualesquiera ¢; € E(H).

1
@)

Un ejercicio bastante sencillo es demostrar que el conjunto C* x H x
GL(H) x H (donde C* y GL(H) son los grupos de complejos sin el cero y
los operadores acotados invertibles en H, respectivamente) es un grupo con
la multiplicacion

(z, f, S,u)(w,g,T,v) = (zwexp(u, g), f + Sg, 5T, T u+ v). (2.3)

Llamemos A a este grupo. Para cada cuarteta (z,u,S,v) € C* x H X
GL(H) x H, definamos la funcién ® dada por ®(z, u, S, v) = ze® D(S)e®)
Se verifica rapidamente que ®(z,u,S,v) € GL(E(H)). Més aun, ® es una
representacion del grupo A. Es decir, ® es un homomorfismo de A al grupo
de operadores invertibles en el dominio exponencial.
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Lema 2.8. ®(z,u,S,v) es una isometria en el dominio exponencial cuando
. . _ 2 . .
S es unitario, |z|> = e 1" y u + Sv = 0. Es decir, si f,g € H, entonces

<CI)(,2, u, S, U>€(f>7 CI)(z, u, S, U>€(g)> = <€(f), e(g)).

Demostracion.

(D(z,u, S,v)e(f), ®(2,u, S, v)e(g))
f(u) ( ),

(e L (S)e (1), 2 T (S)e ()
= [ OT(S)e e(f), e T LSt elg)
= [aPel ) (e OR(S)e(f), e IT(S)e(g))
= [oPet 00 (e We(5 ), e e(Sg))
= |20 (e(S [ 4 u), e(Sg + u))
= |z[Zet 0+ o(SFuSgtu)
= |22+ HS HuSg+u)
= |22t HS L. Sg)+(S )+, Sg)Hlul®

Pero (Sf,Sg) = (f,q), (f,v) = (f,—S*u) = —(Sf,u) y, andlogamente,
(v,9) = —(u, Sg), de donde

(P(z,u, S,v)e(f), P(z,u,S,v)e(g)) = |Z|2e<f7g>+IIUIl2’

y al ser |z]* = e~ 1” se tiene lo pedido.
O

En particular, lo anterior es cierto para las cuartetas (e_%HUHQ, tu, I, —tu)
y (1,0,U,0), para cualesquiera t € Ry u € H, por lo que, si tomamos a t
como parametro, obtenemos

Teorema 2.9. Sean v € H fijo y {U; : t € R} un grupo unitario de un solo
pammetr‘ Entonces cada una de las siguientes familias define un grupo
unitario de un solo pardmetro:

Wi (u) = @(e‘é||t“||2,tu, I,—tu), con teR
F(Ut) = @(170aUt70)a
Wi (w)C(U)W_y(u), con teR

Un grupo unitario de un solo pardmetro es un homomorfismo de la recta real al grupo
de operadores unitarios de un espacio de Hilbert. Abusando de lenguaje, nosotros nos
referimos por grupo unitario de un solo parametro a la imagen de este homomorfismo
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Demostracion. Llamemos # (u), 9 (U;) y #' 9 (u) a las familias {W;(u) : t €
R}, AT(D;) : t € R} y {W1(w)T(U)W_1(u) : t € R}, respectivamente. Sean
s,t € R. Entonces:

Wi(u)Ws(u) = CIJ(e’%”t”” tu, I, —tu)q)(e’ﬂs””Q,su, I, —su)
[(e_%”t“” Jtu, I, —tu)(e_%HSUHQ, su, I, —su)]
(6—%||tu||2 allsull® o{—twsu) o 4 Jou, IT, I"(—tu) — su)
(e~ 2Pl =a®llP=tslal® "4 4 )y T, —(t + s)u)
= o (¢ 4 s)u, I, — (¢ + 5)u)

= B(e 2N (¢4 Syu, I, —(t + s)u)

= Wips(u).

|
o S

Esto muestra que # (u) es cerrado bajo multiplicacién y Wi (u)Ws(u )
Wiis(u), por lo que el producto es conmutativo. Si tomamos s = 0,
tonces vemos que hay neutro, dado por Wy(u) = ®(1,0,1,0) = I vy, si
hacemos s = —t, deducimos que hay inversos multiplicativos dados por
Wy(u)™ = W_,(u) = ®(e2I-1" —ty I, tu). Esto prucba que # (u) es un
grupo abeliano.

Sean I'(Uy) y I'(U;) elementos de ¢ (U;). Entonces Uy y Uy pertenecen al
grupo unitario uniparamétrico {U; : t € R} y, asi, U,U; también. Luego,

D(U)T(U,) = @(1,0,U,,0)®(1,0,U;, 0)
= ®[(1,0,U,,0)(1,0,U;,0)]
= &(1-1%9 0+ U,0,UU;, Ur0 + 0)
= &(1,0,U,U;,0)
= D).

Por tanto ¢(U;) es cerrado bajo multiplicacion y T'(U)['(Uy) = T(UUy).
El neutro del grupo {U; : t € R} es I. Se sigue de la igualdad anterior que
['(I) = ®(1,0,1,0) = I es el neutro de 4 (U;) y, ademas, los inversos vienen
dados como
L)~ =T(U ),

que estén bien definidos, ya que U; ' € {U; : t € R}. Por tanto ¢ (U;) también
es un grupo. Mds aun, como {U;} es un grupo unitario de un solo pardmetro,
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entonces UsUy = Ugyy = U Uy, de modo que el grupo ¢4 (U;) es abeliano.

Finalmente, sean Wy (u)I'(Us)W_1(u) y Wi (u)['(Uy))W_1(u) elementos de
W'Y (u). Entonces

(W1 ()T (U)W ()] [ W ()T (U)W ()]
— (W) D (U)W ()W () [T (U) Wy ()]
(W1 ()T (U) [T (U)W ()
= [Wi()D(U)][D(U) Wy ()]
= Wi (u)[D(U)T (U)W (u)
= Wy (w)D(UU)W_, (u)

Por tanto, #'¥(u) es cerrado bajo multiplicacién y
(W1 () (Us)W_y () [[W1 () D (U) W1 ()] = Wi (u)D(Us U ) W_i (w).

Por todo lo anterior, es claro que Wy (u)I'(I)W_1(u) = I es el neutro
multiplicativo y los inversos vienen dados como
(Wi (@)D (U)W ()] = Wi(u)D (U ) Wo (u).
Luego, #'9(u) es un grupo y, nuevamente, por ser U;U; = Ugyy = UUs,

el grupo #'%(u) es abeliano.
U

Los elementos de los grupos # (u) y ¢4(U;) son llamados operadores de
Weyl v sequnda cuantizacion de Uy, respectivamente.

Proposicién 2.10. Wy(u) transforma a los vectores exponenciales en ele-
mentos de € y por tanto £ es invariante para este operador.

Demostracion. Es inmediata de la definicién de Wy(u).

Teorema 2.11. Sean ¢ € E(h), u € H yt € R. Entonces

li Ve =1
t—0

¢ = (a'(u) — a(u))¢.
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Demostracion. Seat € R, t # 0, y supongamos que ¢ es el vector exponencial
¢ = e(f). Es suficiente con probar el enunciado para este caso particular de
¢, pues los vectores exponenciales generan a £.

Wt(l?—[e(f)
= LWwe() — elf)]
- %[@(e%“w“itu, I, —tu)e(f) —e(f)]
_ %[ sl ga (Y-t e £) — e(f)]
_ %[e alltl? ot (el tele(£) — e f)]
1, 1 tul|? (—tu,f) al(tu
. g[e Aot el e f) — e(f)]
= lemaln Dt ) — e( )
_ %[e sltlP=Cuh o £ 4 ty) — e(f)]
_ %[e—%ntun?—@u:fw( f+ tu) — e(f)]
_ %[e;nmw Wlle(f +tu) — e(f) +e(f)] — e(f)]
- %[e‘éHWIP_(t“’ﬁ le(f + tu) — e(f)] + (e~ 3ItulP=@us) _1)e(f)]
L b—tun e Htw) —e(f) e et s)
= ciliPn SL T + . e(f)
= al(u)e(f) + [e 21D (—tul| — (u, £))]li=oe(f)
= da'(we(f) — (u, fe(f)
= d'(we(f) — a(u)e(f)
T

= [a'(u) = a(u)le(f).

Anélogamente se demuestra el siguiente
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Teorema 2.12. Sean ¢ € E(h), S€ B(H), ue H yteR.

[lexp(itS)] — I

lim ; ¢ = A(5)¢,
i W IPEENTAR =L _ (41(u) + A(i8) — aw)o.

Teorema 2.13.

+2

(e(0), Wi(u)e(0)) = =5 lull? y (e(0), W_l(u)r(eitS)W1(u)e(O)> ol D)
Demostracion.

(e(0), Wiu)e(0)) =

()T (e")e(u))
1 (u)e(e™u))

el (6(0), e(e™Su — u))

O

Una familia uniparamétrica {U; }cr de operadores unitarios en un espacio
de Hilbert H se dice fuertemente continua si, para todosto € Ry ¢ € H, se
tiene

lim U = Uy, &,

t—to
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y ademéas, U,Us; = U, para cualesquiera s,t € R. Es de notar que, por la
tltima condicién, Uy = UZ, y como U, es unitario, entonces Uy = I. Enun-
ciamos un resultado clésico de la Teoria de Operadores, cuya demostracion
puede verse en [13], pags. 73-74, y el cual serd utilizado en la siguiente Seccién.

Teorema 2.14. [Version diferencial de los generadores de Stone] Sea {U; }er
una familia uniparamétrica fuertemente continua de operadores unitarios en
un espacio de Hilbert. Entonces existe un operador autoadjunto S mo nece-
sariamente acotado con dominio en H tal que U, = e para todo t € R.

Reciprocamente, sea S autoadjunto no necesariamente acotado con do-
minio D C H. Entonces la familia U, = €*° es una familia uniparamétrica
fuertemente continua de operadores unitarios.

En estas condiciones, se cumple que S¢ = —i%Uth:Ogb para todo ¢ € D.
Es decir,
U —1
Sp=—i lg% " 0.

Informalmente, el Teorema anterior nos dice que existe una correspon-
dencia biyectiva entre los grupos uniparamétricos fuertemente continuos de
operadores unitarios {U;} y los operadores autoadjuntos S dada por S =
—i4U4|i—g, donde Uy = €5, y t € R.

2.2. Procesos adaptados y las tres Martin-

galas Fundamentales
Sea H = L*(R, ). Consideremos el espacio de Fock F(H), que denotare-
mos como $). Es claro que L*(R,) = L?[0,t] @ L*(t,o0) para todo t > 0.

Escribamos H; y H'! para referirnos a estos subespacios, llamados espacios
pasado y futuro de t, respectivamente. Por la propiedad exponencial,

H = F(L2[0,4]) Q) F(L*(t,00)) = H, ® 9",
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donde $; = F(H;) y $' = F(H"). Abreviamos £(H) simplemente como &.

Si fe H=H@H" con f = f & f', entonces e(f) = e(fr) @ e(f).
La descomposicion anterior de f en suma directa y en producto tensorial es
llamada particion de f en t.

Sea Loc = {f € H : [ esacotada en cada intervalo finito de R}, y
llamemos &, al subespacio de £ generado por los vectores exponenciales
asociados a todo Loc: & = span{e(Loc)}. Notemos que si f € Loc, en-
tonces, para cada t > 0, f; y f' también pertenecen a Loc. Se sigue que
Loc = Loc; @ Loc' y, por la propiedad exponencial, &,(H) = &,; ® &, donde
cada uno de los conjuntos Loc;, Loc’, &,; v £ tiene un significado preciso. El
espacio &, es llamado dominio exponencial restringido.

Lema 2.15. El conjunto Loc es denso en H = L*(R.).

Demostracion. Es claro que toda funcién simple medible es localmente acota-
da. Es decir, si denotamos como S al conjunto de funciones simples medibles
en R, , entonces S C Loc. Por lo tanto S C Loc. Pero S = L*(R. ), de donde
se sigue lo pedido.

O

Teorema 2.16. El dominio exponencial restringido es denso en F(H).

Demostracion. Sea ¢ € F(H) y ¢ > 0. Entonces existe un elemento g =
ze(f1) + -+ zpe(fn) en span{e(H)} tal que g € B(¢;€/2), con z; # 0 para
cualquier ¢ € {1,2,...,n}. Como el mapeo e es continuo (Proposicién [[.20),
y Loc es denso en H (Lema anterior), para cada f; existe h; € Loc tal que

le(7) — elhi)| < g

Asi,

Zzie(hi) - ¢|| = Z zile(hi) —e(fi) +e(fi)] — ¢||

= Z zile(hi) —e(f;)] + Zzie(fi) - ¢H

Z zie(fi) — ¢H

n

S zile(hs) — el )

i=1

IN

+
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n

> lzilleths) = (£l + 5

=1

& € €
< il + =
; & ‘2n|zi\ T3

= €.

A

Como Y, zie(h;) € &, este conjunto es denso en F(H).

Teorema 2.17. El conjunto {e(f): f € Loc} es total en F(H).

Demostracion. Basta con usar la densidad de &, y el hecho de que {e(f) :
f € H} es total en F(H).
O

En adelante, todos los operadores en el espacio de Fock seran definidos en
un dominio que contiene a &,, y tendran la propiedad de que los dominios de
sus adjuntos contienen a &,. Los operadores con esta propiedad son llamados
operadores admisibles. Es decir, S es admisible si & C D(S) N D(S*). Si
S es admisible, denotamos con ST a la restriccién de su adjunto al dominio
exponencial restringido: St = S*

5*‘

Lema 2.18. Si S es admisible, entonces ST también.

Demostracion. Sea S admisible. Queremos verificar que £, € D(ST)ND((ST)*).

Como ST = S*|g,, entonces D(ST) = &,. Por tanto basta con ver que
E. C D((SM)*). Sea f € Loc. Por definicién, e(f) estard en D((ST)*) si y solo
si la aplicacion u + (e(f), STu), de D(ST) a C, es continua en 0 € D(S1).

Sea {u,} C D(ST) = &, tal que u,, — 0. Como S es admisible, entonces
E. C D(S*), por lo que {u,} C D(S*). Es decir, que para todo v € D(S),
se cumple que (u,, Sv) = (S*u,,v). En particular, usando nuevamente que
S es admisible, y por tanto & C D(S), se tiene que e(f) € D(S), y asi,
(Uun, Se(f)) = (S*un, e(f)) para todo n.
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Luego,
(STup,e(f)) = (9*

Esto implica que la aplicacién u — {(e(f), STu), de D(ST) a C, es continua
en 0 € D(S"), y por lo tanto e(f) € D((S7)*), lo cual concluye la prueba.
U

Notemos que las restricciones de creacion, aniquilacion y segunda cuanti-
zacién diferencial son admisibles. En efecto, veamos que a(u)|¢, es admisible.
Como su dominio es, por definicién de restriccién, &, entonces basta con
ver que & C D([a(u)lg,]*). Pero al ser a(u)|e, € a(u) entonces, por el Teo-
rema [L4] [a(u)]* C [a(u)le.]*, v por tanto D([a(u)]*) € D([a(u)le,]*). Pero
E. C & C D([a(u)]*), de donde se sigue la contencién buscada. La situacién
con los otros operadores es analoga.

Usaremos la misma notacién para estas restricciones. Esto no causa con-
flicto, ya que, por ejemplo, (a(u))" := (a(u))*|e, = a'(u)]e,.

Pensemos al parametro ¢ € R, como el tiempo, y definamos un proceso
estocdstico cudntico como una familia indexada F = {E(t) : t € R, } de
operadores admisibles. En adelante nos referiremos a ellos simplemente co-
mo procesos. El adjunto de un proceso E, denotado por ET, se define como
la coleccién indexada {E(t)" : t € R, }. Un proceso E se dice adaptado si,
para cada tiempo t, el operador E(t) admite una representacién de la forma
E(t) = E; @ I, donde E; actia en el espacio de Fock $; mediante el dominio
Eut-

Teorema 2.19. El adjunto de un proceso E sigue siendo un proceso. Ademds,
si B es adaptado, entonces ET también lo es.

Demostracion. Si E es un proceso y F(t) € E, entonces E(t) es admisible y,
por el Lema 218, E(t)! también lo es. Por tanto ET es un proceso.
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Ahora veremos que ET es adaptado cuando E lo es. Seat € Ry, y E(t) €
E. Por definicién de proceso adaptado, E(t) se puede escribir como E(t) =
E; Q@ I. Tomemos f € Loc, con f = f; ® f*. Entonces

E(t)le(f) = E@)e(f)

= (BE.QQ D (elf) @ e(f1)
(2 ®1) telf) @ e(s)
= Ele(f) @ Ie(f')
= E{leac(fy) @ Ie(f)
— (BIQ1) (ctf) @ e(s")).

Por lo tanto, E(t)! = El @I, donde E] actiia en &,. Esto muestra que
ET es un proceso adaptado.

O

Un proceso adaptado E se dice martingala cudntica si tiene la propiedad
de que para cualesquiera tiempos s <ty f,h € H,, donde estas funciones se

anulan en (s,00), se cumple {(e(f), E(t)e(g)) = (e(f), E(s)e(g)).

Sea f € H = L*(R, ). Denotemos con m(f) al operador en H dado por la
multiplicacién por f: m(f)g = fg. Para cada t € R, , definamos A(t), Af(t)
y A(t) como

A(t) = a(l[o,t})
AT(t) = aT(l[O’t})
A(t) = )\(m(l[o,ﬂ)).
Dado que los anteriores son casos particulares de aniquilacion, creacion y
segunda cuantizacion diferencial, entonces son admisibles y, ademads, A(t)" =
A(t)* e, = [a(1[07t])] e. = a'(1jpy) = A'(t). Luego, tiene sentido hablar de
los procesos A, AT y A. De hecho:

Teorema 2.20. Los procesos A, AT y A son martingalas cudnticas.

Demostracion. Verifiquemos primero que los tres procesos son adaptados.
Sea t € R, fija. Tomemos f € Loc, con particién f = f; & f*. Entonces:

A(t)e(f) = allpg)e(f)
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= {1gg: ()

_ / F(@)dzle(f) ® e(f")

_ { / ) de e<ft>} ®e(f)
- {&ﬂ@mmdﬁﬂ®dﬂ)

Por lo tanto A(t) = A; @ I, donde A; es la extension lineal a todo & del
mapeo e(fy) — [ fidx-e(fi), y asi, A es adaptado.

Por otra parte, como Af(t) C A(t)*, entonces A' es también adaptado
(Teorema 2.19]). Veamos ahora que A es adaptado. Sea z € C. Nétese que

e(exp(zm(ljy))f) — e(f)

2

= e (f+21[o,t]f+ %ho,t}f—k . ) —e(f)

2
::e(f+ﬁ%+%ﬂ+~~)—dn

2
:e(ﬁ@ﬁ+dﬁ@m+%ﬁﬁ@m)—dﬂ®ﬂ)
= €(ft+zft+;—2,ft+"‘aft+0+0+"') —e(fi, ')

= elexp(zD)fi. f') —e(fe, f')
= e(exp(z])f) ®e(f') —e(fi) @ e(f')
[e(exp(zD) f1) — e(fo)] @ e(f).
e(explem(lpg)f) —e(f) _ elexpzD)fe) —e(ft)

Por lo tanto =
z

(f")-

z
Haciendo 2z — 0 se tiene la forma buscada.

Ahora veamos que los procesos anteriores son martingalas cuanticas. Para
ello, usaremos el Teorema Sean s,t € Ry, con s <t,y f,g € H,, tales
que ambas funciones se anulan en (s, 00). Entonces

(e(f). Alt)e(g)) = (e(f),alljpge(g))
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I

H
E
ﬂ.
Q
~
—

o
—~
s
\_/

Asi, A es martingala cuantica. Por otra parte

(e(f), AT(t)e(9))

(e(f).al (Lo,)e(9))
(f, 1[0t]>< e(f),e(g))

/ flx)dz (e(f),e(g)
| 7@

(f, 1ﬁ)ﬂ>< e(f), ( )
(e(f)sal(Lio,9)elg))
= (e(f ) f(s)e(g)).

Esto prueba que A’ es martingala cuantica. Finalmente:

{e(f); Alt)e(g))

Esto concluye la prueba.

<€ 1[0 t])) (g)>
(f,m (1mt0 )(e(f),e(9))
(f; Logg)(e(f), e(g))

[ Tt as (e(5).elo)
| Tt de (e(s).clo)

(f 10,59)(e(f), e(g))
<f7”“mﬂ) g)(e(f),e(9))
(e(f) 0.5))e(9))

m(1
{e(f ) ( Je(g))-
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Los procesos anteriores son llamados procesos de aniquilacion, creacion y
conservacion, respectivamente, y son conocidos como martingalas fundamen-
tales. Estos procesos estan fuertemente relacionados con los clasicos procesos
brownianos y de Poisson. Tal relacién sera explorada en el Capitulo de Apli-
caciones.

2.3. Integracion Estocastica Cuantica de Pro-
cesos Simples

Construiremos ahora la Integral Estocastica Cuantica de forma anéloga a
la Integral Estocéstica Clésica. Es decir, definiéndola para procesos simples
y, posteriormente, para procesos mas generales. A lo largo de toda la Seccion
llamaremos K a cualquiera de las martingalas fundamentales.

Teorema 2.21. Para los tiempos s < t, la diferencia K(t) — K(s) es de
la forma I Q) K*(t) relativa a la particion al tiempo s, donde K*(t) es un
operador admisible en el espacio futuro $H°.

Demostracién. Supongamos primero que K = Ay f = f;® f!, con f € Loc.
Los otros casos son similares. Entonces:

(K(t) — K(s))e(f) = (A(t) — Als))e(f)

= (a(Lpy) — a(lps))e(f)
(Lio.g — Lo, f >[(ft)®€( "]
(s, Fle(fr) @ e(f1)]

_ / e(f) @ e(fY)]

e[ o]

Sea As(t)e f fdz - e(f"). Extendamos linealmente a todo &, y
denotemos de la misma forma a esta extensién. La admisibilidad de A*(t) es

facil de probar.
O
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Para definir la Integral Estocastica Cuantica al estilo de sumas de Rie-
mann, debemos encontrar una manera de operar con productos de la for-
ma F(s)(K(t) — K(s)), donde E es un proceso adaptado, por lo que E(s)
estd definido en el dominio exponencial restringido. Pero K (s) no necesaria-
mente mapea este dominio en sf mismo (por ejemplo si K(s) = Af(s)). Por
tanto, el producto anterior no esta bien definido en &, como producto de ope-
radores. Interviene en este momento la adaptabilidad de E. Recordemos que
esto significa que E(t) = E; @ I para cualquier tiempo t. Definimos entonces
el producto anterior como

E(s)(K(t) — K(s)) = E,QQ K (1) : £, Q) &5 = £, — .

Siempre que hablemos de productos de operadores no acotados, lo hare-
mos en este sentido.

Un proceso adaptado se dice elemental si existen tiempos t; < ty tales
que, para cualquier tiempo ¢, se tiene

C) si 0<t<ty
E(t) = E(tl) si ot <t<ty
C) si tz S t.

El proceso elemental E puede ser escrito de forma compacta como F =
Lit, 1) E(t1). Luego, un proceso E es elemental si y solo si existen tiempos
t1 < ty tales que £ = 1p, 4,)E(t1). En estos términos, para cada t > 0 se
cumple E(t) = 1, 1) (t) E(t1).

Lema 2.22. Sea E = 1y, 4,)E(t1) un proceso elemental. Entonces es adap-
tado si y solo si E(t1) = Ey, @I, teniendo D(Ey,) = Eu, .

Demostracion. Supongamos que E es adaptado. Para cada tiempo ¢ se da la
igualdad E(t) = E; Q) I. En particular, E(t1) = Ey, @ 1.

Supongamos ahora que E(t1) = Ey, @ . Seat > 0.Sit ¢ [t1,12), entonces
E(t) =0 =0 @QI. En caso contrario, E(t) = E(t;) = E, Q I, que es lo
que se queria probar.

0
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Con lo anterior, cuando F es un proceso elemental adaptado, existen
tiempos ¢ <ty y tales que B = 1y, 4,) (£, @ I).

Si E = 1y, 4,)E(t1) es elemental y adaptado, definimos su integral es-
tocdstica cudntica en el intervalo [0,t] como

t © si 0<t<ty
M(t) = / E(s)dK(s) =4 E®)(K®) — K1) si b <t<t

Definimos su integral estocdstica cudntica en el intervalo [a,b], con 0 <
a < b, como

[ Eeaxe) = [ Beaxe - [ B6 K

En este punto se nos presenta una cuestién técnica. Es posible definir
la integral de un proceso elemental y adaptado respecto de una martingala
fundamental como

/R E(s)dK (s) = E(t)(K(t:) — K(t1)),

donde este producto es el mismo que ya hemos definido. Nétese que en esta
situacion, la integral no depende del tiempo.

Luego, siguiendo la construccién de la integral de Lebesgue, se podria
definir integracién en un cierto subconjunto A C R, como

/ E(s)dK(s) = / La(s)E(s)dK(s),

A R,

con lo que en particular podriamos definir de esa manera la integracién sobre
[a,b], la cual coincide con la definicién dada. Sin embargo, pronto nos en-
frentamos con el problema de definir convenientemente una o—algebra que
contenga a los intervalos y lo suficientemente grande para tener una basta
coleccion de conjuntos en los cuales integrar, en cuyo caso lo mas sensato es
tomar la o-algebra de Borel. Pero ahora tendremos que definir una medida
en operadores no acotados cuyo dominio sea nuestra o-algebra e imagen sea
cierta familia de operadores.
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Como puede observarse, esto presenta serias dificultades técnicas (atin en
el estudio de la Integral Estocastica Clasica, esta construccién tipo Lebesgue
es complicada. Ver [1I] y[I4]), y el autor de este trabajo considera que tal idea
quedaria fuera del propdsito de la investigacién, tomando en cuenta que nos
interesa analizar procesos que dependen del tiempo, y por tanto podremos
conformarnos con integrar inicamente en intervalos.

Dicho lo anterior, tomemos ¢ un tiempo arbitrario. Por el Teorema 2.5

(e(f), K(t)e(g)) = arxw(f,g){e(f),e(g)), donde

<1[07t], g> Si K = A

aK(t)(fa 9) = <f7 1[O,t]> sio K =Af
(f, ( ) ) st K =A

fo si K=A

= fo si K =Af

fo ds si K =A.

Por otra parte, si x < y son tiempos, entonces

(e(f), [K(y) — K(z)]e(g))
= (e(f), K(y)e(g)) — (e(f), K(z)e(g))
ary)(f,9){e(f), e(9)) — ar@(f, g){e(f) elg))
= ok (f,9) = axw(f, 9){e(f),e(9))-

Por todo lo anterior, concluimos que

(e(F), Ky > K (@)]e(g)
[? 9(s)ds (e(f).e(g))  si
_ ! P Fde e s
[T F(g(s)ds (e(f),elg) s
= [ (.90 (915 {e(1).elo)) (2.5)

Con base en esto, definimos los coeficientes S como:

g si K=A

Br(f,9)=19 [ si K=Al (2.6)
fg si K =A.

= AR
I

> e
©
N

)
);
(f
(
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Lema 2.23 (Primera Diferencia de Martingalas). Sean f,g € Loc y K
cualquier martingala fundamental. Si x <y son tiempos, entonces

Y
T

{e(f), [K(y) — K(z)]e(g)) :/ B (£, 9)] (s) ds {e(f), e(9)),

Lema 2.24 (De descomposicién). Sean E = 1, E(a) un proceso adapta-
do elemental, F = F, @I, donde F, actia en .., y K una martingala
fundamental. Entonces, para toda t € [a,00) se tiene

< | Bear) e<f>,Fe<g>>
— (B(a)e(f), Fe(g)){(E(t AB) — K(@))e(f). e(g))e(f), ()"
- / Brt (£.9))(s) ds (E(@)e(f), Fe(g))

<Fe(f),/0 E(s)dK(s) e(g)>
= (Fe(f), E(a)e(9)){e(f), (K(t Ab) — K(a))e(g)){e(f), e(g)) "
_ / Br(f, 9))(s) ds (Fe(f), E(a)e(g))-

Demostracion. Sea t > a. Por la densidad de &,,, podemos aproximar a
F.e(g,) por la sucesién de combinaciones lineales finitas > nje(g;), donde
gj € H,,. Extendamos a las g; a elementos de H, haciendo g; = g; + 1(4,00)9-
Notemos que, por la continuidad y multilinealidad del producto tensorial:

>_nje(d;) — Fae(ga)
= (Oomelgy) ®e(g?) — Fue(ga) @ e(g?)
= Y njle(g;) ®@e(g?) — Fe(g)
= Yomelgi+gt) — Fe(g)
= >_njelg;) — Fe(g).

Asi, por la definicién del producto E(a)(K(t A b) — K(a)),

([ B@axe) . Fete))
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(E(a)(K(t Ab) — K(a))e(f), Fe(g))
([Ba® K*(tAD)][e(fa) @ e(f*), [Fo @ I][e(9a) ® e(g°)])
(Eae(fa) Fae(ga)) (K (E AD)e(f), e(g"))
lim > (Eae(fa), e(g;)) (K (t Ab)e(f*), e(g")
= lim Y n;(Eae(fa), e(G)) (e(f*), e(g™))
x(e(f*),e(g")) (K (t Ab)e(f*), e(g"))
= hman (Eqe gj) ®e(g*))
x(e(f*), e(g) -
x(e(fa), €(9a

I
~—

)
(fa
)

e
= (E(a)e(f), Fe(g))(e(f), e(9)) (K (tAb) — K(a))e(f), e(g))-

Usando ahora la definicién de g, dada por ([2.0]), se tiene lo deseado.
O

Teorema 2.25 (Primera Forma Fundamental para Procesos Elementales).
Sea E un proceso elemental. Entonces, para f y g cualesquiera en H, yt > 0
se tiene

Q) (e, [ B6a46) @)} = [ (.o Bl as
b) (<), [ B6)aa(s) o)) = [ (el0) TGIBS)e(0)) .

) (et [ B A6) o)) = [ (). TEEC)l)) ds

O brevemente,
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t
donde M(t) = / E(s)dK(s), siendo K cualquier martingala fundamental.
0

Demostracion. Tomemos E = 1y, 4,)E(t1). Si t < t;, entonces E(t) = O y,
por definicion de integral estocéstica de un proceso elemental, ambos lados de
la ecuacion (2.7)) se anulan y por tanto se tiene la igualdad. Supongamos ¢t >
t1. Por el Lema de Descomposicién (Lema 2.24), tomando F' = I, tendremos

tAty

<e<f>, | Bean) e<g>> = [ (95 as () Et)ets)

= Br(f,9)(s)(e(f), E(t1)e(g)) ds

_ / Brc(f.9)() (e(f), E(s)e(g)) ds.

En conclusién:
(et [ B aR(s) ) = [ )8l 0) B0 ) .

De lo anterior y (2.0 se sigue lo pedido.
U

Corolario 2.26. Sea E = 14 4,E(t1) un proceso elemental adaptado. Si
M(t) = f(f E(s)dK(s), entonces M es un proceso adaptado y

M) = / B (s) dKT(s).

Un proceso se dice stmple si es suma finita de procesos adaptados elemen-
taledd. Extendamos el concepto de integral estocastica cuantica a procesos
simples de manera natural, definiendo la integral de una suma finita de pro-
cesos elementales como la suma de las integrales de los sumandos. Es claro
que un proceso simple puede tener dos representaciones distintas como suma
de procesos elementales, de tal modo que se nos presenta el inconveniente de
verificar que esta definicién de integracion no depende de la representacion.

2Nétese que aunque se llaman procesos simples, en realidad son los andlogos a las
funciones escalonadas y no a las funciones simples de la Teoria de la Integral de Lebesgue.
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Teorema 2.27. La integral estocastica cudntica de procesos simples estd bien

definida.

Demostracion. Sean ZEZ y Z F}; dos representaciones distintas del pro-
i=1 j=1

ceso simple simple £’ como suma de los procesos elementales E; y [}, respec-

tivamente. Luego, para cada E; y F} existen intervalos (a;, b;] y (¢;, d;] tales

que E; = 1, p1Eia;) y Fj = 1(¢;a,Fj(¢;)-

Sea t > 0 un tiempo, y denotemos por M(t) y N(t) a los procesos

M@ =Y /0 B(9) K () y Nt = Y /0 Fi(s) dE(s).

Queremos probar que M(t) = N(t). Sean f,g € H. Dada la totalidad del
conjunto de vectores exponenciales en F(H ), si se cumple (e(f), M(t)e(g)) =
(e(f), N(t)e(g)), habremos terminado:

(e(1). M(De(g)) = <e<f>,z | B axts) e<g>>

= (e(f), N(t)e(g))-

Esto concluye la prueba. Notese el uso de la Primera Forma Fundamental

en las tercera y pentltima lineas.
O
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Obsérvese que lo dicho en el Corolario [2.26] sigue siendo valido para pro-
cesos simples. De la definicién de integral de procesos simples podemos ver
que ciertas propiedades deseables de la integral se cumplen.

Proposicion 2.28. Sean E y F dos procesos simples y K una martingala
fundamental. Entonces

/OtE(S)+F(s) dK(s):/OtE(s) dK(S)-F/OtF(s) dK (s)

t t t
/ E(s) d(AT(s) + A(s)) = / B(s) dA(s) + / E(s) dA(s).
0 0 0
Mas aun, si z € C es mdependiente del tiempo, entonces

. f E(s)dAf(s —Zfo s)dAf(s

= [ 2E(s)dA(s) = Z [ E(s) dA(s).
Si E, F'y G son procesos simples, escribimos

/O [E(s) dAT(s) + E(s) dA(s) + E(s) dA(s)]

para referirnos a la suma de operadores

[ Beaa)+ [ Eease + [ Beaac)

Bajo esta notacién, el Teorema [2.25] se reescribe como

Teorema 2.29 (Primera Forma Fundamental para Procesos Simples). Si F,
F y G son procesos simples entonces, para f y g cualesquiera en H, yt > 0,
se tiene

<e<f>, / [E(s) AN (s) + F(s) dA(s) + G(s) dA(s)] e<g>>
= [ (o0, [FOIES) + TR0 6) + 9061606 ) s
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Lema 2.30 (Segunda Diferencia de Martingalas). Seant,c > 0 y f, g € Loc.
Entonces

(e(f), e(g)) ML (1) — K ()] e(f), [Falt) — Ka(e)] e(g)
—2/ﬁK2fg /ﬁKffg(S)ds

+ / 5K1,K2(f7 g)(S) d87

donde

0 St K1 =AJ K2 =A
]_ Si K1:ATyK2:AT
Oy (f59)(s) = (s) si Ki=AlyKy=A (2.8)

f(s) si Ki=AyKy,=A
(

f(s)g(s) si Kyi=AyKy=A.

Demostracion. Es aplicacion del Corolario 2.7
O

La versién de la férmula de integracion por partes, al menos para inte-
grandos simples, viene dada en el siguiente resultado. La demostracién es
bastante técnica y larga, pero la extension de esta férmula a integrandos no
necesariamente simples es el resultado fundamental del Calculo Estocastico
Cuantico.

Teorema 2.31 (Segunda Forma Fundamental para Procesos Simples). Sean

E, F dos procesos simples y K1, Ky dos martingalas fundamentales (pudiendo
ser K1 = Ks). Sean

Mi(t) = / E(s) dE (s) (2.9)
My(t) = /0 F(s) dEa(s). (2.10)

Entonces para cualesquiera f,g € H, yt € Ry se tiene

(My(t)e(f), Ma(t)e(g))
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/ {ML()e( ), Bies(F. ) F(s)e(9))

+(Br, (9, ) E ( Je(f), Ma(s)e(g))
+ (v (NI () E(s)e(f), [vra(9)] (5)F(s)e(g))} ds, (211

donde
1 si K=Af
[yx(M)] (s) =< h(s) si K=A (2.12)
0 s K=A.

Demostracion. Supongamos que E y F son elementales. Si las férmulas son
ciertas en este caso, lo seran, por aditividad, para los casos de procesos sim-
ples. Asi, sean E = 1o E(a) y F = 1,49 F(c). Mds aun, podemos suponer,
sin perder generalidad, que los intervalos [a,b) v [¢, d) son disjuntos o coinci-
dentes dada la aditividad de la integral.

Notemos que bajo estas condiciones, la férmula debe ser demostrada para
18 casos ( 9 casos cuando [a,b) y [c,d) son disjuntos, y otros nueve cuando
son coincidentes):

K ||A A A AT AT AT A A A
Ky ||A AT A A AT A A AT A

Veamos el caso en que los intervalos [a,b) y [¢,d) son disjuntos. Supon-
gamos que b < c. El caso d < a es analogo. Tomemos un tiempo t < c.
Entonces Ms(t) = O y el lado izquierdo de ([2.I1) se anula. Pero si s <t < ¢,
entonces F(s) = © = Ms(s), por lo cual cada sumando del lado derecho se
anula y se tiene la igualdad.

Supongamos entonces ¢ > ¢. Primero notemos que, por el Corolario 2.20]
el proceso M, es adaptado. Esto significa

Ml(x):{/ot s) Ay (s ] Q1

para cada tiempo x. Luego, tendremos M, (t) = [f(f E(s) dKl(s)} Q) I para

t > c. Bajo estas condiciones:

(M (t)e(f), Ma(t)e(g))
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/0 (M (s)e(F), Bralf, 9)](5) F (s)e(g)) ds.

Esto muestra los primeros 9 casos. Vayamos sobre los siguientes 9. Es

decir, cuando los intervalos son coincidentes a, digamos, [c, d). Consideremos
E=1IqE(c)y F = I.qF(c). Sit < c, entonces, andlogo al caso anterior,
ambos lados de la ecuacién ([Z.I1]) se anulan. Supongamos d >t > c. El caso
t > d es analogo. Asi,
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x([K1(t) — Ki(c)]e(f), [Ka(t) — Ka(c)le(g))- (2.13)

La tltima linea de la ecuacién (2.13)) junto con el Lema 230/ nos dice que
(Mi(t)e(f), Ma(t)e
¢
— (B()elf / B F9)(s)ds [ Bgf0)(s)ds

B, Felo) [ rh6)ds [ f(s.0)(0)
HEQ. FOa)) [ b0 (1.9 ds. 214

C

Notese que el lado derecho de la primera linea y la segunda son iguales.
Recordemos que &, es el dominio exponencial restringido del espacio de Fock,
y se descompone, en particular, como &, Q) S, donde &,. es denso en el es-
pacio pasado $... Luego, podemos aproximar a E.e(f.) y a F.e(g.) mediante
las sucesiones de combinaciones lineales finitasy" &e(f;) y S n;e(d;), respec-
tivamente, donde f] y gj son elementos de H,..

Extendamos a fj y g; a elementos de Loc haciendo f; = 1jg fj + Lo f
Y 95 = L0095 + L(c,00)9, de tal manera que f; = f y g; = g en (¢, 00). De esta
forma,

(E(c)e(f) Fle)elg)) = (Bee(fe), Fee(ge)){e(f%), e(9°))
= lm ) &le(f), Fe(ge))(e(f), e(9))
= hmZﬁj f)@ (f9), Fee(ge) @ e(g))
= 1Y &e(f;), F(e)e(9)). (2.15)

Anéalogamente,

(B(c)e(f), F(c)e(g)) = 1m Yy n;(E( ve(95))- (2.16)

Usando (2I5]) en el primer sumando del lado derecho de la ecuacién

214), tenemos:
Q). Felo) [ flro6)ds [ sl o
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i S G, F / Brealf,9)(s) dss / Bt (£, 9)(s1) s,

= i YE [ 060 [ Bl o)), FOo) dss i,

= 36 [ G060 [ Bl el Flsalelo)) dss iy
= i YE [ g0 [ 506 ), Fselo)) dss d
~ 103G [ g (F0)en) [ Bl o) elf). Floael) s ds
— 35 [ s o)) (). [ Floakaten) o)) ds

= 103G [ (0 ). M0l s

= 3G [ gl 060 60, Mol s

- / Bt (£.9) (51 (E()e()), Ma(s1)e(g)) dsy

En conclusion,

D) [ el ds [ Byglf0)(s)ds
~ [ 0. DB Mae)elg) ds. (217

Por otra parte, usando la igualdad (2.16]) en el segundo sumando del lado
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derecho de la ecuacién (2.14]), tenemos:

/BKQfg /BKng

— 1w Y (B)e(f), elgy) / Bre.(f,9)(s2) dsy / Brer (£.9)(s1) s
~ 1Yy, / B 0)52) [ B 9B )ela) dos d
= Y [ 00 [ B D EG)A)el0) s
= 1Y [ o)) [ AU B (o) dss ds
= Y0 [ Al [ gl o)) B, el) ds: ds
= Y [ o)) [ Bl Blel) ds: s

= 10, [ el (), [ B aki(s) elg) ) ds

= 1Y [ .00 (). M09 s

= 1m0y [ Bl 0)(o2) (O (0l s

= Y [ .00 (Vo)) el s

= [ Bl 9 el 1), FlOIele) di

= [ B0 ). Fis)elo) s

= [ B 96) (e, F)elo) ds

= [ L), Bl ) Felo)) .

0
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En conclusion:
(BQef) F@ela)) [ P £.0)5)ds [ Bg(£.)(5)ds
— [ OBl () GF()e(g)) ds. (215)

0

Ahora, del tercer sumando del lado derecho de la ecuacién (2.I4]) y de la
definicién de g, K, (f, 9)(s) dada por el Lema 230 tenemos:

(E(@e(f)., F(c)e(9)) / 5 1ca (1 9)(5) ds
_ / Stcvsea(F 9)(5)(B(0e(f), F(c)elg)) ds

c

- /0 Or (1, 9)(8)(E(s)e(f), F(s)e(g)) ds

De esta tultima, se desprende que

(E(c)e(f), F(e)e(g)) / Sr a1 9)(5) dls
= (b (D) (8)e(F): Dy (9)] ()el)) ds, (2.19)

donde 7k, es como en (ZI2). Asi, sustituyendo las ecuaciones (ZI7), (2I8)
y ([2I9) en los sumandos de la igualdad (214, se tiene lo pedido.
U

Una manera equivalente de enunciar el resultado anterior es:

Teorema 2.32. Sean E1, Fy, Gy, Es, F5 y Gy procesos simples y denotemos
por My y My a los procesos

t
M;(t) = / [B5(s) dAT(s) + Fj(s) dA(s) + Gy (s) dA(s)]-
0
Entonces, para cualesquiera f,g € H, yt > 0 se tiene

(My(t)e(f), Ma(t)e(g))
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B / {(M()e(1), TGV Ea(s) + F)a()Fals) + 9(5)Gals)] elg))

+{|90VE(s) + () (8) Fa(s) + F(5)Ga(s) | e( ), Ma(s)e(g) )
+ ([Eals) + () Fa(s)] e(f), [Bals) + g(s) Fa(5)] e(9))} ds.

La utilidad de las Formas Fundamentales al menos para procesos simples
radica en poder convertir integrales de operadores en integrales de Lebesgue,
dando ademas férmulas sencillas para realizar los cdlculos. Mas aun, nos per-
mitiran extender el concepto de integral para luego deducir una Férmula de
Ito clasica.

2.4. El Proceso de Tiempo

Sea ¢ € H de variacién acotada. Introduzcamos el proceso T}, dado por
Ty(t) = ¢(t)1. Es decir, Ty(t)e(f) = ¢(t)e(f). Cuando ¢ es la identidad, este
proceso es llamado Proceso de Tiempo, y se denota por T'. Si pensamos por
un momento al proceso Ty como un proceso escalar y E = 1y, 1,)FE(t) es un
proceso elemental, entonces nos gustaria, al menos formalmente, que

t © si0<t<t
/ E(s)dTy(s) =< (o) —o(t1))E(t1) si t1 <t <ty
’ (6(t2) — 6(t))E(t) si ta <t

De esta forma, definimos la integral de un proceso elemental respecto al
proceso Ty de la manera anterior, y como se hizo en la Seccién pasada, la
integral de un proceso simple respecto a este proceso sera la suma de las
integrales de sus sumandos, lo cual esta bien definido.

Luego, es sencillo probar que

(eth). [ B aT(s) )y = [ el Betan asts). (220)

La introduccion de estos procesos como integradores sirve para tener una
nocion de integracion respecto a una variable determinista, y no respecto
a una variable estocastica, justo como sucede con la Integral Estocastica
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Clésica.

En adelante, por simplicidad en los argumentos, enunciaremos y demos-
traremos resultados inicamente para el proceso de Tiempo, no obstante todos
son generalizables para cualquier proceso Ty.

Proposicion 2.33. Sean E y F dos procesos simples y f,g € H.. Tomemos
t

los procesos Jy(t) = /OtE(s) dT'(s) y Jo(t) = /0 F(s)dT(s). Entonces

((De(f), Ta(D)elg)) = / (Ti(s)elf), F(s)elg)) ds
n / (E(s)e(f), Ja(s)e(q)) ds.

Demostracion. Por la aditividad de la integral y del producto interno, bas-
tara con demostrar lo pedido en el caso en que E' y F' son elementales. Sean
E =1nE(a) y F = 1iqF(c). Nuevamente, como ya se hizo antes, sera su-
ficiente con demostrar lo pedido en los casos en que [a, b) y [¢, d) son disjuntos
o coincidentes. Supongamos que son disjuntos. Mas aun, podemos suponer
b<ec.

Sea t < c¢. Entonces Jy(t) = ©, y por tanto el lado izquierdo de la igualdad
pedida es 0, asi como los sumandos del lado derecho. Luego, se tiene la
igualdad deseada. Si ¢ <t < d, entonces

(el BB)elg)) = (b a)(t — )(E@e(f), F)e(d))
- / (b— a)(E(a)e(f), F(c)e(d)) ds

- / (Ii(s)e( ), F(c)e(d)) ds
- / (Ti(8)e( ). F(s)e(d)) ds.

Pero el segundo sumando de la igualdad pedida es 0 dado que E(s) = ©
para s > b. Asi, nuevamente se tiene la igualdad deseada. El caso en que t > b
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es totalmente analogo. Supongamos ahora que los intervalos son coincidentes:
a =cyb=d.Seatun tiempo. Sit < a, ya terminamos. Sit € [a, ), entonces:

(Lit)e(f), 2a(t)e(g)) =

(t — a*(B(a)e(f), F(a)elg))
/ 2s — a){E(a)e(f), Fla)e(g)) ds

/a (s — a)(E(@)e(f), Fla)e(g)) ds
n /at(s — a)(E(a)e(f), F(a)e(g)) ds
/a (s — Q) B()el), Fls)elg)) ds

+ [ BG6).(5~ P ()l ds
/a ((s)elf), F(s)elg) ds

+ [ B, B0 .

que es la igualdad buscada. El caso t > b es anédlogo. Esto concluye la prueba.

O

t
Proposicién 2.34. Sean J y M los procesos dados por J(t) = / F(s)dT(s)
0

t
y M(t) = / E(s)dK(s), donde E y F son procesos simples. Entonces:
0

(M B)e(f), I (1)e(9))
- / (M(s)e(f), F(s)e()) ds

+ / (Bic(g, D) E()e( ), T()e(g)) ds (2.21)

(J1(t)e(f), M(t)e(g))
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- A<W®kU%M@k@»®
+[}FW@4ﬁJ@dﬁ@MﬁEww@»d& (2.22)

Demostracion. Nuevamente, por la adivitivad del producto interno y la in-
tegral, si mostramos lo pedido en el caso en que F y F' son elementales, ten-

dremos la prueba para procesos simples. De esta manera, sean £ = 11, E(a)
y F = 1aqF (¢). Més aun, como se hizo anteriormente, podemos suponer

que los intervalos [a,b) y [c,d) son disjuntos o coincidentes. Unicamente
mostraremos el caso en que son coincidentes: a = cy b = d.

Seat > 0. Si t < a, ambas igualdades son claras. Supongamos a <t < b.
Por el Lema de Descomposicién (Lema [2.24)),

(M@)e(f), J(e(g)) = (t— a)(M(t)e(f), F(a)e(q))
~ @—aMEqumew@»/kaﬁm@ﬁm

Esto muestra que la funcién t — (M (t)e(f), J(t)e(g)) es absolutamente
continua y derivable, con derivada

(t = a)(El@)e(1), Fla)els)) i (£,9)()
+(E@e). F@ee)) [ frlf.9))ds. (223)

Por otra parte:
[ e, Fe)enas
n /thgK(g, DI E(s)e(f), J(s)e(g)) ds
_ AQM@wumF@k@»w
+ [ k0. DIGIEG). )l ds
_ LQM@mumewm»@
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+ [ (s = ) Flg: T E@e(). Fla)e(g)) ds
- / (M(s)e(f), F(a)e(g)) ds
" / (5 — ) B (£, ) (5) (E(@)e( ), F(a)e(g)) ds,

lo cual demuestra que la funcién ¢ +— fJ(M(s)e(f), F(s)e(g)) ds es absoluta-
mente continua y derivable, con derivada

(M(t)e(f), Fa)e(g)) + (t — a)[Brt(f, )] (t)(E(a)e(f), Fla)e(g)).
Pero (M(t)e(f), Fla)e(g)) = (E(a)e(f), Fla)e(g)) [, Bici(f. 9)(s) ds, de

donde la derivada anterior es igual a

(B / Bi (f,9)

+ (= a)[Bri (f, IO (E(a)e(f), Fla)e(g)). (2.24)
Como las expresiones ([2.23) y (2.24) son iguales, (M (t)e(f), J(t)e(g))

y fg(M(s)e(f),F(s)e(g)) ds difieren por una constante, la cual se verifica
facilmente que es cero, obteniendo la ecuacién deseada.
U

Teorema 2.35. Sean Ei, Hy y EQ,HQ dos procesos simples, y Ky, Ky dos
martingalas fundamentales. Si M (t / {E1(s)dKi(s) + Hi(s)dT'(s)} y

My (t) :/0 {E5(s)dKs(s) + Ha(s)dT'(s)}, entonces

(M0 (), Mal0)e(9))
= [, B ) Fals) + Filolel)) s
+ [ Wl DEGS) + Hu(s)el). Ml d

+ [ (0w D 96l b 0)] (51l ds.
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Demostracion. Sean M; y J;, con i € {1,2}, los procesos dados por M;(t) =
¢ t
/ Ei(s)dK;(s) y Ji(t) = / H;(s)dT'(s). Entonces M; = M; + J;. Luego,
0 0
por la Proposicién 2.34k

+ (B9 D E()e(f) Ma(s)e(9))
+ (b (] (S)e): e ()] ()e(9))} ds

+Abm@dn 2(s)e(g)) ds

+/Ot<5K1(g, DE(s)e(f), Ja(s)e(g)) ds

+ [ )60, o)l s
+Ku@wmﬁmmw@@mmm5

+ [ ). Hael) ds
3[W@Mﬁh®%M®
KW%@+L@Mﬁﬂm@W&@M@NS
[ B0 DB 05) + R0l ds
N /0t<[M1(s) + Ju())e(f), Ha(s)e(g)) ds

+A@MWUH%®+hMMW®
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+ [ (D)), )] ()ela) s

_ / (L (5) + (el [Bralf9) Bals) + Ha(s)]el9)) ds
v/ B (9, £ Er(s) + Hr(s))e(), [Va(s) + Jo(s)]e(9)) ds
+ [ (D)), )] ()ela) s

= [ 1. 0)Bals) + Hia(s)e() s
- (B9, HES) + Hi()Je(F), Ma(s)elg) ds
+ [ (D)), b)) ()ela) s,

que es lo que se queria demostrar.
O

Teorema 2.36 (Versién Completa de la Segunda Forma Fundamental). Si

M (t) = /0 (Ei(s) dAT(s) + Fi(s) dA(s) + Gi(s) dA(s) + Hi(s) dT(s)) y

t
Ms(t) = / (EQ(S) dAT(s) 4+ Fy(s) dA(s) + Go(s) dA(s) + Hy(s) dT(s)) ,
0
entonces, para cualesquiera f,g € H,, se tiene:

(My(t)e(f), Ma(t)e(g))

— /Ot {<M1(S)e(f)> <f(S)E2(S) + f(5)g(s)Fa(s) + g(s)Ga(s) + H2(3)> e(g)>

+((9GIEL(3) + ()9 () Fi(s) + [(5)Ga(s) + Hi(s)) e(f), Ma(s)e(g) )
+ ((Ex(s) + [ (5)Fi(s)) e(f), (Bas) + g(s)Fals)) e(9))} ds.

Una vez que tenemos nuestra Segunda Forma Fundamental con el proceso
de tiempo incluido, presentamos el andlogo para la Primera Forma Funda-
mental:
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Teorema 2.37 (Version Completa de la Primera Forma Fundamental). Si
E,F,G y L son procesos simples, y f,g € H,, entonces

<e(f), /0 (E(s) dA(s) + F(s)dA(s) + G(s) dAT(s) 4+ L(s) dT(s)) e(g)>

= [ {naim (5 50) (i )

Demostracion. Notemos que el producto interno del lado derecho de la igual-

dad pedida se desarrolla como
wor) (ot ) )
g

= (elf). (L(s) + g(5)G(s)
Basta ahora con aplicar la Primera Forma Fundamental que ya conocemos

v e hecto de ser (e(7), [ L)AT() elg)) = [ {e(7),Lis)eg) s para

concluir.

0

2.5. El Estimado Fundamental

Teorema 2.38. Sea E un proceso simple. Entonces, para f € Loc yt > 0,

se tiene
2exp(/ 7() |2ds)/ IB)e(f)IPds  (2.25)
B(s)dA(s) e(f)

0 - / P as) / IBEe(f)IPds.  (2.26)

Demostracion. Haciendo My, = My = M = [E(s)dK(s) y g = f en la
Segunda Forma Fundamental:

/OtE()dK

2

/0 E(s) dAT(s) e(f)

t

IN

2

IN

/{ 1) Bxlf D Es)e()
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+ Br(f, () E(s)e(f), M(s)e(f))
+ (v (NI (s)e(f), e (F)] (s)e(f))} ds
(

= [ R Bl DBl )
B () (e DI ds.

Se sigue del Teorema Fundamental del Calculo que la funcién
s || M(s)e(f)I

es absolutamente continua y que

L | Ms)e()IP
= 2RMOLL) DL DAL + NP
Re(Fi(F, DNEM()e(1), Bs)e(1)) + | bue( 1)) (s)e( NI

para casi toda s € [0,]. Usando la desigualdad 2Re (11, 19) < ||th1]|* + ||v02||%,
vélida en cualquier espacio de Hilbert, con ¢y = Bx (f, f)(s)M(s)e(f) y o =
E(s)e(f), obtenemos:

d 2
1M (s)e(f)]

< 1B (£, HS)PIM ()e( NP + IIE()e(HI + I e (£)] (s)e(FII*
= F(S)PIIM ()e(H)II* + 1E()e(H)II* + [ yae (£)] (s)e (I
= ()M (s)e())I* + cll E(s)e(f)]

donde, por definicién de vx (f)(s),c =1si K = A,oc = 2si K = Af, y hemos
usado el hecho de tener K = A o K = AT, lo cual implica |3k (f, f)(s)| =
| f(s)|. Multiplicando la desigualdad anterior por

e (= [1s0Par),
0
y tomando en cuenta que

oo (= [rorar) - 1areene)
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— e (- [P ar) LI

~eo (= [1r6 |dr) FEPIME) I

e (= [0 ) LEenl?

< oo (= [ R ) ORI
reewp (= [ 1700 ar) IBEGOI

por lo cual

e (- [ rorar) e
< cew (= [1H0R W) B

Integrando esta desigualdad de 0 a ¢, y tomando en cuenta que M (0)e(f) =
0, obtenemos:

o (= [P ar) - el
<f oxp (= [ irpar) 1B iPas

o equivalentemente,

1M (B)e(f)]

< o [eo([1r00ar)-eo (= [10ra) B
[eo ([ 1500Far) 1B 0
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Pero en esta tltima expresién se tiene f; |f(r)|2dr < f(f |f(r)|?dr, de
modo que

M@l < e f e ( / t |f(7")|2d7") [E)e( )] ds

= con ([ 110Par) [IEGAIPas

y de ahi, recordando la definicién de ¢, se sigue el resultado.
O

Las desigualdades anteriores son validas atn si definiéramos la integral
estocdstica siendo f cualquier funcién con cuadrado integrable. De hecho, si
unicamente estamos interesados en usar los operadores de creacién y aniqui-
lacién como integradores, la teoria seria basicamente la misma que hemos
trabajado hasta ahora. En contraste, el siguiente estimado, donde se usa el
integrador conservacion, revela por qué es necesario trabajar con funciones
localmente acotadas.

Teorema 2.39. Sean f € Loc yt > 0. Entonces existe un nimero k(f,t) no
negativo tal que k(f,s) < k(f,t) siempre que s <t y, para cualquier proceso
F simple, se tiene

| Fease | < [ 1Pee s

Demostracion. En la Segunda Forma Fundamental, sean g = fy M} = My =
J FdA. Andlogamente al proceso para demostrar los estimados anteriores,
tenemos

%IIM(S)G(J‘)II2 = 2Re(M(s)e(f), [f(s)PF(s)e()) + | f(s)PIF(s)e(f)I
< M (s)e(HI?+ (F )P+ FSDIF()e(HI
Multiplicando ambos lados por e™*:

%(B‘SIIM(S)e(f)IV) < e (f )P+ FSODIF$)eNI,
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de donde, integrando de 0 a t y tomando en cuenta que M (0)e(f) = 0,

e IM@e(NH* < /06S(If(S)\2+\f(8)|4)HF(S)€(f)H2d8
< /0 sup {|£(s)|* + [f ()" HIF(s)e(f)II* ds,

0<s<t

lo cual implica
IMODIE < ¢ sup (1FF + £ [ I1PEenPas
= w00 [ I s

donde x(f,t) es finito, dado que f es localmente acotada, y claramente es no

decreciente como funcion de t. Esto concluye la prueba.
O

Proposicién 2.40. Sean f € Loc, t > 0 y E un proceso simple. Entonces

/O E(s)dT(s)| <é / |E(s)e(f)]]?ds.

Demostracion. Sea M(t) = ft

o E(s)dT(s). Por la Proposicién R.33

2

M@ = / E(s) dT(s) e(f)

_ / (M(s)e([), E(s)e(f)) + (E(s)e([), M(s)e(f)) ds

= [ e s)e() BCe)e( ) s

Esto muestra que la funcién s — || M (s)e(f)]|* es absolutamente continua

y que
d

M (s)e(f)]I* = 2Re(M(s)e(f), E(s)e(f)-
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Luego, %W(S)e(f)ﬂ2 < [[M(s)e(HII* + IE(s)e(f)]|*. Asi, derivando la
expresion e~ *||M(s)e(f)]|?, obtenemos
d
— (e IM(s)e(HI7)
d
= e M(s)e(f)II* — e[ M(s)e(H)I
< e (IM(s)e(NHI* +1E(s)e())I?) — e *[[M(s)e(f)II?
e *||E(s)e(f)II”
Integrando, y tomando en cuenta que M (0)e(f) = 0, concluimos que

¢
e HM(t)e(f)]? < / e *||E(s)e(f)]|* ds, o equivalentemente,
0

IM@e)]? < / e | E(s)el(f)]? ds

IN

/0 | E(s)e(f)? s
— / |E(s)e(f)]]?ds.

Esto concluye la prueba.
O

Podemos formular ahora el FEstimado Fundamental para integrales es-
tocasticas cuanticas de procesos simples, que es la base para extender la
integral estocastica.

Teorema 2.41. Sea f € Loc yt > 0. Entonces existe un nimero no negativo
U(f,t) con la propiedad de que, para cualquier proceso adaptado simple E, y
cualquier integrador estocdstico K € {AT, A, A, T} y s € [0,t] se cumple

\ [ Bwar | < v [ 1B

Demostracion. Observemos que el Teorema [2.38 nos dice que, para K = A
6 K = Af,

2

/0 "B dK(r) e(f)

< 200 ( [ 110Par) [IEGADEY
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2exp(/R+|f Aar) eI

— 2exp (/]2 /||E Hlzdr

IN

para cada s < t. Por otra parte, por el Teorema [2.39] tenemos

2
< / |E(r)e(f)]? dr

< ft/HE I dr

/0 “E(r) dA(r) e(f)

en s < t, donde hemos usado el hecho de ser x(f,-) no decreciente. Final-
mente, por la Proposicién [2.40)
2
e [ NBwecnFar

< /||E NI ar.

IN

/0 CE(r) dT(r) e(f)

En resumen:

’zew/ IEMe(f)|2dr si K =A6 K = At
|[ arey | < wir / B s K=A
/ | E(r)e(f)|*dr si K=T.

En conclusién, si tomamos V(f,t) = méx {26”f”2, k(f, 1), et}, se tiene lo

pedido.
O

Notemos que ¥(f,t) del Teorema anterior no depende del integrando ni
del integrador.
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2.6. La Integral Extendida

2.6.1. Construccion de la Integral

Recordemos que la Integral Estocastica Clasica respecto al Movimien-
to Browniano se construye definiéndola inicialmente sobre procesos clasicos
simples como integrandos y, usando la Isometria de Ito, se extiende a una
integral de procesos mas complejos. En nuestro caso no contamos con dicha
isometria, pero el Estimado Fundamental nos permite extender nuestra inte-
gral cuantica a una clase méas amplia de procesos.

Definicién 2.42. Decimos que un proceso adaptado E es integrable si, para
cualesquiera f, g € Loc, la funcion con valores complejos

Ry > 7= (e(g), E(r)e(f))

es Lebesque medible y existe una sucesion {E,}nen de procesos adaptados
simples con la propiedad de que, para toda f € Loc y t > 0, los limites
lim ||E, — E||;4 y Um || E} — E||;, existen y son cero, donde

1P|l = \//0 L (s)e(f)|12 ds.

En tal caso, decimos que la sucesion {E,} aproxima al proceso integrable
E.

La anterior es la definicién més importante de todo este trabajo. Notese
que en ella no se indica si el proceso es integrable respecto de algiin proceso
integrador particular, asi como tampoco el valor de su integral.

Teorema 2.43. Si E es un proceso adaptado integrable aprorimable por
{E,}, y K es un integrador bdsico, entonces para cualquier f € Loc y s >0,

la sucesion {/OS Ey(r)dK(r) e(f)}neN

converge en F(H).
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Demostracion. Veamos que la sucesion es de Cauchy. Sean n,m € N. Para
cada pareja de estas y r > 0 fija, escribamos F,, ,,(r) = E,(r) — E,,(r). Es
claro que F, ,, es un proceso adaptado y simple. De esta forma, usando el
Teorema 2.41] y la Desigualdad de Schwartz:

IN

<

i | [ Byane) e - [ Baaris
i | [ ) = Bnlr) aK) e
Jin | [ F)ak () e

n}’l;r_r)loo\ll(f’ S> /s ”Fn,m(r>€(f>H2d’l“
lim W(f / I[E, En(m)e(f)|2 dr

n,m— 00

i (7, / NBu(r) — E(r) + (B(r) — Eu(r))le(f) | dr
¥(f.s) lim sm E(r) — E()le(f)|P dr

n—oo

) lim / N[ En(r) — E@le(f)| dr

FU(f,5) lim 2 / Re([Ea(r) — E(r)]e(f), [E(r) — En(r)]e()) dr

U(f,s) lim SR6<[En(7“) — E(r)]e(f), [E(r) = Em(r)le(f)) dr

n,m—oo Jo

20(f,9) tim_ [ 1B (r) = BN 1B ) = Bl dr

2¢(f> 5) TL}}LIEOO HEn - EHfSHEm - EHf,S
0.

Por lo tanto, la sucesion es de Cauchy, y como F(H) es completo, entonces
es convergente.

O

Teorema 2.44. Sea E un proceso adaptado integrable aproximable por {E,}
y por {F,}, y K un integrador basico. Entonces, para cualquier f € Loc, las
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sucesiones { [ E,(r) dK (r) e(f)}neN y { [ Fu(r)dK(r) e(f)}neN convergen

al mismo limite.

Demostracion. Sean A y B dichos limites. Entonces:

|A— B
_ ‘ /0 Eo(r) dK(r) e(f) — /0 F,(r) dK(r) e(f)

2

Aﬁmm—mWMKweq>

n—o0

= h'm’

< 1im W(s) [ Ba(r) = Falr)le()P dr
= () i [ E0) ~ B0 + (E6) = Fur)le)dr

= U(f,s) lim [ [E(r) = E(r)]e(f)]* dr

+W(f,s) lim [ ||[Fu(r) — E(r)le(f)]* dr

IN

20(f,s) lm [ |[[En(r) — E(r)le(f)|[||[Fn(r) — E(r)le(f)| dr

n—oo 0
< 2¢(f75)7}ifgo||En—E||f,s||Fn—E||f,s
= 0.

Por lo tanto A = B.
O

Teorema 2.45. Sean E un proceso adaptado integrable aprorimable por
{E,} y K un integrador bdsico. Entonces, para cualquier f € Loc, la con-

vergencia de la sucesion { [ E,(r) dK(r) e(f)}neN es uniforme en s € [0,].

Demostracion. Sea g, el mapeo g,(s) = [; En(r)dK(r) e(f). Por los dos
resultados previos, {g,(s)} es de Cauchy en § y asi existe g : Ry — ) tal
que g, — ¢ puntualmente en $). Queremos ver que dicha convergencia es
uniforme en [0, ¢].
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Pero

9a(s) = gm()Il5 =

/0 (Ba(r) — Bn(r) dK(r) e(f)

< W 0) Osn[En(r)—Em<r>]e<f>||2dr

< Wt / NEa(r) — En()le(f) 2 dr,

de modo que

t 1/2
D [9a(5) — gm() 15 < VIO ( / ||[En<r>—Em<r>]e<f>||2dr) .

s€[0,t]

Nétese que el lado derecho de esta desigualdad tiende a 0. Por tanto, ||g, —
9m|lee = 0 cuando n, m — oo, y esto muestra que {g,} es de Cauchy en el
espacio C'([0,t], F(H)). Como este espacio es completo, entonces g,, converge

uniformemente a g. Esto concluye la prueba.
O

Proposicion 2.46. Sea E un proceso adaptado integrable aproximable por
{E,}. Entonces {E!},en aprozima a ET. En particular, ET es integrable.

Demostracion. Es claro que, dada la simetria en la definicién de aproximable,
{E!},en aproxima a ET. Para ver que ET es integrable, sean g,h € Loc, y
tomemos 7 : R — C dada por n(r) = (e(g), E'(r)e(h)). Entonces n(r) =
(e(h), E(r)e(g)). Como E es integrable, se sigue que 7 es Lebesgue medible
y, por tanto, 1 lo es. Esto concluye la prueba.

O

Con los resultados anteriores, si E es un proceso integrable, podemos
definir su proceso integral con respecto de K € {A", A, A, T} por la accién
en el dominio exponencial restringido como

/o E(s)dK(s) e(f) = lim/o E,.(s)dK(s) e(f), (2.27)

donde {E,,} es cualquier sucesién que aproxime a F, f € Loc y t es un tiempo
arbitrario. Bajo estas condiciones:
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Teorema 2.47. Si E es integrable, entonces ([ EdK)" = [ ETdKT.

Demostracion. Supongamos que { F,, } aproxima a E. Por la Proposicion [2.40]
{E!} aproxima a E'. Sea g € Loc.

(cto) [ B0ar) ) = (et tim [ Bl aR1(5) ()

([ = dK(S))Te(f), e<g>>
_ <e<g>, ([ = dK(8)>Te(f)> |

Como el conjunto &, es denso en el espacio de Fock y g fue arbitrario,
entonces ([EdK)! = [ ETdKT, que es lo que se querfa demostrar. O

2.6.2. Formas y Estimado Fundamentales

Veamos que las Formas Fundamentales, asi como el Estimado Fundamen-
tal, siguen siendo validas para los procesos integrables. Comencemos con el
Estimado Fundamental. Sea E' un proceso adaptado e integrable, aproximado
por la sucesién de procesos simples { £, }, y K cualquiera de los integradores
basicos. Tomemos f € Loc y ¢t > 0 arbitrarios.
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Por definicion de integral estocastica cuantica y la continuidad de las
normas, para cualquier s € [0, ¢]:

2
= lim

s 2

En(r) dK(s) e(f)

/0 CB(r) dK(r) elf)

< U(f,t hm/ | E,(r)e(f)||>dr. (2.28)

Por otra parte:

0

n / Bl dr
1 2Re / (Ea(r) — E(r)]e(f), B(r)e(f)) dr

Por tanto,

[ iEwdnea < [, ()P dr
/ B e dr

'me / ([Ea(r) — E@)e(f), E(re(f)) dr|.

Asi, como F,, aproxima a F, entonces el primer sumando del lado derecho
de la desigualdad anterior tiende a 0 y, por tanto:

i [ Bl dr

S

N
E S

(r)e(f)||>dr + lim

2Re / (Ba(r) — BO)Je(f), E@r)e(f) dr
< /||E< |dr+2hm/ IE DIEE)e(f)] dr
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N
=
=
=
=
o
o.
3

—i—QHm( OSH[E,L(T)—E Il dr> (/ IE(r)e(f)I dr) -

= [ IIE@)e()]dr.

0

Tomando en cuenta que W(f,t) es no negativa y sustituyendo esta des-
igualdad en (228)), se tiene que

/OSE() K(r) e(

lo cual muestra que el Estimado Fundamental es verdadero para procesos
integrales.

mw,/w P dr.

Teorema 2.48. La Primera Forma Fundamental es verdadera para procesos
integrables.

Demostracion. Sean E un proceso integrable aproximable por la sucesion de
procesos simples {E, } v f,g € Loc. Tomemos t > 0. Entonces

Gme >/%ﬁ 1), E(s)elg)) ds
< 1m/ e>—/%ﬁ (e(f), E(s)e(g)) ds
GU%/E > /ﬁKﬁ ), E(s)e(g)) ds

[ (500 [Bls) ~ Bl |-

= lim

= lim

En conclusién,

GU%/E > /ﬁKﬁ ), B(s)e(g)) ds

[ (500 [B.ls) ~ Bl |-

= lim
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Por otra parte, sea C' = sup,¢(o41|[Bx (f,9)](s)|}, que es finito dado que
fyg € Loc. Asi:

lim

i B (f,9)(e(f), [En(s) — E(s)]e(g)) ds

SIMOAKdnﬂM@—E®k@H®
SCMAWWM%@—MﬂmWh

t 1/2
scwﬂmnWM(Anwwﬂ—M@mew)
0.

Sustituyendo lo anterior en la igualdad (2.29)), se tiene lo pedido.
O

Concluyamos esta Seccion mostrando que también la Segunda Forma Fun-
damental es valida para procesos integrables.

Teorema 2.49. Sean E y F dos procesos integrables y Ky, Ko dos inte-
gradores bdsicos. Entonces la Sequnda Forma Fundamental es verdadera.

Demostracion. Sean {E,} y {F,} dos sucesiones de procesos simples que

aproximan a E y a F', respectivamente. Por la continuidad del producto
interno y la Segunda Forma Fundamental para procesos simples:

</E ) dK; (s /F ) dK (s )>
_ hm</E YdKy(s) e <f>,/0 L (5) AKa(s) o)

~ Jim / ([ Bty arcc <f>,[ﬁK2<f,g>]<s>Fn<s>e<g>>

+hm/ <5K1 9, I( / Fo(r) dKa(r) e(g )>

+lim /0 (B, (1)) (5) En(8)e(£), [ (9)] () Fr(s)e(g)) d(s),  (2.30)
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siempre que estos limites existan. Lo que haremos sera probar que, efecti-

vamente, tales limites existen. Como f y g son localmente acotadas, ex

C1, Cy, C3 y C4 que cumplen

B (g, NI(s)] < C
B (£, 9)(s)| < Cy
[y (D)) < C
s (D](s)] < Ca

g
para toda s € [0,t]. Sea C' = max{Cy, Cy, C3, Cy}.

Tenemos:

<

IN

IN

IN

/{< () e(£), Brca( . D)(5) Fuls g>

o)}

</0E ) e(1), [, 0)](5) P (r)e
/</E () (). e £ DO 5)ela) )
</0 E(r) dKi(r) e(f), [Br,(f, 9))(s) F(s)e(g) )| ds
/</ B{r) Ky (r) 7). B 1. 906 Fa(s)e) )| s
([ e ) B ) ) (Fls) = Fu))ela) )| s
A /OEnm B 45, (1) e() | 181 (1. ) (9)Fu(9)elg)]| ds

/
0

t s
|
0

t s
+c/
0

/0 "By dKL(r) e(f)

118, (f; 9)1(s)(E'(s) = Fuls))e(g)l| ds

/0 E,(r) — BE(r) dE,(r) e(f)

n(s)e(g)]| ds

/0 E(r) dKy (1) e(f)

I(F(s) = Fn(s))e(g)ll ds,

donde hemos usado nuevamente la Desigualdad de Schwartz. En resumen,

/ot {</ Eo(r) dK(r) e(f), (B, /. g)](s)Fn<s>e<g>>

1sten



82 El Calculo Estocastico Cuantico

_ < / B dK(r) e(f), B g>]<s>F<r>e<g>>} ds

t
gC/
0

t
+c/
0

Usando primero la Desigualdad de Schwarz en L?[0,t] y luego el Estima-
do Fundamental en el primer sumando del lado derecho de la desigualdad
anterior tenemos:

[ #e = myaio et H | IF (et ds

(/ ) ([ 15 ||ds)/2
< (v [ / I(E ) ()Herds)m
([ rds) (232

Por el argumento con que se concluyo la prueba del Estimado Fundamen-
tal, se tiene que f(f | Fu(s)e(f)||* ds converge a f(f | F(s)e(f)]|*ds; en parti-
cular, esta sucesion es acotada, digamos por ¢g. Por otra parte,

[ [ 101 = Bonecsiparas
< //n De(f)II? drds
- /|| De(f)? dr.

Por lo tanto, en el lado izquierdo de la desigualdad (2.32]), se tiene

/Ot

/Os E,(r) — E(r)dKy(r) e( H 1En(s)e(g)]| ds

[ B a1 (g)l ds. (2.31)

IN

/ CEu(r) — E(r) dK\(r)

/OSEnm B(r) dFy(r H |17 e ds

Yzt [, ()] dr)m. (233)
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Usando de nuevo la Desigualdad de Schwarz en L?[0, ] y luego el Estima-
do Fundamental en el segundo sumando del lado derecho de la desigualdad

(2:37)), tenemos:

// B k(1) ()

(F(s) = Fuls))e(g)]| ds

( >/ ([ )
<E ft//HE ||dd) (/n ||d)1/2

v [ [ e ||dd)/ (/ (7 /d)/
= (v [ 1B Hdr) ([ nre Hds) -

Sustituyendo la desigualdad anterior y (Z33)) en (Z3T):

/Ot {< / B () A (1) e(f), [Bral . g)](s)Fn<s>e<g>>

B < /OSEO“) dK:(r) e(f), [Bra(f, 9)](3)F(7“)6(g)>} ds‘
< oV 1 [ IEm <>><>||d)1/2

ve (wiron [ 1EOU) dr) (/ I(F 9 ds)m.

Cm{E}pxm a Ey{F,}aF,al tomar limites en la desigualdad

anterior, concluimos que

1m/ ([ Bty aistr) ). il ) Pt ) s

/ </O E(r) dKi(r) e(f), [Br,(f, 9)](s) F(s)e (g)> ds. (2.34)

<
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Anélogamente se demuestra que

i [ (18100 DG EIe(). [ Falr) datr) el as

-/ t (10 NEEE). [ F)akelr) eto)) ds. (239

Por otro lado,

IN

IN

IN

IN

IN

/0 (i (N1 (8) En(s)e(f), [vi (9)] (s) Fn(s)e(g)) ds

- /0 (i (N1 () E(s)e(f), x> (9)] () F(s)e(g)) ds

/0 e (D](8) ks (9))(8) (B (8)e(f), Fu(s)e(g)) ds

/ e (NI(8) i (9))(8)(E(s)e(f), F(s)e(g)) ds

/ le s @I ($)el). Fal5)e(9)
f) F ><>>rds
c? / (& s)elg) — (EG)e(f). F(5)e(g)]ds

02/0\ n(s) = E(s)le(f), Fu(s)e(9)) — (E(s)e(f), [F(s) — Fu(s)le(g))| ds

c? {/0 ([En(s) — E(s)le(f), Fn(s)e(g))| ds
/ (E(s)e(f), [F(s) — Fn(s)]e(g)>]ds}

02/ I[E (NIEn(s)e(g)] ds
+02/ V() IIIF(s) — Fa()le(g)]] ds

o ([ e, 1/2%18)1/2 ( / e d>//
+c?(/ I1B(s) H2ds> ([ e et ds )
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< i ( [ 1B - B ds>1/2

vor ([ ipsesieas) - ([ nEas) - Fpeta? as)

Por tanto,

1/2

h'm/o (v, (D] () En(s)e(f), i (9)] (8) Fn(s)e(g)) ds
:/<[7K1(f)] (s)E(s)e(f), o (9)] (s)F(s)e(g)) ds. (2.36)

0

Sustituyendo los limites (Z34), (Z33) y ([230) en la igualdad (Z30) se

tiene lo pedido.
O

2.7. Procesos Continuos y Algunas Ecuaciones
Diferenciales Estocasticas Cuanticas

En esta Secciéon definiremos un concepto de continuidad que nos permi-
tira tener una clase amplia de procesos integrables, ademés de que intro-
duciremos algunos ejemplos de ecuaciones diferenciales cuanticas.

Un proceso adaptado E es continuo si, para cada f € Loc, las funciones
con valores vectoriales t — E(t)e(f) y t — Efe(f) son continuas en R.

Proposicién 2.50. Los procesos AT, A, A y T son continuos.

Demostracion. Sea K cualquiera de estos procesos. Tomemos t € R, fija.
Entonces, para s € R

K (B)e(f) = K(s)e(HII* = K = K(s)]e(f)]
= (K1) = K(s)]e(f), [K(t) = K(s)]e(f))-

Basta ahora con aplicar el Lema [2.30 y utilizar el hecho de tener que si
K es un integrador bésico, entonces KT también lo es.
O
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Como sucede con las funciones de tipo integral en el calculo usual, tam-
bién nos resulta que las integrales de procesos integrables son continuas. Mas
precisamente:

Teorema 2.51. Sean E un proceso integrable y K algin integrador bdsico.
Entonces el proceso M(t) = f;E(s) dK (s) es continuo.

Demostracién. Como E' es integrable y M viene dado por

M@:/E%mw@,

es suficiente con probar que la funcién t +— M(t)e(f) es continua para ca-
da f € Loc. Dados s1,s9 € Ry, con s; < s9, definamos el proceso E =

t
Lis;,s0) 2. Entonces E es integrable y, parat > s,, tendremos / E(s)dK(s) =
0

s2 s1
/ E(s)dK(s) —/ E(s)dK(s) = M(sy)— M(sy). Luego, por el Estimado
F%ndamental: ’

2

1M (s2)e(f) = M(s)e(N)* = /OE(S)dK(S) e(f)

< W0 [ 1B
= w(r0) [ IEHDIds

Basta ahora hacer |s; — s3] — 0.
Mostremos ahora que los procesos continuos son integrables.

Teorema 2.52. Si E es un proceso adaptado continuo, entonces es inte-
grable.

Demostracion. La continuidad de la funcién t — E(t)e(g) garantiza la con-
tinuidad, y por tanto medibilidad, de la funcién t — (e(f), E(t)e(g)) para
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cualesquiera f, g € H,. Tomemos la sucesién de procesos simples { £, } dados
por

n2 .
Enlt) = 3 11z o (DE (3 . 1) .
j=1
Si f € Locyt > 0 es fijo, afirmamos que {E,(s)e(f)} converge uni-
formemente a E(s)e(f) en [0,t]. En efecto, sea ¢ > 0. Como s — E(s)e(g)
es continua en [0,¢], se sigue que esta funcién es uniformemente continua
n [0,t]. Asi, existe > 0 tal que si s1,s9 € [0,] y |s1 — s3] < J, entonces

[E(s1)e(f) = E(sa)e(f)]] < e

Sea n € N cumpliendo n >ty n > %. Noétese que la coleccion {[%, ﬂ :

j = 1,...,n*} es una particién de [0,n] y [0,t] C [0,n], pues ¢ < n. Para
cada s € [0, ] existe un tnico j(s) € {1,...,n%} tal que
() —1 i
et ]
n n
(s) —1 1 2
Entonces & —s| < — < — < 4. Por lo tanto
n n o n
7(s)—1
5 (22 e - Begetn)| <
Pero

Esto muestra la convergencia uniforme. Basta ahora con integrar para
obtener lo deseado.
U

Los dos resultados previos nos permiten garantizar la existencia de inte-
grales iteradas de la forma

/ dKl(Sl) dKQ(SQ) s dKn(Sn)
0<81<82< <8 <t
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Lema 2.53. Seat >0y f,g € H. Entonces
oo 9 f(s)ds _ 1 _ /t@f(s)efosg(ﬂf(r)fh ds.
0
Demostracion. Basta con derivar las funciones
t s elo o)/ (s)ds yt— /t@f(s)efosm“’")dr ds.
0

O

Ejemplo 2.54 (Algunas Ecuaciones Diferenciales Estocésticas Cudnticas I).
Para cada f € H,, recordemos el proceso Ty dado por Ty(t) = f(t)I. Este
proceso es integrable, y ademds

()= [ T aAt6) v alh) = [ T5(5)dals)
En efecto. Por un lado,
(e(g)a (Fe(R) = (g, F){ele), ()
= [ dselonemy. 2

Por otro lado, por la Primera Forma Fundamental,
(eto) [ Taa ) et} = [ elo) Bato. W) et as

= [T 505) ey s

= [T e s (239)

Comparando (2.37) y [2.38)) se tiene una de las igualdades deseadas. La
otra se muestra de forma andloga. Definamos ahora los procesos

Up(t) = e (1) o Vi(t) = e,
Entonces

(e(9), [Us(t) = Up(0)]e(h)) = (elg), [Us(t) — ITle(h))
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(e(g), Us(t)e <h>> — (e(g), e(h))
— (e(g),e

(e(g ,e<ft+h>> (
eI _ (e(g), e(h
— (elg), e(h)e ) — (e(g), e(h)
= (BT 1) (e(g), e(h)), (2.39)

y, nuevamente por la Primera Forma Fundamental,

(o) () () dAT(5) ()

t

( (9); Bat (g, h) f(s)Us(s)e(h)) ds

9(s)f(s)(e(9), Us(s)e(h)) ds

5)f(5)efo 9 (e (g e(h)) ds

9() f () SOTOD ds (e(g), e(h)).

Comparando lo anterior con la igualdad (2.39)), y aplicando el Lema pre-
V10, S€ Sigue que

(el9), [0 (1) — Uy (O)]e(h)) = <e<g>, | rouss e<h>> .

Il
o\o\ﬁ\o\
‘ -

Por tanto,
t
Us(t) — U (0) = /0 F(5)Us(s) dAl(s), (2.40)
o reescribiendo en términos de una ecuacion diferencial estocdstica, hemos
probado que Uy satisface la ecuacion dU; = fU;dA" con condicidn ini-

cral Ud()) = I. Mds aun, de la misma forma se prueba que V; satisface
dVy = fVidA con condicion inicial Vy(0) = I.

Luego, suponiendo que estas ecuaciones diferenciales admiten una solu-
cion unica, tendremos:

W, 1) = ( / ' g(s)(s) dAT(s) + I)T
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= /0 t g(s)Ul(s)dA(s) + I.

Ast, UJr satisface alUJr = gUTdA con condicion inicial UJ(O) =1, delo
cual concluzmos que UT Vy. Andlogamente, V= Us.

Sea L : Ry — C dada por L(t) = (e(u), Vi (t)Uy(t)e(v)). Entonces

L(t) = {e(w), Vi(t)Us(t)e(v))

Por tanto, por la ecuacion [2.4(]
L(t)
t t
= ([ rusaat e, [ gv,04" e)) + w0
0 0

+ </0t fU; dAT e(u),e(v)>
4 <€(u),/0thg dal e(’u)>

_ /Ot </0 FU; dAT e(u),ﬂgUge(v)> ds
+/0t <vafe(u),/OnggdAT e(’u)> ds

/ (fUse(u), gUye(v)) ds + {e(u), e(v))
w), vFVye(v)) ds + / (e(u), TgUye(v)) ds
/ fU;dAT ¢ (u), Uge(v )> ds

<Ufe gU dAT e(v) + e(v )> ds
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= /Oﬂg<Ufe(u),Uge(v)>ds+/0 vf(Use(u), Uge(v)) ds
+/0 FalUre(u), Uge(v)) ds + (e(u), e(v))

= /O (@g +vf + Fg)(Upe(u), Uge(v)) ds + (e(u), e(v)).

Nétese que para la tercera igualdad se ha usado la Sequnda Forma Fun-
damental. Hemos probado asi que L es absolutamente continua y derivable,

y ademds satisface L'(t) = (u(t)g(t) +v(t) f(t) + f(t)g(t)) L(t) con condicidn
inicial L(0) = (e(u), e(v)).
Por otra parte, sea G : R, — C dada por
G(t) = e (e(u), Uy (t) Vi (t)e(v)).
Entonces
G(t) = eV e(u), Ug(t)Vy(t)e(v))
9 (Vy (t)e(u), Vi (t)e(v)).

Llamemos F : Ry — C a la funcion dada por (Vy(t)e(u), Vi(t)e(v)), de
modo que G(t) = ev90 [(t). Andlogo al proceso anterior, se demuestra que

) = e<ff’gt>{ / <v?+ug><vg<s>e<u>,vf<s>e<v>>ds+<e<u>,e<v>>}

= s { /O T +Tg)F(s) ds + (e(u) e(v))} |

Luego, G es absolutamente continua y derivable, cumpliendo G'(t) =

e [u(t) f(t) + ut)g(t)]F(t) + f(t)g(t)G(t) con condicion inicial G(0) =
(e(u),e(v)). Usando el hecho de ser F(t) = e~ Y99G (1), y que {(e(u), e(

nunca se anula, concluimos que G'(t) = (v(t)f(t) +u(t)g(t) + f(t)g(t)’)G(
con condicion inicial G(0) = (e(u), e(v)).

Pero la ecuacion diferencial anterior es la misma que satisface L. Asi, es
sencillo deducir que L(t) = G(t) para toda t > 0, con lo cual hemos probado
la relacién de conmutacion Vi(t)U,(t) = Vo900, (t)V;(t) mediante las For-
mas Fundamentales.
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Ejemplo 2.55 (Algunas Ecuaciones Diferenciales Estocasticas I1). Para ca-
da f € H, sea Wy el proceso dado por We(t) = Wi(f:), donde, para s € R y
u € H, se define W(u) como en el Teoremal2.9. Entonces

{e(w), (Wy(t) = Wr(0) e(v))
(e(u), Wr(t)e(v)) — {e(u), Wi(0)e(v))
)

{e(w), Wi(fi)e(v)) = (e(u), e(v))
e WelPR2e=tev) (o), e af (1) e(v)) —

e~ IFell2/2={fev) Hu fo)+ (uw) o (uv)

1 t t
= exp (—5/ |f|2ds—/ fvds+/ﬂfds—|—/ Uvds)
0 0 0 Ry
—exp (/ ﬂvds).
Ry

Por lo tanto

2 {elu), Wy(Be(0)
= (=3O - F@eto) + W) ) elw), Wilt)ete)) . (240

Por otra parte, por la Primera Forma Fundamental,

(etw). [ FW515) 041(5) )

- / al(s) £ (s){e(u), Wi(s)e(v)) ds. (2.42)

Andlogamente,

_ /0 o(s)F () (e(w), Wi(s)e(v)) ds, (2.43)
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- /0 £ (s)P{e(w), Wy(s)e(v)) ds. (2.44)

De las igualdades (2.42), (2.43) y ([2.44) se sigue que

& ({etw [ s aans ew))

_ <e<u>, / FIW;(s) dAs) e<v>>
1
;

= {uwir0 - v07@ - 517008 | x e, Wy e(w). - @19

Comparando la ecuacion anterior con (Z41]), concluimos que, para toda
£>0,

(e(w), Wy (B)e(v)) +C
= (el [ (GEW5(5)AT(6) = FOW(6) 4A(5) = FAPW 4T (0) (o).
0

para alguna constante C'. Tomando t = 0, obtenemos C' = (e(u), W;(0)e(v)),
y de esta manera hemos demostrado que Wy satisface la ecuacion diferencial

_ 1
AWy =W; | fdAT — fdA — 5|f|2dT

con condicion inicial Wp(0) = 1.

Comentarios

Como ya se ha comentado, los desarrollos de la teoria dados por Hudson
en [5] y Parthasarathy en [13] son distintos, pero equivalentes. En particu-
lar, Parthasarathy define los operadores de creacién, aniquilacion y segunda
cuantizacién diferencial a través de los grupos # (u), 9 (U;) y #' 9 (u) medi-
ante ciertas relaciones llamadas Relaciones Canodnicas de Conmutacion, las
cuales seran presentadas en el siguiente capitulo.
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Es importante hacer notar que todas las demostraciones de este Capitu-
lo son nuestras. Las contribuciones en este sentido han sido la definicién de
los coeficientes f (ver (24])), el Lema de Descomposicién (Lema 2.24) y las
Diferencias de Martingalas (Lemas 223 y 2.30).

Originalmente, en [5] se presenta al Estimado Fundamental como el maxi-
mo entre 2el/1° et sup{|f(s)|? + [f(s)|* : 0 < s < t} y 2. Nosotros hemos
obtenido otro Estimado Fundamental.



Capitulo 3

Aplicaciones

En este Capitulo veremos algunas aplicaciones de la teoria desarrollada en
los Capitulos previos. En la seccién 3.1 comparamos los Calculos Estocésti-
cos Clésico y Cuantico, mientras que en la 3.2 trabajamos las Relaciones
Canoénicas de Conmutacion y los espacios de Bosones y Fermiones.

Para lo referente a la Integral Estocastica Clasica y al Movimiento Brow-
niano que necesitamos, puede consultarse el Apéndice B.

3.1. Relacion entre los Calculos Estocasticos
Clasico y Cuantico

En esta Seccién mostraremos cémo el Calculo Estocéastico Clasico es,
desde cierto punto de vista, un caso particular del Cudntico. Sea u : [0, 00) —
C localmente integrable tal que u(t) € R para todo t > 0. Para cada tiempo
t, denotemos por u; a la funcién 1y qu € H. Sea I el proceso dado por E(t) =
a'(us) + a(uy). Tomemos como dominio de E(t) a &,. Lo anterior es posible,
va que & C D(a'(u;)) N D(a(u)) = D(a'(u;) + a(uy)). Si hacemos v; = iu,
entonces, por las propiedades de linealidad y antilinealidad de creacién y
aniquilacién en sus vectores de prueba (Proposicién 2.4)):

iE(t) = ia'(u) + ia(uy)
al (iug) — aliuy)
(

al vy) — a(vy),

95



96 Aplicaciones

donde seguimos tomando como dominio a &,.
Lema 3.1. Para cadat > 0, el operador E(t) es esencialmente autoadjunto.

La demostracién de este resultado escapa del tema central de la investi-
gacién. Una prueba puede consultarse en [3].

Sea E(t) la extensién autoadjunta de E(t). Entonces U, = e**F®) est4 per-
fectamente definido y, por el Teorema 2,14l es unitario en F(H) y ademas
E(t)p = —id%U8|8:0¢ para cualquier ¢ € D(E(t)). En particular, para ¢ € &,,
tendremos E(t)¢ = —i-LU,|,—0¢.

Por otra parte, si ¢ € &, entonces, por el Teorema [2.11] —z'd%Ws (V¢)|s=00 =
E(t)¢. Por lo tanto W,(v;)¢ = ¢**F®¢ para cualesquiera s € Ry ¢ € &,. En

particular para e(0), usando el Teorema 213, tendremos (e(0), e*F®e(0)) =
t

52 2 32 2 52 2
(e(0), Walw)e(0)) = e~ 5 10l = =l = o= o,

Veamos ahora que los elementos de la familia {E(t)}:>o conmutan dos a
dos en el sentido de que los grupos unitarios que generan, conmuntan. Para
ello, notemos que la Proposicién sigue siendo valida para W(v;), en el
pues si e(f) es un vector exponencial restringido entonces, por definicién de

Wi(ve), Wi(ve)e(f) = ef%

[sve .« .
que e =3 —sefle(f + sv;) € E,. Por tanto W,(v;) transforma al dominio
exponencial restringido en si mismo.

—swofe(f 4 sv,) y, como f 4+ sv, € Loc, se sigue

Proposicién 3.2. Sean x,y € R y s,t > 0. Entonces

eixmeiyE(t) —e

wyE(t) eixE(s) )

En particular, parat = s se cumple ¢@E®WBO = cil@+yE()

Demostracion. Sea e(f) € &.. Como W, (v;)e(f) pertence al dominio expo-

nencial restringido, entonces e*F®)eWEWe(f) = W, (v,)W,(vs)e(f) v, por la
misma razén, eVFOeES)e( f) = W, (v,) W, (vs)e(f). Luego:

eimE(s) eiyE(t)e(f)
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= Wy(vs)Wy(ve)e(f)
2 lvoe I
—ERT RN, (v e (f + yur)
_ el (v, f) 7M71(v fHyvr)
= e B) Y\l e 2 )] TYUt €(f+y/0t+xvs)
_ e*M*?]@’tvf>7M7x<vS7f+yvt>e(f + yvy + xvs)

T L w f)_IQHvsHQ —ax(vs, f)—2y(vs,v1)
= ez ¥ P )T o f 4y + xvg). (3.1)

= €

Como (v, vy) = (us, us) = OSM u?(r)dxr € R, donde s At = min{s,t},

entonces xy(vs,vy) = xy(vy, vg), y por tanto, por la simetria en la ecuacién

B10), se tiene
Wa(v)Wy(vr)e(f) = Wy () Wa(vs)e(f),

O en otros términos, P& eWEWe( f) = eWENeEG)e( f),

iz E(s) eiym

De esta forma, se cumple lo pedido en todo &, y como e y

eWEM ¢iwE(s) son acotados e iguales en todo un conjunto denso de F(H), se
concluye la igualdad en todo el espacio de Fock, que es lo que se queria
probar.

O

Una de las implicaciones de esta conmutacién es la existencia, para cua-
lesquiera tiempos t1, to, . . ., t, de una medida de probabilidad en R¥, digamos
Ptl,...,tk7 tal que

(e(0), e X B te(0)) = / VAP, (y),

Rk

donde x = (x1,...,7;) € RF.

Ademas, nuevamente, como esta familia de operadores unitarios conmu-
ta, entonces la familia de medidas de probabilidad {P;,, . : k € N,t; > 0}
cumple la condicién (B.I]) del Teorema de Extension de Kolmogorov (Teore-
ma [B.I)). M&s aun, por tratarse de medidas espectrales asociadas al vector
vacio de la familia conmutativa de operadores {d_,_, . E(ly) : x € R, >
0,k > 0}, es claro que se satisface la condicién (B.2) del mismo Teorema.
Por lo tanto, existen un espacio de probabilidad (clasica) (21, F1, P1) y un
proceso estocdstico (clasico) X = {X[F};50 en  tales que las distribuciones
finitodimensionales de X* son precisamente las medidas Py 4,
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Por otra parte, para cualesquiera x1, s, ..., x,,t1,t2,...,t, € R, con los
t; positivos, se cumple la igualdad

ZZJ 1z E(t) Hezx] (32)
en todo el espacio de Fock F(H).

Teorema 3.3. Sean x1,xs,...,%y,t1,t2,...,t, € R, donde las t; son positi-

vas. Entonces
n n
iz, E(t;
He B =y E Ty,
j=1 Jj=1

en el dominio exponencial restringido.

Demostracion. Nétese que en general W, (u) = Wi (zu). Usando esta identi-
dad mostraremos primero el resultado para j = 2. Sea e(f) € &.. Hagamos
el cambio de notacién x; = x, x93 = y, t; = s y to = t. De la ecuacién (B1),
tenemos:

- 2110112 220
eimE(S)eiyE(t)e(f) — e_w_y@taf)_%_m@s:f)_my Vs ,Vt) (f + YU + I'US)
= e ((zvs,2vs)+2(zvs,yve) +(Yyve, yvz))€< (yve+zvs), f (f + yv; + Z'Us)

2
llzvs+yve | < (zvs+yve), f (f + zv, + yvt)
[zvs +yvell? (= (zvstyve). f) al (zvs+yvr) )

e(f
vty ol (s byon) o (~(@vetyme).f) o f)

_1
2
_1
2
_1
= e 2
_1
2
e llavs il gat @vskyon) ga(—(avs+yn) o )
— |:® <€*§||ftvs+yvt|| ’xvs _'_ nyt’ [’ _(xfus _'_ yvt>)i| e(f)

= Wi(zvs +yuee(f). (3.3)

Hemos probado la afirmacién para 7 = 2 en los vectores exponenciales
restringidos, y por tanto, en todo &,. Més aun,

e TPONEDe( f) = W, (v, Wy (u)e(f) = Waav)) Wi (yvr)e( f)

para cualquier vector exponencial restringido. Luego, por la ecuacién (B.3),
deducimos que

Wl (xvs)Wl (yvt) = Wl(xvs + yvt) (34)
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en todo &,

Para j > 2, observemos que, de la ecuacién (34]), nos resulta

H Wi ( x]vt] (Z x]vt]> .

Pero el lado izquierdo de esta igualdad es precisamente H?Zl eiEt) de
donde se tiene lo pedido.
O

3.1.1. Proceso de Posicion y Movimiento Browniano

Del resultado anterior y la ecuacién (3.2)) se sigue

(e(0), ¢ = mEWe(0) )

- <e(0),H€ij(m€(0)>
= <e(0),W1 (Zlﬁjvtj €<O)>

2
1 n
= exp D) ijvt].
=1

1]  —
= exp 5 —Zijvtj
j=1

2

= exp |—

1 n
2|2
= exp (Z | zju, |2 +Z%$k (g, uy, )] . (3.5)

k#j

Pero notemos que, para cualesquiera s,t > 0, se tiene

(g, 1) = /O " w?(z) da.
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Por tanto, en (3.5):

(€(0), e/ T E e () )

B 1 n n
= ep -3 (Z [l I” + ijxk<utja Utk>>]
I i=1 ke
B 1 n t; n tj Atk
= on |5 (Y4 / o) de+ Y ay / W2 (z) da
L J=1 k#j
[ 1 n ti Aty )
= exp | =5 ;1xjxk/o u(z)dz| .
L J,R=

Hemos mostrado que las transformadas de Fourier de las distribuciones
finitodimensionales del proceso X¥ vienen dadas por

Etl,...,tk (xla SR xk) = / ei<x,y> dPtl,---ytk (y)
Rk

1 ti Nty
=exp |—= xjxk/ w?(r) dx
2 0

jk=1

En particular, si u = 1, entonces E(t) = a'(1j4)+a(lpy) = AT(t)+A(t).
Denotemos por () a este proceso, llamado proceso de posicion. Luego, las
transformadas de Fourier de las distribuciones finitodimensionales del proceso
clasico X? vienen dadas por

~ 1 &
Qtl,...,tk (171, cee 71719) = €Xp [_5 Z x]xk(t] N tk')] : (36)

jk=1

Sea W = {W, };>¢ el Movimiento Browniano estandar descrito por la me-
dida de Wiener P en el espacio de funciones continuas de R, a C, denotado
por C(R,, C). Escribamos L?(P) para referirnos al espacio L*(C'(R,, C), F, P),
donde F es la o-algebra generada por el proceso browniano. A partir de
aqui y hasta el final de esta Seccién, usaremos la letra W tnicamente para
refererirnos al browniano.

Asi, el proceso X% es equivalente, en sentido distribucional, al Movimien-
to Browniano. Luego, el Movimento Browniano estdandar es equivalente dis-
tribucionalmente a un proceso estocastico clasico inducido por el proceso de
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posicion. Pero podemos decir mas.

Recordemos que dada f € L?(R, ), tal que f(z) € R para toda z, el pro-

t
ceso estocastico { / f(s)dW; tiene distribuciones finitodimensionales
0 >0

(/Otl /(s) dWs,/Otz £(s) dWs,...,/Otkf(S) dWs> ~ N(0.C),

donde la matriz de covarianzas C' viene dada por C;; = st f?(s)ds. En

0
particular, esto es cierto si f € H, es real-valuada.

Por lo tanto, las distribuciones finitodimensionales asociadas al proceso
anterior son precisamente las distribuciones finitodimensionales del proceso
X% para E(t) = a'(f;) + a(f;) que, del Ejemplo 2541 y haciendo uso de que
f(x) € R, es precisamente el proceso cuantico

{ () d(AT(s) + e

t>0

t t
Es decir, los procesos {/ f(s)d(Al(s) + A(s))} y {/ f(s) dWs}
0 >0 0 t>0
son distribucionalmente equivalentes.
Otra manera de pensar el browniano como un proceso cuantico es iden-
tificar, via isomorfismos, ciertos espacios de Hilbert. Para ello usaremos el

siguiente lema, que es consecuencia de las propiedades basicas de la Trans-
formada de Fourier.

Lema 3.4. Para cada z € C, sea g, : R — C dada por g.(z) = e**. Entonces
el congunto {g, : z € C} es total en el espacio L*(R, B(R), i), donde u es la
distribucion normal estdindar.

Asi, sean p la distribucién normal estandar en la recta real y

L%(4) = L*(R, B(R), ).
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Consideremos el espacio de Fock F(C) = ¢?(N). En la Seccién [L4 probamos
que, para cada z € C, el vector exponencial asociado a z viene dado por

e(z) = (1,2, (271222 (37123 ...
En L?(p), consideremos la funcién generadora de los polinomios de Her-
mite ¥~ 22" = i %H"(x)’ siendo H,,(z) el polinomio de Hermite de grado
n. Sea Uy : e((C;:i L2(11) dado por [Upe(2)] (z) = €**2%". Recordemos que

e(C) = {e(z) : z € C} es total en F(C). Extenderemos Uy a todo un isomor-
fismo unitario de F(C) a L?(u) usando el Teorema

Para ello, notemos que

U ez ’U elw = /ezm—%ZQng;_%w2€ dl,
(Ube(z), Uoe(w)) i -

_ 61/2(E2+w2)/€(2+w)z€ de

_ 6—1/2(22+w2)€(2+w)2/2

— eEw

= ({e(2), e(w)).

Por otra parte, por el Lema anterior, si para cada z € C definimos h, :
1
R — C por h.(z) = e**2%°, entonces el conjunto {h, : z € C} es total en
L?*(p). En efecto, si ¢ € L?(u) es tal que (¢, h.) = 0 para toda 2z € C, se
sigue

0 =

(¢, h2)
TN za—12 €_$2/2 d
~ [ T@e it —
= 67%22 <¢,gz>, VZ’ € (C,

de donde (¢, g.) = 0 para toda z € C, y por tanto ¢ es la funcién nula. De
esta manera, aplicando el Teorema [I.3, tendremos un isomorfismo unitario
U : F(C) = L2(p) tal que [Ue(z)] (z) = €27 para toda z € C. En parti-
cular, Ue(0) = 1, la funcién constante igual a 1. Mas aun, inductivamente se
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prueba que U(0,0,...,0,1,0,0,---) = (k!)"2H,(z) para toda k > 0.
k
Hagamos un procedimiento anélogo al anterior pero tomando H = L*(R ).

Uno de los objetivos principales de este trabajo es mostrar como la Formu-
la de Ito clasica puede ser deducida a partir de las Formas Fundamentales.
Por esta razon, hemos incluido la demostracion de los siguientes resultados,
los cuales en la gran mayoria de los textos se desprenden a partir de la Férmu-
la de Ito, misma que no hemos deducido hasta este punto y, por lo tanto, las
demostraciones propuestas no haran uso de esta férmula.

Lema 3.5. Si A\ € C, y X € L*(Q, F, P) es una variable aleatoria con dis-

tribucion N(0,02), entonces [, X dP existe y es igual a e3)".

Lema 3.6. Sean F,F, : Q — R, y G, G, : Q0 — C integrables en un cierto
espacio de medida (S, F, p). Supongamos que

» F, = F puntualmente y [ F,du— [Fduy
w |G| < M y G, — G puntualmente.
Entonces [ G,F,dp — [ GFdpu.

Teorema 3.7. Para h € H se tiene:

a) Sih es real valuada, entonces [;° h(s) dW, € L*(P) y tiene una distribu-
cign N (0, [h]}3).

b) elo” M) dWe=g [ hA(s)ds ¢ [2(P) y tiene media 1.

Demostracion. Usaremos el hecho de si {X;} es una sucesién X : 2 — R
de variables aleatorias normales para cada k' y X — X en L?(2), entonces
X es normal, el cual puede consultarse en [12], pag. 307.

a) Tomemos {hj} una sucesion de funciones escalonadas en H tales que
hi — h en H y hy(z) € R para cada k y cada > 0. Por la Isometria
de Ito, [;° h(s)dW, € L*(P).
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Sihy, = >, ¢jlia; p;) con los [a;, bj] disjuntos, entonces Jo~ hi(s) AW, =
S i1 cj(Wy, —W,,). Como las W, — W, son variables aleatorias inde-
pendientes con distribucién normal N (0, b;—a;), se sigue que f0°° hi(s) AWy
tiene una distribucién normal con media O y varianza )7 ¢5(bj—a;) =
J° hi(s)ds = ||hg]|3. Se concluye que [ h(s) dW tiene distribucién
normal con media 0 y varianza ||h||3.

b) Sea h = 7", ¢jlj,p,) € H con los [a;, b;] disjuntos. Entonces las varia-

bles aleatorias W, — W, tienen distribucién N(0,b; —a;) y son inde-

pendientes, de modo que:

/ el MW qp - = / exi=1 9o~ Wey) g p
Q
- H / b Wap) ap
— Heéfﬁ(by‘*%’)

622] 1 ](b] a’])

= h2(s )ds
62 fo ( ,

donde la segunda linea se obtiene de la primera por la independencia
de las Wy, — W,,, y la tercera por el Lema[3:5l Por lo tanto efo #(s)dWs

estd en L'(P) y su media es ez 3 oo h¥(s) ds
h(s)dWs—3 [5° h%(s)ds

. Asi, si h es escalonada, en-
tonces la media de elo
prueba que efo M5)dWs ost4 en LQ(P)

es 1, y un argumento similar

Para el caso general, sea h = a + ib, con a,b : 2 — R Lebesgue inte-
grables. Tomemos una sucesién de funciones escalonadas {h, = a, +
ib,} tales que h,, — h puntualmente y en H, y ademds fooo an(s) dWs
y f b s) AW, convergen en L*(Q) y puntualmente a [~ a(s)dW, y
fo dW Obsérvese que

/ AW  p — / oI als) AW, i [ b(s) dWs g p.
Q 0
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Por (a), las variables aleatorias [J° a,(s) AW, [~ a(s) AWy, [5° by (s) AW,
y J,” b(s) AW, tienen distribucién normal con media 0 y varianzas ||a, ||3
llall3 1|b.]3 v ||0]|3, respectivamente. Asi, por el Lema [3.5,

/efoooan(s)dWs dP = e%foooa%(s)ds
Q

/ efooo a(s)dW; dP = e%fooo a?(s) ds
Q

Verifiquemos las hipdtesis del Lema B8 Sean F, = efo en(s)dWs fr —
efooo a(s) dWS) Gn —_—1 Jo~ bn(s) dWs y G = ¢ Jo~ bls) dWs

2
n

Como a, — a en H, entonces ||a, |3 — |lall3. Es decir, [~ a2(s)ds —

Jo” a*(s)ds. Por lo tanto

/efoooan(s)dW5 dP = e% Oooa%(s)ds
Q
N 6% f0°° a?(s)ds

- / el a W qp
Q

Luego, F, converge a F' puntualmente, y sus integrales también. Por
otra parte, es claro que {G,} es una sucesién acotada, que de hecho
toma valores complejos de moédulo 1. Como G,, — G puntualmente,
estamos en las condiciones del Lema y por tanto

/ oI5 an(®) AWt [ ba(e)aWs g p / FoGpdP
0 Q
. / FG AP

— / ol als) dWerti [ b(s) dWs q p
Q

Pero [, elo” an(s) AWsti [ bn(s)dWs g p — Jo elo () AWs 4Py las h,, son
escalonadas, asi que esta familia de integrales es constante e igual a 1.

Asi,
/ efooo a(s) dWs+i fooo b(s) dWs dP = 17
Q
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lo cual concluye la prueba.

Teorema 3.8. La familia
{el moaw -y a0 e gy

es total en L*(P).

Demostracion. Para demostrar lo anterior, dividiremos la prueba en varios
pasos. Recordemos que L?(P) denota al espacio L*(Q, F, P).

Paso 1 Notemos que F es la o-algebra generada por la familia

Wi teQy}.

En efecto: Sea Fo, =c({W;: t € Qi}). Alser F =o({W;: t € Ry }),
es claro que Fg, C F. Por la definicién de F, bastara con ver que W,
es JFg,-medible para cada t > 0. Asi, sea t > 0. Entonces existe una
sucesion de racionales no negativos {q,} tales que ¢, — t.

Como las trayectorias del browniano son continuas, se sigue que W, (w) —
Wi(w) para cada w € Q fija. Es decir, {W,, (w) },en converge puntual-
mente a Wy(w), y por tanto W; es Fg, -medible, lo cual muestra la
afirmacion.

Paso 2 Escribamos a los racionales no negativos como una sucesién Q, =
{ry,re,- - }. Denotemos por F, a la o-dlgebra o({W,.,, W,,, ..., W, }).
Es claro que o(UF,,) C F. Pero por el paso 1, F C o(UF,). Se concluye
la igualdad o(UF,) = F.

Paso 3 Notemos que el proceso { E[f|F,]}52, es una martingala clasica aco-
tada en L%(Q, F, P) y, por tanto, es convergente en L*(Q), F, P).

En efecto. Por la propiedad proyectiva de la esperanza condicional, se
tiene que es martingala clasica. Ademas, como la esperanza condicional
en L?(P) es una proyeccién, entonces es una contraccion en ese espacio:
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sup [|E[f|Fulllz < Ifll2 < oo. Para cada n > 0, llamemos X,, a la

variable aleatoria E[f|F,]. Como {X,} es martingala cldsica, entonces
sus incremententos son ortogonales. Luego:

21715 = 1 X1 — Xol?

n—1
= D I1X = X5,
7=0

de modo que la serie 327 || X1 — X;[5 es convergente. Asi, si n > m,
entonces

n—1
1Xn = Xll3 = > 1X500 = X5 === 0.
j=m

Por lo tanto {X,,} es de Cauchy en L?(P). Concluimos la existencia de
un Y € L*(P) tal que X, Zy.

Veamos ahora que f =Y.

Sea A € F,, con Ay n fijos. Por definicién de esperanza condicional,

/AfdP:/AE[ﬂ}"n]dP:/AXnszfﬂlAXndP.

2 2 1
Por otra parte, como X L Y, entonces 14X, LT 14Y,dedonde 14X, L,
14Y y, asi,

/deP—>/YdP. (3.7)
A A

Para [ grande, como n es fijay { E[f|F,]} es martingala clasica, se tiene

/E[Xl\}"n]dP - /XndP
A A

= /AfdP.
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Usando esto y, nuevamente, la definiciéon de esperanza condicional,

/AdeP:/AE[XAFn]dP:/AfdP

para [ > n. Se sigue de la convergencia en (3.7) que

/fdP:/YdP Yn >0y VA€ F,.
A A

Para ver que f =Y, basta con demostrar que fA fdP = fA Y dP para
cualquier A € F, asi que mostremos esta tultima igualdad. Sea L la

coleccion
Ez{AE.F: /fdP:/YdP}.
A A

Demostraremos que o(£) = F. Como fA fdP = fA Y dP para cualquier
n y cualquier A € F,, entonces [ A fdP = / 1Y dP para cualquier
A € U,5o Fn- Es fécil ver que esta unién es un Il-sistema.

Notemos que £ es un A-sistema:

» ()€ L, ya que ) € F, para cada n.

» Si A, B € L con AC B, entonces

fdP:/fdP—/fdP:/YdP—/YdP:/ Y dP,
B—A B A B A B—A

yasi, B—Ae€L.

» Si Ay, Ag,--- € L, con A € Ay C -+, entonces |14, f| < |f| €
L'(P), de donde

[ sap = [ fraar
UA; Q

= lim f dP (por el Teorema de la Convergencia Dominada)
= lim Y dP

1—00 A
7
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- / YluAi dP
Q

= / Y dP,
UA;

y por tanto UA; € L.

Asi, £ es un A-sistema que cumple UF,, C £ C F. Luego, por el Lema
de Dynkin y el paso 2,

fza(U]-"n) CLCF,

de modo que £ = F. Es decir, [, fdP = [, Y dP paratodo A€ L, y
por lo tanto f =Y.

Paso 4 Sea f € L*(P) tal que (f,elo "®)dWs) = 0 para toda h € H.

Nétese que cada conjunto {ry,72,...,7,} no necesariamente cumple
conry <re < --- <71, Sean pues tq,1s,...,1t, tales que

{ri,ra, ...y} = {t1,ta, ..., 10}

yil <ty <---<t,. Como E[f|F,] es F,-medible, entonces E[f|F,] =
GWy,,...,W;,) para alguna G : R® — C Borel medible. Sea h =
n—1

) E ¢l .40, con ¢ €R arbitrarios. Entonces
j=1

oo h(s)dWs _ i S ei(Wey o —We,)
es JF,-medible. Luego
0 — <f ef;"h(s)dws>
_ <E FIF, oJo7 h(s) dWs>
(GWa .., W, ), @i s Wea =02

i ci(x x
= / GIL‘l,..., ) 2317(]+1 JdPth W,

R
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= /G(:pl,...,xn)D(xl,...,xn)eiE?1167'(“7'“xﬂ')d:pld:pg---dxn,

donde D(xy,...,z,) es la densidad del vector aleatorio gaussiano

(W(ty),...,W(t,)).

Asi, usando transformaciones lineales, concluimos que la Transforma-
da de Fourier de la funcién G(xq,...,2,)D(z1,...,2,) es 0, y como
D(zy,...,x,) nunca se anula, entonces G(x1,...,x,) es la funcién nu-
la. Es decir, E[f|F,] = 0 para toda n.

Pero {E[f|F,]} es una martingala clasica acotada cuadrado integrable
tal que E[f|F.] = E[f|lo(UF,)] = E[f|F] = f. Asi, [ es el elemento
nulo de L?(P).

O

De esta manera, sea Uy : & — L?*(P) dada por
o 1 o
) = oo ([ reyaw. -3 [ seoras).
0 0

(Uoe([), Uoel(g))
= <ef0 ) dWs—3 [o° f(s)? ds efo s)dWs—1 [~ 9(82d3>

Entonces

— /efo F(s)dWs—1 [ f(s) dsefo g(s) dWs—12 [5 g(S)QdeP
Q
= /efo dstf f(s ds+f0 dV[/SfE 5 g(Sst dP
_ / 5o F(8)+g(s) dWs—l Joe( F(s)+9(s)) ds+f0 F(s)g(s)ds dpP
= efo f(s g(s s/efo +9(5)dWS Qfo +9(3 2d3 dP
Q

Pero por e]_ Teorema m fQ efooom‘f'g(s)dws_%fooo(m‘Fg(S))Q ds dP — 17 y
ast, (Ue(f), Une(g)) = eh™ 199 = (e(f), e(g)).
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Corolario 3.9. Sean f,h € H. Entonces

t t
/ / F(s)dW, elo” M) dWsmg [ h2(s)ds g p — / F(s)h(s)ds.
Q 0 0

En particular, [, W, el hls)dWs—g [§" h2(s)ds g p — fot h(s)ds

Demostracion. Primero, observemos que

/ /f dW efo dstf o h2(s)ds Kz

t
e </ f(s) dWsyefooo h(s) dWS*%IOOO h2(s)
0

Sea t > 0 fijo y A € R. Nétese que

<ei/\ JEF(s) dWot IX2 [T £2(s) ds efo s)dWs—1 [ h2(s) ds>

(Uoe(idlo,f), Use(h))
= (e (’i>\1[0t}f) e(h))
_ i, F@h(s) ds
o JETA(s) ds.

Por lo tanto

_ <ef0°° 0,0 F(5) AW 57 (N 0,0/ (5))° ds o J5 hls) AWa=3 [ 12 (s) ds>

<€Mfg F(s) AW [ h(s) AW [ 12(5) ds> _ oMy F)h(s) ds =N [ F(5) ds (3.8)

Por otra parte

Mf s)dWs_
- /f ydw, 22% 0en LX(P).

En efecto. Sea F, = fo

ei/\Ft -1

N — 1

2

1
= —||cos\F; +isen \F, — 1 — i\F}||?
A2 2

(3.9)
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= ||(cos AF, — 1) + i(sin \F; — AF)||5

1
= 3 (cos AF, — 1)* + (sin A\F, — A\F})?dP
0

2 : 2
_ / (Cos)\Ft—1> dP+/ (sm/\Ft—/\Ft) P (3.10)
Q A Q A

2 2
Pero (=8=1)" < 1y [, (==AR=1)" ap = [, F2 (==}E=1) dP. As

\F, ) \F,
por el Teorema de la Convergencia Dominda

2 2
lim/ cos A\F; —1 4P — lim Ft2 cos A\F; —1 qp
A=0 Jq A A=0 Jq Ay

i cos A\F; — 1 2
‘/Qﬂlimo( \F) )dp_o’

) 2
lim (M) dP = 0.

Sustituyendo lo anterior en la ecuacion ([B.10), se concluye el limite ([3.9)).
Asi, usando la igualdad (B.8)), tendremos, por una parte,

<€MFt -1 efo h(s) dWs—1 h2(s)ds>

y analogamente,

A
_ <<€ZAF1¢ oJo° h(s) dAWs=1 [ W2 (s d> < 1 oo™ his)aw,—3 h2(s)ds>>

_ <6—2)\f0 f(s)h :s)ds—l)\2 fo f(s ds 1) )

Haciendo A\ — 0, por ([3:9]), el lado izquierdo de la igualdad anterior
tiende a (i ft f(s)dWy el h s)dWs—3 g~ h*(s) ds) 'mientras que el lado derecho

a —i fo s)h(s)ds (basta con derivar respecto a A y evaluar esta derivada

en A =0).

En conclusion: —i fo s) dW, edo” h(s) dWs—3 [§5% h3(s) as) = fo

o equivalentemente,

</f ) AW, elo” P W3 2(8)d8>:/tmh(8)ds
0
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Por el Teorema [LLAl podemos extender Uy a todo un isomorfismo unitario
U : F(H) — L*(P). Notemos que Ue(0) es la variable aleatoria idéntica-
mente 1. Tomemos ¢t € R, fijo. Sean e(f) y e(g) dos vectores exponenciales
arbitrarios. Entonces, por una parte:

(Ue(g), UQ[)e(f)) = (e(g), Qt)e(f))
= {elg),a(lpg)e(f)) + (e(g), a' (Lp.g)e(f))
= ((Lpg, ) + <g,1[0t]>)<€(g)a€(f)>

= gf/fs) (3.11)
Por otra parte,
(Ue(g), WUe(f)) = / W,ele 0+ ()dWa—g [ o) 4/ (5)2ds q p
Q

— elo 9 f(s)ds / W,elo™ 9G)+F(s) dWs=3 [P (g()+£(s)*ds g p
Q
R P N S CIORTIOIRE / W,edo” 96+ (s)aWs g p
Q

= e<9’f>/0 f(s) + g(s)ds, (3.12)

donde la cuarta linea se obtiene de la tercera aplicando el Corolario 3.9 Co-
mo los conjuntos {e(f)} y {Ue(f)} son totales en sus respectivos espacios,
se concluye que el isomorfismo unitario U transforma al operador Q(¢) (la
extension autoadjunta de Q(t)), que actia en un dominio dentro de F(H),
en el operador de multiplicacién por la variable aleatoria W;, el cual actia
en L*(P). Es decir, UQ(t)¢ = W,U¢ para todo ¢ € D(Q(t)). En particular
UQ(t)p = W,U¢ para todo ¢ € E.

3.1.2. Ejemplos y Aplicaciones: Una Férmula de Ito
Clasica
Més aun, si f € Loc, recordando que T es el proceso dado por T (t)e(u) =

f(t)e(u) y aplicando la Primera Férmula Fundamental con () como integrado,
se sigue que

(v [ 111900 c0.vet0)) = { [ 1900 e00)t))
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Luego, por el Corolario 3.9]

U/o Ty(s)dQ(s) e(O):/O f(s)dWs. (3.14)

Si ademés pedimos que f sea variacién acotada, andlogamente se demues-
tra que

/Q s)dTy(s) /Wdf (3.15)

En la Seccién siguiente, usando ciertas propiedades de af(f) y a(f) se
mostrard que el vector vacio e(0) pertenece al dominio de (a'(f)+a(f))". En
particular, tiene sentido la expresién Q(t)"e(0). Mas aun, como consecuencia
directa del Corolario B.19, que se demostrara también en tal Seccién, se tiene

Q(t)"e(0)
- m t2 AT"e(0) + 2 {n_l] At=Te(0) + ¢ {n—Q] AT20(0) 4 - -
+7 {

n—1

T m Afle(0) 4 t3 m e(0)

donde A™ = AT(#)*. Llamemos A-coeficientes a los reales {Z] . En el Apéndice

damos un breve tratamiento de ellos.
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Asi, tentados a hacer algunos calculos, tenemos:

Q(t)e(0) = Al(t)e(0)

Q(t)%e(0) = Al(t)%(0) + te(0)

Q(t)*e(0) = Af(t)3e(0) + 3tAT(t)e(0)

Q(t)*e(0) = Af(t)%e(0) + 6tAT(£)%e(0) + 3t%(0)

Q(1)%e(0) = AT(t)%e(0) + 10tAT(t)%e(0) + 15t At (t)e(0)

Q()%e(0) = AT(t)%(0) + 15tAT(t)*e(0) + 45t AT (t)%e(0) + 15t3¢(0)
Q(H)7e(0) = A'(t)7e(0) 4 21t AT(t)%e(0) 4 1052 AT (t)*e(0) 4 105t3 AT (t)e(0)

n=1 1 0

n=-2 1 0 1

n=3 1 0 3 0

n=4 1 0 6 0 3

n=>5 1 0 10 0 15 0

n=~6 1 0 15 0 45 0 15
n="7 1 0 21 0 105 0 105 0

Para los siguientes ejemplos usaremos algunas propiedades de los A-
coeficientes, las cuales pueden consultarse en el Apéndice respectivo.

Ejemplo 3.10. Un argumento inductivo muestra que UQ"(t)e(0) = W
Luego:

EWn()] = /Q W (t) dP

- / W (t) - 1dP
= (W"(t),Ue(0))
(UQ"(t)e(0), Ue(0))
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Por otra parte, puesto que W (t) tiene una distribucion normal con media
0 y varianza t, haciendo uso del Corolario [C 3, concluimos que

" 0 st m es impar
EW@®)" =1 e :
W St N es par,

el cual es un resultado bien conocido de Probabilidad Cldsica para variables
aleatorias normales.

Ejemplo 3.11. Sea f : R, — R continua con variacion acotada respecto a
s € [0,t]. Por una parte:

(T;(1)Q(t)e(0), e(g)) = 0), e(9))

g(s)ds,

([ @@an) c).et0)) = [ 1@)e(0)clo) a5t
= // w) du df(s).

Tomemos la siguiente version de Formula de Integracion por Partes de
Lebesgue-Stieltjes

/Otf(s)g(s)dszf(/ ds—// u) du df(s).

Usando esta formula junto con los cdlculos anteriores y la igualdad (313),

([ 11900 ct0).et0)

I
&h Kﬁ
— —
~ ~
S— SN—

S~
S~ O
N
~
N—
Q)
S
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— (TH(O)Q)e(0), eg)) — < [ @ty o) e<g>>,

de donde

/0 Ty (s) dQ(s) e(0) = T, (1)Q(t)e(0) — /0 Q(s)dTy(s) e(0).  (3.16)
Notemos ahora que

UTy(1)Q(1)e(0) = U f()Q(t)e(0) = f(HHUQ(H)e(0) = fF(O)Wr.  (3.17)

Aplicando U en ambos lados de (3.16), y tomando en cuenta (3.14) y
BI5), tenemos la Formula de Ito de Integracion por Partes:

/f AW, = f(t) /Wdf

Ejemplo 3.12. Sean f,g € H. Por la Primera Forma Fundamental es fdcil
demostrar que

(Qt)elg), QV)el)) = 2 <e<g>, [ ewaew e<f>> T teg)se())-

En particular,

(Q(1)e(0), Qt)e(f)) =2 <€(0),/0 Q(s)dQ(s) 6(f)> +1(e(0), e(f)),

de donde concluimos que Q(t) = 2f0 ) €(0) + te(0). Luego,
aplicando U en ambos lados, se obtzene

we =20 { [ ' Q(s)dQ(s) e<o>} -

Por lo tanto U {fo ) dQ(s) e( } fo W, dWs. Es importante notar

W2—t
2

aqui que hemos usado el hecho conocido de ser fo WedW, =
puede ser demostrado sin usar la Formula de Ito Cldsica.

, el cual
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Usando el ejemplo anterior, inducciéon y el Teorema Espectral, se puede
demostrar que U { fo ) dQ(s) e( } fo W dWs, de donde se obtiene
el siguiente

Ejemplo 3.13. Sea G,,(t) = (e(f), Q}'e(0)). Ndtese que

Gm(t) = (e(f), QI”@(O)>

Luego, G, es absolutamente continua y derivable, y su derivada vale:

G (t) = kzz; [ﬂ {mT_ktm_zk_Q (/Otmds)kJrkt%km (/Otmds)kl}.

En particular

Gria(t) 1 EMm+2ln+2—k s/ e
n+2—n+2k§ S e Y AR AC R
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de modo que G;T’Lf;t) = CZIJF(;) +

Ga(t)
n+2 °

En el primer sumatorio de G, ,(t), usando (c) de la Proposicion [C 1\
Gi(t) 1 RZJFQ n+2 n+2—k:tnT_k /tmd k
n+2 n+2 4 k 9 A §)as
_ 1 [n+2]n+2—(n+2) @2 L— nt2
B n+2[n+2} k L </0 f(s)ds
1 [n+2]ln+2—(n+1) n-my o\
+n+1{n+1} L ¢ (/ f(s)ds
1 —~[n+2]n+2- e
+n+2§{ k } </f )
1 ~[n+2ln+2—Fk ns
n+2§[ k } 9 </o f(s) 5)
L G+ D+ ] n4+2—k s (o \F
T ot nro—k |kl 2 ¢ /Of(s)ds
n+1l|n| »= — k
i ([ 7o)
n ¢ k
g ()
2 - k 0

k=

Mientras en el sequndo sumatorio de G, 4(t), usando (a) de la misma
Proposicion [C1:

é2<t) _ 1 = 'n 4 2] nt2—k—s t____ k-1
n+2 n+2kzzo_ k _kt f(t)(/o f(S)dS)
1 = ‘n+ 2] nrek—r0 t____ k-1
- n+2;_ kM f<t)</0 f(S)ds)

1 an _n—i—2_ ntl—k ( - )k
= k B) d
DO P S Vaa IO § AFIOIE

S—
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7 ([ 770)

1 n+t2 .
_ n + lnzl}(k+1)t+

n+ 2 = kE+1
n+1 n—i—l} n+1 k < >
— f(s)
>[4 ([ 7
Luego:
Gy [
[ = [5HE ] (o) o
n+1 ~[n] o
— 82<Al§€(f),€(0)>} ds
Sl
_ / { > 7] st e A*ke<o>>}ds
k ) S
0 Lp=0 L
_ n+1/0 ), Ol}s"gkﬂ’“e(o))ds
_ n+1/ )) ds
0
) /O Q" dTe(0))
Similarmente,

/ot a5 e(f); /O t Qe dQye(0)).

n+2

En resumen, hemos probado que

1 n n n+1 n

Aplicando U en ambos lados de la igualdad anterior, se concluye la Formu-
la de Ito Cldsica para polinomios:

n+2 t 1
Z/+2 /W”“dW +”+ /W”
0
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Usando un argumento de aprorimacion, se puede probar que al ser cierta
esta formula para polinomios, entonces es cierto que, para cualquier funcion

f € C3(R) con B[ [y |f'(s)]>ds] < oo, se tiene

rov) - g0 = [ povpaw. g [ v s

que es una version de la Formula de Ito. Haciendo un andlisis del proce-
dimiento empleado, observamos que esta Formula de Ito es consecuencia di-
recta de la representacion de Q(t)"e(0), la cual, como ya se ha dicho, es una
aplicacion del Corolariol3.19, que a su vez se obtiene mediante las Relaciones
Canonicas de Conmutacion en forma Infinitesimal que se estudiardn en la
ProxIMa Seccion.

3.2. Correspondencia entre Bosones y Fermio-
nes

3.2.1. Unicidad de las Relaciones Canonicas de Con-
mutacion

Recordemos que, si H es un espacio de Hilbert, entonces F(H) y $ re-
presentan el mismo espacio: el espacio de Fock asociado a H.

En general, dados dos espacios de Hilbert H y .% con dos familias de
operadores no acotados A = {a(f) : f € H} y A" = {a(f) : f € H}
densamente definidos con dominio comtn D en $ que satisfacen

(al(£)b1, a'(9)d2) — (alg)er, a(f)ea) = (f, 9)(d1, b2) (3.18)

para todos ¢, ¢, € D, cumpliendo ademds a'(f) = a(f)*|p vy tales que el
mapeo f + af(f) es lineal, diremos que A y Af son una representacion de
la forma infinitesimal de las Relaciones Candnicas de Conmutacién sobre
(H,$), abreviado como RCC-I sobre (H,$). En este sentido, por el Coro-
lario 2.7 la familias de operadores de creacién y aniquilacion representan a
las RCC-l en (H, F(H)).
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Explotemos algunas propiedades de las RCC-I en (H, F(H)) tomando a
las familias de creacién y aniquilacién.

Teorema 3.14. Los dominios de los operadores a(f), a'(f), f € H, con-
tienen a todos los vectores de la forma {(0,...,0,0%",0,---):n>0,v € H}
(donde el producto tensorial se encuentra en la posicidn n), y, con abuso de
notacion:

a(fHv®" = Vn{f,o)®" ! sin > 1 (3.19)
al(fl*" = \/nl—H(f®’U®"+v®f®’U®"1+v®2®f®v®”2+m
+0*" @ f). (3.20)

Demostracion. Ver [13], pag. 146.
U

Corolario 3.15. El vector vacio e(0) estd en el dominio de

aT(fl)aT(ﬁ) " ‘aT(fn)

para cualesquiera f; € H. Mds aun, a'(f)"e(0) = <O, 0,...,0,vV/nlfe 0, )

Demostracion. Es inmediato del Teorema anterior.

U
Corolario 3.16. Sean f,g € H. Entonces a(f)a'(g)e(0) — a'(g)a(f)e(0) =
(f,9)€(0).
Demostracion. Es directo de la representacién de las RCC-1 en (H, F(H)).
U

Este resultado, junto con los hechos de ser e(0) unitario y a(f)e(0) = 0,
para toda f € H, nos permiten caracterizar nuevamente al Espacio de
Fermiones:

Lema 3.17. La familia {a'(f)"e(0) : n >0, f € H} es total en F(H).
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Demostracion. Sea ¢ € F(H) tal que (¢, al(f)"e(0)) = 0 para todos n > 0
y f € H. Sea g € H. Entonces

e(g) — >  —al(g)"e(0)
g®2 Rn

®n+1
- 17 T IR ) s
( VRV T ) )
®2 n 2
_’<1ag7g__a"w J 70a0f")
V2! Vn!

®n+1 ®n+2
= 07 w"707 J ) J s
Vin+ 1) y/(n+2)!

A

Luego, (¢, e(g)) =lim Y (¢, a’(g)ke(0)) = 0. Por tanto ¢ = 0, que es lo
que se queria probar.
U

Lema 3.18. Sean $) y H espacios de Hilbert con las siguientes caracteristicas:

(1) Euzisten dos familias de operadores A= {a(f): f€ H} y Al = {al(f):
f e H} conun mismo dominio D en $ que son una representacion de
las RCC-1 en (H,$).

(2) Existe un vector unitario w en D tal que al(f)"w estd bien definido para
todos f € H yn>1

(3) a(g)w =0 para todo g € H.

Entonces para m > 1 y ¢ € D arbitrario:

(a) (a(g)e, a’(f)™w) = (¢,a(g)al(f)"w)
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(b) a(g)a’(f)"w =m(g, fla' (/)" w y
(c) (w,al(f)™w) = 0.
Demostracion.

(a) Nétese que (2) equivale a que af(f)™w € D, de modo que el lado derecho
de la expresion en (a) tiene sentido, y se concluye facilmente la igualdad
pedida.

(b) Por (a), en particular (af(g)¢, a’(f)w) = (¢, a(g)a’(f)w). Como a(g)w =
0, usando la ecuacién de la RCC-I se tiene:

{9, ){(o,w) = (a'(g)o, al(fw) — (a(f)¢, alg)w)
= (al(g9)¢,a(flw)
= (¢,a(g)a’(f)w),
de donde a(g)a’(f)w = (g, f)w. Luego, lo que se pide es cierto para

m = 1. Si (b) es cierto para alguna m > 1, entonces, como consecuencia
de las RCC-I, para m + 1 y ¢ € D, tenemos:

9. /)@, a'(f)"w) + (a(f)o, alg)a’ (f)"w)
= (9. /)@, a'(f)"w) + (a(f)g, m{g, fal(f)" " w)
= (&, (g, HHa'(f)"w) + (&, m(g, fHa'(f)"w),

de donde es facil concluir.

(c) (w,a’(f)™w) = (a(f)w,al(f)™ Lw) = 0. Nétese que fue importante que
m > 1.

0

Corolario 3.19. Con las condiciones del Lema anterior, se tiene que (a(f)+
a(f))"w es de la forma

(a'(f) + a(f)"w
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=" amw+a n a" lw+a? n a" 2wtk n a*Fw4- .
n n—1 n—2 k
n—1 [T i1 n|T
+ « [Ju w+ o [O}w,

donde la coleccion {[Z] 0<Ek< n} son los A-coeficientes, a = ||f|| v
o = al (/)"

Demostracion. Por induccién sobre n. Paran = 1, se tiene (a (f)+a(f))"w =
a'(f)w y ya. Supongamos que la férmula es correcta para alguna n > 1.
Entonces:

(a'(f) +a(f)"w
= (a'(f) +a(f)(a'(f) + a(f))"w

— "awral| "o larwra] " lam w4+
n n—1 n—2

Lok {Z} atbtly ...

+a ! KL] a?w + a” {g] afw

+|™aamw+al " laamw+a2] " | aa" 2w+
n n—1 n—2

+a"* {Z} aa™w + - -

_'_n—ln i1 n|T
o 1aaw—|—a Oaw

= naT”Hw—l—a " a™w + o? n am w4
n n—1 n—2

+a"* [ﬂ atf oy 4.

+a" ! KL] a?w + o {g] alw

+na’ {Z} a" w4+ (n — 1)a’ { " ] al" 2w + (n — 2)a® [ "

n—1 —

2} al"Bw 4.



126 Aplicaciones

ka2 [ﬂ a1y 4 ...

2 1

= [ﬂ a™w + a [ " } a™w

+2a™ [n] alw + ot [n} w+0

n—1
n—2
+ Z a"k {n] al* 1w
k
k=0

+ Z Lok 2 [Z] atF Ly
k=2

k k+2

k=0 k=0

+a" ! {ﬂ w
— n} al"lw + « { } al™w
n -1
n—2 n n
n—k  tk+1

+k0{[k}+(l€+2)[k+2}}a a"
_'_C(nJrl |:§L:| w

Con esto, es facil concluir.
O

Teorema 3.20. Con las condiciones del Lema [318, si ademds el conjunto
{al(f)"w :n >0, f € H} es total en §, entonces existe un tinico isomorfismo

unitario U : § — F(H) tal que Uw = e(0) y Ua'(f)"w = a'(f)"e(0).
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Demostracion. Primero, notemos que

(ot ()" w,at(g)™e) = {”'<f’ gyt sion=m

si n#m
En efecto, para n = m = 1, usando las RCC-I se tiene

(a'(f)w, a'(g)w) = (f,g)-

Supongamos que para algunan > 1 se da laigualdad (af(f)™w, a(g)"w) =
m!(f, g)™ para toda 0 < m < n. Entonces:

(a ()" w, a(g)"  w)
(a'(f)a’(f)"w, ' (g)a'(g)"w)
= (f.9a(f)"w, aT( )"w)
+{a(g)a’(f)"w,a(f)a’(9)"w) (por la RCC-T)
)

= (L9 (Hw, aT(g)"w
+(f9)(f, 9)(nal ()"
= (f.g)nl(f. 9)" +n*(
= (I+n)nl(f,g)""!
= (n+1If )"

Andlogamente se muestra el caso en que n # m. Concluimos asi que
(a’(f)"w, al(g)™w) = (a’(f)"e(0), a’(g)™e(0)). Mas aun, usando la Desigual-
dad de Schwartz, es sencillo probar que si a'(f)"w = af(g)™w entonces f = ¢
y n = m, de modo que el mapeo a'(f)w > a'(f)e(0) esta bien definido y
conserva productos internos entre dos conjuntos totales. Luego, existe un
tinico isomorfimo unitario U : $ — F(H) tal que Ua'(f)w = a'(f)e(0). Este
isomorfismo es el buscado.

w,nal (g)" 'w) (por (b) del Lema BIX)
f)g> (n_ 1) <fag>n_1

O

Otra representacion de las formas candnicas de_conmutacion de impor-
tancia es la de Weyl. Dados dos espacios de Hilbert ) y H con una familia de
operadores unitarios {WW(f) € B(9) : f € H}, se dice que esta familia es una
representacion en forma de Weyl de la relacién candnica de conmutacion

n (H,$), abreviado como RCC-W, si, para cada f € H fija, la familia

{W(tf)}ier es fuertemente continua, y ademds se cumple la igualdad

W(f)W(g) = e ™D (f + g). (3.21)
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Recordemos que, dados uw € H y t € R, los elementos del grupo fuerte-
mente continuo # (u), definido en el Teorema [2.9, son de la forma

Wy(u) = ®(e 2Py, I, —tu) = ezl ga’ () gal—tw)

en el dominio exponencial. Mas aun, se trata de isometrias en este dominio,
y por tanto admiten una extensioén unitaria a todo el espacio de Fock.

Si tomamos ¢t = 1 y escribimos W (u) para referirnos a los operadores
Wi (u), entonces los elementos de la familia de operadores unitarios {W (u) }uen
con dominio F(H) son conocidos como operadores de Weyl.

Teorema 3.21. Los operadores de Weyl son una RCC-W en (H, F(H))

Demostracién. Como W (u) = ®(e~2I*I” u, I, —u) en el dominio exponencial
y este conjunto es total en F(H ), bastara con probar la ecuaciéon (3.21)) para
estos vectores usando la definicién del producto dada por (2.3]) y el hecho de
ser ® una representacion:

(I)(eféllulp’ /U/, I, —u)@(eiéHDHQ’ U’ I’ _/U)
(e~ 2l o, 1, —w)(e 21 v, I, —v))
@ (e 3P +HIvIP+2(u))

W(u)W(v) =

sutv, I, —u —v)

al (u+v) ja(—u—v)

(& € (
_1 2 2 i 1 —u—
o= Sl o] +2Redu,0)+20Tm ) o (u+o) a(—u—0)

— e aUlulP+lvlP+2(uw))

—ilm(u,v) 67%||u+v||2€a1\(u+v) a(—u—v)

— (& € (
_ efiIm<u,v>cI)(€*%”u+v||2’u + v, [, —(U + 'U))
— e—iIm(u,U)W(u + U))

que es lo que se queria probar.

Proposicién 3.22. El conjunto {W(u)e(0): uw € H} es total en F(H).
Demostracion. Basta con notar que
W(u)e((]) = e*%||u||2€aT(u)ea(fu)€(O> = 67%”””26(10

y usar la totalidad de los vectores exponenciales.
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Usando el resultado anterior, se puede demostrar que la RCC-W también
es lUnica salvo isomorfismo siempre que se tenga un vector unitario con esta
propiedad de totalidad.

Teorema 3.23. Sea {W(f)}feH una familia de operadores unitarios en un
espacio de Hz'lbert.% que satisface la RCC-W y que es continua como mapeo de
H a B($), donde este ultimo es equipado con la topologia de la convergencia
fuerte, asi que en particular el operador autoadjunto r(f) = —i %W(tf)

esta bien definido en un cierto dominio. Supongamos que existe un vector
unitario w perteneciente al dominio de cada r(f) tal que, para toda f € H,
(r(if) —ir(f))w = 0, y que el conjunto {W(f)w . f € H} es total en 9.
Entonces existe un unico isomorfismo de espacios de Hilbert U de 5/&5’) que

mapea a w en el vector vacio e(0) del espacio de Fock y tal que UW (f) =
W(f)U para cada f € H.

Demostracion. Primero, es facil comprobar la igualdad

—~ —~ —_—  —~

W (u)W (v) = e 2O (0) W (u).

Por otra parte, nétese que para cada g € H se tiene que W(g)w pertenece al
dominio de r(f). En efecto:

W(tf) — I~ 20t (£.9) T ( o\ TV T
lim MW(g)w — lm W(g)W(tflw —W(g)w
t—0 t t—0 t
— —24tIm( fg
= W(g)lim € (tf) :
t—0 t

r(if) —ir(f)

lo cual claramente existe. Para cada f € H, sean a(f) = 5 y
al(f) = M Notemos que a(f)w =0y al(f) = ir(f)w.

Ademés, para todo t real y ¢ en el dominio de r(u) arbitraria:

W (tu) W (0)9
— €f2ztlm u,v W(U)W

S
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—~

_ _TZ (eﬂitlm(“vWW(U)W(tU) — W(’U)) ¢

i~

= LW () (e — 1V (tu) + W () = 1) 6

N —2itIm(u,v) _ 1 ___ 774 .
= W) (—ieﬂ%W(tuw _ Wit Iqs) .

t

Haciendo t — 0, por la continuidad de ﬁ//('u) y la definicién de r(v) se
obtiene r(u)W(v)p = W (v)(—2Im(u,v)¢ + r(u)¢), o equivalentemente

r(w)W(v)p = W (v)r(u)é — 2Im(u, v) W (v)é (3.22)

para ¢ en el dominio de r(u). Luego,

— 1 —

a(w)Ww)w = =(r(iu) —ir(uw)W(v)w

(v)r(iv)w — 2Im(—i(u, v>)W(v)w>

DO = Do

N =~ N = —

=

—~

(v)r(uw)w — 2ilm(u, 'U)W('U)w)

=

=

(v)r(u)w + 2Re(u, v))W(v)w)

DO | =

—~

(v)r(u)w — 2ilm(u, U)W(U)U))

=)

2

E

= (u,v)W(v)w.

—~ —~ —~ —

M4s aun, es facil ver que (a(u)W (v)w, W(f)w) = (W (v), al (u)W (f)w).

Noétese que el hecho de ser r(f)w = —i %W(tf)w implica
=0
d—~ T
EW(tf)w =ur(f)W(tf)w. (3.23)

En efecto. Obsérvense las igualdades
W((t+h)f) = W(tf +hf) = ™ IPDW (hf)W (tf) = W (hf)W(1]).

Luego,

o WD) Pw = Wt fyw
h—0 h h—0 h
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— lim M
h—0 h

W(tf)w
d ~—
= S WhHW(Efw
= ir(f)W(tf)w

Ahora bien, para f fija, como {W(tf)}tER es un grupo unitario a un
parametro y fuertemente continuo, usando la ecuacién ([B.22)) es facil com-

probar que F(t) = ir(f)W (tf)w es contlnuo como mapeo F:R— 9. Por
tanto, para cada t € R, existe (¢ fo s)ds = [} ir( W (sf)wds. Esto

significa que para cada t € R, I(¢ ) €9 es tal que
</t ir(fYW (sf)w ds,x> = /tm(f)’msf)w,x) ds (3.24)
0 0

para todo x € 5

La existencia de I(t) cumpliendo (B:24]) junto con la ecuacién ([B3:23)), nos
muestra la igualdad

W(tf)w=w+ /O t ir(f)W (sf)wds para todo ¢ € R.
De esta forma:
W) = (o) + ([ r(OT i)
= 1 [ W) s
= 1—i /0 t<’W(s Fow,r(f)w) ds (por ser 7(f) autoadjunto)
= 1= [ nuinu)as
= 1= [ (uas
- 1= [l u)as
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= 1= [P w) ds
= =R [ s (s s

Esto muestra que el mapeo G : R — C dado por G(t) = (W (tf)w, w) es
absolutamente continuo y derivable, y su derivada satlsface G'(t)=—|f ||2tG(
con condicién inicial G(0) = 1, de donde G(t) = e . Luego, para t = —1,

se concluye (W( Hw,w) = e zl/1” v usando la unitariedad de W(f) se
sigue que

(w, W(f w) = e =M1, (3.25)

~ Sea S i{W(f)w : [ € H}. Tomemos W(f)w,W(g)w € S tales que
W(f)w = W(g)w. Entonces w = ™9 W (g — f)w. Por lo tanto

1 = (w,w)

(9 (1, ¥y - )

em(f.9) o= 5lla—fII*

NTomando modulos, concluimos que f = g. Sea U : S — F(H) dada por
UW (f)w=W(f)e(0). Dado lo anterior, U estd bien definida. Mas aun:

W(fyw, W(gw) = {(w,W(-f)W(g)w)
= M, W(g — fu)
em(f.9) o= 5llg—£II?

y con esto es facil deducir la igualdad

(W(f)w, W(g)w) = (W(f)e(0), W(g)e(0)).

Finalmente, por la totalidad de S, se puede extender U a un operador
unitario en todo $) tal que UW(f) W(f)Uy Uw = UW(O)w =¢(0), que
es lo que se queria probar.

O

Ejemplo 3.24. De la Subseccién anterior sabemos que para H = L*(R,)
se tiene F(H) = L*(P), donde P es la medida de Wiener (ver pdrrafo si-
guiente a la ecuacion ([3.6]) ). Bajo este abuso de notacion, escribimos e(f) =
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eJo” 1@ AWa=3 [T 12 ds | Lyego, se sigue que

a(w)e(f) = {u, fe(f) = /mmf()ds I SO AW [ s as

a'(u)e(f) = {/ s) dW, — / f(s ds} ol5” F(8) AWa—3 [ f(5)? ds

Nétese que, en la expresion dada para af, pareciera que e(f) es un eigen-
vector de este operador. Esto no es asi, debido a que la integral estocdstica
en el lado derecho no es un escalar, sino un elemento del dlgebra L*(P).

Ast, por un lado:
(al (we(f), a'(v)e(g))

— /Q(/oo@dws—/mmds) (/Ooov(s)dWS—/Ooov(s)g(s)ds>

Xefo s)dWs— 2f0 dsefo g(s) dWs— 2f0 s)? ds dP’ (326)

mientras que

(a(v)e(f),a(u)e(g)) = /Q/OOO v(s)mds /000 @g(s) ds etf9 dp. (3.27)

Sustituyendo (3.20) y B.20) en BI8), la RCC-1 en este caso toma la

forma:

/Q(/Oooﬁdws—/owmds) ([ oram.— [ uigtoras)

% efowmdws fo s) ds fo g(s) dWs— fO 8)2 ds dP

_/OO—) (s)ds et

// /Ooowg(S) ds e dP.

Si hacemos f = g =0 en la ecuacion anterior, obtenemos

// dW/ s)dW, dP = /Ooo@v(s)ds. (3.28)
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Finalmente, si en la ecuacion ([3.28) tomamos u = v, tendremos:

|| waw.

que es la Isometria de Ito, por lo que esta es consecuencia de RCC-I.

2

dP = /000 lu(s)]? ds, (3.29)

3.2.2. Espacios de Bosones y Fermiones

Ahora, observemos que los operadores a'(f) y a(f) pueden expresarse
como las integrales estocasticas

d(f)= [ gaat v atp)= [ Faa
0 0
en el sentido de que, para g € Loc arbitraria,

al(fle(g) = lim a'(fi)e(g) v alf)e(g) = lim a(fi)e(g),

t

t t
d(f) = [ £6)441(s) ¥ alf) = [ F(s)dAGs)
0 0
Denotemos por a” cualquiera de los operadores a y af.

Introduzcamos el Proceso de paridad que viene definido como

J(t)e(f) = e(—fio.g + fo,00))

con f € Loc. Es claro que J(t) es autoadjunto y tiene una extensién uni-

taria. Ademas, deja al dominio exponencial restringido invariante y el proce-
so {J(t) : t > 0} es adaptado.

Teorema 3.25. El proceso de paridad conmuta consigo mismo para tiempos
diferentes (J(s)J(t) = J(t)J(s)), anticonmuta con creacion y aniquilacion
(J(t)a* (fi) = —a™ (f1)J(1)), y satisface la ecuacion diferencial estocdstica

dJ = —2JdA con condicion inicial J(0) = I.
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Demostracion. El hecho de ser J(s)J(t) = J(t)J(s) es claro. Ademds, como
a'(f;) v a(f;) son mutuamente adjuntos, bastard con ver que a(f;)J(t) =
—J(t)a(f;). Usando la Primera Forma Fundamental y la autoadjunticidad
de J(t), se tiene:

(e(w), (ft) ()e(v))

(e(u)a —v; + %))

< / f(s)dA(s 'Ut—l—'ut)>

Esto muestra que a(f;)J(t) = —J(t)a(f;), y por lo tanto, J(t)a¥#(f;) =
—a*(f;)J(t). Finalmente:

w), (J(t) = J(0))e(v))

e(u
e(u), e(—
( t) e(

);
);

J(t)e(v)) — (e(u), e(v))
e(—v; +vh)) — {e(u), e(v
)(e(u'), e(v')) —
) (e(ur), e(ve)) ™ e(uy), e(vp)) (e(u'), e(v")) — (e(u), e(v))
2= 1) {e(u), e(v))

)

{e(u
))
vr) e(u), e(v))
vr)
(0r))”

( 2fowds— 1) (e(w), e(v)).

Por lo tanto la funcién ¢t — (e(u), (J(t) — J(0))e(v)) es absolutamente
continua y derivable, y su derivada es igual a

—2u(Ov(t)e 2™ (e(u), e(v)).
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Por otra parte, nuevamente por la Primera Forma Fundamental,
<e(u),/0 —2J(s) dA(s) e(v)> = /o —2(e(u), u(s)v(s).J(s)e(v)) ds
= =2 [ W) et Ts)e(w) ds.

y por tanto el mapeo t — <e(u),f0t —2J(s) dA(s) e(v)> es absolutamente
continuo y derivable, y su derivada es

—2u(t)v(t)(e(u), J ()e(v)),
que, por los célculos anteriores, es igual a —2@1}(75)6*”5 wds (e(y), e(v)).

Como ambos mapeos tienen la misma derivada, y valen 0 en t = 0, se
demuestra la igualdad pedida.
O

Para f € H, introduzcamos los procesos t — b# ( f;) dados por

t t
() = [ 1)) d41(s) v bis) = [ TEI)dAG)
0 0
Evidentemente son mutuamente adjuntos. Comparémoslos con las expre-

siones integrales de t — a?(f;) anteriores. La comparacién se vuelve clara al
introducir los procesos de creacion y aniquilacion Fermionicos

1ﬂm:Aﬂ@M%)ymm:AﬂﬁMw,

con lo cual podemos escribir

WMZAf®MW$YMm=Aﬂ5M®-

Teorema 3.26. Los procesos de creacion y aniquilacion Fermionicos satis-
facen las ecuaciones

dB* = J(t)dA* y dA* = J(t)dB*.
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Demostracion. Es claro a partir de las definiciones.

Mas aun, tenemos la siguiente regla de anticonmutacién:

Lema 3.27. b(f,)J(t) = —J(£)b(f,).

Demostracion. Por la Primera Forma Fundamental, la autoadjunticidad de
los J(t) y el hecho de que estos conmutan para distintos valores del tiempo:

{e(u), b(f1)J (t)e(v))
(e(w), b(f, )( v +v'))

- < s)dA(s) e(— vt—l—vt)>

- / )+ Loy (8)]0(8) (), TET(s)e( v + 0')) ds
_ /O (5)F0s) e
_ / ()T (e(w), J(£)(s)e(v)) ds
- / () TE T (B)e(w), J(s)e(w)) ds
= [~ u). T ()e(v)) ds

- <J —s>J> AGs) )

= (u), (f)e(v)>
= <(U) () (fe)e(v)),

de donde se sigue la anticonmutaciéon buscada.

[e=]

[e=]

Teorema 3.28. Para cualesquiera u,v € H, f,g € Loc yt € R,

(b (f)e (), b (gr)e(v)) + (blgr)e(u), b f)e(v
/ 76) ), e(v)),
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y
(O (fe)e(u), b(ge)e(v)) + (b (ge)e(u), b(fe)e(v)) = 0.

Demostracion. Utilizando la Segunda Forma Fundamental:

(O (fr)e(w), b (gr)e(v))
- < 0 £(5)J(s) dAT(s) e(u), /0 g(s)J (s) dAT(s) e(v)>

Pero por el Lema anterior,

O (f)e(u), I(s)e(v)) = (e(u),

(J(s)e(u), b (g5)e(v))

I T
|
—~
S
—~
V2)
~—
SN~
Q
»
~—
D
—~
<
[}
S~
~

—(blgs)e(u), J(s)e(v)). (3.32)

Sustituyendo las igualdades ([3.31) y (3:32) en ([3.30), y usando que J(s)
es unitario:

(o' (f)e(w), b (g:)e(v))
- —/O u(s)g(s)(J(s)e(w), b(fs)e(v)) +v(s) f(s)(blgs)e(u), J(s)e(v)) ds
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+ [ f(s)g(s)ds (e(u), e(v))

en donde la tultima igualdad se obtiene nuevamente por la Segunda Forma
Fundamental, y por lo tanto

(O (fi)e(u), b (ge)e(v)) + (blge)e(u), b( fr)e(v))
- | TWatas tew).eo.
Anélogamente se muestra la otra igualdad.

O

Teorema 3.29. b'(f;) y b(f;) son operadores acotados mutuamente adjuntos
en el dominio E,.

Demostracion. Sea ¢ € &,. Entonces 1 es combinacién lineal finita ¢ =
> i c;e(u;) de vectores exponenciales restringidos. Luego, usando la primera
igualdad del Teorema anterior, tendremos:

167 (o)l + [Io(fe) 2
= > gal(T(f)e(uy), b (fr)e(ur)) + (b(f)e(u;), b(fr)e(ur))]

Jk

= DG /0 Fo)f(s)ds (e(uy), e(ur))
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:EFmAU®WBMW£W»
_ /0 £ (s)*ds o).

Como [ [f(s)]>ds < || f]|* < oo, entonces los dos operadores son acotados
y sus normas no son mayores a || f||.

0

Por continuidad, podemos extender de forma tnica a b%(f;) en todo el
espacio de Fock $. Denotemos de la misma manera a las extensiones. No es
dificil ver que el mapeo g — b¥(g) es aditivo. Asi, para f € H y m,n € N se
tiene:

nvm

6% i) = * o)1 = 1* frmain) P < [ 175 s 0

Am

cuando n,m — oo. Se deduce que la sucesién {b#(19,,9)} es de Cauchy, y
por tanto tiene limite en B(H). Es natural escribir estos operadores como

t/ deTyZ>):iAmde.

En vista del Teorema [3.28], estos satisfacen las relaciones candnicas de
anticonmutacion (RCA)

[B1(f), b (9))+ = [b(f), b(g)]+ =0,

b(f),b"(9)]+ = (f, o)1,
b (f + ag) =b(f) + ab'(g),

donde [X, Y], denota el anticonmutador XY + Y X. En efecto, denotemos
por f, ¥ gn a las funciones 1y, f ¥ ljo,ng- Asi,

(e(u), b(£)blg)e(v)) = (B (Fe(u), blg)e(v))
= (
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= —(b'(g)e(u), b(f)e(v))

= —(e(u),b(g)b(f)e(v)),
lo cual muestra la primera igualdad. Las otras se demuestran de forma analo-
ga.

Teorema 3.30. Para toda f, b(f)e(0) = 0.

Demostracion. Notemos que, por la Primera Forma Fundamental,

{e(w), b(f)e(0)) = lim (e(u),b(fn)e(0))

_ hm< /f >e<0>>

= lim <(),0 F(s)J(s)e(0)) ds

n—00 0

= 0.

De la totalidad de los vectores exponenciales restringidos se tiene lo pe-
dido.
O

Para el siguiente resultado, sean 0 : R — R y F : R™ — R dadas por

. 1 siz >0
o(z) = &gn(x)z{_l siz <0

F(xy,....,xm) = H o(z; — ;)
1<i<j<n

Teorema 3.31. Sean n € N y t > 0. Tomemos el conjunto A,(t) =

{(s1,...,8,) € R" : 0 < 59 < -+ < 5, < t}. S0 f; se anula fuera de
[0,t] para j =1,2,...,n, entonces

bT(fl)---bT(fn)e(O)=/A o det[fi(s;)] dAT(s1) - -~ dAT(s,) €(0).

Demostracion. Notemos que como fj se anula fuera de [0, ¢], entonces f; =
filp, v por tanto b#(f;) fo fi(s)J(s) dA#(s) en el dominio exponencial.
Sea f € H. Hagamos la prueba por mduccwn sobre n. Para n = 1:

(e(f), b (f1)e(0) / £1(5)7(s) dAT(s) e(0))
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f(s)f1(s)ds, (3.33)

mientras que
e(f), / f1(5)dAT(s) e(0)) = {e(f), al(fi)e(0))
_ / TGO (s (3.34)

Comparando (3:33) y (8:34) se tiene lo pedido en este caso. Supongamos
ahora que, para alguna n > 1,

bT(fl)---bT(fn)e(O)=/A o det[fi(s;)] dAT(s1) - -~ dAl(s,) €(0).

Para cada m € N, denotemos por g,; al vector (si,...,Sp); por dg; al
simbolo ds; dss - - - ds,, y por fs ala funcién —f,+ f°.Si f;, 7 =1,...,n+1,
son funciones que cumplen con las hipdtesis, entonces, por un lado, usando
la RCA y la Primera Forma Fundamental:

e(f >b*< Db (f2) - b ()b (fr1)e(0))
£), 0 (Fagr )b (F1)BT (f2) -+ BT (f)e(0))
Frr1)e(f), b1 (F1BY(f2) -+~ T (fn)e(0))

() fr1(5)(J(s)e(f), T ()BT (f2) - -~ bT(fn)e(0)) ds

=

3
h

[y

Y /0 FO) s (5)(e(Fo) B ()b (f2) - B (fu)e(0)) dis

= 0 [T (el [ [ [ ailanton - ati) ()

f—
t_ Sn

= (=" /Of ) fnt1(s /fs 5n) . fs Sn-1) / fs det[fz(sj)]ds ds
f—

) frut1(s {/ / / det[fi(s;)] fs(s1) - - fs(sn)dS, } ds
8) fnt1(s // / (s;)dS, ds.
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Por otro lado, usando la técnica de homogeneizaciéon de Bruijn dada en [2]
para resolver integrales multiples de determinantes consistentes en funciones
reales:

(. [ t / o / T / " det[fi(s7)] dAT(51) -+ dAT(50) dAT (s041) €(0))

/ f 8n+1)/ flsn)-- / f(s1)det[fi(s;)] ds1 dsg---dspt1
n+1

/// /F(s1,32,.. ,Snt1) I_IfZ si)f(si) d31 dsg -+ -dspt1

n+1

/ / Ha(snﬂ—sz)Hfz(sz o) / F(Sm)o(snsr — s1)f1(s1)F(s1) dSnt

n+1

- / / H‘T(sn+1 ) H fi(si) £( sz)/t F(Sn)fsp 11 (s1) dSnt1

n+1

- / / Ho<sn+1fsz 1] 607G / 0(sn1 — 52)fo(s2)F(s2) /OtlF(SAn)fl(&)fan(Sl)dS/nI

n+1

- / / Hasnﬂ—sz I1 (607G / fo(52)Fan s (52) / F(Su)f1(s1)fen s (51) dSni1

n+1

- - 1)2/ /Hasnﬂ—sz)l‘[fz (s f(sn// (5n) Hfz(sz)fs (50 8ot

t t
= (-t /0 Frt1(5ns1)F(5ni1) /O o ($mi1 — $n)fn(50) 7

F(Sn) H Fi(88) Fapsr (s0) dBnp1
t t _— — _—
= (—1)"/0 fn+1(5n+1)f(5n+1)/0 fn(sn)fsn+1(5n)/0 /0 F(Sn) E fi(si)fs,L+1(5i)dSn+1

t t t t o n _—
= 0 [ )T [ [ ] FS [T 60T G 45

Esto concluye la prueba.

Como consecuencia del Teorema anterior y la totalidad del conjunto

{a'(f1)---a'(f)e(0): f; € H,n > 1},

se tiene el siguiente:
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Corolario 3.32. El conjunto {b'(f1)...b'(f.)e(0) : fi € H,n > 0} es total
en F(H).

Como en el caso de la RCC-I, la existencia de un vector unitario que
anula a todos los operadores de aniquilacién y la totalidad del conjunto de
creaciéon aplicado a este vector caracteriza, salvo equivalencia unitaria, una
representacion particular de RCA, la representacion de Fock, que lleva al es-
pacio de Hilbert en el Espacio de Fock Fermionico.

Teorema 3.33. Sean $ y H dos espacios de Hilbert tales que existen dos
familias de operadores acotados B = {b(f): f € H} y B ={b'(f): f € H}

con dominio § cumpliendo:

[67(f),67(9)]+ = [6(f), b(g)]+ =0
[6(f),6"(9)]+ = (f, 9)1,
b'(f 4+ ag) = b (f) +abi(g). (3.35)

Si existe un w € § unitario tal que b(f)w = 0 para toda f € H y el
conjunto S = {b7(f1)---bT(fu)w : f; € H,n > 0} es total en $, entonces
existe un tinico isomorfismo U : § — F(H) tal que Uw = e(0) y UbT = b'U.

Demostracion. Primero, observemos que al ser b(f)w = 0, entonces, por la
primera de las tres ecuaciones anteriores, se tiene que bf(f;)---b'(f,)w = 0
si existen 4,5 € {1,...,n} con f; = f;. Luego, podemos suponer que los
elementos de la familia S son tales que si bf(f;)---bf(f,)w € S, entonces

fi # Jj-
Ahora bien, afirmamos que

(Y (f1) 6T (f)w,b7(g1) - BT (gm)w) = { det[(?i,gm 51177;1&:;

En efecto. La prueba general se puede hacer por inducciéon. Por simplici-
dad, inicamente mostraremos los casos n =m paran =1y 2.

Paran = 1:

(' (fr)w, b (gr)w) = (w,b(f1)b' (g1)w)
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= (w, (f1, 91)w — b (g1)b(f1)w)
= <f1791><w7w>
= (f1,9)-

Paran = 2:

(6T (f1)b" (f2)w, b7 (g1)b" (g2)w)
= (b'(f2)w, b(f1)b(g1)b' (g2)w)
= (b'(f2)w, (f1,91)b"(g2)w)
—(b'(f2)w, b7 (g1)b(f1)b'(g2)w)
= (f1.90) (6" (f2)w, b7 (g2)w)
—(b"(f2)w, 6% (91)((f1, g2) —
= (f1,91)(w, b(f2)[’T(9 Jw)
—(f1, g2) (07 (f2)w, b7 (g1)w)
+(b7(f2), 67 (91)b" (g2)b(f1)w)
= (f1,91)(w, b(f2)b" (g2)w)
—(f1, g2) (w, b(f2)b' (g1)w)
= (fr9)(w, ({f2, 92) — b'(g2)b(f2))w)
—(f1, g2)(w, ({f2, 1) — 6T (g1)b(f2))w)
= (f1,91)(f2, g2) (w, w)
—(f1,92)(f2, g1){w, w)

(f.g1) (f1,92)
<f27 gl> <f27 g2>

Anélogamente se muestra el caso en que n # m. Asi, por la totalidad de S,
existe un tnico isomorfimo unitario U tal que Uw = e(0) y UbT(f) = bi(f)U.
Esto concluye la prueba, y la Tesis.

b'(92)b(f1))w)

O

Comentarios

En este Capitulo se han presentado representaciones del Movimiento
Browniano como un proceso estocastico cuantico. Es posible hacer un es-
tudio analogo trabajando con el Proceso de Poisson. Para ello, basicamente
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se utilizan los grupos ¢(U;) y #'¥4(u) estudiados en el Capitulo 2 a través
de los Teoremas 212 y .13l M&s aun, la Proposicién y la igualdad (3.6])
siguen siendo vélidas si tomamos Q = e AT + e~ A con ¢ € [0, 7).

La demostracion del Teorema [3.8 es obra del doctor Garcia Corte, basada
en la prueba del Lema 1.1.2 de [I1]. En este sentido, el trabajo expuesto sobre
las relaciones entre el isomorfismo U, que identifica a F(H) con L*(P) y a
Q(t)e(0) con Wy, y la integracién estocdstica cudntica es original del autor
de esta tesis. En particular, la representacién de Q(t)"e(0) y su uso para
demostrar la versién de la Férmula de Tto dada aqui fueron desarrollados por
nosotros.

En [13], se presentan los operadores de Weyl mediante las RCC-W. A par-
tir de ellos se construyen los operadores de creacion y aniquilacion, aunque
no se demuestra la unicidad de sus relaciones de conmutacién. Es impor-
tante senalar que la prueba que damos de este resultado (Teorema [3.23)) es
la mas accesible que pudimos construir. Otras construcciones de esta prue-
ba involucran, al menos informalmente, un desarrollo en serie de potencias
del operador eA'®+AM De hecho, a partir de esta idea el autor se inspira
para formular la representacién de Q(t)"e(0), para después generalizarlo en
el Corolario B.19 Notemos que éste 1ltimo a su vez puede ser generalizado

para (a'(f) + a(g))"w.
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Conclusiones y Comentarios F'i-
nales

= El Calculo Estocastico Cuantico es una de las teorias mateméticas mas
recientes, no obstante el tratamiento que se encuentra en [5] es consi-
derado por varios expertos como antiguo en comparacioén con lo desa-
rrollado en [3] y [13]. Nosotros lo hemos presentado aqui de una manera
bastante accesible para su estudio basandonos en estas tres obras.

= Como pudo verse, la construccién de la Integral Estocéstica Cudntica
es mas elaborada que la Clasica. Sin embargo, es més poderosa y cons-
tituye una forma mas general de la Integral Estocéstica Cldsica como
pudo verse en el Capitulo 3.

= Se contribuy6 con nuevas demostraciones de las Formas Fundamen-
tales, ademas de haber encontrado otro Estimado Fundamental. En
este sentido, las contribuciones fueron: definicién de los coeficientes S
(ver (26)), el Lema de Descomposicién (Lema [224) y las Diferencias
de Martingalas (Lemas 223y [2.30).

= Se encontraron condiciones necesarias y suficientes para caracterizar a
los espacios de Fock. En particular, se fue mas alla que la mayoria de
los textos sobre el tema para describir a F(H) cuando H = L*(R,), lo
que nos permitié demostrar una version de la Formula de Ito a través
de argumentos cuanticos.

= Conjeturamos que el polinomio que describe el Corolario[3.19est4 fuerte-
mente relacionado con los Polinomio de Hermite. Mas aun, para H =
L*(R,), creemos que la accién de a'(f)"e(0) bajo el isomorfismo U
que identifica a F(H) con L*(P) genera integracion estocdstica cldsica
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multiple. Es decir
UK - v e " e .
Ua (f) 6(0) /0 /0 /0 f(sl)f(52) f(sn) dWSn dWSnfl dWsl'

Dicha conjetura estd animada por el primer capitulo de [I1] pero,
aunque creemos que no es complicada de demostrar, por cuestiones
de tiempo y espacio hemos preferido no corroborarla en estos momen-
tos.



3.2 Conclusiones y Comentarios Finales 149

Y dejamos de volar

Hoy, ella ya no esta conmigo. Ha decidido trazar un nuevo camino y seguir
volando. Sin embargo te soy sincero, amable lector, cuando digo que aun si-
go enamorado de su caminar y del fuego de su cabello. Cémo no hacerlo.
Esa inteligencia fina con la que me deslumbraba. Esa curiosidad que refle-
jaba desde su sonrisa. Ese calor que liberaba en sus palabras. Ese encanto
eterno con el que me seducia. Me ensenaste a volar y eso nunca lo olvidaré.
Desde aqui deseo que cumplas tus objetivos y logres tus metas. Eres la mejor.

Espero algin dia nuestros caminos se vuelvan a cruzar, ahora en el aire.
Y volveré a enamorarme de ti, y jamas habré de dejar tus alas de nuevo.
Volverds a quererme, y otra vez nos llamaremos "nuestros”, si acaso puedo.
Si algin dia lees esto, te pido perdéon y como te dije: Ya te esperaba... Te
sigo esperando.

El mundo es tan grande y las posibilidades proporcionales a su tamano...
un dia se piensa en la induccién y al siguiente en la probabilidad. Tantas
formas de explicar los fendmenos y de intentar entender lo aleatorio. Cada
particula moviéndose con una ley al azar que la hace chocar con otras y pro-
ducir la realidad. Un electréon se estrella, un auto se mueve, una pareja se
compromete, algiin nino juega, los planetas giran, una cadena de fichas de
dominé se empujan y la gravedad sigue despierta a esta hora... y de todas las
posibilidades y sus probabilidades, conoci una tinica verdad: Gracias Senor.

Alto aqui, que este camino también ha finalizado. Nos vemos luego.






Apéndice A

Nociones Basicas de
Probabilidad Cuantica

En Probabilidad Clésica, tenemos un espacio muestral, un conjunto de
eventos, un conjunto de variables aleatorias, y distribuciones. En Probabili-
dad Cuantica, tenemos un espacio de estados, el cual es un espacio de Hilbert,
en lugar de un espacio muestral; los eventos, las variables aleatorias y las dis-
tribuciones son representadas como operadores en dicho espacio. Sea f una
variable aleatoria en un espacio finito de probabilidad {1,2,...,n} con dis-
tribucién de probabilidad (pq, pa, . .., pn). Entonces:

Blf) = > _pif()
= Arp2opa) (F) (2, ()
1

pp 0 0 -+ 0 f() 0 0O --- 0
0 po 0 - 0 0 f(2) 0 - 0
- tr . . CECEY DY CECEY CECEY DY CECEY . . CECEY . .
0 0 0 - p, 0 0 0 - f(n)

La segunda igualdad de la expresién anterior nos lleva a la idea de que
el conjunto de todas las variables aleatorias reales es un espacio vectorial
real de dimension n y y la distribucién de probabilidad es una funcional. La
siguiene igualdad nos conduce a ver a la distribuciéon de probabilidad como
un elemento del dual del espacio vectorial real n?-dimensional de todas la
matrices hermitianas de orden n y describe al valor esperado en el lenguaje
de operadores en espacios de Hilbert usando cantidades como la traza. La

151



152 Nociones Basicas de Probabilidad Cuantica

esencia de la Probabilidad Cuéntica es tomar en cuenta la posibilidad de
usar matrices hermitianas arbitrarias u operadores en lugar de tnicamente
matrices diagonales como en la expresion anterior.

En la siguiente tabla enunciamos parte del lenguaje usual de la Probabi-
lidad Cuéntica. En el lado izquierdo de cada tabla se encuentran concep-
tos de la Probabilidad Clésica, mientras que en el derecho sus andlogos en
Probabilidad Cuantica. Como se trata de un apéndice meramente introduc-
torio, manejaremos los conceptos en espacios de dimension finita para dar
mayor claridad a la exposicién, aunque estos conceptos pueden extender-
se facilmente a espacios mas generales. Una buena introduccion a la teoria
abstracta de la Probabilidad Cuéntica es [3] o bien [§].

Los Espacios ‘

1.1 El Espacio Muestral 2: Es | 1.2 El Espacio de Estados H:
un conjunto finito {1,2,...,n}. Es un espacio de Hilbert complejo
de dimensién n.
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Los Eventos

1.3 El conjunto de Eventos
Fq: Es el conjunto de todos los
subconjuntos de ). F es un alge-
bra de Boole con las operaciones
de un unién e interseccion. En
particular:

EN(FUF) = (ENF)U(ENF).

1.4 El Conjunto de Eventos
P(H): Este es el conjunto de
todas las proyecciones en H. Un
elemento F € P(H) es llamado
evento. Aqui, en lugar de “U 7 se
tiene la operaciéon max, denotada
por V/, y en lugar de “N” tenemos
la operaciéon min, denotada por
N\. Si Ey,...,E, € P(H), estas
operaciones entre ellos represen-
tan, respectivamente, los eventos
de ocurrencia de al menos un E;
y de ocurrencia de todos los E;.

Notemos que EA(F1V F)
no es siempre igual a
(ENF)V(E A F). La igualdad
se da tunicamente si F, F} y Fy
conmutan uno con otro.
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Variables Aleatorias y Observables

1.5 El Conjunto de Varia-
bles Aleatorias Bg: Este es el
conjunto de todas las funciones
de valores complejos en 2. Los
elementos de Bg son llamados
variables aleatorias. Bq es una
C*-algebra con unidad, deno-
tada con 1, la cual viene dada
como 1(w) = 1, y en donde la
involucién * est4 dada por f* = f.

A cada evento E € Fgq se le asocia
la variable aleatoria 1g. Para una
variable aleatoria f, sea Sp(f) :=
f(€2). Entonces f se puede es-
cribir como

F= > Mgy,
XeSp(f)

de tal manera que

L=y - Lo =0
para A # N,y

= D Ny,

AESp(f)

y en general, para ¢ : C — C, se
tiene la variable aleatoria

()= Y oM.

XESp(f)

Nos interesan las variables aleato-
rias f tales que Sp(f) C R, es de-
cir, de valores reales, o equivalen-
temente, las variables aleatorias f
tales que f* = f.

1.6 El Conjunto de Ob-
servables O(H): Tomemos
B(H). Esta es una C*-dlgebra

no abeliana con unidad, la cual
es el operador identidad /. Para
los elementos de X de O(H),
definimos Sp(X) como el con-
junto de eigenvalores de X. Es
decir, su espectro discreto. Como
X es autoadjunto, entonces
Sp(X) € R, y por el Teorema
Espectral, podemos escribir X
como

Z AE}\)

AESP(X)

donde E) es la proyeccién sobre
el subespacio {u € H|Xu = Au}
y E\E\ = O, siempre que A\, \ €
Sp(X), A# X'y

De la misma forma, tenemos

Z N Ej,

AESP(X

y en general, si ¢ : R — R, en-
tonces

B(X)= D d(\E

AESP(X)
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Distribuciones y Estados

1.7 Distribuciones p: Una dis-
tribuciéon es una funcién de Fq
a R determinada por n nimeros

p=(p1,-..,pn) que satisfacen:
pi = 0
pi = L

i=1
La probabilidad del evento E €
Fq, bajo la distribucién p, es

P(E;p) = sz'-

el

Cuando no hay peligro de con-
fusién escribimos P(E) en lugar
de P(FE;p). La probabilidad de
que una variable aleatoria f tome
el valor A € R es

P(f =X):=P(f({A}).

1.8 Los Estados p: En Probabi-
lidad Cuéantica, tenemos un esta-
do p en lugar de una distribu-
ciéon p. Un estado es un operador
no negativo en H con Trp = 1.
La probabilidad del evento E €
P(H) en el estado p se define co-
mo TrpFE, y la probabilidad de
que el observable X tome el valor
A es

P(X = \) := lsp) (N TrpE)y







Apéndice B

Introduccion al Calculo
Estocastico Clasico

Un proceso estocdstico cldsico es una coleccion parametrizada de variables
aleatorias X = { X, };>¢ definidas en un espacio de probabilidad (2, F, P) que
toman valores en R".

Notemos que para cada tiempo t > 0 fijo, tenemos una variable aleatoria
w — Xy(w), w € Q. Por otra parte, fijando a w € 2, podemos considerar la
funcién t — X, (w), t > 0, la cual es llamada trayectoria de X;.

Intuitivamente, puede ser 1util pensar a cada w como una particula in-
dividual o un experimento. Con esto en mente, X;(w) puede representar la
posicion, o resultado, al tiempo t de la particula, o experimento, w. A veces
es conveniente escribir X (¢, w) en lugar de X;(w). Por lo tanto, podemos ver
al proceso X como una funcién de dos variables (¢,w) — X (¢, w) que va de
R, x QaR™

Ademas, obsérvese que también podemos identificar a cada w € ) con la
funcién ¢t — X;(w) de Ry a R™. Por lo tanto, podemos considerar a €2 como
un subconjunto del espacio ) = {f : Ry — R"}. Entonces la o-dlgebra F
contendra a la o-algebra B generada por los conjuntos de la forma

{w: w(ty) € Fi, w(ty) € Fy, ..., w(ty) € Fr},

con F; C R" boreliano (B es la misma o-algebra de Borel en 0 si a éste se le
carga con la topologia producto). Por lo tanto, podemos adoptar el punto de

157
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vista de que un proceso estocastico clasico es una medida de probabilidad P

en el espacio medible ((R”)R+ ,B).

Las distribuciones finitodimensionales del proceso X = {X;}i>0o son las
medidas g, s, definidas en R™ k=12, -, dadas por

utlw,tk(Fl X X Fk) = P(th € Fla- . .,th € Fk)

Aqui, las F}; son borelianos en R". La familia de todas las distribuciones
finitodimensionales determina muchas de las propiedades més importantes
del proceso X.

Reciprocamente, dada una familia de medidas de probabilidad {1, 4, :
k € N, t; > 0} en R" es importante ser capaces de contruir un proceso
estocastico clasico Y = {Y;}+>0 que tenga a vy, como sus distribuciones
finitodimensionales. Un famoso resultado de Kolmogorov establece que esto
puede hacerse si la familia {v;, . } satisface dos condiciones naturales de
consistencia:

Teorema B.1 (de Extensiéon de Kolmogorov). Para cualesquieraty, ..., t; >
0, k € N, sea {w, .+ } una coleccion de medidas de probabilidad en R™ tales
que

14

0'(1)7"'7to-(k) (Fl X X Fk) = I/tly---ytk (Fo'(l) XX Fa(k)> (Bl)

para todas las permutaciones o en {1,2,... k} y

th,...,tk(Fl X X Fk)

= I/tly-"v

(Fy -+ xF, xR"x---xR") (B.2)

Uestkt+1sstktm

para cualquier m € N. Entonces existen un espacio de probabilidad (€2, F, P)
y un proceso estocdstico clisico X = {X; >0, Xy : Q@ — R", tales que

Vot (F1 X - X Fy) = P(Xy, € Fr,.... Xy, € Fy)

para cualesquiera t; > 0, k € N, y cualquier boreliano Fj.
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El resultado anterior nos permite construir procesos estocasticos clasicos.
Quizas su aplicacién mas importante es la existencia del Movimiento Brow-
niano, también llamado proceso de Wiener.

Definicién B.2 (Movimiento Browniano). Sea W = {W,} un proceso es-
tocdstico en el espacio de probabilidad (2, F, P). El proceso W es un Movimien-
to Browniano estdndar si cumple que:

n Wy es la variable aleatoria nula.

» Para 0 < s < t, la variable aleatoria W, — Wy tiene una distribucion
normal con media 0 y varianza t — s.

= Los incrementos del proceso son variables aleatorias independientes.

Como ya se dijo, el primer problema que presenta esta definicion es la exis-
tencia del proceso W asi como del espacio (€2, F, P) en que se define. Para
ver una demostracién de estas existencias, puede consultarse [12],pags. 11-14.

Sin embargo, el Teorema de Extension de Kolmogorov no garantiza la
continuidad de las trayectorias de los procesos construidos. Otro teorema
famoso del mismo autor nos permite garantizar esta continuidad.

Supongamos que {X;} y {Y;} son dos procesos estocasticos clasicos en
(Q, F, P). Decimos que {X;} es una version de {Y;} si

P(X; =Y;) =1 para toda t.

Noétese que si {X;} es una versiéon de {Y;}, entonces ambos tienen las
mismas distribuciones finitodimensionales. Luego, desde el punto de vista
probabilistico, los dos procesos son el mismo, aunque sus trayectorias pueden
tener propiedades diferentes.

Teorema B.3 (de Continuidad de Kolmogorov). Supongamos que el pro-
ceso X = {X,} satisface la siguiente condicion: Para todo T > 0, existen
constantes positivas o, B y D tales que

E[| X, — X,|*] < D|t —s|'"*?, con 0 < s5,t <T.
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Entonces existe una version continua de X. Es decir, con probabilidad 1,
las trayectorias de X son continuas.

En particular, como se muestra en [12], pdg. 15, para el Browniano es
posible obtener una versiéon continua.

Hagamos ahora un breve repaso de la Integral Estocastica Clasica. Sea
(Q, Fi, P) el espacio filtrado donde se define el proceso W.

Un proceso {X;} se dice progresivamente medible si para cada t > 0, la
funcion X : [0,¢] x @ — R es medible en B[0,t] x F;, y se dice simple si
es de la forma X (¢,w) = 37| Aj(w)lq, ,4)(). Si {X:} es progresivamente
medible y simple, se define su Integral Estocdstica Cldsica como la variable
aleatoria

/OOO X(s,w)dW, := Z Aj(w) (W — W),

Esta integral cumple con ser lineal en el integrando, aunque su principal
propiedad es la Isometria de Ito:

Teorema B.4 (Isometria de Ito). Si {X;} es progresivamente medible y

simple, entonces
0o 2 o
(/ X(s,w)dWs) :E{/ X(s,w)zds} .
0 0
Maés general. Sea {X,;} progresivamente medible cumpliendo

E [/OOOX(S,W)MS

Es posible demostrar que, bajo estas condiciones, este proceso se puede
aproximar por procesos simples en la norma || - [|o.

E

< OQ.

Para cada sucesién aproximante de procesos simples {X,,(¢,w)}, el limite

o0

lim X (s, w)dWy

n—o0 0

'Es decir, para cada t > 0, F; es la o-4lgebra generada por W; y F, C F; si s <t
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existe en L?(P), y es independiente de dicha sucesién. Tal limite se define
como la Integral Estocdstica Cldsica, o integral estocastica del proceso {X;}.

Hay que decir que esta integral extendida sigue cumpliendo las mismas
propiedades que la integral de procesos simples. Entre ellas, la Isometria
de Ito. Ahora bien, para poder considerar a la integral como un proceso
dependiente del tiempo, supongamos que {X;} es un proceso progresivamente

medible y tal que E[fOTX(s,w)st] < oo para alguna 7' > 0. Tomemos el
proceso progresivamente medible { X7 (s, w)}s>0 dado por

XT(s,w) = X (s, w)lo1(s).

Bajo estas condiciones, se define la integral estocéstica hasta el tiempo T’
como

T 00
/ X (s,w)dW, := / XT(s,w)dWV,.
0 0

Podemos ahora enunciar la Formula de Ito, o Lema de Ito.

Teorema B.5 (Férmula de Ito). Sea f € C*(R) tal que E[fot f1(W,)?ds] <
oo para alguna t > 0. Entonces, para casi toda s € [0, ],

fW) — f(W) = /Ot f (W) dW, + % /Ot f"(Wy)ds.

Para una discusion mas detallada de su demostracién, asi como de la
construccién de la Integral, puede revisarse [9], pags. 190-200.






Apéndice C

Consideraciones a los
A-coeficientes

Se definen los A-coeficientes como la coleccion de reales

Ql:{{ﬂ :nGNyOﬁrgn}

RS

o]

En este Apéndice mostramos los dos resultados mas importantes que

hemos usado acerca de los A-coeficientes. A saber:

n
tales que [n]

Proposicion C.1. Los A-coeficientes {ﬂ cumplen las relaciones:

n+2 o n+1
a) { . ] ! L’—J para r > 1

1] _ nt2er ln + 1]

n+
b) (r+1) |:T+1 T r—1
n+2| _ ()m+2) |7
c) [ . }—W - para 0 < r <n.
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Demostracion.

1+2
a) Por induccién sobre n. Para n = 1, = 7?: . Observemos que

[(2)] N m =1y m — 0. Luego:
? = 23]+ o] =5=3 )
o2l
=2

)

Asi, para n = 1 se tiene lo pedido. Supongamos ahora que existe n > 1

N =

Wl w N w

. 2 1
tal que para toda m < n se tiene [m: } = mT” [le] para r > 1.

Entonces, para m fija, tendremos

1 R e B KN S

de donde (r+1) {m + 1} _ mt2-r [m—i—l

} . Asi, para n+ 1 tendremos:

r+ 1 A K
"= e P
S e K R G
_ <n+z>”+j;_(ﬁ)‘” {Zfﬂ {Zfﬂ

_ (n+2)n+3—=r)r—1[n+2 n+2
N r(r—1) n+2|r—1 r—1
n+3—rn+2 n 4+ 2
= 22 -
r r—1 r—1
n+3 [n+2
r r—1|"
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Por lo tanto, (a) es cierto.
b) Estd contenida en la demostracién de (a).

c) Usando (a) y (b) se tiene:
[ = el
BPRREE G TS

:(n+1>m+n+1 (r—1)r m

r—1ln4+1—(r—-1)|r

o)

= 1
(n+ )[7’ n+2—r|r

= {1+ﬁ}(n+1) m

(n+1)(n+2) [n] .

r

Por lo tanto (c) es cierto. Esto concluye la prueba.
O

Corolario C.2. Los A-coeficientes admiten una representacion compacta
dada por

n 0 stm—r es par
|:T o 1} 2(n=r+1) /2 ((Trlz—;rl;! <T B 1) Stno—1T esumpar,

donde (Z) es el coeficiente de Newton. En particular, para r =1 se tiene

n| 0 st es impar
o m/;;ﬁ st m es par.

Demostracion. Basta con aplicar induccién y usar (b) de la Proposicién an-
terior.
O






Apéndice D
Formulario

Operadores Exponenciales Para u, f € H:
e™e(f) = exp (u, fle(f), e We(f) = e(f +u), T(S)e(f) = e(SF).
Operadores Cuanticos Para u, f € H:

a(u)e(f) = (u, fe(f),

Martingalas Fundamentales Para ¢t > 0:
A(t) = a(l[w) s AT(t) = aT(l[Qﬂ) s A(t) = )\(m(l[ovt])).

Coeficientes Fundamentales Si K es un integrador basico, entonces:

g si K=A
f si K=Af
1 Si K:T¢

Primera Diferencia de Martingalas Cuanticas
Y
xX

(e(f), [K(y) — K(z)]e(g) =/ B (f,9)] (s) ds {e(f), e(9))
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Primera Forma Fundamental Si K es un integrador béasico:

{e(f), M(t)e(g)) = /Ot<€(f)> [Bre(f; 9)I(s) F(s)e(g)) ds,

donde M(#) — /0 ' B(s) dK(s)

Segunda Diferencia de Martingalas Cuanticas

(e(f): e(9)) K (E) = Kn(0)] (), [Kallt) — K} elg)
2 [ Bl l9)5)ds [ Biqlf.0)(s)ds

+/ﬁammw@m

donde

0 si K1=A6Ky,=A

1 sio K =Aly Ky = AT

0Ky 10 ([ 9)(8) = gls) st K1 =Aly Ky,=A
f(s) sio Ki=Ay Ky,=Af
fls)g(s) si Ki=AyKy,=A

Segunda Forma Fundamental K, K5 dos martingalas fundamentales (pu-
diendo ser Ky = K3). Sean

g
—
~
N—
I

t
/ B(s) dK(s)
0
t
My(t) = / F(s)dKs(s).
0
Entonces para cualesquiera f,g € H, y t € R, se tiene

(M (2)e(s) /{Ml )i .9)F($)el)

+ (B, (9, ) E(s)e(f), Ma(s)e(g))
+ (v (N () E(s)e(f), [ (9)] (s) F(s)e(g))  ds
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donde
si K = Af
e (M) (s) =% h(s) si K=A

Estimado Fundamental Sea f € Loc y ¢t > 0. Entonces existe un ntimero
no negativo W(f,t) con la propiedad de que, para cualquier proceso
adaptado simple E, y cualquier integrador estocéstico K € {AT, A, A, T}
y s € [0,t] se cumple

<W(f.1) / B du

| B ar e
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