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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Descripciéon General

De manera general, este trabajo se enfoca en las matrices finitas
no negativas, sus propiedades, sus potencias y sus aplicaciones. El trabajo
estd basado en la tesis doctoral del Dr. Zijm [31]. Cabe resaltar que en
|31] se trata la propiedad de reducibilidad que a grosso modo explica como
se puede diagonalizar, de una manera conveniente, una matriz dada. La
reducibilidad dividiré esta tesis en dos grandes grupos: las matrices finitas
irreducibles y las matrices reducibles. Mas atin, dada esta distincion, auna-
do a las definiciones de clase basica o clase no bésica [31], se trabajara para,
obtener un tipo de descomposicion matricial la cual permitira analizar el
comportamiento de las potencias de las matrices en cuestion.
Posteriormente se estudiard un conjunto de matrices no negativas, el cual
puede ser muy grande, pero usando una propiedad a la que se le conocera
con el nombre de “propiedad producto’(pag.4 en [31]), uno se puede res-
tringir a cierto conjunto menor y es sobre éste en el cual se hara un analisis
que facilitara la obtencién de una matriz que maximiza al conjunto en un

sentido apropiado (pag.40 en [31]).
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Una vez teniendo lo anterior se procederd a desarrollar las aplicaciones
que materializan la teoria antes presentada. La primera aplicacion sera
en Economia y estara relacionada con la Matriz de Insumo-Producto de
Leontief [28]. La segunda aplicacion sera a los procesos de control de Mar-
kov con recompensa total esperada, casos neutral y sensible al riesgo [4],
5], 16], la cual estéd motivada por un problema de juego de apuestas plan-
teado por Sheldon Ross en su libro “Introduction to Stochastic Dynamic

Programming”(|21]).

1.2. Antecedentes

El estudio sobre la descomposicion de las matrices tuvo un gran au-
ge alrededor del ano 1870, cuando Camille Jordan en su tratado sobre la
sustitucion de ecuaciones algebraicas [15]| presenta a la comunidad mate-
matica lo que hoy se conoce como la descomposicion canénica de Jordan,
en donde el resultado principal es la descomposicion de un espacio vecto-
rial como suma directa de sus subespacios invariantes. Cabe senalar que

Jordan usa una matriz en general, no necesariamente no negativa.

Una vez desarrollado lo anterior, fue entre los anos 1960 y 1970 en
donde Pease (1965) [20], Mandl y Seneta (1969) 23] y Johnson (1970) [11]
entre otros, se adentraron al tema de las matrices no negativas. En estos
trabajos se puede observar que hubo un gran desarrollo en la interaccion
que se tuvo con las cadenas de Markov finitas (Kemeny y Snell [16]), asi
como en la parte tedrica sobre los eigenespacios algebraicos de las matrices
no negativas (Rothblum [22]).

Cabe mencionar que la técnica de matrices no negativas que pre-
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sento el Dr. Zijm [31] en 1983 estaba limitada ya que plantea una gran
cantidad de calculos numéricos que realizarlos a mano, dependiendo del
problema planteado, era una tarea casi imposible, sin embargo el Dr. Ka-
rel Sladky [24], [25], [26] y [27], continué trabajando arduamente en esta
linea lo que permiti6é una cooperacion para este trabajo. La idea de retomar
este trabajo es que actualmente se cuenta con recursos computacionales los
cuales permiten la realizacion de estos calculos, aunque cabe resaltar que
ain existen problemas que con las herramientas de hoy en dia, pueden ser

computacionalmente muy costosos.

1.3. Objetivos

(a) Estudiar las propiedades de las matrices finitas no negativas.
(b) Analizar un ejemplo de la matriz insumo-producto de Leontief.

(c) Resaltar la estructura de las estrategias que se tienen en el proble-
ma del jugador planteado por Ross |21], mediante su representacion
matricial. Esta permite abordar la seleccion de la estrategia 6ptima
mediante la maximizacion de la recompensa en la matriz asociada al

problema.

(d) Extender (c) cuando se tiene que el jugador tiene una preferencia al

riesgo.

(e) Mostrar que el campo de aplicacion de la técnica de matrices no

negativas puede ser aplicado en diversos problemas.
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1.4. Estructura del Trabajo

El trabajo se encuentra dividido en 6 capitulos:

En el primer capitulo se encuentran las definiciones basicas y una
introduccion sobre las matrices no negativas, sus resultados més importan-
tes y la estructura que éstas presentan. Para la parte final de este capitulo
se dan las caracterizaciones sobre la descomposiciéon que se tiene para los

casos irreducible y reducible.

En el segundo capitulo, una vez desarrollada la estructura de las
matrices, se procede a enunciar la convergencia cuando se tiene un méto-
do recursivo utilizando programaciéon dinamica, ya que lo que se busca es

estimar el comportamiento de las potencias de las matrices.

El tercer capitulo presenta una introduccion a los procesos de con-
trol de Markov, los cuales permitiran la sustentaciéon matematica de la

aplicacion de los casos neutral y sensible al riesgo.

En el cuarto capitulo se desarrollan las aplicaciones de la técnica de
las matrices no negativas. Primero se presentard una matriz de Leontief
(de 2 x 2) la cual ilustra el caso cuando se tiene una recursion del tipo
irreducible; cabe senalar que por simplicidad se muestra el caso 2 X 2, sin
embargo se podria generalizar para dimensiéon mayor a 2. Posteriormente,
en segundo lugar se detallara el ejemplo del jugador propuesto por Ross en
la pagina 76 de [21], en el contexto de los casos neutral y sensible al riesgo.
Es importante decir que este capitulo brinda la oportunidad de abordar el
ejemplo del jugador planteado por Ross a través de la estructura matricial,

aprovechando las desigualdades de optimalidad correspondientes, asimis-
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mo se adjuntan los programas que permitieron dar la soluciéon nimerica

de los ejemplos presentados.

El quinto capitulo presenta las conclusiones sobre este trabajo, entre
las cuales se presentan algunos problemas que se generan al incrementar

el nimero de estados, las aportaciones y las perspectivas del mismo.

En la parte final de la tesis se tienen las referencias, los apéndices y
un glosario de la notacion respecto al uso de la letra P. Esta parte esta di-
vidida en tres: un resultado sobre la solucién de un sistema de ecuaciones,
la informacion sobre el radio espectral y la demostracion del Teorema de
Perron Frobenius. Este teorema es la base de mucho del trabajo realizado.
Por tltimo se presenta una seccion sobre “sensibilidad al riesgo”, desde su
definicién, como se mide, y al final una breve descripcion de las funciones

de utilidad clasicas y su relacion al riesgo.



Capitulo 2

Matrices Finitas no

Negativas y sus Potencias

Este capitulo se compone de una introduccion a la teoria de matrices
no negativas, dando referencias sobre algunos resultados importantes de
las Cadenas de Markov y se establecen las caracteristicas de los dos casos
que seran el tema central: el caso irreducible y el reducible basados en la
propiedad producto; asi como el desarrollo de la técnica en la que se hace
hincapié sobre la estructura que presenta este tipo de matrices para los
dos casos. El final del capitulo permite visualizar la descomposicion para

los dos casos, lo cual permite abrir una ventana a su aplicacion.

Definicién 2.0.1. Una matriz A = (a;j) de tamano n x n se dice que
es no negativa (positiva) si a;; > 0, (a;; > 0). Se denotard por A > 0
(A>0).

Definicion 2.0.2. Se define una matriz de permutacion P como aquella
que tiene las mismas filas de la matriz identidad, pero no necesariamente

en el mismo orden.
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Definicion 2.0.3. Sea n > 2. Una matriz A de orden n se dice reducible

st existe una matriz de permutacion P tal que:

A A
pap=| "1 TR
0 Ay
donde Ay y A son matrices cuadradas de orden menor que n y P

denota la transpuesta de P. Si no existe tal P entonces se dice que A es

wrreducible.

Definicion 2.0.4. Se define la multiplicidad algebraica de un eigen-
valor \ de una matriz A de n X n, como el nimero de veces que aparece
repetido como raiz en el polinomio caracteristico.

(p(t) = det(A — tI) donde det denota el determinante).

ieméx{k €1,...,n:(t—N* divide a p(t)}.

Definicion 2.0.5. Se dice que un eigenvalor \; es stmple cuando la mul-

tiplicidad algebraica es igual a 1,.

Definicién 2.0.6. Se define el radio espectral de una matriz cuadrada

P como o(P) = méax{|\||\ es un eigenvalor de P}.

Definicion 2.0.7. Sea A una matriz cuadrada, no negativa e irreducible.
Sea d el nimero de valores propios distintos de A de valor absoluto igual
al radio espectral o(A). Se dice que A es una matriz primitiva si d = 1

0 que no es primitiva si d >1.

2.1. Cadenas de Markov en Espacios Finitos

En esta subseccion se presentan algunos resultados relacionados con

los tipos de Cadenas de Markov que se pueden tener, la clasificacion de los
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estados de éstas, estudiar las clases de comunicacion y después crear una
clasificacion sobre las matrices que emergen de la representacion de una

Cadena de Markov en su forma matricial.

Considérese una Cadena de Markov con espacio de estados S finito.

Como se acostumbra a los elementos de S se les llamara estados.

Definicion 2.1.1. Se define la transicion de un estado 1 a un estado j

como la probabilidad de ir de i a j en un paso, se denotard por Pj;.

Definicion 2.1.2. Se define la transicion en n pasos denotada por
P, j(n) como la probabilidad de ir de i a j evactamente en n pasos i.e.

eviste n € N tal que P;j(n).
Clasificacion de Estados:

= Se dice que un estado ¢ accede al estado j si existe n < 0 tal que
PZJ(TL) >0

= Se dice que los estados 7 y j se comunican si estos son accesibles
entre si, es decir: 7 accede a j y j accede a i (denotado por i <> j).
Mas atun se sabe que la relacién de comunicacion es una relacion de

equivalencia. pag.20, [3]

= Un estado ¢ se dice que es absorbente si una vez llegado a éste ya

no se puede salir de él, i.e. P; = 1.

= Un estado se dice recurrente si la probabilidad de que se re-
grese a i dado que se comenzd en i alguna vez es 1, i.e. P(X, =

ipara alginn > 1| Xy =1i) = 1.

s Un estado i es periédico con periodo “d” (con d un entero positivo)

si s6lo se puede regresar a €l después de d,2d,...,nd con n € N
pasos. P;(d) >0
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= Un estado se dice aperiédico cuando el periodo del estado es igual
al (d=1).

= Un estado ¢ se dice transitorio si la probabilidad de regresar al es-
tado ¢ dado que se comenzo en el estado ¢ alguna vez es menor que
lie. P(X, =iparaalginn > 1|X,=1) < 1.

Una vez que se tiene lo anterior, el siguiente paso es dar una clasi-
ficacion respecto a una clase.
Se define una clase de comunicaciéon C' C S si cualesquiera dos estados
de C se comunican entre si.
Una clase C se dice cerrada si ningtn estado de S\ C' puede ser acce-
dido desde un estado de C. Notese que un estado absorbente es una clase
cerrada con un tnico estado.
Una clase se dice irreducible si es una clase cerrada tal que ninguna sub-
clase de esta es cerrada, lo cual implica que la tnica clase cerrada es la de
todos los estados de la clase.

Lo anterior induce una clasificacion més general que es la de cadena.

= Una cadena se dice Irreducible si consta de una tnica clase de
equivalencia bajo la relacion de comunicacion o equivalentemente el

tnico conjunto cerrado es el de todos los estados.

Nota Si el espacio de estados es finito, entonces existe al menos

un estado recurrente. Vease pag.54 [3].

= Una cadena se dice Reducible si tiene un subconjunto de estados

C desde el cual no es posible alcanzar estados fuera de él.
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= Una cadena se dice Aperiddica si todos sus estados son de periodo
1.

= Una cadena se dice Regular si es posible ir de un estado a cualquier
otro en exactamente n pasos para alguna n € N, i.e. existe n > 0 tal
que P;j(n) > 0 para toda i,j € S.
Nota: Lo anterior explica que la propiedad de ser regular implica
que todos los estados se comunican en la etapa n lo cual tiene como

consecuencia que la matriz P" es irreducible.

= Una cadena se dice Absorbente si tiene al menos un estado absor-
bente y desde cualquier estado no absorbente es posible ir a alguno

absorbente.

Nota: La matriz de transicion de una cadena absorbente siempre

se puede llevar a la forma:

O R
0 I

donde la matriz P es de (n x n), Q esde (t xt) y R es de (r x t)
con r +t = n. Aqui I denota la identidad de (r x r) (Notese que

en I hay r estados absorbentes y estos se pueden reordenar para que

aparezcan en las tltimas columnas).

Definiciéon 2.1.3. Se define un vector de probabilidad como aquel vec-
tor v € R° tal que todas sus entradas son no negativas y la suma de ellas

es 1.

Definicion 2.1.4. Se define el vector de probabilidades estaciona-

rias(invariante) como el vector que satisface que vP = v
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Cadenas Irreducibles

Propiedades Generales:

Si se tiene una matriz P cuyas potencias son P" > 0 para toda n mayor
igual que 1 y tal que o(P) = 1, entonces se tiene que P1 =1, i.e. él (1,1)
es un par propio de P (es decir, P tiene el eigenvalor 1 y el eigenvector 1

en donde el eigenvector 1 denota al vector (1,1,...,1)).

Nota: Dada una matriz irreducible, por el Teorema de Perron Fro-
benius [18] pag.5h36 , el 1 es el eigevector de Perron Frobenius asociado
al eigenvalor 1. Ademés no existe otro eigenvector positivo derecho, no
negativo; mas aun para el mismos eigenvalor, existe un tnico eigenvector
izquierdo v no negativo tal que:

v'P = v. Si se normaliza v entonces resulta que:
v'1 = 1. Entonces, en particular, para una matriz irreducible y primi-
tiva se tiene que:

1>1
donde \; representa un eigenvalor de P, donde u; es el eigenvector derecho
asociado a \; y z; eigenvector izquierdo. Por lo que:

P" = 10" + Z)\?zluf,

1>1
pero como |\;|< 1 Vi > 1 por ser primitiva, entonces el 1 es el tunico
eigenvalor sobre el circulo espectral, por lo que se tiene que

lim P" = 1°.
n—oo

Consecuente se obtiene que si p'(k) denota el k-ésimo paso del vector de

probabilidades entonces:

Ifim p'(k) = lim p'(0)P* = p'(0)10" = o,

k—oo k—oo
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Notese que lo anterior explica que el vector de probabilidades estacionarias
es justamente el vector izquierdo de Perron Frobenius y que es indepen-

diente del vector inicial.

Nota: También como una consecuencia del Teorema de Perron Fro-
benius [18] pag.540, se tiene que dada una matriz P no negativa, irreducible
y que no es primitiva de orden h>1 entonces existe una matriz de permuta-
cion V tal que la forma canonica de Frobenius V! PV queda de la siguiente

manera y ademas la cadena es periddica con periodo h:

0 P, 0 ... 0

0 0 Py ... 0

VtPV: . . . . .
0 0 ... 0 Py

Pp 0 ... 0 0

Cadenas Reducibles

Notese que en una cadena de Markov reducible, es posible median-
te operaciones elementales de matrices, llevar la matriz de transicion P a

la forma:
XY

0 7

P :=V'PV =

donde X, Y y Z son de dimensiones apropiadas para que la igualdad ante-
rior tenga sentido y V es una matriz cuadrada de permutacion.

En general se puede ver que P’ es de la siguiente forma:
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Py Po ... Pt Py Py o0 Pip
0 P ... Pop v Poyppn Poyyn o0 Py
. : - : . :
o 0 ... Pp 1 P, Py .. P
P = - = = = — — - — — —
P r+1,r+1 0
! 0 Priogrio
| : . .
| 0 0 0 0 0 0 0 Pum |
Donde desde P41 41 hasta P, ,,, denotan los estados absorbentes, Py, . .., P,

y son el complemento de los estados absorbentes, i.e. representan los esta-

dos transitorios. Lo anterior se puede denotar como:

o TR T
0 Ty |’
donde :
[Py Py ... P ]
0 P ... P,

e I

0 0 ... P,
[ Pyt Pirya o Pim |

Pori1 Payio oo Pop

F12 = . . _7 )

| PT,T+1 Pr,r+2 <. Pr,m
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0:= Y
00 0 0]
[ Pr—i—l,r—i—l 0 SR 0 ]
Ty = 0 Pr+?,r+2
| 0 0 0 Pm,m |

Cabe observar que el limite, cuando k& — oo, de P'* esta dado por:

0 (I — Fll)_lrlgL
0 L

lim P'* =
k—o0

siempre y cuando todas las submatrices de I's9 sean primitivas.
A continuacion se dard un argumento sobre el analisis de la matriz
lim P’* para cada uno de sus bloques.
k—o0
Para I'y;
Como cada Pj; es irreducible 6 [0];x1 v representa la i-ésima clase transi-

toria, entonces se tiene que:
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pero P;1 < 1 porque hay bloques P;j, 7 # %, no nulos esto implica que:
o(P;) < 1, de donde se sigue que:

I+T AR Al
0(F11)<1$h/m tout tn =

k—o00 k k—oo

Las igualdades anteriores se derivan de la Sumabilidad de Césaro aplicada

a matrices estocasticas, vedse pag.697 de [19].

Para F22

Cada P.ij,4; es irreducible lo que implica que cada P.ij,;; es simple
(i.e., que el conjunto de eigenvalores que coinciden con el radio espectral
es igual a 1) y son raices de la unidad. Por otro lado, los eigenvalores unita-
rios de P’ son el conjunto de los eigenvalores unitarios de las submatrices
P, r+;y hay que notar que estos pueden aparecer repetidos en més de
una submatriz P4 ,4;.

Por lo que se puede aplicar el Teorema de Perron Frobenius (Véase 7.3.6)

y tener que:
viPjj =%, j=r7+1,...,m. Entonces:
10t 0 0
[+To+...+T5" T
lfm + Log + + 29 _ 0 0
k—oo k
0 0 1v

Si la matriz anterior se denota por L, se tiene que: ka FSQ = L.
— 00

Recuérdese que todas las submatrices de I'y9 son primitivas.

Para F12

Por lo hecho para I'1; y I'99 se tendria que de existir el ka P'’* seria de la
—00
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siguiente forma:
0 Z

0 L
Para analizar Z recuérdese el hecho de que R(G) = N(I — P) (ie. El

rango de G es igual al nucleo de I — P, pag.633, [19]), debido a que G es
el proyector de N(I — P) sobre R(I — P), se obtiene:

G = lim P =

k—o00

0 7

=0= (I-T'1)Z =T,L.
0 L ( 11) 12

[-Ty -T
UfmGo:[ H ”]

0 1 =T

Como (I—T"11) no es singular porque o(I'11) < 1, entonces se obtiene
que: Z = (I —T'y1)"T'o L siempre y cuando todas las submatrices de T'a
sean primitivas.

De donde resumiéndose todo lo anterior se concluye que:

1 ]—I—P’—I—P/Q-F...—I-Plk_'—l 0 (I—Fll)_1F12L
11m —

como todas las submatrices de I'y9 son primitivas entonces se tiene que:

0 (I— Fll)_lruL
0 L

lim P* =
k—o0

Para una demostracion més detallada del limite de P’, consultese pags.697-
699 de [19].

2.2. Propiedades de las Matrices

Definicién 2.2.1. Sea K un conjunto de matrices de tamano nxn, n € N,

y sea P; la i-ésima fila de la matriz P € K. Entonces diremos que K tiene
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la propiedad producto si para cada subconjunto V de {1,2,...,n} y para

cada par de matrices P(1), P(2) € K lo siguiente se cumple:

La matriz P(3), definida por:

p(3), 4 T O ner
O PR osiie{1,2,...,n0\V

es un elemento de K.

()

Nota (pags.54-55 en [14]):

Cada conjunto K que satisface la propiedad producto esta dado por

una coleccion de filas admisibles. Es decir, si se tiene dada una colec-

cion {R;,7 € {1,2,...,n}}, de vectores R; no negativos de tamano n,
para cada i € {1,2,...,n}. Entonces el conjunto K de todas las ma-
trices tal que su j-ésima fila es un elemento de {R;,7 € {1,2,...,n}},

para cada j € {1,2,...,n}, satisface la propiedad producto y vice-
versa, cada conjunto K que satisface la propiedad producto esta dado
por la coleccion {R;,i € {1,2,...,n}}, donde R; = {A;]A € K},
para cada i € {1,2,...,n}.

Si se tiene cualquier conjunto finito Ky de matrices no negativas, en-
tonces se puede encajar en un conjunto finito X' O K el cual cumpli-
ra la propiedad producto. Se puede construir K usando la coleccion
{R;,i € {1,2,...,n}}, donde R; = {A;|A € Ko} i€ {1,2,...,n}
. En otras palabras, K es el conjunto de todas las matrices tal que

su j-ésima fila es igual a la j-ésima fila de alguna matriz en K, para
cada i € {1,2,...,n}.

Ejemplo 1. Sea K = {Mj,3la;; >0y a;; >0 para ¢ j}. Se

tiene que V puede ser de la forma {1}, {1,2} y {1,2,3}. Para los casos

{1} v {1,2, 3} se prueba facilmente la propiedad producto. Para el caso
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{1,2}, sean P(1) y P(2) dadas por:

a1; aiz as bi1 b2 b3
P():=| as as ax |, P(2):=1] by by by |,
as; asy as3 b31 b3z b33

entonces dada la definicién anterior se obtiene que:

ailp a2 ais
P(3) ‘= 21 Q22 A3

b31 b32 b33

De donde P(3) € K debido a que la primera entrada es positiva, por lo
que K tiene la propiedad producto.

Ejemplo 2. Sea K = {M3,3|0 < a;; < 3 para alguna 4, j.}, tomese
V como {1,2} y ademas

00O 1 00
PL)y:=10001], P2:=1]000 ],
1 2 2 00O
entonces
00O
P(3):: 00O
00O

Notese que P(3) ¢ K por lo que K no tiene la propiedad producto.
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Proposicion 2.2.2. Sea P una matriz cuadrada no negativa y sea o(P) su
radio espectral (i.e., o(P) = max{|\||\ es un eigenvalor de P}). Entonces
o(P) es un eigenvalor de P al cual se le puede asociar un eigenvector
semipositivo (i.e. es decir el eigenvector puede tener una entrada igual a
0) derecho e izquierdo. Estos eigenvectores son inicos salvo por constantes
en el caso que la matriz P sea irreducible, mds aun para este caso se pueden

elegir estrictamente positivos.

Demostraciéon. Si P es irreducible entonces se tiene que o(P) es
simple, por el Teorema 7.3.6 se sigue el resultado.
Por otro lado si P es irreducible con periodo d entonces existen exacta-
mente d eigenvalores Aj, Ag, ..., Ay con |A\g|= 1, k = 1,...,d, asi que se
puede decir que Ay = o(P) x exp(2rwki/d) para k = 1,...,d, de donde
todos estos eigenvalores son simples y por el Teorema 7.3.6 se tiene que
existe un eigenvector asociado estrictamente positivo. Para el caso en el
cual la matriz P es reducible y no negativa, la demostracion se encuentran
en [10]. O

Nota:
(a) Obseérvese que o(P) > |\| para cualquier eigenvalor A # o(P).

(b) Considérese una matriz P irreducible y aperiddica. Si se tiene el
vector z(n) = P"x(0),n = 1,2,..., donde z(0) > 0 es un vector
cualquiera de tal manera que la multiplicacion tenga sentido, como
P es irreducible se puede considerar u el eigenvector derecho estricta-
mente positivo asociado a o(P) por el Teorema anterior. Si se eligen
constantes ¢y, co > 0 tal que el vector z(0) sea acotado de la siguien-
te forma c;u < 2(0) < cou entonces para la recursion anterior se
puede obtener que: ¢1(o(P))"u < x(n) < co(a(P))"u,n € N. Esto
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proporciona cotas sobre el comportamiento del vector x(n).

La nota (b) precedente sugiere una pregunta interesante: jcudles matri-
ces no negativas, poseen un eigenvector derecho estrictamente positivo?
Parcialmente se sabe que si la matriz es irreducible entonces se tiene una
respuesta afirmativa a la pregunta, sin embargo, que una matriz sea irre-
ducible es una condiciéon suficiente para la existencia del eigenvector, pero
no necesaria [18]. Con el propoésito de responder a la pregunta previa en el
caso reducible, a continuacion se enunciaran ciertas definiciones y teoremas
los cuales permitiran dar respuesta a la pregunta planteada.

Durante esta secciéon P serda una matriz no negativa de tamano

N x N y se denotard por S al conjunto de estados que esta definido por
S:={1,2,...,N}

Definicion 2.2.3. Sea D un subconjunto propio de S. La restriccion de-

notada por PP de P a D x D se le llamard un menor principal de
P.

Proposicion 2.2.4. El radio espectral o(PP) de cualquier menor prin-
cipal PP de P no excede el valor del radio espectral o(P) de P. Si P es
irreducible, entonces se tiene que o(PP) < a(P) VPP; si P es reducible,

entonces o(PP) = o(P) para al menos un menor principal irreducible de
P.

La demostracion de la proposicion anterior se puede consultar en la
péag.69, [10].

Definicion 2.2.5. Una clase de P es un subconjunto C' de S tal que la
matriz PC es irreducible y es de tal manera que C no puede hacerse mds
grande sin perder la propiedad de ser irreducible. Se dice que C es una
clase bdsica si o(PY) = o(P), para cualquier otro caso se dice que C no

es bdsica 1 en tal caso o(PY) < o(P).
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Nota: Algo a resaltar es que una matriz P particiona el espacio
de estado S en clases basicas Cy, Cs, . .., Cy: si PU9) denota la restriccion
de PaC; xCj, 4,57 =1,...,n. Entonces después de un reacomodo en el

orden de los estados, a P se le puede reescribir de la siguiente forma [31]:

P(l,l) P(1,2) P(l,n)
p2 . p@en)

pnn)

con PUJ) = (0sii> j, en la parte inferior de la diagonal aparecen 0. Para

realizar el reacomodo de las clases, se utilizara la relacion de accesibilidad.

Definicion 2.2.6. Se dice que una clase Cy accede a la clase Cy, si un
estado v en la clase Cy tiene accestbilidad a algiun estado j de la clase
Cr. (En el caso de matrices no negativas la accesibilidad de dos estados
se interpreta mediante el hecho de que la correspondiente coordenada sea

diferente de cero y no necesariamente menor o igual a 1).

Definicion 2.2.7. Una clase de C asociada a P se dice que es final, si
de C no se puede acceder a otra clase. Una clase de C se dice inicial si

ninguna otra clase puede acceder a ésta.

Proposicion 2.2.8. La matriz P posee un eigenvector derecho(izquierdo)

estrictamente positivo si y solo si sus clases bdsicas son precisamente la
final (inicial).

La demostracion de lo anterior se encuentra en [10].

Lema 2.2.9. Sea P una matriz irreducible con radio espectral o :== o(P) >
0 y sea u el eigenvector derecho estrictamente positivo asociado a o. En-

tonces existe una matriz no negativa P* definida por:
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x . —k pk
= 7}1_>I£10n+120 £

y ademds se tiene que:

PP*=P'P=0P"

(P*)? = P~
Mas aun, pj; > 0 si y solo si j pertenece a una clase basica de Py ademds
1 tiene acceso a j mediante P. Si ademds la restriccion de P a cada una
de sus clases bdsicas es aperiodica, entonces se tiene que:

P = lim o7 "P".

n—oo

Por dltimo, se tiene que la matriz (o1 — P + P*) es no singular.

Demostracion:
Sea P la matriz definida por: PZ] = o lu; -ip, juj, 1,5 € 9, la cual existe
debido a que o # 0, u # 0 donde u; denota la i-ésima entrada del eigenvec-
tor derecho estrictamente positivo y ademaés se tiene que P es estocastica
(es decir P > 0y Pe = e en donde e, denota el vector con todas sus
componentes iguales a 1) por la forma en que se esta definiendo. Como P

es irreducible entonces si se define:

x . —k Dk
P = 7}1_}1](()10”_’_ Za P,

este limite existe debido a que P es una matriz estocéstica e irreducible

(pags.691-694 [19]), sin embargo hay que hacer notar que existen dos po-

sibilidades del valor del limite esto debido a si la matriz P es primitiva o
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no es primitiva.

Caso a) P no es primitiva entonces es césaro sumable y entonces:

1 < -
P* := lim Za_kpk
n—oo N, + 1
k=0
Caso b) P es primitiva y apériodica entonces:

P := lim o "P"
n—oo

Para demostrar que

PP*=P'P=0oP"

(P*)2 — P*

. La primera parte se sigue directamente de la forma de P*, obsérvese lo

siguiente:

n—>oon—{—1 n—>oon—{—1k20

n n
PP = P lfm — Y o hPF = lim = Y o tPfP=pP
k=0
ya que P no depende limite.
Por otro lado como P es irreducible con radio espectral igual a o y eigen-
vector derecho igual a u entonces se tienen que Pu = ou, multiplicando
por Px se tiene que P*Pu = P*ou = o P*u.

La demostracion de la segunda parte

(P*)2 — P*



2.2. Propiedades de las Matrices 33

se sigue de analizar el limite como sigue a continuacion:

IS . IR -
*\2 ’ —k Dk , —k Dk
S (AE@MHZU P)(J:%onHZMO P)

k=0
. ’ ’ 1 - —2k D2k R % *
= (Ag& (ng PR ) =t p
— p*

La demostracion de que p;; > 0 siy solo si j pertenece a una clase bésica
de P y ademaés ¢ tiene acceso a j mediante P se realizara de la siguiente
manera. Si suponemos que p;; > 0 esto implica por la forma de definicion
de P* que el estado ¢ tiene acceso a j mediante P, mas aiin como P* es el
limite y se sabe que las clases bésicas son las que indican el comportamiento
al limite entonces j pertenece a una clase basica de P. Como todas las
afirmaciones anteriores sobre la demostracion son si y solo si entonces se
tiene que j pertenece a una clase béasica de P y ademas ¢ tiene acceso a j
mediante P implica que pj; > 0.

Por ultimo que la matriz (6 — P + P*) recuérdese que se es-
ta asumiendo que P es apériodica entonces por pag.99 [16] se tiene que

(01 — P + P*) es no singular. O

Nota: En [16] se puede encontrar todo un panorama sobre los resultados
acerca de las matrices estocasticas. Mas aun a la matriz P* se le cono-
ce como el proyector en el espacio nulo de (61 — P) sobre el rango de
ol — P. Por otro lado a la matriz (¢ — P + P*) se le conoce como la
matriz fundamental con respecto a P. Obsérvese que la restriccion de
P* respecto a cada clase basica de P es estrictamente positiva. Esto ocurre
ya que para las clases basicas se tienen matrices irreducibles y como para
éstas se tiene la existencia del limite, entonces por la definicion de P* ésta

serfa positiva. Algo muy importante a notar es que en el caso de que la ma-
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triz sea reducible no se tiene la existencia de un eigenvector estrictamente
positivo asociado al radio espectral o, pero atn en estas circunstancias se
puede notar la relevancia de o respecto al comportamiento de la n-ésima
potencia de la matriz P.

Sea P una matriz no negativa. Su norma se tomara como:
n

[Pl mix S Py,
1<i<n < ;
j:
El vector de puros ceros sera denotado por 0.
Lema 2.2.10. Sea P una matriz cuadrada n X n con radio espectral o.

Entonces:
a) o = lim |[P"[["" = if || P
b) o =sup{A|Fw > 0: Pw > Aw} = inf{A[Fw > 0: Pw < \w}; y
c) Para cada X\ > o existe un vector w >0 tal que Pw < Aw.

Demostracion:
La parte a) se encuentra en el apéndice 7.2 y fue tomado de [7|. La parte

b) se sigue de a) y para c) tomese a w = (A — P) le. O

En esta seccion lo que es importante destacar es que si Pw < Aw
(componente a componente) esto implica directamente que P"w < \'w,
si se tiene que z(0) < w. Esto tiene como resultado que P"x(0) < A"w,

por lo que se obtendrian cotas para el comportamiento de P"z(0).

Lema 2.2.11. Sea P una matriz irreducible, sea o su radio espectral y sea
x>0. Si Px > ox entonces Px = ox. Andlogamente, si Px < ox entonces

Pr=ozx.

Demostracion:

Toémese Px > ox. Como P es irreducible se tiene que existe el eigenvector
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izquierdo estrictamente positivo asociado a ¢, multiplicando la desigual-
dad por éste se tendria que ¢ > o, contradicciéon por lo que Px = ox.

Analogamente, se demuestra la otra desigualdad. O

Lema 2.2.12. Sea P una matriz con radio espectral o y supongase que
Px > A\x para algin nimero real A y para algin vector x con al menos

una entrada positiva. Entonces o > \.

Demostracion:
Sea y := (A — P)z, por lo tanto y < 0. Si A > o entonces se tiene que
Al — P no es singular por lo que:

r= (N —-P)ly= Z)\_(”H)P”y < 0, lo que es una contradiccion. De

n=0

donde o > A\. O
Descomposicion triangular en bloques

Definicion 2.2.13. Una cadena de clases de P es una coleccion de clases
{C1,Cy,...,Ch} tal que P, > 0 para algin par de estados (ix,ji) con
i € Cr yjgr € Cry1, K =1,2,....,n— 1. Para este caso se dice que la
cadena comienza en C1 y que termina en C,,. El tamano de una cadena

se define como el numero de clases bdsicas que ésta contiene.

Definicion 2.2.14. Se define la altura (profundidad) de una clase de
C' de P como el tamano de la cadena mds grande que termina (empieza)

en C.

Ejemplo 3. Considérese la siguiente matriz:

(14100)

200 0
P = 11 4
2

4
\ 2 )
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Donde el triangulo inferior de P consiste de puros ceros. En este ejemplo,
cada clase de P consiste solamente de un estado; la siguiente grafica ejem-

plifica mejor lo que esta sucediendo:

w O

G <+ = O
"
G ot +— » O

Ahora, para hacer la clasificacion de los estados, soélo se tiene que observar
que se considera cada clase como un estado, ya que es la tinica forma de que
la clase sea irreducible; mas aiin, para cada estado se necesita calcular el
radio espectral, pero se puede observar que para este ejemplo todo se redu-
ce a calcular el radio espectral respecto a la diagonal es decir (A— P;;), para

todoi =1,...,5y asi se obtiene que las clases bésicas son la {2}, {4}, {5}.

Clases béasicas | Clases no bésicas
ey | 3
Altura 1,1,2 0,0
Profundidad 1,2, 1 2,2

Definiciéon 2.2.15. Se define el grado v(P) para una matriz P, como la

longitud de la cadena mds larga en P.

En el caso del ejemplo anterior se tiene que v(P) = 2.
Dado lo anterior y sin olvidar el objetivo de hacer un reacomodo,

las nuevas definiciones como la de altura y la de profundidad muestran
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una idea de que existe una nueva forma de acomodar los estados respecto
a estas propiedades. Para poner claridad a lo que se viene vislumbrando

se presenta el siguiente lema.

Lema 2.2.16. Sea o el radio espectral de P y v su grado. Entonces existe
una particion {D(v),..., D(1),D(0)} del espacio de estados S, en donde
D(k) representa todas las clases con profundidad k, para k =1,...,v. Si
P*D que denota la restriccion de P a las clases D(k) x D(l) entonces
PED =0 para k < 1 (k,l=0,1,...,v), una vez ya permutados los esta-

dos, la matriz resultante queda de la siguiente forma:

( pww)  pwwr-1)  pl)  pro) \
P(V—l,u—l) P(l/—l,l) P(V—l,O)

pay  p1,0)

\ pun

En donde la parte inferior respecto a la diagonal contiene puros ceros.

Notese que para esta descomposicion se tiene que (T(P(k’k)) =0 para k =
1,...v y que o(P®9) < o (si D(0) no es vacio). Mds ain, existe un

vector u™) > 0 tal que:

k=1,...v

Demostracion:
Como el grado de P es v, entonces existen clases que tienen profundidad
k con k = 1,...,v, y podria suceder el caso de que hubiesen clases con
profundidad 0 (clases no bésicas que no tienen acceso a ninguna clase

bésica). Se tiene que para cualquier clase que tiene profundidad k ésta no
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tiene acceso a otra clase [ con I > k, de donde P!

= (0 para k < [.
También se obtiene que las clases bésicas de profundidad k no tienen acceso
a otra clase que tiene la misma profundidad, pero en el caso de que se tenga
una clase no basica de profundidad k ésta tiene al menos un acceso a una
clase basica con profundidad k, por lo que o(P¥*) = o parak = 1,...,v.
Por otro lado por la proposicion 2.2.4 y las definiciones de clase basica y
no basica se tiene que a(P(O’O)) < o, por la proposicion 2.2.8 se tiene la

existencia de los vectores u*) > 0, de donde por lo anterior se cumple que:
0(p(k,k))u(k) = gul®
k=1,...v.O

Definiciéon 2.2.17. La particion (D(v), D(v —1),...,D(1), D(0)) en la
que D(k) contiene todas las clases con profundidad k (k = v,v—1,...,1,0)

se le conoce como la particion principal de S con respecto a P.

Si se vuelve a utilizar el ejemplo 3 y se toma la respectiva particiéon

principal, entonces resulta que:

(110 400
1 1 1+ 0 4

2 10 pz2 p@En
2 0
\ 2

Ademaés se tiene que tanto P22 como PMY tienen eigenvectores estric-
tamente positivos, asociados al eigenvalor 2. Esto indica que el compor-

tamiento al limite depende en gran medida de las clases basicas y de la
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posicion en donde se encuentran éstas.

Lema 2.2.18. Sea P una matriz con radio espectral o, grado igual a v
y sea {D(v),...,D(1),D(0)} la particion principal de S con respecto a
P. Elijase z(0) > 0, y sea x(n) = P"z(0),n = 1,2,.... Entonces existen

constantes ¢y, co y vectores u®) > 0 tales que satisfacen:
o (PPN k) = o),

k=1,...v, y ademds se tiene que:

aul < (1) o e(n); < ey,

i€ D), k=1,...,v y que:

i € D(0).

La demostracion de este lema se encuentra en [29].

Nota: El lema anterior, muestra una relaciéon entre el comportamiento del
vector x(n) = P"z(0), n = 0,1,2, ...y la posicién en las que se encuen-
tran las clases basicas de P.

Como se puede notar el concepto de profundidad juega un papel muy im-
portante en el analisis de la descomposicion matricial que se esta haciendo.
Analogamente se puede hacer lo mismo pero usando el concepto de altura
con respecto a z(0)'P"; sin embargo, para este trabajo se usara la profun-
didad.

En la parte anterior del trabajo se tomé que D(0) = ) (veése el enunciado
del Lema 2.1.19), sin embargo habréa ocasiones en las que esto no sea cierto,

asi que se dara una forma mas general para cuando D(0) # () y entones
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O’(P(O’O)) =+ 0.

Lema 2.2.19. Sea P una matriz cuadrada y no negativa. Entonces exis-
te un entero r=r(P) y una particion {I1(1),1(2),...1(r)} del espacio de

estado S, tal que las siguientes propiedades se cumplen:

(a) Sea P*Y que denota la restriccion de P a I(k) x I(1). Entonces
PED =0 si k> k,l=1,...,r.

(b) Para k <1, se tiene que o(P**)) > o(PED) | con igualdad solamen-
te, cuando para cada estado de I(k) se tiene acceso a algin estado

de I(l), k,l=1,...r.
(¢) Existe un vector estrictamente positivo u™ tal que:
PR, (W) — 0(p(k7k))u(k)’
kE=1,...,r

(d) Se elije (0) > 0 y sea x(n) = P"xz(0) para n =1,2,.... Para cada
ke {l1,2,...r} se define el entero ty como:

ty = min{l|0 < | < r — k, o(P*FLEHD) < o (PRRIYY,

En caso de que no exista el minimo entonces se define t, :=r—k+1.
Mads ain, si J(P(”)) = 0, entonces existen constantes positivas ¢y, co
que solo depende de z(0) tales que:

)_10(P(k’k))_"x(n)i < czu(k)

7

Clu(k) S (n

i !

parai € I(k),k=1,...;,r yn eN.
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La demostracion de este lema se sigue del Lema 2.2.18 s6lo notando
que para cuando P00 =£ () se vuelve a realizar el proceso de descomposi-

cion.

Definiciéon 2.2.20. A la particion {I(1),1(2),...,1(r)} de la parte an-

terior se le conoce como la particion espectral de S con respecto a P.

Nota: Es importante observar que la parte anterior permite resolver
problemas en el que la multiplicidad algebraica coincide con la multipli-
cidad geométrica, pero jqué sucede en el caso en el que esto no ocurre?.
Como se puede empezar a vislumbrar los procedimientos que se estan usan-
do tienen una intrinseca relacion con los conocimientos que se tienen en el
Algebra Lineal sobre los eigevectores y los eigenvectores generalizados.
En esta parte, el enfoque serd adentrarnos en el caso en el que las multi-

plicidades no coinciden.

Definicion 2.2.21. Sea P una matriz cuadrada no negativa, con radio
espectral o y para cada k € N, sea N¥(P) el espacio nulo de (P —ol)*. El
indice n(P) de P se define como el entero no negativo mds pequeno para
el cual se cumple que N*(P) = N¥1(P).

Si P es una matriz de N x N con radio espectral o y con indice 7,

entonces se tiene que n < N y ademés:

NY(P)G N*(P)& ... & N'(P) = N¥(P),

para k > 1.
Los elementos de N"(P) son llamados los eigenvectores generalizados.

Siz € N*(P)\ N*~1(P) se le conoce como un eigenvector generalizado
de orden k.
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Antes de continuar con lo que sigue, obsérvese lo siguiente:

Ejemplo 4. Témese P como:

2 1 4 1
e (2 2) - ()= (1),

Un hecho a resaltar es que:

Pw(2) =2w(2) +w(l), Pw(l)=2w(1).

En donde w(2) es un eigenvector generalizado de orden 2 y lo que sobresale

es que w(2) es estrictamente positivo.

Teorema 2.2.22. Sea P una matriz cuadrada, no negativa con radio es-
pectral o 1y con grado v. Entonces para k =1, ..., v existen eigenvectores

generalizados w(k) de orden k tales que:
Pw(v) = ow(v) (2.1)

Pw(k) = ow(k) +w(k + 1) (2.2)
k=1,...,v—1. Sea {D(v),D(v—1),...,D(1),D(0)} la particion prin-

cipal de S con respecto a P. Entonces los vectores w(k) pueden ser elegidos

de tal manera que, para k =1,...,v:

ie| D),y
=k

k-1

para i € UD(Z).
1=0
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Demostracion:
Considérese P4 la restriccion de P a las clases D(k) x D(l), y para

k=1,2,...,v definase:

/P(k,k) plkk-1)  pkl)  pko) \
pl—Lk=1)  p(k-11) P(k—l,O)

\ pon |

Obsérvese que R(v) = P. Se demostrara por induccion sobre k que para

k =1,...,vexiste una sucesion de eigenvectores generalizados y(1), y(2), . . .
tales que:
{R(k)y(l) = oy(l) +y(l + 1), [=1,... k-1 2.3
R(k)y(k) = oy(k)
-1 k
con y(l); = 0 para i € U D(n), y(l); > 0 para i € U D(n).

n=0 n=|
Por el lema 2.2.16 existe un vector y(1) definido en D(0) U D(1) tal que:

R(1)y(1) = oy(1),

en donde y(1); =0, para i € D(0) y y(1); > 0, para ¢ € D(1).
k-1

Supdngase que existen vectores x(1),z(2),...x(k) definidos en U D(n),

n=0
tales que:

Rk —1)z(l) =ox(l) + (I + 1),
-1
[ =1,....,0k—1, con z(l); = 0, para i € UD(n) y x(l); > 0 para

n=1
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k
Lo que falta, es encontrar vectores y(1),y(2), .. .y(k) definidos en U D(n)
n=0
tal que (2.3) se cumpla. Se puede pensar en definir:
k-1
y(l); == x(l); parai € U D(n),
n=0

[ =1,...k Notese que x(k) = 0. Si 2(n)! denota la restriccion de z(n) a
D(l) paran=1,...,kyl=0,1,...,k — 1y y(n)* denota la restriccion
de y(n) a D(k) paran =1,...,k, entonces (2.3) se reduce a:

Pksk)y () (K) — oy(k)®
PERy (K — 1)®) 4 pEE=Dg(f — D)ED —gy(k — 1)®) 4 4 (k)*) 2.4
: + : z + . '
PN + T PEIR()O oy 4+ y(2)®
(k.k)

Obsérvese que P posee un eigenvector estrictamente positivo
asociado o. Por el Lema 7.1.1 existe solucion al sistema (2.4), llamémosle

{y(B)®) . y(1)*) de tal manera que:
y(k) ) = (PUR)yr b= (g — 1)),

Como la restriccion de (P**))* a las clases basicas de P*F) es estricta-
mente positiva, esto por el Lema 1.0.8 y como cada estado en D(k) tiene
acceso a algtn estado en D(k — 1), se sigue que z(k — 1)** > 0, por lo
tanto y(k)* > 0.
Dado esto, se ha encontrado una solucion {y(1),...y(k)} de (2.3). Si se
definen {w(1),...w(k)} como:

w(k) = y(k)

w(l) = y(1) + aw(l+ 1) l=k—1,k—2,...,;a€eR
éstos también cumplen con (2.3) debido a que {y(1), ...y(k)} la satisfacen.
Como y(k)*® > 0 entonces se puede elegir « lo suficientemente grande, de
tal manera que w(l); > 0, parai € D(k),l =1,2,...k. y con esto se tiene
el resultado para R(k). O
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Corolario 2.2.23. Sea P una matriz cuadrada con radio espectral o, in-
dice v y supongase que cada clase no bdsica de P tiene acceso a alguna
clase basica de P. Entonces debe de ezistir un eigenvector w(v) de orden

v asociado a o, tal que w(v) > 0.

La demostracion se sigue directamente del Teorema 2.2.22 tomando
R = R(v). Para este caso se tiene que existe w(r) = y(v) y ademas se

tiene que y(v) > 0. O

El Teorema 2.2.22 exhibe una relaciéon muy importante entre las
clases basicas y las no béasicas de P, ademas de que ofrece una idea sobre

el comportamiento de las potencias.

Teorema 2.2.24. Sea P una matriz cuadrada con radio espectral o y grado
v.Sea {D(v), D(v—1),...,D(1),D(0)} la particion principal de la matriz
Py sean {w(v),w(v—1),...,w(1)} definidos como en el Teorema 2.2.22.
FElijase (0) > 0 y sea x(n) := P"x(0), n = 1,2,...,. Entonces deben
existir constantes ¢y y co tales que:

v v

a Y ()" wk) <x(n)i < e Y (1y)o"Fw(k)

i€ S\D(0),n € N y ademas,

lim ™"z (n); = 0,
n—o0

i € D(0).

Demostracion:
Tomese P*U 1a restriccion de P a D(k) x D(1) y sea w(k)W la restriccion
de w(k) a D(1), para todo k,I. Se sabe que P%!) = 0 si k < [ y entonces

w(k)Y = 0 para k > I. Como se tiene que o(P"?)) < o, entonces por
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el Lema 2.2.10 (c), existe un nimero real no negativo A < ¢ y un vector

w(A) > 0 el cual esta definido en D(0), que cumple:

POOy(N) < Aw(N).

Dado lo anterior, se puede elegir w()) tal que P*9w(\) < w(k)®, para
k=1,...,v, asi mismo se puede elegir una constate ¢ > 0 de tal manera
que z(0); < cw(1l); para i € S\D(0) y z(0); < cw(\);, para i € D(0).
Ahora si se utiliza el procedimiento de induccion, se puede mostrar facil-
mente que:

z(n); < cA"w(N);,

i€ D),y

z(n); < c {Z‘jnkﬂw(k% +o" (1~ AUl)lw(l)z} :

ieD),l=1,... v
El otro lado de la desigualdad se prueba de manera anéaloga, po-

niendo atencion en la eleccion de la constante. O

2.3. Descomposiciéon por Bloques para el Ca-

so: Matrices Irreducibles

Como por el Teorema de Perron Frobenius 7.3.6 una matriz P no
negativa e irreducible posee un eigenvector derecho u estrictamente positi-
vo asociado con el radio espectral . Entonces autométicamente es posible

establecer cotas para el vector z(n) definido por:

z(n) = Px(n — 1),
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n € N, z(0) > 0. Lo cual ya se habia comentado en la pag.25 nota (b) de

este trabajo; debido a que se tiene:
cro’"u < z(n) < coou,
n € N en donde se escogen constantes ¢, co de tal forma que:
au < z(0) < cou.

Ahora lo interesante es contestar a la siguiente pregunta ;jcuando se puede
decir algo similar para la recursion que se presenta a continuacion?:

x(n) = r]rjléﬂécpx(n — 1), (2.5)

n € N, z(0) > 0, dado que se supone que el conjunto restriccion K consiste

solo de matrices irreducibles.

Lema 2.3.1. Sea K formado tnicamente de matrices irreducibles y sea
6 := max{c(P)|P € K}. Entonces existe una matriz P € K con radio
espectral & con su respectivo eigenvector derecho u estrictamente positivo
tal que:

Pi = méxPa = 64. (2.6)

Demostracion:
Considérese P(0) € K arbitraria pero fija.
Param =0,1,2,..., escojase P(m + 1) € K tal que:

P(m + 1)u(m) = Ijgléépu(m)’

con

P(m +1); := P(m); si (P(m)u(m)); = (r]rjlgﬂé(Pu(m))l

En donde u(m) denota el eigenvector derecho estrictamente positivo aso-

ciado al radio espectral o, de P(m).
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Deténgase si P(m+1) = P(m) y entonces definase & := o(m), & := u(m)
y P = P(m). En caso contrario contintie con el procedimiento.

Por la forma de esta construccion se tiene que:
P(m + 1)u(m) > P(m)u(m) = o,u(m).

Por lo que implica el radio espectral, si se tiene que o,,.1 = o, esto
tiene como consecuencia que P(m+ 1)u(m) = opu(m) = P(m)u(m), con
lo que se finalizaria el proceso. Por otro lado, si se tiene el caso de que
P(m + 1) # P(m) se sigue entonces que 0,1 > o, lo que significa que
el proceso no se cicla, por lo que, el procedimiento termina después de un
numero finito de pasos; esto debido a que K es finito.O

Del Lema 2.3.1 se tiene que:

xz(n) = Ilgléﬂécpx(n—l), (2.7)

n € N x(0) > 0, y con esto se obtiene que:
10"t < z(n) < cd"u,

n € N, siempre y cuando la eleccion de las constantes ¢; y co cumplan con
que: a1t < z(0) < ol
Lo precedente nos permite acotar el vector x(n) y decir qué sucede cuando
n — 0o.

Nota: Al utilizar matrices irreducibles, por el Teorema 7.3.6 se
tiene un eigenvector u asociado al radio espectral o, lo que implica que la

particion inducida es la dada por el Lema 2.2.19.
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2.4. Descomposiciéon por Bloques para el Ca-

so: Matrices Reducibles

Teorema 2.4.1. Sea K un conjunto finito de matrices no negativas con la
propiedad producto. Entonces existe un entero ry una particion {I(1),..., I(R)}

del espacio de estados S, tal que las siguientes propiedades se cumplen:

(a) Sea P*D la cual denota la restriccion a I(k) x I(1).
entonces P*) =0 si k> 1 (k,l=1,...,7) para cada P € K.

(b) Eziste una matriz P e K y vectores estrictamente positivos 4%

definidos sobre I(k) tal que:

PR = mix PO = 5,0, (2.8)

k=1,2,....r en donde 0 := a(p(k’k)), k=1,2,...,r.
Para k <1 en donde se tiene 6, > &; con iqualdad st cada estado

en I(k) tiene acceso a algin estado en I(1) bajo P.

(¢) Sea x(0) > 0 y sea z(n) definido como en 2.7; Para cada k €

{1,2,...,7} sea ty un entero positivo definido de la siguiente forma:

, min{jlj > 0,0+ < o} si existe j;
k =
r—k+1 en cualquier otro caso.

Entonces deben existir constantes c¢1 y co positivas de tal forma que:

1, _ k
cruf < (tkn_l) 0. "r(n); < CQ’U,Z(- ),

para cada i € 1(k),k=1,2,...,r yn € N.

La demostracion de este teorema se hard mediante la construccion

de un método iterativo, el cual permitiré darle solucion al problema de las
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matrices reducibles.

Demostraciéon del Teorema 2.4.1.

Para la primera parte se necesita:

Procedimiento de Completacion:

Comenzar: Sea P(0) € K dada.

Param = 0,1, 2, ..., apliquese el siguiente paso iterativo hasta que la con-
dicion se satisfaga.

Paso iterativo:

Mediante la permutacion de los estados se puede escribir P(m) (el resul-
tado de la m-ésima iteracion) en la forma triangular del Lema 2.2.19. Sea
{L,..., I, } la particion espectral de S con respecto a P(m). Para esto

hay dos posibilidades:

(a) Siparak=1,2,...,7r,_1 vy para toda P € K,

P;; =0, para toda i € U I;(m) y para toda j € Ix(m)
I=k+1
entonces definase P(m + 1) := P(m).

(b) Si, por el contrario existe un entero t, 1 < ¢t < r,, tal que para
1 <k <typaratoda P € K;

T'm
para todo i € U I;(m) y para toda j € Ix(m), mientras que para

I=k+1
k =t existe P € K de tal forma que:

P’Lj>07

T'm
para algin i € U Ij(m) y alguna j € Ix(m),
I=k+1
entonces el siguiente paso a realizarse es:
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Para P € K, sea D(m, P) que denota el conjunto de estados que

tienen acceso a I(m) bajo Py sea D(m) := U D(m, P).

PeK
Como K tiene la propiedad producto, entonces debe existir una ma-

triz P de tal forma que todos los estados en D(m) \ I;(mm) tienen
acceso a I;(m) mediante P. Ahora, determinese P(m + 1) tal que:
P, sii € D(m)\ I(m)

P(m); en cualquier otro caso

Pare si P(m + 1) = P(m).

Definase P(0) := P(m).

A P(0) se le conoce como la completacién de P(0).

Para probar que el procedimiento de completacion no se cicla y que ter-
mina después de un numero finito de pasos se necesita probar el siguiente

resultado.

Definicion 2.4.2. Sean (y1,y(2),...,y(n)) v (z1,29,...,2(n)) dos se-
cuencias de vectores con entradas en los reales. Se dice que (y1,y(2),...,y(n)) =
(21,22,...,2(n)) st yn > 2z 0 si para alguna k € 1,...n se tiene que
yy=z=1lparal =1,2,...k yyrs1 > 2zks1. Las definiciones para <, =,
= se siguen de la anterior. A este orden se le conoce con el nombre de

Lexicogrdfico.

Lema 2.4.3. Sea P(m) la matriz que resulta de la m-ésima iteracion del

proceso de completacion (m =0,1,...), entonces
(0i(P(m +1)),vi(P(m +1))) = (0:(P(m)), vi(P(m))), (2.9)
Vi € S, con igualdad para todos los estados si y solo si P(m+1)=P(m).

Demostracion:
Supongamos que P(m + 1) # P(m). Sea (o;(P(m)),v;(P(m))) := (p,n)
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para i € I;(m). Con el motivo de simplificar la notacion, definanse los

siguientes tres conjuntos:
Aw=1L(m), D:=D(m), y E:=(JL(m)\D(m)).
I=t

Obsérvese que cada estado en D tiene acceso a algin estado en A bajo
P(m +1). Como P(m +1); = P(m); para i € A, se sigue que cada clase
final C' de P(m + 1)P, contiene una clase final(basica) B de P(m)?, por
lo cual se tienen dos casos:

Caso 1.

B C | se tiene que:

o(P(m+ 1)) > o(P(m +1)%) = o(P(m)?) = p.

Esto por la proposicion (2.2.4) sobre los menores principales y el hecho de
que P(m +1); = P(m); parai € B.

Caso 2.

B = (' se sigue que:

o(P(m+1)°) = o(P(m)") = p.

En donde se tiene que C solo tiene acceso a clases en E (bajo P(m + 1)).
Si o(P(m+1)Y) = p, se sigue entonces que C' es igual B, y para este caso
vi(P(m+ 1)) =v;(P(m)) para i € C. De donde se obtiene que:

(oi(P(m + 1)), vi(P(m +1))) = (p, 1),

al menos para todos los estados ¢ que pertenecen a una clase final de
P(m + 1)P, por la forma que tiene D; se sigue que lo anterior se cumple
para todos los estados.

Como P(m + 1); = P(m); para i € E, se tiene que (2.9) se cumple para
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todos los estados en E. Mas atn, también se tiene que por (2.9) se puede
extender para todo ¢ € S, ya que P(m+1); = P(m); parai € S\ D.
Por lo anterior; la igualdad en (2.9) se cumple para todos los estados si y
solosi A\ D = I;(m) \ D(m) =0, es decir, P(m + 1) = P(m).0

Una vez realizado lo anterior, es decir, la completacion P(0) de P(0),(una
descomposicion triangular en bloques), el siguiente paso es encontrar los

eigenvectores.

Procedimiento de perfeccion
Comenzar:
Sea P(0) el resultado del procedimiento de completacion y sea
{6,(0),...,1,,(0)} que denota la particion espectral de S con respecto a
P(0) y sea {u(0)*;k =1,2,...,79} el conjunto de eigenvectores derechos
asociados, dados por el Lema 2.2.19 (c).
Tomese P(rg + 1) = P(0). Para m = 79,79 — 1,...,2,1, y apliquese el

siguiente paso de perfeccion:

Paso de perfeccion
Supongase que se ha obtenido P(m + 1) entonces determinese P € K de

tal forma que:

> Pyu(0))" =méx Y Pyu(0))"”, (2.10)

Definase P(m) por:
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P(0); i € U 1,:(0)
P(m); =< P, 2'61;(0)7
P+ 1) i€ |J Ko

L k=m-+1 o
Pare: A P(1) se le conoce como el perfeccionamiento de P(0). O

Para demostrar que P(1) es realmente un perfeccionamiento de

P(0), se presentan los siguientes dos lemas.

Lema 2.4.4. Dado el procedimiento de perfeccion, se tiene que para m =
TQ,To-—-l,...,Q,lf

(0i(P(m)),vi(P(m))) = (oi(P(m + 1)), v;(P(m + 1))), (2.11)
1€ S.
Demostracion:

Sea (0;(P(0)),(P(0))) := (p,n) para i € I,,(0). Para simplificar la no-

tacion se define:

A= 1,(0), E = O Q)

k=m+1
Sea C una clase final de P(m)#. Por (2.10) se tiene que:

D p(m)iu(0)f" =3 "p(0),u(0)" = pu(0)7,

jeA jeA
coni € C, dado lo anterior, por el lema 2.2.10 se sigue que: o(P(m)%) > p.
Si se da el caso en que: o(P(m)%) = p entonces por el lema 2.2.11 se obtiene
que:

E:p mu E:p UU E:p mu

jeA jel jeA
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para todo ¢ € C', lo que implica que:

con ¢ € (. Mas aun, C' sblo tiene acceso posible a las clases de E bajo
P(m). Como el mismo argumento funciona para cualquier clase final de
P(m)4 se sigue por (2.11), que lo anterior se cumple para todos los estados
en A y continuando con el proceso, se puede extender para cualquier estado
1€ 5.0

El siguiente lema permite observar que sucede cuando se da la igual-
dad en el Lema 2.11

Lema 2.4.5. Sea K un conjunto finito de matrices cuadradas, no negativas
con la propiedad producto. Sea P(0) una matriz con radio espectral o, con
eigenvector asociado u(0), estrictamente positivo. Determinese P(1) de tal

forma que lo siguiente se cumpla:

P(1)u(0) = maxPu(0),

PeK

(P(0)u(0)); = <méXPu(O)> .
Supongase ademds que:

(0i(P(1)), (1i(P(1)))) = (0,1), (2.12)

Vi € S. Entonces debe existir un eigenvector u(1) estrictamente positivo
para P(1), asociado a o, tal que u(1); = u(0); para i en una clase bdsica
de P(1). Mds ain u(1) > u(0) con igualdad si y solo si P(1) = P(0).

Demostracion:

Como (2.12) se cumple, entonces las clases bésicas de P(1) son precisa-
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mente sus clases finales. De donde, para P(1) existe un eigenvector estric-
tamente positivo, llamémosle u(1), el cual esta asociado a o. Asi como en
la prueba del Lema 2.4.4, se tiene que para este caso P(1); = P(0); para
i en una clases final de P(1). De aqui, se tiene que una clase bésica (final)
de P(1) es también una clase basica (final) de P(0), por lo que u(1) puede
ser elegido de tal forma que u(1); = u(0);, para i que pertenece a una clase
bésica de P(1).

Sea A que denota al conjunto de estados que no pertenecen a una clase
bésica de P(1). Obsérvese lo siguiente:

Como P(1)(u(0) —u(1)) > p(u(0) —u(1)), se sigue que u(1); = u(0); para
i € S\ A. Dado lo anterior se obtiene que:

P(1)*(w(0)" = u(1)?) = p(u(0)* — u(1)")

. Siu(l); < u(0);, para algin ¢ € A. Por el Lema 2.8 esto implicaria que
(P(1)4) > p, lo cual contradice la definicion de A. Por tanto se tiene que
u(l) >

u(0); si se da el caso que u(1); = u(0);, parai € S\ A esto implica
que u(1) = u(0) lo cual dice que:

%éépu(o) = P(1)u(0) = ou(0) = P(0)u(0), (2.13)

es decir P(1) = P(0). O

Ahora llevando lo anterior al Lema 2.4.4, se sigue que si la igualdad se
cumple en (2.11) para algin m € rg,79 — 1,...,2,1 y ademés para to-
do i € S, entonces existe un vector u(1)™), definido en I,,(0), el cual es

estrictamente positivo y ademas cumple que:

> ol i = ()™,

J€IL,(0)
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i€ 1,(0),y
u(1)"™ > w(0)™,

i € I,,(0), con igualdad para todos los estados i que pertenecen a cualquier
clase C' C I,,(0) de P(m) que satisfacen o(P(m)) = p (p definido como
en la prueba del Lema 2.4.4).
Se tiene, para este caso que P(m) = P(m+1) siy solo si u(1)™ = «(0)™),
y se obtiene:

Z Plm)iu(0)" = méx Y Pyu(0) = pu(0)™,  (2.14)

PeK
jEI ) ]EIm(O)

i € I,,(0). Cabe notar que la prueba del Lema 2.3.1 consiste en un método
iterativo en donde cada paso es un proceso de perfeccionamiento, aunque
lo que es importante resaltar es que una vez terminado el procedimiento de
perfeccionamiento se necesita el procedimiento de completacion, debido a
que no necesariamente se cumple que la particion espectral de S, coincide
con la particion espectral de S con respecto al proceso de perfecciona-
miento. Los pasos anteriores se pueden resumir como sigue a continuacion:
Nota:

(a) Proceso iterativo de crecimiento 6ptimo
Comenzar:
Elijase P(0) € K.
Para m = 0,1,2, ..., encuentre la matriz P(m + 1) con la siguiente
regla:
Paso iterativo Calcule P(m), la completacion de P(m).
Encuentre P(m + 1), el perfeccionamiento de P(m).
Pare Si P(m+1) = P(m). Entonces se define {I1(m),..., I, (m)}
como la particion espectral de S con respecto a P(m) y sea {uM, ... ulm)}

el conjunto de eigenvectores estrictamente positivos descritos en el
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Lema 2.2.19. Entonces defiase P := P(m), r := 7y, {I(1),... 1(r)} :

(Lm),.... I, (m)}y {u®, . u®} = {u®,. . ulrm)},

(b) Obsérvese que los lemas precedentes demuestran que el procedimien-
to anterior no se cicla y que ademas termina en un nimero finito de

pasos, esto debido a que K es finito.

Asi que para recapitular todo lo hecho hasta este instante, se enuncia el
siguiente teorema, el cual, su demostracion se sigue directamente de aplicar

los métodos de completacion y perfeccionamiento.

Teorema 2.4.6. Sea K un conjunto finito de matrices cuadradas, no
negativas y con la propiedad producto. Sean o := méax{o(P)|P € K}
y v = max{v(P)|P € K,o(P) = &}. Entonces eziste una particion
{D(v),D(v —1),...,D(1),D(0)} del espacio de estados S tal que lo si-

gquiente se cumple:

(a) Sea P*V que denota la restriccion de P a D(k) x D(I) entonces
P =0 para k <1, k,1=0,1,...,v. y P e K.

A

(b) Eriste una matriz P € K con o(P) = 6 y v(P) = v y vectores

estrictamente positivos %) definidos en D(k) de tal forma que:

PEE) AR — i PER) LK) — 540)
PekK

k=1,2,...,v.
Para cada k = 0,1,...,v, el conjunto D(k) representa la union de

todas clases con profundidad k con respecto a P. Mds ain,

max o(P%Y) < 4.
PeK
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(¢) Elijase x(0) >0 y sea z(n) definido por:

= maxP -1
z(n) méx z(n—1),

n € N. Entonces existen constantes c1,co > 0 tal que:

1
claﬁ.’“) < (k " 1) o "z(n); < Cgﬂgk),

para i € D(k);k=1,...,v, asi mismo el

lim 67 "x(n); = 0,
n—o0

para i € D(0).

Definiciéon 2.4.7. La particion {D(v), D(v —1),...,D(1),D(0)} la cual
se introdujo en el Teorema 3.6 se le conoce como la particion principal

de S con respecto a K.



Capitulo 3

Convergencia de Métodos

Recursivos

Este capitulo se centra en el hecho de analizar que pasa cuando se
toma el limite de la recursion (3.1), dada a continuacion, para los casos en
el que el conjunto restricciéon consta de matrices reducibles 6 irreducibles
y ademas se tiene por restriccion que el grado v de todas las matrices es

igual a 1.

3.0.1. Convergencia del Caso v = 1 usando Progra-
maciéon Dinamica

Sea

z(n) = r]géﬂéch(n —1), (3.1)

n € N, z(0) > 0. Toémese en particular, la particién principal de S con
respecto a Ky sea ¢ que denota: ¢ := maxo(P). Lo que se afirma es que

PcK
existen cotas superiores e inferiores para la sucesion:

(k " 1) _16_"x(n)2-;
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ie Dkk=1,...,v.

Aunque lo anterior nos da una idea sobre el comportamiento asintético,
un punto a destacar es que si la matriz tiene ciertas propiedades entonces
se puede decir cual es el limite de la recursion.

Por ejemplo, si se considera una matriz cuadrada, irreducible y aperiddica

entonces se tiene que:
lim o™" P"x(0)

n—oo

existe y es estrictamente positivo si z(0) > 0; lo cual se basa en el hecho
de la forma canoénica de Jordan de la matriz P, pero para la técnica de las
matrices no negativas se sigue directamente del Lema 2.2.9.

En lo que concierne a esta descripcion lo importante es utilizar el trabajo
realizado hasta este instante y adaptarlo para el caso recursivo al cual nos
estamos enfrentando.

Para este problema, se esta considerando que la particion principal de S
con respecto a K viene dada de la forma {D(1), D(0)}, esto debido a que
se estd suponiendo que v = 1, lo que de otra forma se puede expresar

méx{v(P)|P € K,o(P) = &} = 1, (3.2)

en donde:
o = max{c(P)|P € K}. (3.3)

3.0.2. Recursiéon de Programaciéon DinaAmica con Ma-
trices no Negativas e Irreducibles

En este caso, cabe senalar que lo primero que hay que demostrar es:

ien qué tipo de matrices se cumple la existencia del limite de la recursion
(3.1)7 .

Para este objetivo se comenzara con el siguiente lema.



62

Lema 3.0.8. Sea P una matriz no negativa, cuadrada, aperiodica e irre-
ducible con radio espectral o y sea {x(n);n = 0,1,2,...,} un conjunto
de vectores tales que o "x(n) estd acotado (uniformemente para n € N).

Ademds supongase que:
z(n+1) > Px(n), (3.4)
n € N. Entonces existe un vector x el cual cumple:

lim 0 "z(n) = r = o ' Px. (3.5)
n—o0

Mas ain x(0) > 0 implica que z >0.

Demostracion:
Como {z(n);n =0,1,2,...,} esta acotado entonces se puede suponer la
existencia de un nimero finito de puntos limites para esta sucesion. Asi
que supongase que existen dos puntos limites diferentes a y b. Si se hace

un proceso iterativo para (3.4) se tiene que:
o~ (n +m) > 0" PM o "x(n),

n,m € N. Téomese un n fijo y sea mq, ms,... una sucesion de tal forma
que:
n—i—mkx(

lim o

n+my) = a.
k—o00

Por el Lema 2.2.9 se obtiene que lo anterior implica que a > P*c~"xz(n).

Si se hace lo mismo pero ahora con b para una sucesion ny, se tiene que:

lim o™ x(n + ny,) = b.
k—o00

Por otro lado se obtiene que:

a > P*b y analogamente se obtiene que b > P*a. Si se juntan las dos
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desigualdades anteriores resulta que:

a> P'P'a= P'a

y €Omo
P*>0,a> Pa

implica que
0< P(a—P'a)=Pa—Pa=0

lo cual es una contradiccion. Si se realiza el mismo argumento para b se
tiene que @ > by que b > a por lo tanto a = b y asf el limite es tnico.

Como a > P*z(0) entonces se tiene que a > 0 si x(0) > 0. O

Teorema 3.0.9. Sea K un conjunto finito de matrices cuadradas no ne-
gativas e irreducibles, con la propiedad producto. Sea 6 := méx{o(P)|P €
K} y supongase que existe al menos una matriz P € K con o(P) = 6
y que ésta es aperiodica. Elijase x(0) > 0 y sea z(n) como en (3.1) para
n=1,2,.... Entonces:

’ -n
Lo et

Sea x que denota este limite. Entonces x > 0 y se tiene ademds que:

maxPx = ox. (3.6)
PeK

Demostracion:

Por el Lema 2.3.1 existe un vector « > 0 tal que:
maxPu = ou,
PeK

sin pérdida de generalidad, se puede suponer que

u > x(0),
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de lo anterior se sigue que:
0<c"z(n) <u

n € N. Como x(n + 1) > Pz(n) para todo n, por el Lema 3.0.8 se tiene
que el limite dado por: x := hm o "z(n) existe. De lo anterior se sigue

que la formula (3.6) se transforma a

A

66" r(n41) = I}I)laﬂéipa "x(n),
S

n € N. Si se hace tender n — oo en los dos lados de la igualdad, se obtiene

el resultado, mas aun, por el Lema 3.0.8 se tiene que x > 0. O

Teorema 3.0.10. Sea K un conjunto finito de matrices cuadradas, no ne-
gativas e irreducibles, con la propiedad producto. Sea 6 := méax{o(P)|P €
K}, sea d(P) que denota el periodo de P, (recuérdese que d se define por:
d:=m.c.d. {d(P)|P € K, o(P) = 6}). Elijase x(0) > 0 y sea x(n) definido
como en (3.1), paran =1,2,.... Entonces para l =0,1,...d — 1.

lim o~y (1 + kd),

n—oo

existe y es estrictamente positivo.

Demostracion:

Se sigue del teorema anterior sélo ajustando los pasos para el periodo de
P. o

3.0.3. Recursion con Programacion Dindmica de Ma-

trices no Negativas y Reducibles

En este apartado el objetivo serd demostrar que la recursion (3.1)
para un conjunto de matrices cuadradas, no negativas, reducibles y con la
propiedad producto estan acotadas, en algtin sentido, siempre y cuando la

condicion (3.2) se cumpla.
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Lema 3.0.11. Sea K un conjunto finito de matrices cuadradas, no negati-
vas y que cumplen con la propiedad producto, sea 6 := méax{o(P)|P € K}.
Entonces:

(a) 6 = inf{\|Fw > 0 tal que r}géﬂécpw < Aw}.
S

(b) Para cada \ > & existe un vector w(\) > 0 tal que:

X Pw(A) < Aw(A).
maxPw(A) < Aw(})
Demostracion:
La primera parte del lema se sigue inmediatamente del Lema 2.2.10; la

-1

segunda parte, se sigue de tomar w(A) := max(Al — P) "e (en donde e

PeK
denota al vector con todas sus entradas igual a 1). O

El siguiente lema establece una cota para la sucesion 6 "z (n).

Lema 3.0.12. Sea K un conjunto finito de matrices cuadradas, no negati-
vas y que cumplen con la propiedad producto. Sea 0 < ¢ := max{o(P)|P €
K} y sea S la particion principal con respecto a K dada por ({D(1), D(0)}),
lo anterior es debido a que se estd asumiendo (3.2). Entonces para x(n)

definido como en (3.1) se tiene que:

7}1_{{)100 z(n); =0, (3.7)
i € D(0).
611251) <o "x(n); < 621251), (3.8)

n € N; ¢ € D(1), para algunas constantes c¢1, c2 y U definido como en el
Teorema 2.4.0.

Demostracion:
Sea P € Ky sea P*! la restriccion de P a D(k) x D(I), para k,1 =0, 1.
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Se tiene que PV = 0 para toda P. Como el méx{c(PO|P c K} < ¢
entonces existe A < ¢ y un vector w(A) > 0 definido sobre D(0) de tal

forma que:

3 (070) <
IIQQH:%(P w(A) < Aw(N).

Eligiendo ¢ > 0 tal que
,I(O)Z < C’UJ()\),’,

para i € D(0), se obtiene que:
o "x(n); < cA"o"w(N),

n € N; 7 € D(0), con lo cual se demuestra (3.7) ya que z(n) > 0 para

todo n. Tomese c¢; > 0 de tal forma que:

artit) < 2(0);,

i € D(1) y recordando que se cumple:

max P10 = 540
PeK ’

notese que la desigualdad de lado izquierdo de (3.8) se sigue directamente
del hecho que:

z(n) > Iglé%P(l’l)x(n — )W,
S

n =1,2,..., en donde 2(n)V) representa la restriccion de z(n) a D(1).

Por tultimo si se toma w(A) > 0y a € R tal que:

i € D(0),
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i € D(1), usando induccion se tiene que:
) AN ~n—1 oy a1 (1) n(1)
z(n); <aof{d"+¢" /(1 —Xo) }u,’ < coouy
i € D(1), para un valor apropiado de ¢y. O

Definicion 3.0.13. Una matriz no negativa P se dice que es aperiodica

st la restriccion a cada una de sus clases bdsicas es aperiodica.

Nota: Cabe mencionar que la definicion que se estd dando ahora
sobre aperiodicidad depende sobre las clases basicas y es una aplicacion de

la definicion dada en el capitulo de cadenas de Markov.

Teorema 3.0.14. Sea K un conjunto finito de matrices cuadradas, no ne-
gativas y que cumplen con la propiedad producto. Sea 6 := méax{c(P)|P €
K} y sea S la particion principal con respecto a K dada por ({D(1), D(0)}).
También supongase que para cada matriz P € K para la cual se cumple
que o(P) = &, es aperiddica. Entonces existe un vector x > 0 con x; = 0
para i € D(0) y x; > 0 para i € D(1) tal que

7}1_{{)100 z(n) =z, (3.9)

en donde x(n) se define como en (3.1); mds ain el vector x cumple:

maxPx = ox. (3.10)
PeK

Demostracion:
Definase T(n) := ¢ "x(n); por el Lema 3.0.12 se tiene que:

L=,

i € D(0). Por lo que los estados importantes son los que se encuentran
en D(1). Como (3.8) se cumple entonces se pueden definir vectores a y b,

componente a componente tales que:
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a = limsup Z(n), y
n—oo
b := liminf Z(n).
n—oo
Supongase que a > b (notese que b > 0y que a; = b; = 0 para i € D(0)).
Toémese una subsucesion {ng; k= 0,1,2,...,,} tal que:

limZ(ng) = by de tal forma que limZ(n; — 1) existe. Definase T :=
k—ro0 k—o00

ka Z(ng—1). Obsérvese que T > by que T; = b; = 0 parai € D(0). Como
—00

K es finito, existe una matriz P y una subsucesion {nk(l);l =0,1,2,...}
de {ny;k=0,1,2,...,, } paral=0,1,2,....

T(nky) = 6~ ' PT(nyg) — 1) = (3_1%13%]35(71“1) —1). (3.11)
Si se hace tender [ — oo en (3.11) se tiene:
b=¢6"'Pz>6'Pb.
Anélogamente, se tiene que para una P eK,
a < 5 1Pa.
Como P se encontr6 en forma 6ptima, (3.11) implica directamente que:
b> 6Pz > 6 Pb.
Combinando las ecuaciones anteriores se concluye que:
a—b< & 'P(a—Db), (3.12)

y como para i € D(0), a; = b; = 0 entonces (3.12) se reduce a i € D(1),

es decir:
o — pM < 5—115(1,1)(@(1) _ b(1>),

en donde a™ y b1 denota la restriccion de @ y b a D(1). Como se supuso

que b < a, por el Lema 2.2.12 se tiene que o(P1Y)) = 5. Mas ain se tiene
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que existe un vector 4 > 0, definido en D(1) tal que:

PO < max PO = g4l
T PeK

Lo anterior se tiene por el resultado 2.4.6 (b). Esto implica que cada clase

basica de P11 es final. Sea C' cualquier clase basica de P11V, como
(PU) e (n — 1) < a(m)),

para toda n € N, y ademas 0(150) = 0, por el Lema 3.0.8, se sigue que
a; = b; parat € C.

Por tultimo, sea £ que denota el conjunto de los estados en D(1) que no
estan contenidos en alguna clase basica de PAD: por lo anterior se tiene

que si b < a implica que b¥ < a® y por (3.12) se obtiene:
CLE . bE S a_—lPE(aE . bE),

lo cual tiene como resultado que a(pE) > o por el Lema 2.2.12. De donde,
se contradice la definicion de E, por lo tanto a = b. Por (3.8) se tiene que
a; > 0 para i € D(1). Finalmente por (3.10) se sigue que:

- 1) — mAxP7

oz(n+1) méx T(n),

haciendo tender n a infinito.o

Teorema 3.0.15. Sea K un conjunto finito de matrices cuadradas, no ne-
gativas y que cumplen con la propiedad producto, sea 6 := méax{o(P)|P €
K} y sea S la particion principal con respecto a K dada por ({D(1), D(0)}).
Supongase también que cada matriz P € K para la cual se cumple que
o(P) = ¢ es aperiddica. Entonces existen constantes p < 1 y ¢ >0 tal
que:

lo2(n) — zf| < cp",
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n €N, en donde z := lim 6 "x(n).
n—oo

Demostracion:
Sea Z(n) := 6 "x(n) y sean T(n)F, ) que denotan la restriccion de
Z(n),xz a D(k), k = {0,1}. Como para algin A < ¢ y algin w(\) > 0,
definidos sobre D(0), se tiene por el Lema 3.0.11 que:

3 (070) <
Ilglgl){iP w(A) < Aw(N),

esto implica que para i € D(0) cuando n — oo, Z(n)® tiende a cero
geométricamente (eligiendo ¢ > 0 de tal forma que: T(0); < cw(\); para
i € D(0) de donde: T(n); < cA\"6 "w(A); para ¢ € D(0)). Mas atn como
lim Z(n) = z y se cumple (3.10), entonces para n > ng se tiene que:

n—oo

r(n+1) = gl%?cpx(n), en donde K7 se define por: Ky := {P € K|Px =
€1y

ox}.

Por otro lado, para los estados i € D(1) y para n > ng, la recursion (3.1)

puede ser reescrita como:

T(n+1); = ]rjnggc Z 6 P,T(n); + Z 6 Px(n); ».  (3.13)
! jeD(1 jeD(0

Por (3.10) v el hecho de que () > 0, se tiene que la siguiente

transformacion puede ser aplicada:

o oo—lalp
Py =x; ¢ " Pjxj,

i,7 € D(1), P €K,
i(n); == x; '7T(n);,

i€ D(1), n>ngy sea

F(Pn); =6 'z —12 T (n
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i€ D(1),n>ny, PeK

Lo cual permite transformar (3.13) como:

i€ D(1),n > nyg.

Como 7(P,n); tiende a cero geométricamente cuando n — oo para ca-
da P € K, y para i € D(1). Como {PUY|P € K} es un conjunto de
matrices estocasticas entonces por pag.77, [30], Z(n); converge a 1 geomé-
tricamente cuando n — oo , con i € D(1). De donde se obtiene Z(n)

tiende a (! geométricamente. O

En el caso cuando P es periodica existe una version del teorema an-
terior, aunque para este trabajo sélo se enunciara. Sea ¢ := max{c(P)|P €
K}, se define K := {P € K|o(P) = &}.

Tomese alguna P € K y supongase que se tienen k clases bésicas, lla-
mémosle B(1),..., B(k), y sea d;(P) que denota el perfodo de PP® para
[ =1,..., k. Definase:

d(P) = m.c.am{di(P), ..., ds(P)}, (3.14)

lo cual puede ser hecho para cada P € K ya que K es finito, y por ultimo
dendtese
d :=m.c.d{d(P)|P € K}, (3.15)

dado lo anterior se esta en condiciones para formular el siguiente teorema.

Teorema 3.0.16. Sea K,6 y d como en la parte anterior, supéngase que

la condicion (3.2) se cumple. Entonces existen vectores w(l) > 0(l =
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0,1,...,d — 1) de tal forma que para x(n) definido como en (3.1) lo si-

gquiente se cumple:

lim 6~ g (1 4+ kd) = w(l), (3.16)
n—oo
[=0,1,...,d —1. Mds aun la siguiente ecuacion se cumple:
gé%Pw(l) =ow(l+1), (3.17)

[=0,1...,d—1. en donde w(d) := w(0).

Nota:Existe una version del teorema 3.0.15 para el caso general.
Para este trabajo solo se enunciara aunque la demostracion se puede en-

contrar en las pag.79-86 [31].

Teorema 3.0.17. Sea 6 := max{o(P)|P € K} ysea {D(v),...,D(1),D(0)}
la particion principal de S con respecto a K, v € N, en donde K es un
conjunto de matrices no negativas con la propiedad producto. Supongase
ademds que para cada matriz P € K tal que o(P) = ¢ y v(P) = v son
aperiddicas. Entonces ezisten vectores y(1),y(2),...,y(v), y constantes
c>0, p <o tal que la sucesion

1) = maxP
zr(n+1) méx z(n)

z(0) > 0; n € N, cumple con:

v—1 1

o) =4[, )6"—V+1y<u>+...+(”)&“@(2)%%(1)}“st"

n € N. Ademds los vectores y(k) satisfacen que:

ieDk), k=1,...,v
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k—1
ie| D). k=1,... v
1=0
Mads ain, las siguientes relaciones se cumplen:

 Pu() — 5
max y(v) = oy(v)

max Py(l) = oy(l) +y(l +1)
PeK 44

l=v—1,v—2,...,1, con
{ K, :={P € K|Py(v) = cy(nu)}

K ={PeKulPy(l)=0y()+y(l+1)} I=v—-1v—2,...

2,1,



Capitulo 4

Fundamentos de las
Aplicaciones a Control

Estocastico

En este capitulo quedaran establecidos los preliminares que per-
miten plantear un problema de control 6ptimo. En la primera secciéon se
establecera lo que es un modelo de control de Markov (MCM). En la se-
gunda seccion se define lo que entenderemos por politica y asi llegar a la
definicion de proceso de control de Markov. En la tercera seccion, se plan-
tea de manera general lo que es un problema de control de Markov (PCM),

o problema de control éptimo (PCO).

4.1. Modelos de Control de Markov

Definicion 4.1.1. Un Modelo de Control de Markov es una quintipla
M = (S, A4, A(s)|s € $,Q, ) (4.1

que consiste de:
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1. S, un conjunto finito, al que llamaremos el espacio de estados del

sistema. Los elementos de s € S se les conocera como los estados.

2. A, un conjunto finito, llamado espacio de controles o espacio de

acciones.

3. {A(s)|s € S}, una familia de subconjuntos no vacios de A, donde

A(s) es el conjunto de controles admisibles para el estado s € S.
©:={(s,a)|s € S,a € A(s)}. (4.2)

A este conjunto se le llamara el conjunto de pares estado-acciéon

admisibles.

4. (), una medida de probabilidad sobre S dado ©, que también es
conocida como ley de transicién. Esta forma de llamar a () tiene
sentido debido a que nos da la probabilidad condicional de que el
sistema se mueva a un nuevo estado, dado que se encuentra en el
estado actual y se elige una accién admisible; es decir () viene dado

por lo siguiente:
Q(B|s,a) := Prob(X,+1 € B|X,, = s,a, = s), (4.3)

B C S, donde para cada accion n =0,1,2,...., X,, y a, denotan el

estado y la accién correspondiente, respectivamente.

5. p: © — R, una funcién la cual representa la respuesta del sistema,
en el sentido de que p(s,a) resulta de haber aplicado el control a

cuando el sistema estaba en el estado s.
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4.2. Politicas

En este momento se introduciré un nuevo concepto para los modelos
de control, lo que ayudaré a definir un proceso de control de Markov.
Considérese un modelo de control como en la definicion (4.1). Para cada
n = 0,1,... se define el espacio H,, de historias admisibles hasta el

tiempo n como sigue:
Hy=S,yH,:=0"x H,_4 (4.4)

para n = 1,2,..., en donde © es el definido en (4.2). Un elemento h,
de H,, al que se le conocera como n-historia admisible o simplemente

n-historia, es un vector de la forma:
hn = (.I'(), agy ...y Tp—1,Aan—1, an) (45)

con (r;,a;) €O parai=0,1,....,.n—1,yz, €S.

Definicion 4.2.1. Una politica es una sucesion m# = {m,,n = 0,1,...}
de medidas de probabilidad m, sobre el conjunto de controles A dado H,

que satisfacen lo siguiente:
mn(A(zy)|hy) =1 (4.6)
para todo h, € H,, n=20,1,....

Definicion 4.2.2. Sea [ el conjunto de todas las funciones f: S — A para
las que f(x) € A(s) para todo s € S. Se llamardn politicas determinis-
tas estacionarias a las politicas para las cuales existe una funcion f € F
tal que m, (- |hy) estd concentrada en f(x,) € A(s) para toda h, € H, y
n=20,1,....
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El conjunto de todas las politicas se denotara con P y al conjunto

de las deterministas con [F, es claro que I C P.

Con las definiciones anteriores, ahora se tienen todas las condiciones

para definir a lo que llamaremos el proceso de control de Markov.

Dada una politica 7 y un estado inicial zy, queda determinado un

proceso estocéstico cuya dindmica se puede describir como sigue a conti-
nuacion:
Supoéngase que en el tiempo n el proceso tiene una historia h, y ademas
se estd en el estado x,, en ese instante se elige una accion(de alguna ma-
nera) de acuerdo a 7. Sea a, la accion dictada por m, entonces el proceso
se moverd al estado y con probabilidad Q({y}|x,, a,). Esta dindmica jun-
to con la politica w y un estado inicial s definen todas las distribuciones
finito-dimensionales g, ag, ..., Tn_1,@n_1,&, n € N; el Teorema de Ilo-
nescu Tulcea 2] garantiza que dados = y 7 la definicion de las siguientes
sucesiones { X, }, {A,} de estados y controles respectivamente existen.

Con lo anterior se puede denotar a la probabilidad y a la esperanza

relacionandolos con lo anterior por Pl y ET.

4.3. Problema de Control Optimo

En esta parte se planteara lo que es en general un problema de
control de Markov o problema de control 6ptimo. Considérese una funcion

de la siguiente forma:
V:PxS—=R (4.7)

la cual mediré el resultado que se obtiene a lo largo del proceso, bajo

las acciones dictadas por alguna politica 7w, dado que el estado inicial fue
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un s fijo. A una funciéon que cumpla con lo anterior la llamaremos funcion
objetivo. Lo que se puede observar es que en general esta funciéon estaré

relacionada con la funciéon de respuesta por etapa.

Definicién 4.3.1. Dados un MCM {(S, A,{A(s)|s € S},Q,p)} el con-
gunto de politicas P y una funcion objetivo V. El Problema de Control

Optimo consiste en determinar 7 € P (si es que ésta existe), tal que:

V(n",s) = supV(m, s),

reP
sefs.
Mas atn
Definicion 4.3.2. A la funcion
V(s) = SugV(ﬂ, s), (4.8)
e

s € S, le llamaremos funcion de valor éptimo del PCO
Dado lo anterior de manera natural se sigue lo siguiente.
Definicion 4.3.3. Si existe una politica 7™ € P tal que:
V(s) = V(7*, s) (4.9)
para todo s € S, entonces a ésta ™ le llamaremos la politica éptima.

El proceso de control de Markov junto con la funcién objetivo a op-

timizar es a lo que se conoce como el Problema de Control de Markov
(PCM).



Capitulo 5

Aplicaciones

En este capitulo se desarrollaran las aplicaciones de la teoria de
matrices no negativas que cumplen con la propiedad producto, con respecto
a la recursion planteada en (3.1) para una matriz de Leontief de 2 X 2 y en
el caso neutral y sensible al riesgo de un problema de control estocastico.
En donde para la recursion (3.1), el primero ilustra un caso irreducible y los
otros, el caso reducible. Cabe senalar que, por simplicidad, para el ejemplo
de la matriz de Leontief se muestra para un modelo de dos empresas, sin

embargo se podria generalizar para un ntimero mayor de éstas.

5.1. Modelo de Leontief

El modelo de Input-Output propuesto por Wassily Leontief, el cual
provee un método sisteméatico para el analisis de las interrelaciones entre
las industrias y sus transacciones, le permitio en el ano de 1973 ganar el
premio nobel de economia.

A grandes rasgos el modelo supone que la economia esta conformada
por diversos sectores de produccion y servicios. En donde por un lado

existe una interrelacion interna que satisfacer entre los sectores y al mismo
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tiempo, por otro lado existe una demanda externa.

El analisis de los cuadros de insumo-producto, fue desarrollado como
un instrumento de interpretacion de las interdependencias de los diversos
sectores de la economia. Es decir, en estos, se supone cualquier sistema eco-
némico como un complejo de industrias mutuamente interrelacionadas. Se
considera ademas, que toda industria recibe materias primas (insumos) de
las demaés industrias del sistema y que a su vez, proporciona su producciéon
a las demas industrias en calidad de materia prima.

Fundamentalmente se trata de un analisis general del equilibrio esta-
tico de las condiciones tecnolégicas de la produccion total de una economia,
durante el periodo de tiempo en cuestion.

Cabe hacer notar, que el hecho de estimar la matriz de insumo-
producto puede ser un arduo trabajo, pero para esta parte de la tesis se
supondra que la matriz Q) serd dada de algiin modo y que cumple con que
es una matriz subestocéstica(definicion en las siguientes lineas), la cual se

piensa estatica. Sea:

di1 qi2
Q= ,
g21 422

la matriz que representa el consumo; obsérvese que Q es una matriz subes-

tocastica es decir:
(a) gij > 0;
(b) gn+q2<1;y

(¢) i1 +q2 < 1.

Como se puede observar en caso de que se quisiera utilizar la teoria
de los proceso de Markov, se deberia recurrir a generar una forma para la

cual, la matriz anterior () sea transformada en una matriz ¢) de tal manera
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que () sea estocastica. Asi que para solucionar este pequeno problema lo

que se puede hacer es introducir una nueva columna de la siguiente forma:

g qi2 1 —qu — qi2
Q=1 ¢ ¢2 1—q1—qn
0 O 1

Obsérvese que el paso anterior soluciona el problema y a partir de aqui se
puede hacer todo un anélisis dado que se conocen los valores de ¢;; para
toda 7, una vez que ya se tiene lo precedente se esta en condiciones de uti-
lizar toda la herramienta matematica para describir el comportamiento al
limite. Otra opcion que también es viable, es tomar la matriz subestdcas-

tica y analizarla. Por ejemplo, supongase que se tiene la siguiente matriz

4.3
Q'<.2 .4)’

y sea P la matriz extendida.

de insumo producto:

4 .3 .3
P := .2 .4 4
0O 0 1

Para este ejemplo se tienen dos fabricas A, B y un estado adicional que
en el ambiente econdémico se le conoce como el banco. Aun maés, se esta
suponiendo que las fabricas guardan su dinero en el mismo banco. Entonces
los niimeros g;; representan la cantidad de produccion de la fabrica ¢ que
la fabrica 7 necesita por cada dolar de produccion. Es decir los ntimeros de
la primera fila representan que por cada dolar de producto de A, la fabrica

A necesita:
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4 de producto de A;
.3 de producto de B;

.3 guarda en el banco.

Como se puede ver el banco es un estado absorbente, por lo que en el limite
se tiene que todo el dinero llegaréd al banco.

Lo anterior promueve que se planteen otro tipo de preguntas, por ejemplo,
si se piensa el dinero como una pila de billetes(monedas) y se define X, =
como el lugar que ocupara un billete aleatorio al tiempo n y se supone que
se tienen 100 billetes y que de ellos se ponen 50 en el banco, 30 se gastan en
el producto de A y 20 en el producto B. Dada la condiciéon anterior se tiene
que X = (.3,.2,.5). Si se marca un billete se tiene que la probabilidad
de que vaya al banco es .5, que vaya a la fabrica A es .3 y que vaya a la
fabrica B es .2. También supongase que cada fabrica mantiene un cierto
stock de suplementos, lo que significa que para el siguiente periodo una
cierta cantidad del stock serd usado y asi el dinero se habra movido del
estado 0 al estado 1, es decir, se tiene que X; = X, * () por lo cual
se obtiene que: X7 = (0.26,0.32,0.42). En particular en este ejemplo se
desarrollara la entrada que representa el banco; en la que en el periodo t=1
se cuenta con 42 billetes. Esto se puede observar como: La fabrica A pone
el 30 % en el banco, asi que se tiene: 40*.3=12 y para el caso de la fabrica
B es 50*.4=20 sumando 12+20+10=42, es el resultado que se representa
en el banco pero en porcentaje. Por lo que para cualquier tiempo n se
puede hacer un anélisis analogo al anterior: de donde siguiendo el proceso
se tiene que X,, = Xy * P" lo que representaria la distribucion del dinero
después de n dias.

Ahora si se utiliza la teoria de los procesos de Markov, la siguiente pregunta
que surge es jcuanto tiene que producir la empresa A en total?

Para responder a la cuestion planteada, obsérvese lo siguiente: 100(X, +
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XoP + XoP? +...), algo interesante es que para este caso se puede dejar
de lado la entrada que representa al banco ya que esto no afecta en la
produccion.

Si se toma una condicion inicial dada por (30,40) entonces se tiene que:
(30,40) (1 +Q+Q*+Q>+...) y se puede observar que esta serie converge a
(I — Q)L Lo cual para este caso, dado que el det (I —@Q)~! # 0 entonces

se puede calcular y esta dada por:

Lo 2 1
I=Qr = (.6667 2)’

entonces (30,40)(1 — Q)~! = ($86.6667,$110)

Asi que se obtiene que la empresa A debe de producir $86.6667 en
total y lo anterior se puede hacer con cada entrada. Cabe resaltar que en
|28] se puede encontrar toda una descripcion sobre algunas caracterizacio-
nes para saber cuando (I — @Q)~! existe.

Lo precedente demuestra una parte del analisis que se puede hacer
a la matriz (), pero la idea es ir un poco méas alla y utilizar para este
caso en particular la técnica de matrices no negativas, la cual permite
aproximarnos a la soluciéon mediante el uso de cotas. Una vez méas retémese
el ejemplo anterior y recupérese la ecuacion:

X, = Xy * Q" la cual acorde con la notacion usada durante este trabajo
es: x(n) =z(0) x Q"

Dado lo anterior, obsérvese que () es una matriz irreducible ya que sélo
tiene una clase de comunicacién entonces por la técnica de matrices no

negativas, se tiene que la relaciéon se cumple:
co'u < xz(n) < co’u
en donde ¢; y ¢y son constantes que dependen de que

a1t < z(0) < e
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Para este caso especifico se sigue que:
(a) Oesp =.T7;
(b) @ = (.7809,.6447);
() Xo=(.3,.2).

Asi que tomando ¢; = 1/3 y ¢y = 1/2 se concluye inmediatamente
que: z(n) < (.5)(.7)"(. 7809, .6447) y ademas es claro que cuando n crece
el lado derecho tiende a cero lo que nos indica que x(n) tiende a cero, es
decir, que la tendencia de la economia los lleva a dejar el dinero afuera
de la reinversion; en el caso en el que se anexa el estado del banco nos
dice que el dinero se va al banco. Esto es sencillo de ver ya que cuando se
trabaja con la matriz P el tnico estado absorbente es el banco. Asi que

por la teoria de los procesos de Markov se tiene que

001
Iim P": =1 0 0 1
n—oo

001

Debido a que el vector de probabilidades estacionario es el (0 0 1). Lo cual

es otra manera de aproximacion de lo anterior.

Como se puede notar para un mismo problema existen diferentes for-
mas de atacarlo y con esto obtener resultados interesantes que permiten
dar diferentes interpretaciones a los fendémenos que ocurren a nuestro alre-
dedor, ya sea en la idea del promedio o en la idea de los comportamientos
al limite. Es importante recalcar que es justo esta idea la del limite la que

permite en muchos ambitos hacer suposiciones sobre los comportamientos.
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5.2. Caso Neutral al Riesgo: un Juego de Apues-

tas

Considérese un modelo de control semejante al presentado en (4.1)
(S, A, {A(s)|s € S}, Q. R) (5.1)

en donde tanto como S y A son finitos, ademés para este apartado se esté
usando R para denotar la funcion de respuesta p, debido a que para el caso
que se trabajaré la funcion R sera relacionada con la recompensa, mas aun
ésta la supondremos no negativa.

La funciéon objetivo del Proceso de Control de Markov (PCM) seré la
esperanza de la recompensa total; es decir dado el modelo de control y
el conjunto de politicas asociadas a él, considérese la siguiente funcién

objetivo para una politica m € P y un estado inicial so = s € 5.

oo

> R(X,, Ay)

n=0

L

9

s € S. Aunque esta medida del funcionamiento de una politica no nece-
sariamente es apropiada, para este trabajo sera la que se utilizara para el
modelo que se propondra en el ejemplo.

Se denotara por V(w,s) a la Esperanza de la recompensa total ga-
nada bajo la politica 7 cuando el estado inicial es sy = s, es decir

Wm,s) = ES

Y

S R(X,, A

n=0

s € S. Para este caso se dird que se tiene un problema con horizonte
infinito. Ademas como R > 0, V(m, s) esta bien definida, aunque se podria

dar el caso en el que este valor fuera infinito. Por lo que la funcién de valor
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6ptimo 4.8 para este caso se transforma en:

V(s) = supET Z R(X,, Ay |,
meP n—0

para todo s € S y se tendra que 7* es dptima si se cumple que:
V(s) = V(7" s),

para todo s € S

5.2.1. Planteamiento del Problema

Un Juego de Apuestas propuesto por Ross

A continuacion se presenta el juego que propuso Ross pag.76 [21],
el cual provee la aplicacion de esta seccion.

Considérese la siguiente situacion. Un individuo tiene ¢ dolares para
jugar en un casino. El casino permite cualquier apuesta si se siguen las
siguientes reglas: Si se poseen ¢ dolares entonces se puede apostar cualquier

cantidad menor o igual a 7. Mas atin si el individuo apuesta j entonces:
= Se ganan j con probabilidad p 6
= Se pierden j con probabilidad 1 — p

La pregunta que surge es ;Cuél es la estrategia que maximiza la probabili-
dad de que el jugador alcance la fortuna N antes de irse a la quiebra? Sea
{0,1,2,..., N} el espacio de estados, se dice que el estado es i cuando se

tiene como fortuna i. Se define la estructura de la recompensa por:

R(i,a) =0,
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1 # N para toda a,
R(N,a)=1

y se tiene que:
PN’O(CL) = P0,0(CL) = 1.

En otras palabras lo que explica lo anterior es que se obtiene como recom-
pensa $ 1 si y solo si se alcanza la fortuna IV; con esto se tiene que la
recompensa total esperada es justo la probabilidad de que la fortuna del
jugador sea V.

Para determinar la politica 6ptima lo primero que se debe notar es que si
la fortuna presente es ¢ entonces nunca se puede apostar mas que N — i.
Esto significa que dado que se tiene la fortuna ¢ las posibles elecciones que
se tienen para apostar es 1,2,...,min(i, N — 7).

Si se utiliza el resultado sobre la desigualdad de optimalidad, entonces se

busca una politica U de tal forma que:
Ui)>pU(i+k)+ (1 —p)U(i — k),

para todo 0 < i < N y k < min(i, N — i) y entonces la politica que se
eligiria serfa 6ptima.

Considérese el siguiente modelo de decision de Markov.

Modelo
Para un entero positivo fijo NV y un ntimero p € [0, 1] los cincos elementos

del modelo quedaran definidos como sigue a continuacion:

(a) S:=10,1,2,..., N] el espacio de estados del modelo

(b) A:={0,1,2,...,[N/2]} el espacio de acciones o controles, en

donde [z] representa la parte entera de z.

(c) A(s):= Para cada s € S, A(s) ={1,2,...,min{s, N — s}}
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(d) Se define la siguiente ley de transicion @) = ggy(a) para s € S'y

a € A(s) como :

1. gsstala) =p

2. @ss-a(a) =qdondeg=1—p
3. qnola) =1
4. qO’O(CL) = 1

(e) La funcion de respuesta (p) en este caso de recompensa por etapa

como
R(s.a) =0,s# N; R(N,a) = 1.

Para este modelo se define la funciéon objetivo V' como:

V(m,s) = ET (i R(Xs, AS)

n=0

Una vez que se tiene lo anterior, se utilizaré la técnica de matrices
no negativas para resolver este problema, el cual se explica de la siguiente
forma:

Como el problema se desarrolla con un espacio de estados y acciones
finitos; se considerara el tiempo de forma discreta. Se tiene que para cada
periodo de tiempo el sistema solo puede estar en un nimero finito de
estados, llamémosle 1,2, ... N. Si al tiempo n, el sistema esta en el estado
7, entonces se puede elegir una acciéon a del espacio de estados de acciones
admisibles para i. Esta accion, da como resultado una probabilidad g';
de que el sistema se encuentre en j en el tiempo ¢ + 1. Méas atn dado
lo anterior se obtiene una recompensa r7; por haber tomado la accion a

cuando se estaba en el estado i. Supongase que:
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T%ZO7 E] 1qZ]§1

1,7 = 1,...,N; a € A ie. existe una probabilidad positiva de que el
proceso termine.

Sea v(0); que denota la recompensa en el estado i y sea v(n); que denota
la maxima recompensa esperada para el problema en el n-ésimo periodo.
(i.e con n periodos por suceder), dado que se comienza en el estado i. Se

define la recompensa

N
a __ a ,.a
Ty = Zj:l qi7ij

t=1,...N;a € A. El principio de Optimalidad de Bellman’s implica que

la siguiente recursion para v(n); es valida.

v(n); = méx{r] +qu (n—1);} (5.2)

La ecuacion anterior puede ser escrita con notacion vectorial cuando

se introduce la terminologia de politica como se habia visto anteriormente.

Sea P(m) que denota la matriz con entradas qu(i)

(i)

y r(m) el vector con
componentes r, "’ para ¢,7 = 1,2,... N;m € P. Con lo anterior se tiene
que la coleccion de N x (N + 1) matrices {(P(x),r(7)|r € P)} tiene la
propiedad producto. Asi que en vez de utilizar la ecuacion anterior, para
este instante se puede manejar la siguiente ecuacion:

v(n) = max{r(n) + P(m)v(n — 1)}, (5.3)

meP

n € N, donde v(n) denota el vector con componentes v(n);, i = 1,2, ... N;

con la introduccién de una simple constante se obtiene que:

( v(n) > _ max ( P(m) r(m) ) (v(n —1) > (5.4)
1 meP 0 1 1
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n € N. Lo anterior permite de manera general observar que es lo que se

debe hacer para resolver el problema planteado anteriormente.

Lo que sigue a continuacion es utilizar lo que se ha ido trabajando
pero para este ejemplo. Esto se hara paso a paso, primero describiendo que

sucede para cada elemento del problema de control.

Ejemplo 5. Sea S := {0,1,2,3,4}, el espacio de estados; entonces el
espacio de acciones disponibles queda dado por: A(0) = {0}, A(1) =
{1}, A(2) = {1,2}, A(3) = {1}, A(4) = {0} y sean @ y R definidas
como al principio de esta seccion. Entonces la técnica de matrices no nega-
tiva, explica que para cada politica 7 tenemos una matriz asociada P()
y un vector de recompensa R(7); el siguiente paso es generar una nueva
matriz PT para cada politica posible, la cual ya contiene el nuevo estado; es
en este paso en donde se utilizan varios resultados importantes, aunque no
parece muy claro, se esta utilizando una propiedad que permite hablar de
cerradura del espacio de matrices con las que se esta trabajando, las cuales
cumplen la propiedad producto (esto debido a que al utilizar las politicas
deterministas, s6lo se considera las posibles combinaciones que existen res-
pecto al espacio de acciones), mas atn el radio espectral o(P™) = 1 para
toda m € P, ademés de que las clases basicas de este ejemplo son exacta-
mente el estado inicial y el final por lo que el grado de P que es igual a
v = 1. Dado lo anterior se estd en condiciones para comenzar el proceso
iterativo y encontrar la solucion al problema cuando S := {0, 1,2, 3, 4}.
Una vez que se tiene el nimero de estados y el conjunto de acciones
disponibles para cada estado s € S hay que determinar el nimero de
politicas que se tienen para este problema. Una forma grafica de observar

esto es mediante la creacion de arboles sobre los posibles valores que toma
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s en el espacio de acciones.

[ —

En particular para este caso se tienen dos posibles politicas. m; =
(1,1,1) y m = (1,2,1). Lo que se quiere es determinar cuando el valor
esperado respecto a la politica m; > w9, cabe notar que hasta ahora, hemos
olvidado un poco de que las matrices de transicion depende de p y q asi
que se pueden tener dos casos cuando p > ¢ y cuando ¢ > p. El objetivo
es encontrar la politica 6ptima.

Para hacer méas claro lo anterior, obsérvese lo siguiente:

(100000\ (100000\
q 0p 000 g 0p 0O
q 0p 00 q 000 p
= Ty 1=
0g0poO 00q0p
100001 10000 1
\ 000001 \0 0000 1)

Las matrices precedentes representan a la politica m; y 7 ya con el vector
de recompensa y la extension que se necesitaba para que la matriz fuera
cuadrada. Una vez que se tiene lo anterior, se estd en condiciones para
proceder a seleccionar cual de las dos valores esperados de las politicas es
mejor dado que se tiene un valor de p.

Supdngase que p = 1/2 entonces si se utiliza el algoritmo que se describiré

més adelante, resulta que tanto la politica 7y como 79 son 6ptimas y que el



5.2. Caso Neutral al Riesgo: un Juego de Apuestas 92

valor 6ptimo v es: [0,0.7529,0.9412,0.9882]. El cual resulta de maximizar la
probabilidad de llegar a N antes que a 0. (Este resultado sobre maximizar
la probabilidad se encuentra en [1], el cual se fundamenta en la desigualdad

de optimalidad)

5.2.2. Caso Algoritmo General

Hemos de hacer hincapié que para el resultado general otra vez se
esta utilizando que tanto el grado de (P7™), asi como el radio espectral son
igualesa 1.(v = o = 1). Lo anterior es facil de probar debido que los tinicos
estados basicos son el inicial y el final. Ademéas de que por la definicion
del problema a resolver el radio espectral es igual a 1; la demostracion de
la convergencia al valor 6ptimo se tiene utilizando los resultados provistos
por la técnica de matrices no negativas, Un hecho importante es que las
matrices que se tienen son reducibles, por lo que tienen una intrinseca rela-
cion con las cadenas de Markov absorbentes. En [16], hay todo un tratado
sobre las cadenas de Markov absorbentes, para las cuales se puede calcu-
lar la matriz fundamental y calcular el tiempo promedio de absorcion, el
cual cuando la matriz es finita el tiempo promedio de absorcion también
es finito. Asi que este hecho, aunado a que el espacio de estados para este
ejemplo es finito se tiene que el valor puede ser estimado en un nimero

finito de pasos.

Lo primero que hay que notar es que el nimero de posibles politicas
depende de N(ntimeros de estados antes de la extension); Sea N = N — 1

es decir N representa a los estados intermedios entre 0 y N.

Proposicién 5.2.1. Si el nimero N > 2 es par entonces el nimero de

politicas es igual (N/2)1)? y si N > 2 es impar entonces el nimero de
politicas es igual (N +1)/2)! x (N —1)/2)!
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Demostracion: Obsérvese el caso para N = 3 entonces las posibles
posibilidades para los estados intermedios son (1,2,1), en donde cada digito
representa una accion, por lo que el nimero 2 representa las acciones (1,2),
para este caso se tiene que el ntiimero posible de politicases 1 x 2 x 1 =2
lo cual es equivalente a ((N +1)/2)! x ((N — 1)/2)!. Obsérvese que para
el caso N=3 la formula se transforma en 2! x 1!=2 por lo que se cumple.
Si se toma el caso para el cual N = 4, se tiene que las posibilidades para
cada estado son (1,2,2,1) de donde se tiene que 1 x 2 x 2 x 1 = 4 que es
igual (N/2)!)? = 4.

Supodngase valido para k fija impar entonces se tienen dos casos:
Cuando k es impar se cumple que:
(1,2,3,...,(k=3)/2,(k—1)/2, (k+1)/2,(k—1)/2,(k—3)/2,...,3,2,1) =
((k+1)/2)t x ((k—1)/2)!
Cuando k-+1 es par se cumple que:
(1,2,3,...((k+1)/2)—=2,((k+1)/2)—1,(k+1)/2,(k+1)/2, ((k+1)/2)—
L((k+1)/2)—2...,3,2,1) = ((k+1)/2)")?
Lo anterior se hace por la diferencia que existe entre los casos, sea k+2 = k*
impar, se tienen dos casos:
Cuando k* es impar entonces tenemos
(1,2,3,..., (k"= 1)/2,(k*+ 1)/2,(k* — 1)/2,...,3,2,1), obsérvese que
haciendo una reordenacion se tiene que:
(1,2,3,...,(k*=1)/2,...,3,2,1, (k*+1)/2, (k*=1)/2) "2 ((k+1)/2)! x
(k=1 /2! x (K*+1)/2x (k*=1) = ((k*+1)/2)! x ((k* —1)/2)! por
lo tanto se cumple para k* + 1.
Ahora para el caso k* + 1 que es par:
(1,2,3,...,((k"/2) =1, (k*+ 1)/2, (k*+1)/2, ((k*)/2) —1,...,3,2,1) ¥

para este caso igual solo se hace una reordenacion y se tiene que:
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(1,2,3, x, (k*=1)/2, (k*—1 )/2 13,2, 1, (k*+1)/2 (k*+1)/2)PHI((
1) /2)N(k" = 1)/)20 x ((k* )/2)‘ < ((k* +1)/2)! = ((F* + 1)/2))* d
donde se cumple para k* + 1. O

El codigo “Algoritmo neutral al riesgo” permite solucionar el pro-
blema solo dandole el niumero de estados intermedios+1, p y M(el nimero

de horizonte de prondstico) esta dado mediante una cota.

A continuacién se presentan los resultados obtenidos.
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PIQ|#N| 3 4 5 6 7 8 9

1] .9 P.O (1,2,1) | (1,22,1) | (1,1,3,1,1
1,1,3,2,1
1,2,3,1,1

1,2,3,2,1

(1,2,3,3,2,1) | (1,2,1,4,1,2,1
(1,2,1,4,3,2,1
(1,2,3,4,1,2,1
(1,2,3,4,3,2,1

(1,2,3,4,4,3,2,1) | (1,2,2,1,5,1,2,2,1
1,2,2,1,5,1,3,2,1
1,2,2,1,5,4,2,2,1
1,2,2,1,5,4,3,2,1
1,2,2,4,5,1,2,2,1
1,2,2,4,5,1,3,2,1
1,2,2,4,5,4,2,2,1
1,2,2,4,5,4,3,2,1
1,2,3,1,5,1,2,2,1
1,2,3,1,5,1,3,2,1
1,2,3,1,5,4,2,2,1
1,2,3,1,5,4,3,2,1
1,2,3,4,5,1,2,2,1
1,2,3,4,5,1,3,2,1
1,2,3,4,5,4,2,2,1
1,2,3,4,5,4,3,2,1

(
(
(
(

— — — —
— — — —

o~~~ o~~~ o~~~ o~ o~ o~ o~ o~ —~

21 8 P.O. (1,2,1) | (1,2,2,1) | (1,1,3,1,1
1,1,3,2,1
1,2,3,1,1

1,2,3,2,1

(1,2,3,3,2,1) | (1,2,1,4,1,2,1
(1,2,1,4,3,2,1
(1,2,3,4,1,2,1
(1,2,3,4,3,2,1

(1,2,3,4,4,3,2,1) | (1,2,2,1,5,1,2,2,1
1,2,2,1,5,1,3,2,1
1,2,2,1,5,4,2,2,1
1,2,2,1,5,4,3,2,1
1,2,2,4,5,1,2,2,1
1,2,2,4,5,1,3,2,1
1,2,2,4,5,4,2,2,1
1,2,2,4,5,4,3,2,1
1,2,3,1,5,1,2,2,1
1,2,3,1,5,1,3,2,1
1,2,3,1,5,4,2,2,1
1,2,3,1,5,4,3,2,1
1,2,3,4,5,1,2,2,1
1,2,3,4,5,1,3,2,1
1,2,3,4,5,4,2,2,1
1,2,3,4,5,4,3,2,1

(
(
(
(

— — — —
— — — —

e e e N N N N N N N N e e e N e

3| .7 P.O (1,2,1) | (1,22,1) | (1,1,3,1,1
1,1,3,2,1
1,2,3,1,1

1,2,3,2,1

(1,2,3,3,2,1) | (1,2,1,4,1,2,1
(1,2,1,4,3,2,1
(1,2,3,4,1,2,1
(1,2,3,4,3,2,1

(1,2,3,4,4,3,2,1) | (1,2,2,1,5,4,2,2,1
1,2,2,1,5,4,3,2,1
1,2,2,4,5,4,2,2,1
1,2,2,4,5,4,3,2,1
1,2,3,1,5,4,2,2,1
1,2,3,1,5,4,3,2,1
1,2,3,4,5,4,2,2,1
1,2,3,4,5,4,3,2,1

(
(
(
(

T — —
N — — —

o~~~ o~ o~~~ —~
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P.O

(1,2,1)

(1727271)

1,1,3,1,1
1,1,3,2,1
1,2,3,1,1

(
(
(
(1,2,3,2,1

— — — —

(1,2,3,3,2,1)

(1,2,1,4,1,2,1
(1,2,1,4,3,2,1
(1,2,3,4,1,2,1
(1,2,3,4,3,2,1

— — — —

(1,2,3,4,4,3,2,1)

1,2,2,1,5,1,2,2,1
1,2,2,1,5,1,3,2,1
1,2,2,1,5,4,2,2,1
1,2,2,1,5,4,3,2,1
1,2,2,4,5,1,2,2,1
1,2,2,4,5,1,3,2,1
1,2,2,4,5,4,2,2,1
1,2,2,4,5,4,3,2,1
1,2,3,1,5,1,2,2,1
1,2,3,1,5,1,3,2,1
1,2,3,1,5,4,2,2,1
1,2,3,1,5,4,3,2,1
1,2,3,4,5,1,2,2,1
1,2,3,4,5,1,3,2,1
1,2,3,4,5,4,2,2,1
1,2,3,4,5,4,3,2,1

e e N N e N e e e N N e e e N e
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1
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1

1
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1
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En donde m; denota la politica en la que siempre se avanza de uno

en uno. (1,..

., 1), ademas es claro que cuando p > ¢ la politica 6ptima es

la anterior que es conocida en el ambiente probabilistico como la timida;

cabe notar que cuando ¢ > p hay una politica la cual aparece en todos los

casos y esta es la conocida como la audaz; esta politica elige una acciéon

mas agresiva, pues cuando el sistema esta en un estado s < N/2, se elige

la accion que le permitiria avanzar el doble del estado actual y cuando el

sistema estd en un s > N/2, su eleccion es todo lo necesario para que de

avanzar, se llegue al objetivo N. Nota: Para el caso cuando p = 1/2, m;

denota que para cualquier ¢, la seleccion que se elige es 6ptima.

Asi que se pueden resumir los resultados como:
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Si p >q entonces la politica 6ptima es la timida y es tinica
Si q >p entonces la politica 6ptima es la audaz y para algunos
casos especiales se tiene que esta no es tinica

Si q = p entonces cualquier politica que se elige es 6ptima O

5.2.3. Cota de Prondstico

La cota de pronodstico es una estimacion sobre el nimero de iteracio-
nes que se necesitan para aproximarse al valor esperado para cada politica,
para este caso se denotard como M y aparece como M = N(N + 11) pero
lo que esté realmente detras y que acompana a la convergencia del algo-
ritmo es que como se puede notar; dada una matriz inicial que representa
una politica dada, la iteracion a la que es sometida tiene como resultado
que la informacion aparezca en el primer y tltimo renglén aunque para
ser exactos lo que nos permite recuperar el resultado es que si se toma
lim (P™)" = P* en donde en P* solo la primera y la tltima columna con-

n—oo
tienen elementos distintos de cero.

Un detalle a resaltar es que la politica (m;) en la que se avanza de
1 en 1 domina a las otras en el sentido de que si se toma la diagonal y
el acomodo que se tiene de p y de ¢ sobre la matriz entonces al momen-
to de tomar cualquier otra politica m; diferente, se tiene que para algin
estado ¢ ya sea ¢ o p al menos se movieron un estado mas en direccion a
la primera o la ultima columna. Por lo que al hacer las iteraciones, que
es elevar la matriz a alguna potencia se tiene que al menos para alguna
entrada 7,7 se tiene un cero méas respecto a las entradas de la matriz 7 en
la misma iteracion por lo que el analisis se reduce al analis de la matriz que
representa la politica ;. La cota anterior se propone para que los términos

que aparecen en la parte centrales de la matriz iterada, sean tan pequenos
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que su contribuciéon sea nula. Mas aun, estos estados son siempre de la
forma potencias de p o ¢ respectivamente de la forma (M +2)/2, M/2 6
(M —2)/2sit M espar 6 (M —1)/2, (M +1)/2 si M es impar.

Obsérvese lo siguiente: Sea N=5 entonces la matriz de representa-

cion de la politica m se ve de la siguiente forma:

(100000\ (100000\
q 0p 00 q 0p 0O
g 0 p O g 000 p
T = LT 1=
0 g 0p 00 qgOop
10000 10000
\ 00000 1) \0 0000 1)
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Ahora si elevamos () y 7! a la cota de prondstico se obtiene que:

SO = 8 8 8

0
1125899906842624 * p®r % ¢°1
0
1125899906842624 * p°0 * ¢°2
0
0

0

0
2251799813685248 * p51 * 51

0

0

0

0
1125899906842624 * p>2  ¢°0
0
1125899906842624 * p3' ¢!
0
0

0

0
1125899906842624 * p>2 x ¢°0

0

0

0

= = 8 8 8 O
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1 00 00O

z 0 0 0 0 =z

z 0 0 0 0 «
T 1=

z 0 0 0 0 =z

1 00001

0O 00O0O01

Cabe notar que las z denotan la informacion distinta de cero dentro de las
matrices. Lo que se puede observar inmediatamente es que los valores que
se encuentra en las columnas intermedias tienden a cero cuando la M crece
para el caso 7r1; mientras que para el caso my la informacion intermedia ya

ha desaparecido. Mas atun dado el resultado que se tiene de que dado un
n

numero positivo M >1 entonces el lim 7 = 0. Este limite permite

n—oo

decir que el sistema converge y que ademés a partir de cierta tolerancia
se puede acercarse tanto al valor real como sea necesario. Lo anterior se
sigue también para cuando el ntumero de estados crece aunque hay que
hacer notar que en los estados intermedios aparecen términos tales que
la suma de los exponentes da el horizonte de pronostico. Obsérvese que
la informacion que se recupera tiene mucho sentido debido a que coincide
con la accesibilidad a las clases bésicas de la matriz, otra forma de ver lo
anterior es observar que la matriz que se tiene es reducible, por lo que si
se hace una reordenacion de los estados se pueden utilizar los resultados
sobre la distribucion limite.

Nota: Si se utiliza el resultado de la matriz fundamental [16], cuan-
do p = 1/2 para m se tiene que el tiempo medio de absorcion es de al menos

6 pasos y para mo el tiempo medio de absorcion es de al menos 3 pasos.
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5.3. Sensibilidad al Riesgo: una Extensién del

Juego de Apuestas

5.3.1. Planteamiento del Problema

Considérese el siguiente modelo de decision de Markov.

Modelo
Para un entero positivo fijo N y un namero p € [0, 1] dado, los cincos

elementos del modelo se describen a continuacion:
(a) §:=10,1,2,..., N] el espacio de estados del modelo

(b) A:=1{0,1,2,...,[N/2]} el espacio de acciones o controles, en

donde [2] representa la parte entera de z.
(c) A(s):= Para cada s € S, A(x) ={1,2,...,min{s, N — s}}

(d) Se define la siguiente ley de transicion ) = gsy(a) para s € Sy

a € A(s) como :
L. gss+a(a) =p
2. gss—ala) =qdonde g=1—p
3. gnola) =1
4. qoola) =1
(e) La funcion de respuesta (p) en este caso de recompensa por etapa

como

R(x.a) =0,z # N; R(N,a) = 1.
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Para este modelo se define la funcion objetivo V' como:

Vir,s) = 1 log (E;T (i R(S.. An)>

n=0
Para este caso la A\ funcién 6ptima se define como:

Vi(s) = sup{Vi(m,s)},

mell

s € Sy asi una politica se dird que es A - 6ptima si se cumple que:

Wi(7*, s) = Vi(s),
Vs e S.

Una vez planteado el problema general que se tiene para este caso; el agente
va a representar su preferencia al riesgo mediante una funciéon de utilidad
u, la cual asigna un nimero real a cada posible resultado. Asi que si se
tiene que r{ es la recompensa esperada dado que el agente se encuentra en
el estado ¢ y selecciona la estrategia a, entonces el valor que le asigna la
funcion sera igual a u(r¢). Siv(n); denota la esperanza maxima del proble-
ma en n-etapas entonces la utilidad esperada por el agente sera u(v(n);).
Howard y Mathenson [12] usaron una funcion de utilidad dada de la si-
guiente forma:

u(s) = —(sgn))exp(—As) donde X representa el coeficiente de aversion
al riesgo, cabe notar que el tipo de funcién que se esta utilizando es de
tipo (CARA) por lo que se estéa asumiendo que se tiene un coeficiente de
aversion al riesgo absoluto constante (7.10). Por lo que, para una una su-
cesion de recompensas 7, 74,, ..., T;, se tiene que la utilidad viene dada
por: —(sgnX)exp(—A(ri, + 14, + ... +17;)). Sea v(n); que denota la uti-
lidad por permanecer n-etapas en el sistema dado que se comenzo en el

estado 7 entonces usando el concepto de “certeza equivalente” Howard
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y Mathenson, [12], probaron que la siguiente recursion es valida para este

problema:

N
v(n); = rcrlleéjiz giiexp(—Ari;)v(n — 1),
j=1
t=1,...N;n € N. Ahora si se toma:
]52‘; = qfexp(Ary;) se obtiene que la ecuacion anterior puede ser reescrita

de la siguiente forma:

j=1
1 =1,...N;n € N y con los cambios realizados junto con las definicion

de politica, asi como en el caso neutral al riesgo es decir w, P, P(7) y v(n)

como siempre entonces se tiene que:

v(n) = maxP(m)v(n — 1), (5.5)

weP

n € N. Algo importante a observar en este apartado, es que atn se puede
utilizar la técnica de matrices no negativas, pero lo que hay que resaltar
es que como ahora se tiene un factor que es afectado por la exponencial
esto presenta una dificultad, pero lo que se puede realizar es observar la
distribucion de la matriz y entonces iterarla no pensando en buscar el ei-
genvector estrictamente positivo, sino en analizar el comportamiento de la
matriz, para el estado (N, V) se introduce un 1, el cual permite recuperar
la informacion de los estados intermedios. Otra cosa que cabe resaltar es
que para este caso cuando se alcanza el estado N, este da una aportacion

en la matriz debido a la forma en que se defini6 la recompensa,

Una vez dado lo anterior, lo que se busca es encontrar una politica
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la cual nos de la recompensa maxima, como el espacio de acciones y de
controles son iguales que en el ejemplo 5; el nimero de posibles politicas
se calcula de la misma manera que en el caso neutral al riesgo. Un detalle
es que para este modelo se tiene que el grado de la matriz v = 2. Aunque
lo que cabe resaltar es que se puede seguir aplicando la idea del neutral
al riesgo debido a que una vez mas se quiere recuperar la informacion del
estado V.

Ejemplo 6. Sea S = {0, 1,2, 3,4} el espacio de estados, sea A(s),
( vy R como en la descripcion del modelo, se tiene que las matriz de re-

presentacion de las politicas son:

g 1=

exp(—A)

sign(\)

exp(—A)

o oxr o o
o o’ o
oo o o
-8 o o o
¥ o o
o o o o o
o o’ o
o o o o o
_Rs O o

1
q

T = 0
0

sign(A) *

Para este caso existen varias cosas que mencionar, la primera es

que A puede ser positiva 6 negativa, ademéas de que se tienen los diferentes
casos cuando p>q, q>p y p=q; asi que se hara una separacion, indicandose

los resultados obtenidos mediante la utilizacién de la técnica de matrices

no negativas.

p ~q pP—q P <q
A>0 | Timida | Cualquiera | Audaz

A<0 | Timida | Cualquiera | Audaz

En el cuadro anterior, se resumen cuales fueron las estrategias optimas

para cada caso del ejemplo.
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El codigo “Algoritmo sensible al riesgo” permite solucionar el proble-
ma solo dandole el ntimero de estados intermedios+1, y p (la probabilidad
de la transicion).

A continuacién se presentan los resultados que se obtuvieron para el caso
general.

Toémese primero el caso para el cual A > 0 es decir:
A=1,2,3,4,56,7,8,9,10
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PIQ|#N| 3 4 5 6 7 8 9

1] .9 P.O (1,2,1) | (1,22,1) | (1,1,3,1,1
1,1,3,2,1
1,2,3,1,1

1,2,3,2,1

(1,2,3,3,2,1) | (1,2,1,4,1,2,1
(1,2,1,4,3,2,1
(1,2,3,4,1,2,1
(1,2,3,4,3,2,1
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1,2,2,1,5,4,3,2,1
1,2,2,4,5,1,2,2,1
1,2,2,4,5,1,3,2,1
1,2,2,4,5,4,2,2,1
1,2,2,4,5,4,3,2,1
1,2,3,1,5,1,2,2,1
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(1,2,1,4,3,2,1
(1,2,3,4,1,2,1
(1,2,3,4,3,2,1

(1,2,3,4,4,3,2,1) | (1,2,2,1,5,1,2,2,1
1,2,2,1,5,1,3,2,1
1,2,2,1,5,4,2,2,1
1,2,2,1,5,4,3,2,1
1,2,2,4,5,1,2,2,1
1,2,2,4,5,1,3,2,1
1,2,2,4,5,4,2,2,1
1,2,2,4,5,4,3,2,1
1,2,3,1,5,1,2,2,1
1,2,3,1,5,1,3,2,1
1,2,3,1,5,4,2,2,1
1,2,3,1,5,4,3,2,1
1,2,3,4,5,1,2,2,1
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P.O (1,2,1)

(1727271)

1,1,3,1,1
1,1,3,2,1
1,2,3,1,1
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(1,2,3,2,1

— — — —

(1,2,3,3,2,1)

(1,2,1,4,1,2,1
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(1,2,3,4,1,2,1
(1,2,3,4,3,2,1

— — — —

(1,2,3,4,4,3,2,1)

1,2,2,1,5,1,2,2,1
1,2,2,1,5,1,3,2,1
1,2,2,1,5,4,2,2,1
1,2,2,1,5,4,3,2,1
1,2,2,4,5,1,2,2,1
1,2,2,4,5,1,3,2,1
1,2,2,4,5,4,2,2,1
1,2,2,4,5,4,3,2,1
1,2,3,1,5,1,2,2,1
1,2,3,1,5,1,3,2,1
1,2,3,1,5,4,2,2,1
1,2,3,1,5,4,3,2,1
1,2,3,4,5,1,2,2,1
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En donde 7; denota la politica en la que siempre se avanza de uno

en uno. (1,..

., 1), ademés cuando p > ¢ la politica 6ptima es la anterior

que se conoce en el ambiente probabilistico como la timida; cabe notar que

cuando ¢ > p hay una politica la cual aparece en todos los casos y esta

es la conocida como la audaz; esta politica elige una acciéon més agresiva,

pues cuando el sistema esta en un estado s < N/2; se elige la accion que

le permitiria avanzar el doble del estado actual y cuando sistema esta en

s > N/2, su eleccion es todo lo necesario para que, de avanzar se llegue al

objetivo N. Nota: Para el caso en el cual p = 1/2, se tiene que la politica

m; denota que para cualquier 7, la seleccion que se elija es 6ptima.

Asi que se pueden resumir los resultados como:
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Si p >q entonces la politica 6ptima es la timida y es tnica.
Si q >p entonces la politica 6ptima es la audaz y para algunos
casos especiales se tiene que esta no es tnica.

Si q = p entonces cualquier politica es 6ptima. O

Ahora para el caso en que A < 0 y si se realiza el mismo pro-
cedimiento es decir A=-1,-2,-3,-4,-5.-6,-7,-8,-9,10. Se obtienen los mismos
resultados que en la tabla anterior, que no causa una gran sorpresa debido

a que intrinsecamente lo que esta de fondo es el juego neutral al riesgo.

Asi que se pueden enumerar los resultados como: Para A < 0
Si p >q entonces la politica 6ptima es la timida y es tnica.
Si q >p entonces la politica 6ptima es la audaz y para algunos
casos especiales se tiene que esta no es tnica.

Si q=p entonces cualquier politica es é6ptima. O
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5.3.2. Algoritmos

Algoritmo neutral al riesgo

1 clear

2 clc

3 tic

4 N=5

5 p—.8;

6 q=1-p;
7w=|zeros(1,N)|;
g8 for 1=1:N-1

9 b=[1 N-i]|;

10 a(i)=min(b);
11 end

12

13 for j=1:length(a)
W x(j)—{rali) )
15 end

16

17 u=allcomb (x{:});
18 [ul,u2|=size(u);
19

20 n=length (a)+3;

21

22 for r=1:ul

23 A=zeros (n) ;

2 A(1,1)=1;

25 A(n,n)=1;
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26 A(n—1,n)=1;

27 A(n—1,1)=1;

28 for 1i=2:n-2

29 for j=1:n

30 if i—j=—u(r,i—1);
31 A(l,j)=a ;

32 elseif i—j——u(r,i—1);
33 A1, j)=p;

34 end

35 end

36 end

37 HA=sparse (A);
38 B(r)={A};

39 end

40

a1 m=(Nx*(N+11))

42

43 for i=1:ul

44 B1(i)={B{i} m};
45 end

46

A7 B3=zeros (N—-2,r);
48 for j=1:N—1

49 for i=1:ul
50 B2(i)=max(B1{i}(j+1N+2));
51 end

52 B3(j ,:)=B2;

53 end
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54
55 t1=1];

56 max-max (B3 ,[] ,2) ;

57 ] =0;

58 for 1=1:ul

59 if max-B3(:,1)<10"—14
60 J—] +1;

61 61 ())=(1);

62 end

63 end

64 u(tl ,:)

65 toc
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Algoritmo sensible al riesgo

1 clear

2 clc

3 tic

4 gAaMIMa——>9

5 N=7

6 w=|zeros (1,N) |;
7 for i=1:N-1

8 b=[1 N-i];

9 a(i)=min(b);
10 end

11

12 for j=1:length(a)

13 x(J)={1:a(j)};

14 end

15

16 u=allcomb (x{:});
17 [ul ,u2|=size (u);
18

19

20 p=.6;

21 q=1-p;

22 n=length (a)+2;
23

24 for r=1:ul

25 A=zeros (n—1);

26 A(1,1)=1;

27 A(n,n)=1;
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28 HA(n—1,n—1)=0;

20 A(n,1)=sign (gamma) xexp(—gamma) ;
30 for i=2:n—-1

31 for j=1:n

32 if i—j=—u(r,i—1);
33 A(l,j)= a;

34 elseif i—j——u(r,i—1);
35 A(l,j)=p;

36 end

37 end

38 end

39 A=sparse (A);

1 B(r)={A};

41 end

42

13 m=(Nx(N-+16) ) ;

44 for i=1:ul

45 B1(i)={B{i} m};

46 end

a7

48 B3=zeros (N—2,r);

19 for j=1:N—1

50 for i=1:ul

51 B2(1)=max(B1{i}(j+1N+1));
52 end

53 B3(j ,:)=B2;

54 end

95
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56 t1=1];

57 max-max (B3 ,[] ,2) ;

58 ] =0;

59 for i=1:ul

60 if max-B3(:,1)<10"—6
61 J=] +1;

62 t1(j)=(1);

63 end

64 end

65 u(tl )

66 toc



Capitulo 6

Conclusiones y

Perspectivas

El trabajo de esta tesis se centrd en las matrices finitas no negativas
y en aplicaciones, tanto en el campo de la economia, con las matrices de
Leontief, como en el de control estocastico, especificamente en los procesos
de control de Markov con recompensa total esperada. Como se pudo obser-
var la teoria expuesta permite, dependiendo del problema que se aborde,
enlazar distintas areas de las matematicas como el algebra lineal, los proce-
sos estocésticos, los problemas de control estocasticos, el analisis funcional,
el calculo y algunos resultados topologicos, por lo que es de vital impor-
tancias resaltar que lo mejor que se puede hacer es buscar la interaccion

entre estas areas.

6.1. Conclusiones

1. En la aplicacion sobre las matrices de Leontief, como se pudo obser-
var la aproximacion y la resolucion que se le puede dar, en muchas

ocasiones, depende del enfoque o la informaciéon que se quiera ob-
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tener; es importante notar que la determinacion de las matrices de
insumo-producto puede ser un arduo trabajo, por lo que el supuesto
de tenerlas dadas permite la aplicacion de la técnica de matrices no
negativas de forma inmediata. Notese que aunque aqui se trabajo pa-
ra un caso de dos empresas y el banco, también se puede desarrollar
un ejemplo para el caso de N empresas con N>2, siempre y cuando
se respete la irreducibilidad de la matriz porque en caso contrario se

debera abordar el tema con matrices reducibles.

2. En el caso de la aplicacion al control estocéstico, es de suma im-
portancia recalcar que los resultados que se obtuvieron son para un
ejemplo del caso total esperado; es relevante notar que el niimero
de estados para los que se presentan los resultados es 11, aunque se
logr6 hacer lo mismo para cuando habia 14 estados; sin embargo una
problematica que surgi6é es que cuando el nimero de estados crece
por ejemplo 15, el nimero de posibles estrategias es: 203212800. Una
vez hecho lo anterior se necesita calcular la matriz de transicion y
después la comparacion sobre las politicas para obtener la 6ptima.
Recuérdese que en el camino todavia se necesita una iteracion de
estas matrices a la cota de pronoéstico, por lo que para cuando el ni-
mero de estados crece el problema aparece mas en el caso de falta de
memoria en las computadoras que en la debilidad de la técnica. Cabe
senalar que esté técnica fue abandonada por los anos 70 y ahora con
el desarrollo de la tecnologia esta volviendo a aparecer en distintos

ambitos.

3. Una ventaja que ofrece esta metodologia de matrices no negativas,
descrita en este trabajo, es que no sélo permitié decir cuél era la

estrategia O6ptima para el jugador sino que en algunos casos mostro la
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6.2.

1.

2.

3.

existencia de otras soluciones, con lo que permitioé decir que existian
casos para los cuales la soluciéon no es tnica. Esto es algo que no
se conocia en la literatura para ambos casos, neutral y sensible al
riesgo; asi mismo se puede dar informacion sobre los valores a los

cuales converge.

Perspectivas

Un punto interesante es que para este trabajo solo se utiliz6 la técnica
para los casos cuando ¢ = v = 1 (recuérdese que o representa el
radio espectral y v representa el grado) en el caso de la recursion
dinamica, sin embargo esta herramienta sobre matrices no negativas
ya esta generalizada para cuando v # 1 la cual se puede encontrar en
[31]. Por lo que seria relevante buscar ejemplos en donde ésta pueda

aplicarse en dimension diferente a 1.

Un hecho que es esencial es que la herramienta que se utilizo esté
hecha para matrices no negativas en general, aunque en esta tesis se
centré en problemas que involucran matrices de transicion estocas-
tica. Por tanto seria interesante abordar problemas que no sean de

corte estocastico.

Cabe senalar que la técnica de matrices no negativas permite abordar
muchos problemas y que sus aplicaciones pueden ser llevadas a un
lugar mas amplio como lo pueden ser los espacios de estados infinito

numerables [31].



Capitulo 7

Apéndices

Este capitulo permite complementar los detalles que se eleboraron
en la tesis. La subseccion sobre un Resultado auxiliar permite demostrar la
existencia de la solucion al sistema de ecuaciones planteadas. La subseccion
sobre el radio espectral y el teorema de Perron Frobenius esta compuesta
por las demostraciones asi como la formulacion de estos resultados amplia-
mente conocidos en el ambiente del Algebra Lineal. La subseccién sobre
Sensibilidad al Riesgo es un paseo sobre su definicion y su fundamentacion
desde las ideas basicas, hasta su medicion para terminar en su representa-

cion mediante la funcion de utilidad.

7.1. Un Resultado Auxiliar

Lema 7.1.1. Sea P una matriz cuadrada que tiene radio espectral o
y eigenvector derecho estrictamente positivo asociado con o. Mds aun
(r(1),...r(k—=1)) es una sucesion de vectores dada. Entonces existe una

solucion (y(1),...,y(k)) del conjunto de ecuaciones
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Py(k) =oy(k)
) Py(k — 1)+ r(.k —1) oy(k. —1)+ y(k) (7.1)
+ o+
. Py(1)+r(1) =oy(1) +y(2)

Demostracion. Por el lema 2.2.9, P* existe y ademés (o1 — P+ P*).

La iteracion en la primera ecuacién nos da:

o "Py(k) = y(k)

n € N entonces por la definicion de P* se tiene que:

Pry(k) = y(k) (7.2)

Ahora multiplicando los dos lados de 7.1 por P* se obtiene que:

Pr(l—1) = P*y(l) (7.3)

[ =2,..., k. Como se puede notar falta definir que sucede con respecto a
y(1) asi que considérese:

Pry(1) =0 (7.4

Con lo anterior, si se combinan todas las ecuaciones 7.1, 7.2, 7.3 y
7.4 y se recuerda que la matriz (0 — P+ P*) es no singular entonces existe
una solucion (y(1),y(2),...,y(k)) de 7.1-7.4 como sigue a continuacion:
y(k) =Pk -1)
y(k—1) = (el — P+ P) Y(r(k—1)+ Pr(k—2)—y(k))

y(2) = (o = P+ P)7!(r(2) + P'r(1) = y(3))

y(1) = (ol = P+ P*)7}(r(1) —y(2))
Obsérvese que la solucion a 7.1 no necesariamente es tnica. 0.
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7.2. Radio Espectral

Durante esta seccion X denota un espacio B complejo y T" un ope-

rador lineal acotado. Se excluye el caso cuando X = 0

Definicion 7.2.1. Se le conoce como el resolvente de un conjunto p(T') de
T al conjunto de los nimeros complejos A para el cual (AN — T)™! existe
y ademds es un operador acotado con dominio X. El espectro o(T) de T
es el complemento de p(T).

La funcion R(\;T) = (M — T)~t definida en p(T) es conocida como la

funcion resolvente, o simplemente como la resolvente de T.

Lema 7.2.2. El conjunto resolvente p(T) es abierto y la funcion R(\;T)

es analitica en p(T)

Demostracion:

Sea A un punto fijo de p(T), y sea u cualquier niimero complejo para el
cual |u|< |[R(X; T)|71. Probaremos que con esto se tiene que A+ € p(T).
Una consideracion heuristica nos propone que basados en una analogia con
las series geométricas que si (A + p)l — T = pl + (M — T) tiene inversa
entonces esta viene dada por las series:

S(1) = S (=)L = T) =0+ = 53 (=) R(A; 7)1

Como |uR(X\;T)|< 1 entonces esta serie converge. Ademas como S(u)

conmuta con 1"y se tiene que:

(A+p) I =T)S(p) =T =T)S(p) + pS(p)

{(=pR(X;T))* = (—pR(N; 7))}

[
WK

0

I
T
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de donde se sigue que A\+pu € p(T') y se tiene que R(A+p; T') = S()

es analitica en el punto p = 0. O

Corolario 7.2.3. Si d(\) es la distancia de A al radio espectral o(T)

entonces
RN T[> 1/d(N),

A€ p(T). Yasi |[R(NT)|— oo cuando d(N) — 0 y ademds el conjunto

resolvente es el dominio natural de analiticidad de R(\;T).

Demostracion:
Por el lema 7.2.2 se tiene que si |u|< |[R(A\;T)|7! entonces A + p € p(T).
De donde d()\) > |R(X;T)| ™, con lo que se obtiene el resultado. O

Lema 7.2.4. El conjunto cerrado o(T) es acotado y no vacio. Mds ain
el sup|lo(T)|= lim {/|T"| < |T|. Para |\|> sup|lo(T)| la serie R(A\;T) =
n—oo

S0 TN converge al operador uniforme en el sentido topoldgico.

Demostracion:
Sea f(A) =02 T /\"*1 por el Teorema de Liuville se tiene que el domi-
nio de convergenciaes D = {\||A|> lim sup+/|7"|}. Como en la prueba del

n—oo

lema 7.2.2 se revisara que f(A) (M —=T) = (AM[=T)f(\) = [ para A € D, de
donde D C p(T') y de esto tenemos que o(7T") es acotado. Como o(T') es el
dominio natural de analiticidad para R(A : T'), utilizando el corolario 7.2.3
se tiene que la serie de Laurent para R(\;T') tiene dominio de convergen-
cia para |A|> sup|o(T')|. Entonces sup|o(T)|= lim sup {/|T"|. El siguien-
te paso de la demostracion sera demostrar que sup|o(T)|< liminf /|77
Notese que si A es un punto arbitrario de o(7T'), entonces \" € o(T");
utilizando factorizacion se tiene que:

N T —=T")= (M —=T)P,(T) = P,(T)( M —=T)

muestra que si (A"/—T") tiene inverso acotado y entonces (A —7") también
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lo tendré. Se tiene que: |A|"< |T™| y de aqui que sup|o(T)|< [T"|V/". Aun
falta por demostrar que el espectro es no vacio. Supongase que o(7) = ()
esto implica que R(\;T) es entera y entonces como se habia visto por la
expansion de Laurent que es analitica en el infinito entonces se sigue por
el teorema de Liuville que R(\;T") es constante, por lo que el coeficiente
de A7! de la expansion de Laurent desaparece y entonces se tiene que 10

la cual contradice la hipotesis de que X #£ 0. O

Definiciéon 7.2.5. La cantidad
r(T) = suplo(T)|= lim {/|T™| es llamado el radio espectral de T
n—oo

7.3. Teorema de Perron Frobenius

Definicion 7.3.1. Se define el radio espectral de una matriz cuadrada P

o(P) = max{|A||\ es un eigenvalor de P}

Definicion 7.3.2. Sea A una matriz cuadrada no negativa e irreducible.
Sea d el niumero de valores propios distintos de A de valor absoluto igual
al radio espectral o(A). Se dice que A es una matriz primitiva si d = 1

0 que no es primitiva si d >1.

Proposicion 7.3.3. St A es una matriz cuadrada con entradas en los

reales de orden n, no negativa e irreducible entonces:
(I+A)"1>0.

Demostracion:

Considérese un vector y € R", y > 0 y escribase

z= I+ Ay =y+ Ay.
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Como A > 0, el producto Ay > 0, por lo que z tiene al menos
tantos elementos no nulos como y. Ahora, si y atn no es positivo, el vector
z tiene al menos un elemento no nulo més que y. Si P es una matriz de

permutacion tal que:

y u>0 entonces:

pa= (") +prPar| "],
0 0

porque PP! = I. Si se realiza una particion de Pz y PAP! de forma

consistente a la de y, es decir:

po= (V) papt A e
w Ay Ago

visto lo anterior entonces se tiene que:

de donde:

V=u-+ AHU, w = Azlu.
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Como la matriz PAP! es no negativa e irreducible, entonces en particular
se tiene que A1p > 0, Ay; > 0y ademas Asy # 0 porloquev > 0,y w > 0.
Como u>0 se obtiene que w # 0. Asi, z tiene al menos una componente
méas no nula que y.

Siz = (I + A)y no es atn un vector positivo, entonces si se repite el
argumento con 2, se tendrfa que (I + A)?y tiene al menos dos componentes

positivas mas que y. Después de a lo més n-1 pasos se encuentra que:
(I +A)"1y>0.

para cualquier vector y > 0, y # 0. Toémese y = e; (en donde e; denota el
vector que tiene todas sus entradas cero salvo la j ésima, en la cual tiene

un 1), para j = 1,2, ..., n se obtiene el resultado.

Proposicion 7.3.4. Si A > 0 es no negativa irreducible. Entonces existe
k €N tal que A¥ > 0.

Demostracion:
Como A es no negativa e irreducible por la proposiciéon anterior se tiene
que:(1 + A)" "1y > 0, si se considera A(I + A)" 1y esto es positivo debido
a que seria el producto de un vector por una matriz positiva, lo que da por
resultado algo positivo asi que si se propone k = n la cual depende de la
proposicion anterior, se obtiene el resultado.o.

Considérese A una matriz no negativa e irreducible y definase la
siguiente funcion:

r: k" — R dada sobre los vectores x > 0 por:

Ax);
) = o 22N (75)
20 ‘

donde (Ax); representa la i-ésima componente del vector Ax. Entonces

r(z) > 0,y para j = 1,...,n se tiene que r(x)z; < (Ax);. De donde



7.3. Teorema de Perron Frobenius 125

r(z)r < Az y ademés r(x) es el mayor nimero p tal que pz < Ax.

Lema 7.3.5. Sea A = (a;j) no negativa e irreducible y x = (1,1,...,1)

entonces
n
r(x) = min Y a;
1<i<n
1=1
Demostracion:
El resultado se sigue de tomar el vector “x = (1,1,...,1)", aplicandolo

directamente a la ecuacion (7.5).

Teorema 7.3.6. (Perron-Frobenius) Sea A una matriz cuadrada irredu-

cible y no negativa, entonces:

1. A tiene, al menos, un eigenvalor s real y positivo, con un eingenvec-

tor z asociado a s positivo;
2. s tiene multiplicidad algebraica igual a 1;
3. St A\ es un eigenvalor de A, entonces |\;|< s; y
4. Si A tiene una fila de elementos no nulos entonces |\;|< s.

Demostracion:
Sea L el dominio de la funcion r (7.5), esto es, el conjunto de los vectores
no nulos y no negativos de orden n, definase el niimero s como:

s = sup r(x)
xel

Notese que el niimero s no varia si en lugar de x se toma un miltiplo ax

para o > 0. Sea M el conjunto de vectores z tales que = > 0y [|z|]2 = 1,

obsérvese que M C Ly
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s = sup r(x)
xeM

Si se tuviera que la funciéon r fuera continua en M entonces se al-
canzaria el supremo, pero ésta puede tener discontinuidades. Asi que si se
considera el conjunto N = {(I + A)""'xz|x € M}. Por la proposicion 7.3.3
todo elemento de N es un vector positivo, por lo que N C L. Ademaés,
N es una imagen continua de M bajo la funcion (I + A)" 'z, por lo que
es cerrado y acotado. Ademaés la funcion r(-) es continua en N, debido a
que no hay denominadores nulos. De donde para cualquier x € M y su

correspondiente vector y se tiene que:
r(x)y =r(z)(I+A)" o < (I+ A" 1Ax.

porque r(z)r < Az. Por tanto r(x)y < Ay para todo y € N. Recuérdese

que 7(y) es el mayor numero p tal que py < Ay. De donde se obtiene que

r(x) <yy

s = sup r(z) < max r(y).
zeM yenN

Pero N C L, por lo que:
méx r(y) < sup r(z) = s.
yeN €Ll

En conclusion,

$ = max r(y),

de donde existe y > 0 tal que s = r(y), el cual no necesariamente es tnico.
De hecho puede haber otros vectores en el conjunto L donde la funciéon r
alcance el valor s. En caso de existir, a estos valores se les denominara los
vectores extremales de A. Asi, un vector no nulo z > 0 es extremal de A

si 7(z) = s o lo que es equivalente, sz < Az.
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n

Siv=(1,...,1) entonces r(v) = 1ml’m a;r. > 0, porque no puede tener
<i<n
= k=1

una fila de ceros. Como s > r(v) se tiene que s > 0.

Sea z un vector extremal y sea w = (I+A)" 2. Sin pérdida de generalidad
se puede suponer que z € M, entonces por la proposicion 7.3.3 se tiene
que w > 0, y ademés w € N. De donde se sigue entonces que Ax —sz > 0.

Si Az — sz # 0 entonces:
(I+A)" YAz —sz2) > 0.

pero entonces Aw — sw > 0, o bien sw < Aw, lo que implica que s < r(w),
lo anterior es una contradiccion. Por lo tanto, para un vector extremal z
se tiene que Az = sz, lo que significa que z es un eigenvector asociado a

s. Ademés
w=(I+A)"z=(1+s)""z

como w > 0y r >0 se tiene que z > 0.

Entonces lo que falta por probar es que los otros eigenvalores de A tienen
un moédulo menor o igual que s. Si y es un vector, se denota por |y| al vector
formado por los médulos de sus componentes. Analogamente se hace para
las matrices. Sea v un eigenvalor de A y y el eigenvector asociado. Entonces

se tiene que:
lolyl= [ayl= |Ay|< [Ally].

De donde |o|< 7(]y|) < s. Lo siguiente a revisar es la multiplicidad alge-
braica de s. Sea z un eigenvector asociado a s.

Tenemos que Az = sz y z no es nulo, por lo que:

slz|< Alz|.
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Lo que implica que |z| es un vector extremal (eigenvector positivo de s),
de donde z > 0. Analizando a z se tiene que todas sus componentes z; no
son nulas. Supongase que existen dos eigenvectores asociados a s indepen-
dientes z1 y 2.
Entonces se podrian encontrar escalares «, [ tales que el eigenvector
az; + Bz tenga alguna componente nula. Pero esto contradice que el ei-
genvector tiene todas sus entradas no nulas. Por lo tanto, el espacio de
eigenvectores asociado a s es de dimension 1. Asi que se puede ver como:
Vi(s) = (2).

Lo siguiente a observar es que no existen eigenvectores generalizados
de orden 2 (es decir, elementos del ker((sI —A?)) asociados a s. Sean 21 > 0
y y > 0 eigenvectores positivos de A y A?, respectivamente asociados a s.

Entonces:
(sI — A)xy =0, (sI — Ay =0.

Supdngase que existe un eigenvector generalizado x5 tal que (sI — A)xy =
x1. Como ! (sI — A) = 0, se tiene que y'z; = 0, lo cual contradice que 1
y a9 son positivos. De donde, se obtiene que la multiplicidad algebraica de
s es 1. Supongase ahora que A tiene una fila de elementos no nulos, por
ejemplo, la k-ésima. Ahora sea A un eigenvalor de A tal que |[A\|= sy v su

eigenvector asociado, entonces se tiene que:
slv|= |v|= |Av|< Alw.

Por lo tanto, |v| es un vector extremal, y asi se ha visto que en tal caso no
sOlo se tiene la desigualdad sino también se tiene la igualdad. De donde se

obtiene que:
slv|= Alv|.

Entonces |v|€ (zg). Por lo que se concluye que:
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|[Av|= [Mv|= slv|= A,

y como la intencion es observar la fila k, restringiéndose sélo a ésta se tiene

que:
D) agvil=) il (7.6)
j=1 j=1

y siag; >0, con j=1,...,n lo cual sélo es posible cuando v es un mul-

tiplo de un vector no negativo (i.e. cuando todas las componentes v; son
simultdneamente positivas o negativas).
De donde v seria de la forma v = aw, w > 0. Por lo tanto |v|= |a|w, y

como w € (zg). Asi v € (2g) y entonces se obtiene que A = s. 0.

7.4. Sensibilidad al Riesgo

Cuando uno lee “Sensibilidad al Riesgo” este ocupa dos palabras que
parecieran no tener nada en comiun: sensibilidad y riesgo. Para comenzar
se retomara las definiciones que ofrece la Real Academia de la Lengua Es-
panola.

Sensibilidad: Capacidad de respuesta a muy pequenas excitaciones, esti-
mulos o causas.

Riesgo:Dicho de acometer una empresa o de celebrar un contrato: Some-
tiéndose a influjo de suerte o evento, sin poder reclamar por la accion de
estos.

Como se puede observar de lo anterior al referirnos al término sensibili-
dad al riesgo, esto expresa una cierta capacidad de respuesta a celebrar
un evento sometiéndose a un influjo de suerte, sin poder reclamar por la

accion sucedida.
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Lo precedente abre un panorama sobre una cierta actitud que to-
maran los individuos cuando se les presente una situacion desconocida o
en la que tengan que recurrir a la suerte o en la que tengan que tomar una
decision bajo incertidumbre.

Para motivar esto mateméaticamente hablando, recordemos a Daniel

Bernoulli (8/02/1700 —17/03/1782) un matematico Suizo que escribio en
San Petesburgo en 1738 un articulo en latin titulado “Specimen theoriae
novae de mensura sortis” que traducido al espanol se titularia: “Exposicion
de una nueva teoria sobre la medida del riesgo”.
El propoésito de ese articulo era mostrar que dos personas expuestas al mis-
mo escenario (loterfa); su forma de evaluar y de responder eran diferentes
porque se involucraban sus psicologias. En ese articulo Bernoulli plantea 3
ejemplos; entre los que destaca uno muy famoso conocido como la paradoja
de San Petesburgo.

Aunque para nuestros dias esta Paradoja podria suponer un hecho
relativamente claro, en ese tiempo Pascal y Fermat argumentaban que el
valor de la loteria deberia ser igual a la esperanza matemaética; lo que
tenia como resultado que el valor de la loteria era idéntico para todas las
personas independientemente de la actitud al riesgo de cada individuo.

Para aclarar este punto, se analizara uno de los ejemplos que planted
Bernoulli sobre un individuo llamado “Sempronius” el cual fue enunciado
de la siguiente forma:

Sempronius tiene una riqueza en casa de 4000 ducados(moneda) y en un
pais lejano posee 8000 ducados los cuales s6lo los puede poseer en caso de
que los transporte por mar. Sin embargo, la experiencia de esos tiempos

decia que uno de cada dos barcos era hundido.

En el lenguaje moderno se puede decir que Sempronius se enfrenta
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a un problema de riesgo en su riqueza. Su riqueza se puede ver como una
loteria Z, la cual toma el valor de 4000 con probabilidad 1/2 (si el barco es
hundido) 6 12000 con probabilidad 1/2 en el otro caso. Se puede denotar
la loteria T como (4000, 1/2; 12000, 1/2), como el caso que se plantea es

discreto entonces la esperanza matemaética esta dada por:
E(Z) = 1/2(4000) 4+ 1/2(12000) = 8000 ducados

Pero ahora viene la idea brillante de Sempronius que en vez de poner
sus 8000 ducados en una sola nave, el pone porciones de su riqueza en dos
naves. Si se asume que los barcos siguen rutas independientes e igualmente
peligrosas entonces ahora Sempronius tiene una nueva loteria ¥y que esta
distribuida de la siguiente manera (4000, 1/4; 8000, 1/2, 12000, 1/4). Co-
mo se puede observar si los dos barcos son hundidos entonces Sempronius
recibe 4000 ducados, méas atin como se supuso que los dos barcos son inde-
pendientes entonces la probabilidad de que sucedan los dos eventos juntos
es la multiplicacion de las probabilidades es decir (1/2)2. Similarmente que
los barcos puedan cruzar sucederia con probabilidad (1/4) con lo que la
recompensa final serfa de 12000 ducados. Finalmente también se tiene la
posibilidad que s6lo uno de los barcos cruce y en tal caso solo se obtendria
la mitad de la recompensa. Con lo que la riqueza final de Sempronius seria
de 8000 ducados. Esto conduce a una situacion muy interesante, aunque el
sentido comiin indicaria que diversificar los envios da un mejor resultado.
Sin embargo, si s6lo se toma la esperanza matematica entonces Sempronius

obtiene:
E(g) = (1/4) %4000 + (1/2) %« 8000 + (1/4) x 12000 = 8000 ducados

y como se puede observar es el mismo valor que se tenia para E(T), lo que
nos dice que Sempronius es indiferente a la diversificacion de los bienes.

(El ejemplo anterior es una modificacion al articulo original de Bernoulli,
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pero que sigue la misma idea de diversificar y obtener la misma esperanza

matemaética).

Lo anterior muestra que medir respecto a la esperanza matematica
no es suficiente para el objetivo de clasificar cuando la accion de un indi-

viduo es mas riesgosa que otra.

Una de las cosas mas interesantes que plante6 Bernoulli en su ar-
ticulo es que propone una idea de como decir que la alternativa 7 es mejor
que la alternativa T, en donde explica que la mejor forma de que la loteria
sea evaluada, es medir con respecto a la esperanza de la utilidad que esta
produce. Es decir en vez de tomar la esperanza de la recompensa moneta-
ria, se tomara la esperanza de la utilidad de la riqueza. Lo més interesante
de lo que plantea Bernoulli es que nos indica que existe una relaciéon no
lineal entre la riqueza y la utilidad que produce consumir la riqueza.
Aunque lo que si es importante marcar es que el individuo necesita medir
en algin sentido el grado de satisfaccion que obtiene de la recompensa
monetaria y es en este sentido que la relaciéon anterior se ve caracterizada

por la funciéon de utilidad.

Para ahondar en este tema obsérvese lo siguiente. Sea u que de-
nota la funcién de utilidad de un individuo, entonces para cada valor de
la riqueza se tiene que u(x) denota el nivel de satisfaccion o de utilidad
que se obtiene via la riqueza x. Aunque el valor de la riqueza es objetivo
la transformacion por medio de u(z) se vuelve subjetiva y especifica para

cada individuo dependiendo de su psicologia.

Es en este punto, es en donde se hacen los supuestos matematicos
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sobre la funcion u los cuales se toman como verdaderos y a partir de aqui

estos seran los que nos llevaran por todo lo que se sigue.

Antes de hablar sobre la funciéon u es necesario resaltar la axioma-
tizacion que propuso Von Neumman y Morgestern(VN-M) [17], sobre la
racionalidad de los individuos, ya que justo esto di6 como resultado el teo-

rema sobre la funciéon de utilidad.

Los 4 axiomas que imponen VN-M sobre la racionalidad de los in-
dividuos son: completez, transitividad, continuidad e independencia. Los
cuales se enuncian de la siguiente manera:

Axioma 1 (Completez) Para cualquier loteria L, M, se sigue solo uno
de los siguientes:

L<M,M=<L,oL=M (lo anterior se puede leer como L es preferida
a M 6 M es preferida o no hay una preferencia).

Axioma 2 (Transitividad) Si L < M y M < N entonces L < N, esto
en palabras indica que la preferencia es consistente respecto a las cadenas.
Axioma 3 (Continuidad) Si L < M =< N entonces existe una probabi-
lidad p € [0, 1] tal que pL + (1 — p)N = M. Lo que nos dice es que hay
un punto de inflexion entre la mejor y la peor opcion.

Otra posibilidad que también fue planteada es sustituir este axioma por:
Axioma 3’ (Propiedad Arquimediana) Si L < M =< N, entonces exis-
te una probabilidad € € (0,1) tal que (1—¢€)L+€eN < M < eL+(1—¢€)N.
Este axioma dice que bajo pequenas desviaciones en las probabilidades las
preferencias pueden son mantenidas.

Axioma 4 (Independencia) Si L < M entonces para N y p € (0, 1],
pL+ (1 —P)N < pM + (1 — p)N. Este axioma nos plantea que la prefe-

rencia es independiente de la posibilidad de recibir otro resultado.
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Una vez, que se conoce lo anterior se puede pasar a un resultado de suma
importancia.

Para cualquier individuo (agente) racional (para el cual se satis-
face 1-4), existe una funcién u que asigna a cada riqueza x un
nimero real u(z) el cual explica que para cualquiera dos loterias
L, M; se dice que L < M siy s6lo si E(u(L)) < E(u(M)), en donde
E(u(L)) denota el valor esperado de u en L.

Para fijar ideas, obsérvese que sucede en el ejemplo de Sempronius
si se utiliza u(x) = y/x, la cual es una funcion creciente y concava.
E(u(T)) = 1/2(+/4000) + 1/2(+/12000) = 86,4
E(u(g)) = 1/4(+/4000) + 1/2(+/8000) + 1/4(+/12000) = 87,9
y entonces como el sentido comun indica, Sempronius preferiria dividir su

riqueza en mas embarcaciones.

Cuando se hizo lo anterior, se us6 que Sempronius tomé una actitud
en la cual queria evitar lo mas posible su riesgo, lo cual conduce a explicar

como se clasifican las acciones de un individuo.

7.4.1. Definicién y Caracterizacion de la Aversiéon al
Riesgo

Definicion 7.4.1. Una loteria es actuarialmente justa cuando su valor

esperado es cero; es decir: px + (1-p)y = 0 para p € (0,1)

Por ejemplo se pueden considerar los juegos de suma cero.
Un individuo con probabilidad 1/2 gana 10 pesos y con probabilidad 1/2
pierde 10 pesos.
Entonces la esperanza de esté juego: F(x) = 1/2(10) + 1/2(—10) = 0.
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Definicion 7.4.2. Un agente se le dice averso al riesgo, si para cual-
quier nwel de riqueza w, no estd dispuesto a aceptar cualquier loteria que
tiene valor esperado iqual a cero.

Vw,Vz con E(Z) = 0, E(u(w + Z)) < u(w). En otras palabras se puede
decir que un agente que es averso al riesgo prefiere su situacion inicial con
un nivel de riqueza w que jugar un juego actuarialmente justo en el cual
con probabilidad p gana x y con probablilidad (1 — p) gana y. Mds ain lo

anterior se puede ver como:

E(u(w+ 7)) < u(w + E(z))

[=N

pU(w +z) + (1 =p)U(w+y) <U(p(w +z) + (1 = p)(w+y))

Otra forma de pensar lo anterior es que el agente prefiere quedarse
con lo que el conoce como seguro(cierto) en vez de entrar a la loterfa.
Obsérvese que sucede para el caso de Sempronius. Si se considera el ejem-
plo en el cual solo se puede mandar a traer su riqueza en un barco entonces
se tiene que la riqueza inicial es 4000 y que z = 0 6 8000 con probabilidad
1/2, tomase u(x) = y/x. Entonces la desigualdad anterior se transforma
en:
1/2u(12000) + 1/2u(4000) < «(8000) en donde u(8000) sale de tomar los
4000 de la riqueza inicial méas la esperanza de la loteria Z que es 4000. De
donde calculando los valores tenemos que: 86.4 < 89. 4 por lo que como

se supuso Sempronius es un individuo averso al riesgo.
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Lo que se puede observar en la imagen anterior es que cuando la
funcion es concava se tiene que el punto f que representa a u(w+ E(Z)) es
mayor que el punto c el cual representa E(u(w+7%)) para un Z fijo. Entonces
lo que se explica es que cuando una funcion es concava los valores para los
cuales el agente tiene una certeza son mayores que los valores que podria
recibir respecto a los cuales tiene incertidumbre, dando como resultado
que el agente es averso al riesgo. Asi mismo también se puede obtener una

grafica anédloga para el caso cuando el agente es propenso al riesgo.

Proposiciéon 7.4.3. Un agente con funcion de utilidad u es averso al

riesgo si y solo si su funcion de utilidad u es concava.

Demostracion:
La prueba sobre la suficiencia de que u debe ser concava se basa en uti-
lizar la expansion de la serie de Taylor de segundo orden para u(w + z)
alrededor de (w + EZ). Para cualquier Z se tiene que:
w(w+z) = u(w+EEZ)+(z—E@)u(w+(E2)+1/2(z— E(2))*u" (£(2))
para algin £(z) € [z, E(Z)]. Como esto se debe cumplir para todo Z, se

sigue que tomando la esperanza con respecto a u(w + Z) se tiene:
Eu(w+7%)) = uw(w+ E(Z)) +u'(w+ E(Z))E(Z — E(Z)) + 1/2E[(Z —
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E(z))*u"(&(2))]-

usando las propiedades de la esperanza se nota que el segundo término es
igual a 0, ya que F(Z-E(Z))= E(Z)-E(Z) =0. Mas aun, si u es uniforme-
mente negativa entonces el tercer término del lado derecho se puede ver
como la esperanza de una variable aleatoria (z — E(2))*u”(£(2)) que dado
lo anterior siempre es negativo ya que es el producto de un niimero elevado
al cuadrado por uno negativo; de donde se tiene que la suma de los tres
términos es menor que u(w + E(Z)). Con lo que se prueba la suficiencia.
Ahora la parte de ser necesario se hara por contradiccion. Supéngase que
u 1o es concava, entonces debe existir un w y un § > 0 para el cual u”(x)
es positiva en el intervalo [w —d, w+ 9], ahora si se toma un pequeno riesgo
€ con media cero y sea de tal forma que w + € se quede totalmente conte-
nido en (w — §, w + §); entonces usando la expansion en serie de Taylor de
segundo orden se tiene:

E(u(w +€) = u(w) + 1/2E[e*u"(£(¢))]. Como el soporte de £(€) esta
contenido en [w — §,w + 4] en donde u es localmente convexa entonces
u”(£(€)) es positiva para todas las realizaciones de € entonces se sigue que
E[eu" (£(€))] es positiva y entonces se tiene que E(u(w +€)) > u(w). De
donde por tomar la loteria € se tiene que el agente no es averso al riesgo.

Contradiccion. o

Definicion 7.4.4. Un agente se dice que es neutral al riesgo, cuando es
indiferente a aceptar cualquier juego actuarialmente justo. Esto se puede

ver respecto a la funcion de utilidad como:

E(u(w+72)) =u(w+ E(Z))

(=N

pU(w +z) + (1 =p)U(w +y) = U(p(w +2) + (1 = p)(w + y))
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de donde se puede notar de manera inmediata que una funcion que es

lineal cumple lo anterior.

Definicion 7.4.5. Un agente se dice que es amante(propenso) al ries-
go cuando estd dispuesto a aceptar cualquier juego actuarialmente justo.

Lo cual se puede observar como:

ww+ E(Z)) < E(u(w + %))

(=N

Ulp(w+z) + (1 —p)(w+y)) < pU(w+2z) + (1 - p)U(w +y)

de manera similar con lo hecho respecto a la aversion al riesgo se tiene
que un agente es amante al riesgo si y solo si su funcion de utilidad u es
convexa. Lo cual dice que el agente siempre estd dispuesto a arriesgarse
con respecto a lo incierto mds que buscar asegqurar lo que el conoce como

sequro(cierto).

La demostracion de lo anterior se sigue de manera analoga al caso

en el que se tiene aversion al riesgo.

Una vez dado lo anterior se esta en condiciones sobre como son las
funciones respecto al comportamiento de los agentes, ahora el siguiente
paso es observar que sucede si tomamos dos agente, la pregunta que surge
es: jsera posible de algiin modo compararlos?; es decir si se puede determi-
nar en algin sentido cuando un agente tiene un comportamiento con més

aversion al riesgo.

7.4.2. Medidas de Aversion

Una forma de medir el grado de aversion al riesgo es preguntarle al

agente jcuanto estd dispuesto a invertir para eliminar un riesgo (Z) con



7.4. Sensibilidad al Riesgo 139

media cero?. Para contestar a la pregunta anterior se tendra que definir un
nuevo concepto al cual se le conoceré como el riesgo premium II asociado
al riesgo (Z). Lo que explica este concepto es que un agente con funcion de
utilidad u y con riqueza inicial w, su riesgo premium es de tal forma que

se satisface:
Eu(w+7%)) = u(w — II) (7.7)

Lo cual significa que el agente termina con el mismo bienestar ya
sea aceptando el riesgo o pagando el riesgo premium. Una notaciéon con-
vencional para este concepto es que para cuando Z tiene una esperanza
distinta de cero entonces se le conoce con el nombre de certeza equiva-
lente. Lo cual nos indica que la “Certeza Equivalente” e de un riesgo z
es el incremento que se tiene seguro en la riqueza con el cual se obtiene
el mismo efecto que tomar el riesgo z. Lo anterior en féormula se expresa

COIMao:

Elu(w+7%)) =u(w+e) (7.8)

Como se puede observar cuando Z tiene media cero comparando 7.7
y 7.8 implica que la certeza equivalente e de Z es igual a menos su riesgo

premium II.

Una cosa que se puede notar es que el riesgo premium es positivo
cuando el agente es averso al riesgo, cero cuando es neutral al riesgo y es
negativo en el caso cuando el agente es propenso o amante al riesgo. Un
hecho relevante a notar es que el riesgo premium es medido en las unidades
de riqueza, lo que nos indica el grado de afectacion via la riqueza y no el
grado de bienestar.

Un detalle a resaltar es que como se puede ver el riesgo premium depende
tanto de la distribucion inicial de la riqueza w, el riesgo Z y de la funcion

de utilidad u, por lo que en un sentido es mejor estimar lo que el agente
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estd dispuesto a pagar para eliminar el riesgo de media cero considerando
pequenos riesgos.

Asi que se puede asumir que la E(Z)=0, si se supone que las funciones que
se estan usando son de clase C? entonces desarrollando la expansion en
serie de Taylor de segundo orden respecto a 7.7 del lado izquierdo y de

primer orden para el lado derecho se obtiene que:

w(w — 1) ~ u(w) — ' (w)

E(u(w+7%)) ~ Elu(w)+ zu' (w) + 1/22%u" (w)
= w(w)+ v (w)E(Z) + 1/2u" (w)E(Z?)
= w(w)+ 1/20%" (w)

donde E(Z) = 0y 0> = E(z?) que de hecho denota la varianza
del resultado de la loteria. Entonces usando las aproximaciones anteriores

para 7.7 se tiene que:

1~ 1/20%A(w) (7.9)
en donde la funcion A se define de la siguiente forma:
u (w) » . :
A(w) = —— () la cual es positiva en el caso de aversion al riesgo, cero
w (w

en el caso en el que hay neutralidad al riesgo y negativa para el caso del
amante al riesgo.

La funcién A(-) es conocida como la medida de aversion absoluta
al riesgo del agente, de la ecuacion (7.9) se deduce que el riesgo premium
es igual a la mitad de la varianza por la medida de aversion absoluta al
riesgo. La ecuacion 7.9 se conoce como la aproximacion de Arrow-Pratt, la
cual fue desarrollada independientemente por Arrow (1963) y por Pratt en

(1964). Un hecho a resaltar es que bajo esta medida dos individuos tienen la
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misma aversion al riesgo si estos dos individuos estan dispuestos a arriesgar
la misma cantidad monetaria en términos absolutos, pero el problema surge
debido a que depende de la renta(proporcion que se arriesga) del individuo.

La medida de aversion absoluta al riesgo(MAAR) es la proporcion
de decaimiento de la utilidad marginal. En particular (MAAR) es la tasa
por la cual la utilidad marginal decrece cuando la riqueza se incrementa
en una unidad. Un detalle a resaltar es que (MAAR) es dependiente de las
unidades que se utilizan por lo que los economistas no quedaron conformes
y entonces un detalle que se les ocurrié fue definir el indice relativo de
aversion al riesgo R, como la tasa para la cual la utilidad marginal decrece
cuando la riqueza se incrementa en un por ciento. En términos de la teoria
econOmica esta medida es simplemente la elasticidad de la riqueza respecto

de la utilidad marginal, la cual se expresa de la siguiente manera:
du' (W) Ju'(w wu” (w
Ry — 0D/ w) o' (w)
dw /w u (w)
1 debido a que se toma la riqueza como una variable w y como se puede

= wA(w). Cabe notar que la dw =

dar uno cuenta la nueva medida no es més que el producto de la medida
absoluta de aversion al riesgo por la riqueza.
Cabe senalar que estas dos medidas son las que se utilizan de manera més

frecuente.

7.4.3. Funciones Clasicas de Utilidad

Historicamente durante los anos sesentas las funciones de utilidad

que se utilizaban eran funciones cuadraticas de la forma:
u(w) = aw — 1/2w?

para w < a. Notese que el dominio de la riqueza en el cual u se define,
viene precedido de buscar que la funcién sea no decreciente y eso sélo es

cierto en el caso de que w sea mas pequeno que a. Algo relevante de este
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tipo de funciones es que era suficiente tener los primeros dos momentos asi
que realidad son funciones que dependen de la media y la varianza de las
loterias.

Cabe senalar que este tipo de funciones exhiben un riesgo absoluto cre-

ciente de aversion al riesgo. Lo cual se concluye por el siguiente hecho:

Aw) = —— = A(w) = —

a—w (@ —w)?

El segundo conjunto de funciones clasicas son las conocidas como: fun-
ciones con coeficiente absoluta de aversiéon al riesgo constante

(CARA) por sus siglas en inglés, las cuales se representan por:

(7.10)

donde A es un escalar positivo. Algo que es importante notar que para este
tipo de funciones el dominio son todos los R; un hecho sustancial es que

exhiben un coeficiente de aversion al riesgo absoluto constante es decir
A(w) = A

para todo w. Un hecho significativo es que la aproximacion que fue hecha
por Arrow- Pratt para el caso en el que u es exponencial y w se distribuye
normal con media p y varianza o? es exacta; Obsérvese que si se toma la
esperanza sobre u( ) para este caso particular se tiene que:

E(u(w)) = a)\\/_ exp(—Aw exp< (w 2;2#) )dw
1
(w— (1~ 320%))
= —%exp(—)\(,u—%cﬁ)) U\;%/exp - 2022 dw
= (A~ A7) = ulp — SAo?)

La tltima igualdad se sigue de tomar la completacion de una N (p—

5)\02, o) la cual integra 1. Mas atn el riesgo premium para este caso toma
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la forma de 502A(w) Una de las grandes discusiones sobre el uso de las
funciones CARA es que el coeficiente absoluto de aversion al riesgo sea

constante y no decreciente como algunos de los economistas lo esperan.

El tercer gran grupo de funciones que ha sido trabajado por los inves-
tigadores son las funciones con utilidad potencial es decir:

w' ™Y
=1 .
donde v es un escalar positivo y diferente de 1. Este tipo de funciones son

9

recurrentes en la literatura debido a que el coeficiente relativo de aversion

al riesgo R(w) = 7 para todo w, debido a que:

A(w) = v/w.
Mas atn, este tipo de funciones presenta un comportamiento decreciente
en el coeficiente de aversion al riesgo absoluto y contante para el relativo.
En particular a este grupo de funciones se les conoce como funciones de
constantes relativas de aversion al riesgo (CRRA) por sus siglas en inglés.
Como se puede observar existe un detalle para el caso cuando 7 es igual a

1. De donde su generalizacion viene dada de la siguiente forma:

1=

siy > 0,7 # 1
u(w) = —
In(w)  sivy=0.
La ventaja que ofrece utilizar este tipo de funciones es que el riesgo
relativo premium es independiente de la riqueza. Por lo cual algunos au-

tores las prefieren.

Lo anterior fue una breve introduccion sobre la manera de medir el
riesgo, lo cual abre todo un panorama sobre el significado de sensibilidad

al riesgo y las formas en que se mide.
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Antes de cerrar este rapido paseo por la funciones de utilidad se
mencionaran otros grupos de funciones de funciones tipicas que se han
utilizado a lo largo de los anos

Las funciones de utilidad lineales fueron de las primeras en ser utili-
zadas, un ejemplo de su recurrencia es el caso en el que se tienen bienes de
sustitutos perfectos (Un bien es un sustituto perfecto de otro, solamente
si puede ser usado exactamente de la misma forma y con el mismo resul-
tado y entonces es cuando un consumidor no tiene ningun incentivo para
preferir un bien sobre el otro.)

Las funciones de utilidad lineales se representan de la siguiente forma:

u(z) = a+ bz,
donde a,b € R.

Otro grupo muy recurrente son las funciones de utilidad logaritmica las
cuales son regularmente utilizadas debido a que son un ejemplo de funcio-
nes DARA (coefiente absoluto de aversion al riesgo decreciente); aunque
uno de sus mayores usos se da en la formacion de portafolios. Se caracte-
rizan por:

u(x) = bin(z + ¢),

donde b >0y c>0



Capitulo 8

(zlosario

Notacion sobre el uso de la letra “P”.

= Cadenas de Markov.
P;; > 0 denota la probabilidad de que al siguiente estado la cadena
haya pasado del estado i al estado j. Pj; > 0.
P;;(n) > 0 denota la probabilidad de ir de i a j exactamente en n
pasos.

P™ denota la potencia n-ésima de la matriz P.

= Propiedad Producto.

P, denota la i-ésima fila de la matriz P.

s Reordenacion en base a Cadenas

PC denota la restriccion de P a la clase C.

s Recursion

P™ denota la potencia n-ésima de la matriz P.

» Proceso iterativo

P(m) denota la m-ésima iteracion.
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