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Maestŕıa en Ciencias (Matemáticas Aplicadas e Industriales), por todo el apoyo

durante este tiempo.
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Resumen

Las pruebas de trazadores se presentan como una herramienta para caracterizar

formaciones subterráneas en la vecindad de un pozo. Las pruebas de trazadores en un

pozo inyector-extractor se realiza en tres etapas: inyección de fluido, periodo de reposo

y extracción del fluido. En la primera etapa se inyecta al yacimiento una cantidad

constante de fluido que contiene un pulso trazador, la entrada al medio poroso se

realiza a través de una región llamada zona de disparos. Al terminar la fase de inyección

de fluido, se deja reposar el pulso de trazador dentro del medio poroso. Finalmente, se

extrae el fluido inyectado del yacimiento; esta fase termina después de la salida de la

concentración del pulso trazador.

En esta tesis se trabaja únicamente la etapa de inyección. La modelación de esta fase

se realiza en dos partes: la primera consiste en determinar la velocidad del fluido in-

yectado y la segunda en describir la dinámica del pulso de trazador arrastrado por el

fluido sometido a advección y dispersión. Ambos modelos se discretizan con el método

de elemento finito. En particular, la ecuación de advección-dispersión se integra en el

tiempo con el método de Crank-Nicholson y se estabiliza el término advectivo usando

la técnica de mı́nimos cuadrados.

Tradicionalmente en los modelos de inyección-extracción de trazador se considera que

la velocidad del fluido que sale de la zona de disparos es puramente radial. Los modelos

propuestos en este trabajo consideran que el flujo tiene adicionalmente una componente

vertical.

En los resultados mostrados en este documento se emplean elementos bicuadráticos ya

que se obtiene una mejor aproximación a la solución anaĺıtica propuesta. Además se

considera permeabilidad y dispersión constante para simplificar el estudio.

También se presenta un análisis de resultados de la velocidad tomando distintos tamaños

de la zona de disparos, con el objeto de estudiar la dependencia en z. Para el modelo

de la concentración, se realizaron pruebas con tres valores de dispersión constante con

el fin de analizar la dinámica de los trazadores y se presenta una comparación de un

pulso de trazador para dos tipos de velocidades: una radial y vertical, y otra puramente

radial.

Palabras clave: pruebas de trazadores, etapa de inyección, flujo radial y vertical,

modelación numérica, advección dominante.
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1 Introducción

Etapa I: inyección Etapa II: reposo Etapa III: producción

-QQ

Figura 1.5: Etapas de la prueba de trazador.

} Zona de
disparos

Figura 1.6: Zona de disparos en un pozo.

1.1. Objetivo de la tesis

El objetivo de la tesis es modelar y simular numéricamente la fase inicial de pruebas de

trazadores de inyección-extracción, considerando flujo con componentes radial y vertical

en un medio poroso, homogéneo, definido en un dominio ciĺındrico. El fin es verificar

que la dinámica del trazador cambia cuando se incorpora una dependencia en z para el

flujo del fluido de inyección. Además de realizar un análisis de perfiles de concentración

para diversos valores de dispersión a diferentes tiempos, aśı como obtener las gráficas

de surgencia para distintos puntos del dominio.

Para ello la modelación se realizará en dos fases, la primera consiste en determinar

la velocidad del fluido en estado estacionario (modelo A) y la segunda en calcular la

dinámica de la concentración del trazador sometido a advección debida a la velocidad
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1.2 Estructura de la tesis

del fluido que lo arrastra y a la dispersión (modelo B).

Ambos modelos se discretizan con el método de Elemento Finito. En particular, la ecua-

ción de advección-dispersión se integrará en el tiempo con el método de Crank-Nicholson

y se estabilizará el término advectivo usando la técnica de mı́nimos cuadrados..

1.2. Estructura de la tesis

Este documento se estructura en cinco caṕıtulos. En el primero se encuentra la intro-

ducción, se presenta un pequeño panorama de las pruebas de trazadores, se exponen

las razones del tema de tesis y los objetivos de la misma.

En el segundo caṕıtulo se explican los modelos matemáticos para determinar la presión

y velocidad del fluido, aśı como el modelo para la concentración del trazador y la

adimensionalización de cada modelo.

En el caṕıtulo 3 se discretizan los modelos expuestos en el caṕıtulo anterior empleando

el método de Elemento Finito. Además para la ecuación de advección-dispersión se

describe cómo se combina el método de Crank-Nicholson junto con la técnica de mı́nimos

cuadrados.

El caṕıtulo 4 ubica las simulaciones numéricas de la fase de inyección de una prueba

de trazador. Se muestran diferentes resultados de la presión y velocidad para distintos

tamaños de la zona de disparos. También se realiza un análisis de parámetros.

Finalmente en el caṕıtulo 5 se presentan las conclusiones del trabajo.
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2 Modelación matemática de la fase de inyección de trazador
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Figura 2.3: Subregión 2D para el proceso de inyección del fluido.

para r = rw , z ∈ [−H,−h] ∪ [h,H ].

En r = L el fluido sale del sistema radialmente. Debido a la conservación de masa se

supondrá que la cantidad de fluido que sale de la región de estudio es la misma que

entra.

Como caso especial, para evaluar la condición en la frontera Γ2 se considera que la zona

de disparos es del ancho de la región de estudio, es decir, h = H . Sea Q la cantidad

de fluido que entra a la formación porosa y sea S el área o superficie que encierra el

volumen V del cilindro de radio L y altura 2H . La cantidad de fluido que atraviesa la

superficie S es

Q =

∫

S

~U · n̂ dS. (2.12)

Como el fluido sale en forma radial entonces ~U · n̂ = U1(L) y dS = r dθ dz. Aśı

∫

A

~U · n̂ dA =

∫ H

−H

∫ 2π

0

U1(L)L dθ dz, (2.13)

por lo que

(2π) (2H)L U1 (L) = Q, (2.14)

donde ~U(r, z) = (U1(r, z), U2(r, z)). Luego

U1(L) =
Q

4πLH
. (2.15)

Por lo tanto en r = L se tiene
~U =

Q

4πLH
r̂. (2.16)
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3 Discretización

En términos de los elementos Ωe, de las funciones base φi y usando la propiedad de

sumabilidad resulta
ne∑

e=1

∫

Ωe

∇φi · ∇
(

nnt∑

j=1

pjφj

)
r dΩ =

ne∑

e=1

Lδ1
H

∫

Γ2

φi

∣∣∣
Γ2

dΓ

−
ne∑

e=1

rwδ2
H

∫

Γ5

φi

∣∣∣
Γ5

cos

(
πH

2h
z

)
dΓ, ∀i = 1, 2, . . . nnt

donde ph =
nnt∑

j=1

pjφj, pj = p(~nj).

Por las propiedades del operador integral

nnt∑

j=1

ne∑

e=1

pj

∫

Ωe

∇φi · ∇φj r dΩ =

ne∑

e=1

Lδ1
H

∫

Γ2

φi

∣∣∣
Γ2

dΓ

−
ne∑

e=1

rwδ2
H

∫

Γ5

φi

∣∣∣
Γ5

cos

(
πH

2h
z

)
dΓ, ∀i = 1, 2, . . . , nnt.

Dado que conocemos pγ = p(~nγ), ~nγ =
(rw
H
, 0
)
, la expresión anterior constituye un

sistema de nnt− 1 ecuaciones con nnt− 1 incógnitas de la forma

K ~ph = ~F (3.7)

donde ~ph es el vector presión y

Kij =
ne∑

e=1

∫

Ωe

∇φi · ∇φj r dΩ

Fi =
ne∑

e=1

Lδ1
H

∫

Γ2

φi

∣∣∣
Γ2

dΓ−
ne∑

e=1

rwδ2
H

∫

Γ5

φi

∣∣∣
Γ5

cos

(
πH

2h
z

)
dΓ

−
ne∑

e=1

pγ

∫

Ωe

∇φi · ∇φγ r dΩ.

Aśı

Kij =
ne∑

e=1

Ke
ij con Ke

ij =

∫

Ωe

∇φi · ∇φj r dΩ

Fi =
ne∑

e=1

F e
i con F e

i =
Lδ1
H

∫

Γ2

φi

∣∣∣
Γ2

dΓ− rwδ2
H

∫

Γ5

φi

∣∣∣
Γ5

cos

(
πH

2h
z

)
dΓ

−pγ
∫

Ωe

∇φi · ∇φγ r dΩ.
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3.1 Presión del fluido

l
1 2 3 4

ξl − 1√
3

1√
3

− 1√
3

1√
3

ηl − 1√
3

− 1√
3

1√
3

1√
3

ωl 1 1 1 1

Tabla 3.1: Puntos de cuadratura y pesos para elementos bilineales.

En este caso npg = 4.

Elementos bicuadráticos

Para la integración se utilizan los siguientes puntos de cuadratura con sus respectivos

pesos (npg = 9):

l
1 2 3 4 5 6 7 8 9

ξl −
√

3
5

0
√

3
5

−
√

3
5

0
√

3
5

−
√

3
5

0
√

3
5

ηl −
√

3
5

−
√

3
5

−
√

3
5

0 0 0
√

3
5

√
3
5

√
3
5

ωl
25
81

40
81

25
81

40
81

64
81

40
81

25
81

40
81

25
81

Tabla 3.2: Puntos de cuadratura y pesos para elementos bicuadráticos.

3.1.7. Error de Interpolación

Sea p ∈ H1(Ω). Si suponemos que las funciones de forma ψe
β contienen polinomios

completos de grado ≤ k, entonces el error en el interpolante ph de p es

‖p− ph‖L2
≤ C1h

k+1 (3.28)

‖p− ph‖H1 ≤ C2h
k (3.29)
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3 Discretización

Sustituyendo el valor del operador L

(
v, Cn+1

)
+

∆t

2Φ

{[(
v, ~U · ∇Cn+1

)
−
(
v,∇ ·D∇Cn+1

) ]
+
[ (
~U · ∇v, Cn+1

)

−
(
∇ ·D∇v, Cn+1

) ]}
+

∆t2

4Φ2

[ (
~U · ∇v, ~U · ∇Cn+1

)
−
(
∇ ·D∇v, ~U · ∇Cn+1

)

−
(
~U · ∇v,∇ ·D∇Cn+1

)
+
(
∇ ·D∇v,∇ ·D∇Cn+1

) ]

= (v, Cn) +
∆t

2Φ

{
−
[ (
v, ~U · ∇Cn

)
− (v,∇ ·D∇Cn)

]
+
[ (
~U · ∇v, Cn

)

− (∇ ·D∇v, Cn)
]}

− ∆t2

4Φ2

[ (
~U · ∇v, ~U · ∇Cn

)
−
(
∇ ·D∇v, ~U · ∇Cn

)

−
(
~U · ∇v,∇ ·D∇Cn

)
+ (∇ ·D∇v,∇ ·D∇Cn)

]

Para la discretización espacial usamos elementos finitos bilineales (cuadriláteros), te-

niendo en cuenta que en coordenadas ciĺındricas, ∇ · (∇v) = 1

r

∂v

∂r
para estos elementos

en Ωe.

(v, Cn+1) +
∆t

2Φ

[
a(v, Cn+1) +

(
~U · ∇v, Cn+1

)
−D

(
1

r

∂v

∂r
, Cn+1

)]

+
∆t2

4Φ2

[ (
~U · ∇v, ~U · ∇Cn+1

)
−D

(
1

r

∂v

∂r
, ~U · ∇Cn+1

)
−D

(
~U · ∇v, 1

r

∂C

∂r

n+1)

+D2

(
1

r

∂v

∂r
,
1

r

∂C

∂r

n+1)]

= (v, Cn) +
∆t

2Φ

[
− a(v, Cn) +

(
~U · ∇v, Cn

)
−D

(
1

r

∂v

∂r
, Cn

)]

−∆t2

4Φ2

[ (
~U · ∇v, ~U · ∇Cn

)
−
(
1

r

∂v

∂r
, ~U · ∇Cn

)
−D

(
~U · ∇v, 1

r

∂Cn

∂r

)

+D2

(
1

r

∂v

∂r
,
1

r

∂Cn

∂r

)]

(3.46)

La discretización por elementos finitos de la relación anterior se expresa como el si-

guiente sistema de ecuaciones lineales siguientes:
[
M +

∆t

2Φ
(G+DK + E5) +

∆t

2Φ
(GT −DR) +

∆t2

4Φ2

(
K̂ −D(S + ST ) +DT

)]
~Cn+1 =

[
M − ∆t

2Φ
(G+DK + E5) +

∆t

2Φ

(
GT −DR

)
− ∆t2

4Φ2

(
K̂ −D(S + ST ) +DT

)]
~Cn
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4.1 Resultados numéricos del Modelo A
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Figura 4.16: Velocidad en dirección r para h=2.5, 5, 25 (en escala logaŕıtmica).

Por lo tanto, del análisis de resultados anterior se puede concluir que:

La presión decae más rápido conforme h decrece. Además p dependerá de r y z

(p = p(r, z)) para valores de las variables cercanos a la zona de disparos y para

valores lejanos a esta región la presión será constante, p(r, z) = C, donde C es

una constante que cambia para diferentes valores de h.

La velocidad máxima se alcanza en el punto
(
rw
H
, 0
)
y es radial, esto es ~U

(
rw
H
, 0
)
=

U1

(
rw
H
, 0
)
r̂. Para radios mayores a 2 la velocidad pierde la dependencia en z,

U2(r, z) = 0 para z ∈ [−1, 1]. El campo de velocidades ~U(r, z) es simétrico respecto

al eje radial, es decir, en z = 0 para r ∈
[
rw
H
, L
H

]
.
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4 Simulaciones numéricas

Cercano a la zona de disparos, el campo de velocidades es mayor lo cual provoca que

se comprima más el pulso de trazador antes del centro que posterior a él. Observando

el tiempo t = 0.05 en las tres figuras se tiene esto.

En el tiempo t = 0.4, la concentración se empieza a acumular en la base (Γ1) y tapa

(Γ3) de la región.

Figura 4.19: Dinámica de la concentración para D = 0.05.

Debido a que cerca de las esquinas inferior y superior izquierdas de la región la velocidad

es casi nula, el trazador se mueve por dispersión provocando aśı la forma de un riñón.

El ancho y alargamiento del riñón dependerá del valor de la dispersión, ver figuras para

t = 0.1.
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4.2 Resultados numéricos y análisis del Modelo B

Figura 4.20: Dinámica de la concentración para D = 0.075.

Figura 4.21: Dinámica de la concentración para D = 0.1.
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5
Conclusiones

En este trabajo se realizó la modelación numérica de la etapa de inyección de un pulso

de trazador de inyección-extracción en un solo pozo considerando velocidad radial y

vertical con permeabilidad y dispersión constante.

Dado a que el término convectivo es dominante, para evitar las inestabilidades numéricas

en la ecuación de advección-dispersión se emplearon el esquema de Crank-Nicholson y la

técnica de mı́nimos cuadrados para discretizar el tiempo y el espacio, respectivamente.

Se probaron elementos bilineales y bicuadráticos para aproximar la presión y se ob-

servó que estos últimos generan mejores aproximaciones al gradiente de la presión para

el mismo número de grados de libertad. Por lo cual, para la velocidad y concentración

se optó por los elementos bicuadráticos.

De los resultados numéricos, concluimos que la presión p decae más rápido conforme

la zona de disparos decrece. Además p depende de r y z para valores de las variables

cercanos a la zona de disparos (r menores a 0.1) y para valores lejanos a esta región (r

mayores a 1), la presión es constante.

Debido a que los gradientes de presión son mayores para valores cercanos de rw
H
, la

velocidad máxima se alcanza en el punto
(
rw
H
, 0
)
y es radial en z = 0. Para radios

mayores a 2 la velocidad pierde la dependencia en z, U2(r, z) = 0 para z ∈ [−1, 1]. El

campo de velocidades ~U(r, z) es simétrico respecto al eje radial, es decir, en z = 0 para

r ∈
[
rw
H
, L
H

]
.

Las concentraciones máximas se mantienen en el centro del pulso desde que entra en

el yacimiento hasta aproximadamente t = 0.4, donde la concentración se empieza a
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5 Conclusiones

acumular en la base y tapa de la región. Para t = 0.8, cercano a r ≈ 2 la concentración

ya no depende de z. En particular, la concentración será constante para cualquier valor

de la dispersión y radios mayores a 2.

Al contrastar los perfiles de concentración de un pulso para dos tipos de velocidades,

una radial y vertical (h = 2.5) y otra puramente radial (h = 25), se encontró que el

primero avanza y decae más rápido porque la velocidad es mayor y depende de z que

en el caso con velocidad radial. Esta diferencia se va desvaneciendo en el tiempo hasta

que en t = 0.8 se empalman los perfiles de concentración, que es cuando las velocidades

coinciden (ambas son radiales). Por tanto, la dinámica del trazador cambia cuando se

incorpora una dependencia en z para el flujo del fluido de inyección.

Como trabajo a futuro se propone modelar y simular las etapas de reposo y extracción.

También se podŕıa quitar la simetŕıa radial en la zona de influencia considerando dife-

rentes capas de porosidad. Otra propuesta de trabajo seŕıa plantear la permeabilidad

como una potencia, κ(r) = rn, y la dispersión en función de la velocidad D = D(U).
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A
Apéndice

A.1. Método θ

Los métodos θ son utilizados para resolver ecuaciones diferenciales. Se desea conocer el

valor cn+1 del problema al tiempo tn+1 = tn +∆t a partir del valor de cn en el tiempo

tn. En este caso se realiza mediante un promedio ponderado de cnt y cn+1
t en los puntos

finales de la etapa de integración:

c(tn+1)− c(tn)

∆t
= θct(t

n+1) + (1− θ)ct(t
n) +O

(
(1/2− θ)∆t,∆t2

)
. (A.1)

El parámetro θ toma valores entre 0 y 1. Varios metodos son obtenidos para diferentes

valores de θ. Para valores de θ < 1/2 los esquemas son condicionalmente estable. El

método de Euler, θ = 0, es el más conocido. Para valores de θ ≥ 1/2 los métodos

son incondicionalmente estable. Entre los métodos más conocidos se encuentran: Euler

hacia atrás (θ = 1), Galerkin (θ = 2/3) y Crank-Nicholson (θ = 1/2).

En particular, el esquema θ para la ecuación de advección-difusión transistoria se ex-

presa como
∆c

∆t
− θ∆ct = cnt (A.2)

donde ∆t es el incremento de tiempo, ∆c = cn+1 − cn es el incremento en la concen-

tración, ct es una notación compacta para ∂c/∂t y el supeŕındice denota el paso de

tiempo.

Para el método de Crank-Nicholson, que es un esquema de segundo orden, se obtiene

la siguiente ecuación
∆c

∆t
− 1

2
∆ct = cnt (A.3)
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Figura A.1: Cosine Hill al tiempo (a) t = 0, (b) t = 1.3614.
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Figura A.2: Cosine Hill al tiempo final tf = 2π.
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Figura A.3: Cosine Hill para: (a) C = 0.44, (b) C = 1.06.





B
Apéndice

B.1. Implementación computacional

Debido a que el método de Elemento Finito produce matrices con pocos elementos

distintos de cero, se ocupó la función sparse integrada en Matlab que utiliza tres

vectores de tamaño nzmax donde esta variable representa el número de elementos

distintos de cero.

Para resolver el sistema lineal que produce el método de elemento finito se ocupa la

instrucción ” \ ” de Matlab. Realiza la eliminación gaussiana si A es cuadrada.

A continuación se presenta de manera general los algoritmos empleados para resolver

los modelos A y B.

Modelo A

1. Tipo de elemento para la presión

2. Leer los datos del problema

3. Crear la malla de presión y velocidad

4. Fijar un nodo dirichlet en (r_w/H,0)

5. Crear los datos para el elemento de referencia

Puntos de cuadratura y funciones de forma

6. Crear la matriz sparse K y el vector F

7. Resolver el sistema ph=K\F

8. Calcular la velocidad Uh

9. Guardar los resultados de presión y velocidad
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