Mixba’al
Revista Metropolitana de Matematicas
No. 1, Vol.XI , julio 2020, 7-14

SOBRE EL NUMERO DE GROSOR DE LIBRO Y EL NUMERO
CROMATICO DE GRAFICAS

JOSE LUIS COSME ALVAREZ

RESUMEN. Un libro de k hojas consiste en k semiplanos distintos, llamados hojas
(o paginas) unidos en una linea recta llamada lomo. El nimero de grosor de libro
bt (book thickness) de una gréfica G, se define como el menor nimero de hojas
necesarias para dibujar una copia isomorfa de G, de tal manera que los vértices
estén sobre el lomo del libro y no haya aristas que se crucen al ser dibujadas sobre
las hojas.

En este articulo definimos la grafica I(G, ) asociada a la grafica G, donde
sus vértices han sido acomodados en el orden 7 sobre el lomo de un libro.
Presentamos algunas propiedades de dicha gréfica asociada a la grafica completa
K, y mostramos la relacién que hay entre el nimero cromdtico de I(G,7) y
el nimero de grosor de libro de G. Esta relacién nos permite decidir sobre la
complejidad computacional del problema de calcular el nimero de grosor de libro
de una gréafica.

1. INTRODUCCION

Sea G = (V(G), E(G)) una gréfica simple, es decir, sin lazos ni aristas multiples. Dos
vértices u, v son adyacentes si existe una arista que los une. El grado de un vértice u
es el nimero de vértices en G que son adyacentes a u. La grafica G es conezxa si entre
cada par de vértices existe una trayectoria que las une, en caso contrario, decimos
que la grafica no es conexa. Un vértice es singular si no existe trayectoria entre este
y cualquier otro vértice de la grafica. Denotaremos por K,, a la grafica completa de n
vértices.

Dos gréficas G y H son isomorfas y lo escribimos G = H, si existe una funcién
biyectiva que mapea los vértices de G en los vértices de H de tal forma que dos vértices
son adyacentes si y solo si las imédgenes de estos vértices bajo la funcién también son
adyacentes. En lo siguiente utilizaremos las definiciones y propiedades descritas en el
libro [4].

Recordemos que una k-coloracion del conjunto de vértices de G sobre el conjunto
de k colores, es una funcién sobreyectiva v : V(G) — {c1,¢a,...,cx}. Decimos que
la k-coloracion de los vértices de la grafica G es propia si vértices adyacentes reciben
distinto color. Si V;, con i € {1,2,...,k}, representa el conjunto de vértices con color
¢;, diremos que V; es la i-ésima clase cromdtica.

Similarmente, una k-coloracién del conjunto de aristas de G es una funcién so-
breyectiva ¢ : E(G) — {c1,co,...,cr}. Diremos que una clase cromética es libre de
cruces monocromdticos si las aristas pertenecientes a dicha clase han sido dibujadas
sin cruces entre ellas.

El ndmero cromdtico de la grafica G se define como el minimo nimero k para el
cual existe una k-coloracién propia de V(G), es decir, cada par de vértices adyacentes
son de distinto color y denotaremos tal niimero por x(G).

En la literatura existe una amplia bibliografia que versa sobre el tema de ntimero
cromdtico. El lector interesado, puede consultar [6] para méas informacién y antece-
dentes historicos de la evolucién del estudio de este parametro.
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2. EL NUMERO DE GROSOR DE LIBRO DE UNA GRAFICA

El concepto del nimero de grosor de libro (book tightness) de una gréfica G fue
introducido en 1979 por Bernhart y Kainen en [2]. Este pardmetro es una variante
relacionada con el niimero de cruce y el encaje de graficas en superficies, que pertenecen
al drea conocida como Teoria Topoldgica de las grdficas. En [1] las autoras presentan
una selecciéon de temas como numero de cruce, encajes en superficies orientadas y
no orientadas, asi como algunos resultados sobre el niimero de encaje en libros que
definimos a continuacién.

En lo sucesivo diremos que un libro de k hojas es simplemente un k-libro. Dada una
grafica G de n vértices, con conjunto de vértices V(G) = {v1,vs,...,v,}, tomemos
una permutacién m = {v;1, v, ..., vin}t de V(G). Un m-encaje de la gréifica G en el
k-libro es un mapeo en el que cada vértice se ha colocado en el lomo del libro en el
orden 7 y cada arista ha sido dibujada al interior de a lo mas una hoja, de tal manera
que aristas dibujadas en la misma hoja no se crucen. Si G ha sido dibujada en el
m-encaje, diremos que G es m-encajable.

Notemos que en la definicién anterior, cada hoja representa una particién o clase
cromatica, por lo que la definicién es equivalente a decir que las aristas han sido
coloreadas sin cruces monocrométicos.

Una gréfica dibujada de tal manera que todos sus vértices estdan sobre un circulo,
puede facilmente encajarse en un libro si «abrimos» el circulo por en medio de dos
vértices hasta formar una linea recta, que serd el lomo del libro. Si ademads las aristas
han sido coloreadas sin que haya cruces del mismo color (cruces monocrométicos),
entonces al ser colocados en una hoja, las aristas del mismo color no tendran cruces
en la hoja. Estas dos formas de representar la grafica G son equivalentes.

Al minimo ntmero de hojas de un libro donde se puede encajar la grafica G, se le
llama el nimero de grosor de libro (book tightness) de G y lo denotamos por bt(G) por
sus siglas en inglés.

Es claro que un ciclo C), de longitud n puede ser encajado en una o mas hojas,
dependiendo del orden que se le dé a sus vértices, por lo que claramente bt(C),) = 1.

PN —
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Consideremos el caso cuando la grafica dada es la completa K,, de n vértices. Es
bien sabido que tiene nimero de grosor de libro igual a [ 5] y el algoritmo que permite
encontrar un encaje para K, en un [Z]-libro fue descrito en [2] y es el siguiente.

Sea K, la grafica completa con n vértices y supongamos sin pérdida de generalidad
que el orden de los vértices en el lomo del [ % ]-libro es m = {v1,v2,...,v,}.

Recordemos que los vértices pueden también ser acomodados sobre el contorno de
una circunferencia, por lo que la particién que proporciona las [ %] clases cromaticas
se determinan dependiendo de la paridad de n.

1. Si n es par, definimos la trayectoria
Pl = {’Ulv V2,Un, V3, Un—1,V4,Un—-2,... 7U%a U%+27 U%-‘rl}y
donde los subindices se reducen mdédulo n. Notemos que las aristas de esta
trayectoria
E(P1) = {v1v2, 0200, U V3, . . ., U2 VB 19, Un 19, Un 1 }
han sido dibujados sin cruces entre si, por lo que nos definen una clase cromatica
y por lo tanto un encaje en la primera hoja del (% )-libro.

De manera andloga, para cada i € {1,2,...,5 — 1}, las aristas de la
trayectoria

Pip1 = {V14is V2445 Untis U34is Un—14is Vatis Un—24is - - - y V% 42445 Ug+1+i}a
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definen la (i 4+ 1)-ésima clase cromética y por tanto, la (i + 1)-ésima hoja del
(%)-libro.

2. Si n es impar, entonces [§] = "7“ y de manera similar a la construccién
anterior, si la primera clase cromatica es dada por los vértices de la trayectoria

P1 = {’Ul, V2,Un,V3,Un—1y.-- ,U'rL;rl+2, Un;rl s ’Un;1+1},
entonces para cada i € {1,2,..., ’%1 — 2}, las aristas de la trayectoria
P = {U1+i, V2475 Untis U340y Un—14iy - -+ 5 UL;A 42447 UL-zH i UL;I +1+i}

definen la (i + 1)-ésima clase cromdtica y por lo tanto, la (i + 1)-ésima hoja del
("T‘H)-libro.

Finalmente, la (”‘2H )-ésima clase crématica faltante es definida por el empa-
rejamiento

{v1Un, VoUp—1, U3Vp—2, . .. 7'UnT+171UnT+1+1}.

En la figura 1 se muestra la particién de las aristas de K5 y Kg con este algoritmo,
donde las lineas punteadas, rayadas y continuas representan colores distintos. Notemos
que cada clase cromatica no tiene cruces entre si, por lo que para cualquier orden, se
obtiene un encaje en un 3-libro.

FiguraA 1. Particién de las aristas de K5 y Kg

En la figura 2 se representa el encaje de estas graficas en un 3-libro, donde al igual
que en la figura anterior, las lineas punteadas, rayadas y continuas representan una
hoja distinta en la que se han dibujado las aristas de G.

FicurA 2. El encaje de K5 y K¢ en un 3-libro
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3. LA GRAFICA DE INTERVALOS I(G, )

Sea G = (V(G), E(@)) una gréfica simple y supongamos que tiene un w-encaje, donde
m = {vy,va,...,V,} es un orden fijo.

Definimos la gréfica de intervalos I(G, ) de orden fijo 7, con conjunto de vértices
y aristas determinados de la siguiente forma.

Si v;v; es una arista de G, donde 1 <@ < j < n, entonces el intervalo (4, j) serd un
elemento de V(I(G,)), es decir, los vértices de la grafica de intervalos I(G, ) son los
intervalos abiertos de ntimeros reales, cuyos valores de los extremos son determinados
por los subindices de los vértices v; y v;.

Declaramos adyacentes a los vértices (4, 7), (r,s) de V(I(G,n)) en I(G, ) si vistos
como conjuntos de nimeros reales, se satisface que

L (i,5) N () # 0,
2. (1, 4)\(r,s) 70 y
3. (r,9)\ (i,4) # 0,
donde consideramos que si (r,s) C (i,7), entonces (r,s) \ (i,7) = 0.
En otras palabras, dos vértices en I(G, ) (que son intervalos) son adyacentes en
I(G, ), si se intersectan pero no son subconjuntos propios uno del otro.

FicurA 3. La gréafica G

<\

Sea G la gréafica de la figura 3 y supongamos que el orden 7 dado es el orden
natural {vy,va,v3,v4, V5, V6, U7} El dibujo de G sobre el lomo de un libro se muestra
en la figura 4.

N
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FiGUurA 4. Dibujo de G en el lomo de un libro con el orden trivial

La grafica I(G, ) tiene como vértices al conjunto
V({I(G, 7)) ={(1,3),(1,5),(2,4),(2,6),(3,4),(4,6),(4,7),(6,7)}.
Notemos que, vistos como conjuntos de ntimeros reales

(L,3)N(2,4)#0, (L3)\NE2,49#0 v (2,49\(1,3) #0,

por lo que los vértices (1,3) y (2,4) son adyacentes en I(G, 7), sin embargo los conjuntos
(1,3)N(1,5) # 0y (1,5)\ (1,3) # 0, pero (1,3)\ (1,5) = 0, por lo que no existe arista
entre ellos en I(G, 7).

En la figura 5 se muestra la grafica de intervalos I(G, ) de la gréfica G de la figura
4 con el orden trivial.

Los siguientes lema y teorema nos proporcionan una relacién entre un m-encaje en
un k-libro de la gréfica G y el niimero cromético de I(G, 7).
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FiauraA 5. La grifica I(G,7) de G

LEMA 1. Sean G una grdfica y m un orden de sus vértices. Si G es m-encajable en
un k-libro, entonces

X(I(G,m)) < k.

Demostracion. El m-encaje de G en el k-libro con hojas Hi, Ho, ..., H; determina
una particién Fi, Es, ..., Ey de E(G), donde E; es el subconjunto de aristas de E(G)
dibujadas en la hoja H;. Definimos la k-coloracién ¢ : V(I(G, 7)) — {c1,ca,... ¢k}
de los vértices de I(G, ) de la siguiente manera.

Para v,vs € E;, definimos ¢((r,s)) = ¢;, con ¢ € {1,2,...,k}.

Finalmente, observe que, por la construccién de la coloracién, si p(z) = ¢(y),
entonces zy € E(I(G, 7)), ya que x e y corresponden a dos aristas de G dibujadas en
la misma hoja de tal manera que no se cruzan.

Luego ¢ es una k-coloracién propia de I(G, ), por lo que x(I(G, 7)) < k como se
queria demostrar. O

TEOREMA 2. Sea G una grdfica, entonces existe un w-encaje de G tal que
b(G) = x(1(G,)).

Demostracion. Supongamos que bt(G) = k. Entonces existe un orden 7 de V(G) tal
que G es m-encajable en un k-libro. Por el lema 1, se tiene que

(1) X(I(G,m)) < k.

Supongamos por contradiccién que x(I(G,w)) = k' < k, entonces existe una
k’-coloracién propia ¢ : V(I(G,7)) — {c1,¢a,...,ck} de I(G, 7). Definamos una
particiéon Fy, Es, ..., Ey de E(G) como sigue.

Para (r,s) € V(I(G, 7)), vvs € E; < ¢((r,s)) = ¢, coni € {1,2,... k'}.

Observe que, por construccion, las aristas en F; pueden dibujarse en la hoja de un
libro sin que se crucen. Luego bt(G) < k' < k, lo cual es imposible.

De aqui que
(2) xX(I(G,m)) > k.

Finalmente, por (1) y (2) se tiene que bt(G) = x(I(G,7)). d

Considere nuevamente la grafica G de la figura 3 mostrada anteriormente y

Ty = {’1}57'114,117,7)2,’1}3,’(]6,111}

un orden de sus vértices. En la figura 6 observamos que esta particiéon proporciona un
encaje en un 2-libro. Similarmente se tiene que el orden

73 = {v2, Vg, V7, V4, V3, V1, U5 }

define un encaje en un 1-libro. Estas particiones de F(G) nos describen particiones de
V(I(G,m)) que calculan el niimero cromético respectivo para cada grafica de intervalos.
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F1GURA 6. G con los 6rdenes 71 y 7o y sus graficas de intervalos

M4s atin, el 6rden w3 resulta en la grafica de intervalos I(G,s), donde todos sus
vértices son singulares, por lo que claramente

bt(G) = x(I(G,m3)) = 1.

Recordemos que una grafica G es plana si puede ser dibujada en el plano sin cruces
y decimos que G es exteriormente plana si tiene un encaje en el plano sin cruces y
de forma que todos sus vértices aparecen en la frontera de la cara exterior del dibujo
(que es un poligono). En [2] se sefiala que una grafica G es plana si y solo si bt(G) = 1.
El siguiente resultado es consecuencia de este hecho.

COROLARIO 3. Las siguientes proposiciones son equivalentes para una grifica G.

1. G es exteriormente plana.

2. bt(G) = 1.

3. Existe un m-encaje de G tal que I(G,m) consta solo de vértices singulares.
4. Eziste un m-encaje de G tal que x(I(G, 7)) =1

Demostracion. (1) = (2) por el teorema 2.5 de [2]. Si G es m-encajable en un 1-libro,
entonces el m-encaje no tiene cruces y por la definicién de I(G, ) no tiene aristas, es
decir, consiste solo de vértices singulares, por lo que (2) = (3).

Es claro que si el m-encaje es tal que I(G, w) consta solo de vértices singulares si y
solo si x(I(G,m)) =1, por lo que (3) < (4).

Finalmente si el m-encaje es tal que I(G, ) consta solo de vértices singulares, por
definicion tenemos que G no tiene cruces entre sus aristas y este m-encaje resulta ser un
dibujo plano de GG. Como el dibujar la grafica sobre el lomo de un libro es equivalente a
dibujarla sin cruces en la frontera de una circunferencia, entonces G es exteriormente
plana, por lo que (4) = (1). O

Recordemos que la gréafica completa K, tienen (72’) aristas, por lo que tenemos igual
ntmero de vértices en I(K,, 7). Supongamos sin pérdida de generalidad que 7 es el
orden natural {vy,vs,...,v,} y observe que para cada i € {1,2,...,n — 1} se tiene
que para el intervalo (r,s), con 1 < r < s < n, se cumple que (i,i + 1) C (r,s)
o bien (i, + 1) N (r,s) = 0, por lo que el intervalo (i,7 + 1) no tiene adyacencia
con vértice alguno en I(K,, ). Un caso similar sucede con el intervalo (1,n), el cual
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contiene a cualquier otro intervalo (r,s), con 1 < r < s < n. De lo anterior, tenemos
que la grafica I(K,, ) tiene n vértices singulares correspondientes a los intervalos
(1,n),(1,2),(2,3),...,(n — 1,n). Los restantes intervalos forman una componente

conexa con
n n(n — 3)
=)
2 2
vértices.

Por otro lado, el niimero de aristas en I(K,,, ) queda determinado por cada cruce
de los intervalos (i,7) y (r,8), con 1 <i <r < j < s <mn, por lo que hay (Z) aristas
en I(K,,m) que corresponde al nimero en formas distintas de tomar estas cuartetas
de numeros.

En la figura 7 se muestran las gréficas I(Ks, ) e I(Kg, ), asi como una particién
de sus vértices, que proporcionan una coloracién propia heredada de las particiones

mostradas en las figura 1 y 2 de E(K5) y F(Kg) respectivamente.
Por lo tanto x(I(K5, 7)) = x(I(Ks, 7)) = 3 para todo orden .

D(1,4) RS

, L (3,4)

L . )
/,ﬂ\/
/ : ‘

FIGURA 7. El nimero cromatico de I(K5,m) e I(Kg, )

4. UNA NOTA SOBRE LA COMPLEJIDAD

La tasa de crecimiento exponencial del espacio de soluciones del problema de coloracién
en gréaficas es un problema de gran dificultad. EI hecho de que este y otros problemas
similares se consideren «complejos» o «intratables», se debe al trabajo realizado por
Stephen Cook, quien en el ano de 1971 introdujo los conceptos de NP-completitud y de
reduccidn en tiempo polinémico. Cook demostré en [3] que el problema conocido como
el «<problema de satisfacibilidad» es NP-completo. En [5] se demuestra que el problema
de coloracién por aristas de graficas, pertenece a la clase de problemas NP-completos.

En el tema de la complejidad computacional, los problemas suelen plantearse como
problemas de decisién, cuyas respuestas son si o no. Los problemas de coloracion de
graficas, pueden plantearse también como problemas de decisién al ser transformado
a un problema de la forma:
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[puede una grafica G ser coloreada de forma propia, utilizando k colores?

Esta forma reemplaza al problema de determinar el minimo numero de colores
necesarios para obtener una coloracién propia de G.

El resultado demostrado por Cook en [3] sobre la NP-completitud del problema de
satisfacibilidad, se puede utilizar para demostrar la NP-completitud de muchos otros
problemas aplicando transformaciones polinémicas, que consisten en transformar de
forma eficiente un problema de decisién en otro. El Problema de coloracion de gréaficas
generaliza el problema NP-completo de la 3-satisfacibilidad, es decir, que el problema
de la 3-satisfacibilidad es polinémicamente reducible al problema de coloracién de
graficas.

El teorema 2 nos proporciona una manera alternativa para demostrar que el
problema de encaje en libros y el de niimero cromético son equivalentes, es decir,
existe un algoritmo de tiempo polinomial que transforma un problema en otro. Dado
que el problema de hallar el nimero cromaético pertenece a la clase de problemas NP-
completos, se tiene que el problema de encaje en libros pertenece también a la clase
de problemas NP-completos.
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