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Resumen
Se sabe que el estudio de la estabilidad de un sistema li-
neal continuo o discreto esta determinado por el analisis
del correspondiente polinomio caracteristico. Uno de los
resultados méas importantes para verificar dicha estabili-
dad es el Teorema de Hermite-Biehler. Existe un corres-
pondiente Teorema de Hermite-Bichler para analizar la
estabilidad de sistemas continuos y sistemas discretos.
En el caso de sistemas con retardo la ecuacién carac-
teristica es un cuasipolinomio existe también una version
del Teorema de Hermite-Biehler para este caso. En este
articulo presentamos las tres versiones de este teorema.
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1. Introduccion

En el andlisis de la estabilidad asintética de un sistema continuo (o
discreto) es necesario que todas las raices de su polinomio caracteris-
tico asociado se encuentren en C~ (o en D), donde C~ es el conjunto
de numeros complejos que tienen parte real negativa y D es el con-
junto de numeros complejos con médulo menor que 1. En el caso de
que un polinomio tenga todas sus raices en C~ se dice que es un poli-
nomio de Hurwitz y en el caso en que todas sus raices estén en D
se dice que es un polinomio de Schur. En el estudio de la distribu-
cién de las raices de un polinomio sobre el plano complejo, uno de los
primeros problemas fue, histéricamente, el de determinar el niimero
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de raices reales de una ecuacién; esto es, dada una ecuacién con coe-
ficientes reales, determinar por algin criterio, que dependerd de sus
coeficientes, y sin resolver la ecuacion, si tiene raices reales. En ca-
so afirmativo, cudntas raices positivas y cuantas negativas tiene. En
1868, Maxwell plantea el problema matematico de la busqueda de
condiciones bajo las cuales todas las raices de una ecuacion algebraica
se encuentren en C~, muchos matematicos ya se habian ocupado de la
determinacion del nimero de raices de ecuaciones algebraicas en de-
terminados lugares (dentro y fuera del eje real, en la mitad del plano,
etc) desde las primeras décadas del siglo X1X, tales como, Cauchy,
Sturm, Jacobi, Cayley, Sylvester, y Hermite. De hecho, Hermite
(1853), ya habia resuelto el problema de Mazwell, pero sus resultados
no eran conocidos fuera del mundo de las matematicas. Los trabajos
de Routh y Hurwitz dieron lugar al Criterio de Routh — Hurwitz.
Ademas del Criterio de Routh — Hurwitz, existen otros criterios para
determinar si un polinomio es Hurwitz, mencionemos, por ejemplo, las
Condiciones de Lienard — C'hipart, el Test de Estabilidad o el Teore-
ma de Hermite — Biehler. Desde el punto de vista matematico estos
teoremas tienen la misma dificultad pues son resultados equivalentes,
aunque probablemente el Criterio de Routh — Hurwitz es el mas po-
pular. Sin embargo, el Teorema de Hermite — Biehler ha demostrado
su potencial al ser utilizado en el estudio de la estabilidad en familias
de polinomios, basta mencionar el Teorema de Kharitonov, ver [5].

2. El Teorema de Hermite-Biehler: caso continuo

En el andlisis de la estabilidad de un sistema de ecuaciones dife-
renciales ©(t) = f(z(t)), podemos estudiar la parte lineal del sistema,
#(t) = Az(t). Bajo ciertas condiciones, la estabilidad del sistema li-
nealizado implica la estabilidad local del sistema original. Es conocido
que la estabilidad de un sistema lineal es verificada por medio del
polinomio caracteristico asociado a la matriz A.

Definicién 2.1. Sea P(\) = det(A] — A), el polinomio caracteristico
de A.

Asi, el problema de determinar condiciones, bajo las cuales, todas
las raices del polinomio caracteristico se encuentren en el semiplano
abierto izquierdo es de importancia fundamental en el estudio de la
estabilidad del sistema lineal.
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Definicién 2.2. Consideremos el polinomio real
p(s) = ag + a1s + ass® + ...+ a,s". (1)
Podemos escribir el polinomio p(s) de la siguiente forma:
p(s) = (ag + aps® + ags* +...) + s(ay + aszs® +ass* +...), (2)
evaluando el polinomio p(s) en s = iw, tenemos que
piw) = (ag — axw® + agw® — ...) +1i w(a; — azw® +asw* —...) (3)

y definimos los siguientes polinomios

Ejemplo 2.3.

Consideremos los siguientes polinomios

q(s) = 4+s5+282+55°+4st+5° y
r(s) = 2455+ 3s?+ 53 +4s? + 255 + 50,

Los polinomios asociados a ¢(s) son

¢“(w) = 4 — 2w + 4u*
¢°(w) =1 — 5w+t
q""(s) = 4+ 25 +4s*

MP(s) = s+ 5s® 4 §°

para el polinomio r(s) tenemos que
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Definicién 2.4. El polinomio p(s) = ag + a18 + azs® + ... + a,s"
satisface la propiedad de la alternancia, si y solo si

a) los coeficientes principales de pP™(s) y p"™P(s) tienen el mismo
51gN0;

b) todas las raices de p(w), p°(w) son reales y las raices positivas de
pf(w), p°(w) se van alternando, es decir

0 < We1 < Wo1 < Wea <Wpo< ... (4)

A continuacion el teorema principal de esta seccién.

Teorema 2.5. (Hermite-Biehler). Un polinomio real P(s) es de
Hurwitz, si y solo si, satisface la propiedad de la alternancia.

Ver [2] y [7] para una demostracién. Concluimos esta seccién pre-
sentando el siguiente ejemplo que ilustra el Teorema 2.1.

Ejemplo 2.6.
Verificar si el siguiente polinomio es de Hurwitz.

p(s) — 147 4+ 574s + 136352 + 2103s> + 2402s* + 2015s° + 12936
+614s7 4+ 2215% + 57s” + 10510 + st

Calculamos

pliw) = 147 + 574iw — 1363w? — 2103iw? + 2402w* 4+ 2015iw°
—1293w8 — 614iw” + 221w® + 57iw? — 10w — iw!!,

asi, tenemos que

p(w) = 147 — 1363w* + 2402w* — 1293w° + 221w® — 10w™
p°(w) = 574 — 2103w? + 2015w* — 614w’ + 57w® — ™.

Ahora

PP (w) = 147 + 1363w? + 2402w* + 12930° + 2210° 4 100"
P (w) = 5T4w + 2103w’ 4 2015w° + 614w + 57w” + W'

Asi, el inciso a) de la propiedad de la alternancia se satisface. Ahora
verificamos el inciso b).

i

(W) = 0 <= w = +0.373, £0.868, +:1.375, £2.287, +3.752
0 <= w = +0.65, £1.088, +1.788, +2.847, +6.639

e
o
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agrupando las raices tenemos que

We1 = 0.373,we.0 = 0.868, we 5 = 1.375, w, ; = 2.287, w5 = 3.752

wo 1 = 0.65,w, 0 = 1.088,w, 3= 1.788,wy ; = 2.847,w, 5 = 6.639.
Entonces tenemos que
We, 1 < Wo1 CWe g < Woo < Weg < Wp3g < Wey <Wpy <Wes < Wos

satisfaciéndose asi el inciso b) de la propiedad de la alternancia. Por
el teorema 2.1, p(s) es de Hurwitz.

3. El Teorema de Hermite-Biehler: caso discreto

Es posible obtener un teorema de alternancia con respecto a D, que
es la regién de estabilidad para sistemas discretos, x(t + 1) = Axz(¢).
En este caso, la estabilidad del polinomio caracteristico asociado al
sistema discreto es equivalente a la alternancia de las raices, de los
polinomios asociados a este, a lo largo del circulo unitario.

Definicién 3.1. Un polinomio
P(2) = ap2™ + ap_ 12" 4 -+ arz + ag

es un polinomio de Schur si todas sus raices se encuentran en el circulo
unitario abierto D del plano complejo.

Una condicién necesaria para la estabilidad Schur es que |a,| >
‘ao‘.

Definicién 3.2. Sean los polinomios Ps(z) y P,(z) como sigue:

P2 = 3P+ POy Rule) = 5[P() — 2" P()

definimos P(z) = Py(z) + P.(z).

Para un polinomio real, la estabilidad de P(z) es equivalente a la
alternancia, en el circulo unitario, de las raices de los polinomios Ps(z)

y P.(z).
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Teorema 3.3. Un polinomio real P(z) es de Schur, si y solo si, Ps(z)
y P,(z) satisfacen las afirmaciones siguientes

a) Pi(z) y P,(2) son polinomios de grado m con coeficientes princi-
pales del mismo signo.

b) Py(z) y P.(z) tienen sdlo ceros simples, los cuales estan en el circu-
lo unitario.

c) Los ceros de Ps(z) y Pu(z) se alternan en el circulo unitario.

Ver [2] para una demostracion. Ahora presentamos el siguiente
ejemplo que ilustra el Teorema 2.2.

Ejemplo 3.4.
Verificar si el polinomio P(z) es un polinomio de Schur
P(z) = 2° +0.22* + 0.32° + 0.42% + 0.03z + 0.02
utilizando la definicién 3.2, obtenemos que
Py(2) = 0.512% 4+ 0.1152% 4 0.3523 4+ 0.3522 + 0.1152 + 0.51 y
P,(z) = 0.492° + 0.0852* — 0.052% + 0.052% — 0.0852 — 0.49.

Asi, tenemos que el inciso a) se satisface. Ahora verificamos los incisos
b) y c).
Py(z) —0.221 £ 0.975¢,0.608 £ 0.7937, —1

2) =0 <= 2
P,(z) =0 <= 2z = —0.857 £ 0.514¢,0.270 + 0.962i, 1

Cada una de las raices de Py(z) y P,(z) son simples, se encuentran
en el circulo unitario y se alternan. Por lo tanto, por el Teorema 2.2,
P(z) es un polinomio de Schur.

Ejemplo 3.5.
Verificar si el polinomio P(z) es un polinomio de Schur
P(z) = 2° +22* 4+ 0.32% + 0.42% + 0.03z + 0.02
de la definicion 3.2, obtenemos los siguientes polinomios

P,(z) = 0.512° + 1.0152* + 0.352° + 0.352* + 1.0152 + 0.51
P,(2) = 0.492° +0.9852* — 0.052% + 0.052% — 0.9852 — 0.49.
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Asi, el inciso a) se satisface. Ahora verificamos el inciso b) y c¢).

Py(2) =0 < z = 0.55+0.83i, —1.35, — 1, —0.74.
Po(z) =0 <= z = —0.17 £ 0.98i, —2.21, —0.45, 1.

Cada una de las raices de Py(z) y P,(z) son simples, pero no se
encuentran en el circulo unitario ni se alternan. Por lo tanto, por el
Teorema 2.2, P(z) no es un polinomio de Schur.

4. El Teorema de Hermite-Biehler: sistemas con retardo

Las ecuaciones diferenciales con retardo (EDR) son ecuaciones
diferenciales en las cuales la funcién f depende también de términos
con diferentes valores de su argumento, &(t) = f(t,z(t),z(t — 7(1))),
donde 7(t) > 0, la primera ecuacién de este tipo aparecié en la lite-
ratura en la segunda mitad del siglo XV III (Kondorse, 1771), pero
un estudio sistematico de las ecuaciones con retardo comenzoé en el
siglo X X (especialmente en las primeras décadas - A.D.Myshkis, en
la Unién Soviética, E.M.Wright y R.Bellman en otros paises), en
relacion con las necesidades de la ciencia aplicada. Las EDR tienen
muchas aplicaciones en la teoria del control automatico, el estudio de
problemas relacionados con la combustién de cohetes en movimiento,
en economia, en una serie de problemas bioldgicos, etc. En un estudio
en sistemas reales, para una primera aproximacion, se supone que el
retraso es constante, 7(t) = 7. Para mds informacién sobre sistemas
con retardo ver [1], [3], [9] ¥ [11].

Consideremos la siguiente ecuacién diferencial de segundo orden
con dos retardos

§(t) +ary(t — ) +aoy(t — 7o) = ult). (5)

La ecuacién (5) puede ser representada en la siguiente forma matricial
() = (00) Caf) + (5 0) (o= m)
) (e o

En general, un sistema lineal con [ distintos retardos, 7, ..., 7, puede
ser representado de la siguiente forma

i =Agx(t)+ Y Aia(t—7)+ Bu(t). (7)
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Para discutir la estabilidad de la ecuacién (5) 6 los sistemas (6) y (7)
es comun examinar las soluciones y(t), con u(t) = 0 y estudiar el
comportamiento de y(t), cuando t — oo. Para este propdsito, consi-
deremos, por ejemplo, la ecuacién (5) con u(t) =0y que y(t) = e es
una solucién de

§(t) + a1yt — m) + agy(t — 1) = 0. (8)
Por lo tanto, tenemos que
(s> +aie*Ms+age *™)e’t =0,
de manera que s debe satisfacer la ecuacion
s+ aje "M s+ age ¥ = 0. 9)

La ecuacion (9) es la ecuacién caracteristica de (5) u (8); la ubicacién
de sus raices (o ceros) determina la estabilidad de la ecuacién (5).

En las secciones anteriores se mostré el correspondiente Teorema
de Hermite-Biehler para sistemas continuos y discretos, sin embargo,
cuando el sistema involucra retardos no se pueden aplicar los teoremas
dados. Sistemas con retardos dan lugar a funciones caracteristicas,
conocidas como cuasipolinomios, la ecuacion caracteristica asociada
con (7) es

!
P*(s) = det (s] — Ay — Z e_STiAZ)

= Po(s)+ Y Pils)e "+, (10)

En la ecuacién (10) los retardos pueden ser multiplos enteros de un
nimero positivo 7. En estos casos, se dice que los retardos son con-
mensurables y la ecuacién caracteristica toma la forma

P*(s) = ag(s) + ai(s)e ™ +ag(s)e ™ 4 - +ag(s)e™ ™, (11)
donde los a;(s),i =0,1,...,k son polinomios.

Definicién 4.1. Sea P(s,t) un polinomio en dos variables con coefi-
cientes reales o complejos de la siguiente forma

Z Z aips'tt = P(s,t).
koo
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Definicién 4.2. Sea r el grado mds grande en s, p el grado mads
grande en t.

P(s,t) tiene un término principal, si y solo si, a,, # 0.

L.S. Pontrjagin en 1942 generaliz6 el Teorema de Hermite-Biehler
para cuasipolinomios, P(s,e®).

Definicién 4.3. Sea f(s) una funcién entera de la forma

ST P(s) = £(5)

donde Py(s) para k = 1,---,n es un polinomio arbitrario con coefi-
cientes reales 0 complejos y los \i.s son reales, los cuales satisfacen:

A <A< < Ay, M <\ (12)
A continuacién el teorema principal de esta seccién.

Teorema 4.4. Sea f(s) = P(s,e®), donde P(s,t) es un polinomio con
un término principal, ademds

flw) = f1(w) +jf'(w) (13)

donde fr(w) y jf{(w) representan respectivamente la parte real e ima-
ginaria de f(jw). Entonces para que f(s) tenga todos sus ceros en el
semiplano abierto izquierdo es necesario y suficiente que las siquientes
dos condiciones se tengan:

a) f"(w)y fi(w) tengan solo raices simples y estas raices se alternen.
b) Para todo w en R, f(w)f"(w) — fi(w)f”(w) > 0.

Ver este resultado en [2], [10] y en [11]. En la condicién b) el
simbolo " indica derivacién con respecto a w, esta condicién puede ser
reemplazada por la condicion méas débil:

b) (W) f (W) — fi(w)f"(w) >0, paraalgin wyeR  (14)

Por ultimo presentamos el siguiente ejemplo que ilustra el Teorema 3.5.
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Ejemplo 4.5.
Verificar si el cuasipolinomio P(s) es Hurwitz estable
P(s) = d(s) + e *ny(s) + e *2ny(s)
donde

d(s) = 1+ 155 + 50s% 4 100s* + 100s* + 200s° + 100s° + 205"
+55° 4+ 57
ni(s) = 2 + 10s + 50s* + 505% + 100s* 4 15s5° + 10s° + 105" + 3s®
ny(s) = 34 24s + 5552 + 130s® + 131s* + 515° + 355° + 2257 + 2s°.

Con T = 10, T, = 10, escribimos
d(jw) = d(w) + jw d°(w) m (jw) = nf(w) + jw ni(w)
na(jw) = ny(w) + jw nj(w) P(jw) = P(w) +j Pi(w)

Asi tenemos que

P (w) = d*(w) 4 cos(wTy) nf(w) — w sen(wTi) ni(w)
+cos(wTy) ni(w) — wsen(wTy) ng(w)

Pi(w) = w d°(w) + w cos(wT}) nf(w) — sen(wTy) nf(w)

5

+w cos(wTi) nd(w) — sen(wly) ny(w).

Las raices de P.(w) y P;(w) se alternan, por lo tanto, por el teore-
ma 3.5, el cuasipolinomio es Hurwitz.
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