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Resumen
Sean A y C dos R-módulos. Se definirá una operación
binaria + en Ext(C, A), el conjunto de clases de equi-
valencia de extensiones de A por C, de tal modo que
(Ext(C, A),+) sea un grupo abeliano y cuyo elemento
identidad sea la clase de equivalencia de la extensión
B = A ⊕ C.

Palabras clave: Funtor Ext, extensiones of módulos, clases de
equivalencia de extensiones.

Clasificación de la AMS: 13D07, 18G15, 20J05, 20K40

1. Introducción

Sea R un anillo conmutativo con elemento unitario. Considere la
sucesión exacta

0 → A
α→ B

β→ C → 0

de R-homomorfismos. Ésta da lugar a una sucesión exacta de homo-
morfismos de grupos abelianos

0 → HomR(C, D)
β′
→ HomR(B, D)

α′
→ HomR(A, D)

para cualquier R-módulo D, donde el homomorfismo α′ no es suprayec-
tivo en general. En forma equivalente, los homomorfismos de A en D
no se pueden “levantar”, en general, a homomorfismos de B en D.
Una técnica del álgebra homológica permite extender estas sucesiones
exactas en forma natural: mediante el funtor Ext se puede lograr una
sucesión exacta infinita

· · · → Extn
R(C, D) → Extn

R(B, D) → Extn
R(A, D) → Extn+1

R (C, D) → · · ·

que comienza con

0 → Ext0
R(C, D) → Ext0

R(B, D) → Ext0
R(A, D) → Ext1

R(C, D) → · · ·
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y donde Ext0
R(�, D) = HomR(�, D). Los grupos Ext1

R(�, D) propor-
cionan una estimación del conjunto de homomorfismos de A en D que
no se pueden extender a B. En esta nota construiremos Ext1

R(C, A)
con todo cuidado y comprobaremos que efectivamente es un grupo
abeliano. Escribiremos simplemente Ext(C, A) en lugar de Ext1

R(C, A).
Dados dos módulos A y B, escribiremos A  B para denotar que A
es un submódulo de B.

2. Preliminares

Definición 2.1. Una extensión de A por C es una sucesión exacta

corta E : 0! A
↵! B

�! C ! 0 de homomorfismos.

Definición 2.2. Dada una extensión E : 0 ! A
↵�! B

��! C ! 0,
decimos que ↵ (respectivamente �) se escinde si existe un homomor-
fismo � : B ! A (respectivamente ⇢ : C ! B) tal que � � ↵ = 1A

(respectivamente � � ⇢ = 1C). Decimos que � (respectivamente ⇢) es
una escisión de ↵ (respectivamente �). Si ↵ o � se escinde, decimos
que E es una extensión escindible (o que se escinde).

Proposición 2.3. Dada la extensión E : 0 ! A
↵�! B

��! C ! 0, las
siguientes afirmaciones son equivalentes:

(a) ↵ se escinde;

(b) � se escinde;

(c) existe un isomorfismo B ⇠= A� C tal que el diagrama

0 ���! A
↵���! B

����! C ���! 0
��� ⇠=

??y
���

0 ���! A
◆���! A� C

⇡���! C ���! 0

es conmutativo, donde ◆ es la inyección y ⇡ es la proyección.

Demostración. (a) ) (c). Supongamos que existe � : B ! A tal que
� � ↵ = 1A. Consideremos el homomorfismo ✓ : B ! A� C dado por
✓(b) = (�(b), �(b)). Sea b 2 B tal que ✓(b) = (0, 0), es decir, �(b) = 0
y �(b) = 0. Se sigue que existe a 2 A tal que ↵(a) = b, por lo que
a = �(↵(a)) = �(b) = 0, es decir, b = ↵(0) = 0 y por lo tanto, ✓ es un
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monomorfismo. Sea (a, c) 2 A � C. Por ser � un epimorfismo, existe
b 2 B tal que �(b) = c. Entonces

✓(b� ↵(�(b)� a)) = (�(b� ↵(�(b)� a)), �(b� ↵(�(b)� a)))

= (�(b� ↵(�(b)) + ↵(a)), �(b)� �(↵(�(b)� a)))

= (�(b)� �(↵(�(b))) + �(↵(a)), �(b))

= (a, c),

por lo que ✓ es un epimorfismo. Por lo tanto, ✓ es un isomorfismo.
Además, ✓ � ↵ = ◆ y ⇡ � ✓ = �.

(b) ) (c). Supongamos que existe ⇢ : C ! B tal que � � ⇢ = 1C .
Consideremos el homomorfismo ⇣ : A � C ! B dado por ⇣(a, c) =
↵(a) + ⇢(c). Sea (a, c) 2 A � C tal que ⇣(a, c) = 0, es decir, ⇢(c) =
�↵(a). Se sigue que c = �(⇢(c)) = �(�↵(a)) = 0, y por ser ↵ un
monomorfismo, �↵(a) = ⇢(0) = 0 implica que a = 0, por lo que
(a, c) = (0, 0). Por lo tanto, ⇣ es un monomorfismo. Sea b 2 B. Note-
mos que b � ⇢(�(b)) 2 ker � = Im↵. Esto implica que existe a 2 A
tal que ↵(a) = b� ⇢(�(b)), por lo que b = ↵(a) + ⇢(�(b)) = ⇣(a, �(b))
y entonces ⇣ es un epimorfismo. Por lo tanto, ⇣ es un isomorfismo.
Además, ⇣ � ◆ = ↵ y � � ⇣ = ⇡.

(c) ) (a) y (b). Sean ◆0 : C ! A�C y ⇡0 : A�C ! A la inclusión
y la proyección respectivamente. Si ✓ : B ! A�C es un isomorfismo,
✓ � ↵ = ◆ y ⇡ � ✓ = �, entonces � = ⇡0 � ✓ y ⇢ = ✓�1 � ◆0 satisfacen
� � ↵ = ⇡0 � ◆ = 1A y � � ⇢ = ⇡ � ◆0 = 1C .

Definición 2.4. Dos extensiones E : 0 ! A
↵! B

�! C ! 0 y

E 0 : 0 ! A
↵0! B0

�0! C ! 0 de A por C son equivalentes si existe
un isomorfismo  : B ! B0 tal que ↵0 =  � ↵ y � = �0 �  .

0 ���! A
↵���! B

����! C ���! 0
���  

??y
���

0 ���! A
↵0���! B0

�0���! C ���! 0

Es de rutina comprobar que la relación “ser equivalentes” en el
conjunto de extensiones de A por C es una relación de equivalencia.

Definición 2.5. Ext(C, A) es el conjunto de clases de equivalencia de
las extensiones de A por C.



44 H. G. Salazar Pedroza

Denotaremos por [E] a la clase de equivalencia de la extensión E.

Corolario 2.6. Cualesquiera dos extensiones escindibles de A por C
son equivalentes.

Demostración. Sean E : 0 ! A
↵! B

�! C ! 0 y E 0 : 0 ! A
↵0!

B0
�0! C ! 0 dos extensiones escindibles de A por C. Por la Proposi-

ción 2.3 existen dos isomorfismos ✓1 : B ! A� C y ✓2 : A� C ! B0

tales que ✓1 � ↵ = ◆, ⇡ � ✓1 = �, ✓2 � ◆ = ↵0 y �0 � ✓2 = ⇡, por lo que
✓2 � ✓1 : B ! B0 es un isomorfismo tal que ✓2 � ✓1 � ↵ = ✓2 � ◆ = ↵0 y
�0 � ✓2 � ✓1 = ⇡ � ✓1 = �, y por lo tanto, [E] = [E 0].

Dado que la extensión E0 : 0 ! A
◆! A � C

⇡! C ! 0 es
escindible, se cumple que [E] = [E0] para toda extensión escindible E.

Proposición 2.7. (a) Dada una extensión E : 0! A
↵! B

�! C ! 0
de A por C y un homomorfismo � : A ! A0, existe una extensión

E 0 : 0 ! A0 ↵0! B0
�0! C ! 0 de A0 por C y un homomorfismo

µ : B ! B0 tales que el diagrama

0 ���! A
↵���! B

����! C ���! 0

�

??y µ

??y
���

0 ���! A0 ↵0���! B0
�0���! C ���! 0

es conmutativo.
(b) Si E 00 : 0 ! A0 ↵

00
! B00

�00! C ! 0 y µ0 : B ! B00 cumplen las
condiciones anteriores, entonces [E 0] = [E 00], y el isomorfismo resul-
tante  : B0 ! B00 cumple  � µ = µ0.

(c) Si [E] = [F ], entonces [E 0] = [F 0].

Demostración. (a) Consideremos el submódulo

K = { (�(a),�↵(a)) | a 2 A }

de A0 �B, y definamos B0 = (A0 �B)/K, ↵0(a0) = (a0, 0) + K,
�0((a0, b) + K) = �(b) y µ(b) = (0, b) + K para todo a0 2 A0, b 2 B.

(i) ↵0 es un monomorfismo. Es claro que ↵0 es un homomorfismo.
Sea a0 2 A0 tal que ↵0(a0) = 0+K, es decir, (a0, 0) 2 K. Entonces
existe a 2 A tal que (a0, 0) = (�(a),�↵(a)). Dado que ↵ es
monomorfismo, �↵(a) = 0 implica a = 0. Por lo tanto, a0 =
�(a) = �(0) = 0.
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(ii) �0 un es epimorfismo. Es claro que �0 es un homomorfismo.
Además, dado que � es epimorfismo, se sigue inmediatamente
que �0 también lo es.

(iii) E 0 es exacta en B0. Si a0 2 A0, entonces

�0(↵0(a0)) = �0((a0, 0) + K) = �(0) = 0,

es decir, Im↵0 ✓ ker �0. Por otro lado, si (a0, b) + K 2 ker �0,
entonces b 2 ker � = Im↵, por lo que existe a 2 A tal que
↵(a) = b. Ahora notemos que

(a0, b) + K = (a0,↵(a)) + K

= (a0 + �(a), 0) + (��(a),↵(a)) + K

= (a0 + �(a), 0) + K

= ↵0(a0 + �(a)).

Se sigue que ker �0 ✓ Im↵0. Por lo tanto, Im↵0 = ker�0.

Lo anterior demuestra que E 0 : 0 ! A0 ↵0! B0
�0! C ! 0 es una

extensión de A0 por C.

(iv) µ hace conmutar el diagrama

µ(↵(a)) = (0,↵(a)) + K

= (0,↵(a)) + (�(a),�↵(a)) + K

= (�(a), 0) + K

= ↵0(�(a)),

y

�0(µ(b)) = �0((0, b) + K)

= �(b).

(b) Ahora sea E 00 : 0 ! A0 ↵
00
! B00

�00! C ! 0 otra extensión de A0

por C y sea µ0 : B ! B00 tal que ↵00 � � = µ0 � ↵ y �00 � µ0 = �. Sea
 : B0 ! B00 dada por  ((a0, b) + K) = ↵00(a0) + µ0(b). Claramente,  
es un homomorfismo.
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(i)  es un monomorfismo. Si  ((a0, b)+K) = 0, entonces ↵00(a0) =
�µ0(b), por lo que ��(b) = ��00(µ0(b)) = �00(↵00(a0)) = 0. Esto
significa que b 2 ker � = Im↵, por lo que existe a 2 A tal
que ↵(a) = b. Se sigue que ↵00(a0) = �µ0(b) = �µ0(↵(a)) =
µ0(↵(�a)) = ↵00(�(�a)), y dado que ↵00 es monomorfismo, a0 =
�(�a). Por lo tanto, (a0, b)+K = (�(�a),�↵(�a))+K = 0+K.

(ii)  es un epimorfismo. Si b00 2 B00, entonces �00(b00) 2 C; al ser
� epimorfismo, existe b 2 B tal que �(b) = �00(b00), y dado que
�00 � µ0 = �, �(b) = �00(µ0(b)) = �00(b00), es decir, b00 � µ0(b) 2
ker �00 = Im↵00. Se sigue que existe a0 2 A0 tal que ↵00(a0) =
b00 � µ0(b). Por lo tanto,  ((a0, b) + K) = ↵00(a0) + µ0(b) = b00.

(iii)  (↵0(a0)) =  ((a0, 0) + K) = ↵00(a0) + µ0(0) = ↵00(a0), es decir,
 � ↵0 = ↵00; �00( ((a0, b) + K)) = �00(↵00(a0)) + �00(µ0(b)) = 0 +
�(b) = �0((a0, b) + K), es decir, �00 �  = �0.

Por lo tanto, [E 0] = [E 00]. Además,  (µ(b)) =  ((0, b) + K) = ↵00(0) +
µ0(b) = µ0(b), es decir,  � µ = µ0.

(c) Por último, sean E : 0 ! A
↵! B

�! C ! 0 y F : 0 !
A

�! D
�! C ! 0 equivalentes con ' : B ! D isomorfismo, y sean

E 0 : 0 ! A0 ↵0! B0
�0! C ! 0, F 0 : 0 ! A0

�0! D0 �0! C ! 0 y
µ : D ! D0 como en el inciso (a). Entonces ⇠ = µ � ' : B ! D0

cumple �0 � � = ⇠ � ↵ y �0 � ⇠ = �, ya que

�0 � � = µ � � = µ � ' � ↵ = ⇠ � ↵,

y

� = � � ' = �0 � µ � ' = �0 � ⇠,

por lo que por el inciso (b), [E 0] = [F 0].

Denotamos por �E a la extensión E 0 de A0 por C construida en
la proposición anterior a partir de la extensión E de A por C y del
homomorfismo �.

Proposición 2.8. (a) Dada una extensión E : 0! A
↵! B

�! C ! 0
de A por C y un homomorfismo ⌫ : C 0 ! C, existe una extensión

E 0 : 0 ! A
↵0! B0

�0! C 0 ! 0 de A por C 0 y un homomorfismo
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µ : B0 ! B tales que el diagrama

0 ���! A
↵0���! B0

�0���! C 0 ���! 0
��� µ

??y ⌫

??y

0 ���! A
↵���! B

����! C ���! 0

es conmutativo.

(b) Si E 00 : 0 ! A
↵00! B00

�00! C 0 ! 0 y µ0 : B00 ! B cumplen las
condiciones anteriores, entonces [E 0] = [E 00], y el isomorfismo resul-
tante  : B00 ! B0 cumple µ �  = µ0.

(c) Si [E] = [F ], entonces [E 0] = [F 0].

Demostración. (a) Consideremos el submódulo

B0 = { (b, c0) | �(b) = ⌫(c0) }

de B � C 0, y definamos ↵0(a) = (↵(a), 0), �0(b, c0) = c0 y µ(b, c0) = b
para todo a 2 A, (b, c0) 2 B0.

(i) ↵0 es un monomorfismo. Es claro que ↵0 es un homomorfismo.
Además, dado que ↵ es monomorfismo, se sigue inmediatamente
que ↵0 también lo es.

(ii) �0 es un epimorfismo. Es claro que �0 es un homomorfismo. Sea
c0 2 C 0; entonces ⌫(c0) 2 C, y al ser � epimorfismo, existe b 2 B
tal que �(b) = ⌫(c0). Por lo tanto, (b, c0) 2 B0 y �0(b, c0) = c0.

(iii) E 0 es exacta en B0. Si a 2 A, entonces �0(↵0(a)) = �0(↵(a), 0) =
0, es decir, Im↵0 ✓ ker �0. Por otro lado, si (b, c0) 2 ker �0, en-
tonces c0 = 0. Además, �(b) = ⌫(c0) = ⌫(0) = 0, por lo que
b 2 ker � = Im↵. Entonces existe a 2 A tal que ↵(a) = b, es
decir, (b, c0) = (↵(a), 0) 2 Im↵0. Se sigue que ker �0 ✓ Im↵0. Por
lo tanto, Im↵0 = ker �0.

Lo anterior demuestra que E 0 : 0 ! A
↵0! B0

�0! C 0 ! 0 es una
extensión de A por C 0.

(iv) µ hace conmutar el diagrama. µ(↵0(a)) = µ(↵(a), 0) = ↵(a), y
�(µ(b, c0)) = �(b) = ⌫(c0) = ⌫(�0(b, c0)).
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(b) Ahora sea E 00 : 0 ! A
↵00! B00

�00! C 0 ! 0 otra extensión de A
por C 0 y sea µ0 : B00 ! B tal que µ0 � ↵00 = ↵ y � � µ0 = ⌫ � �00. Sea
 : B00 ! B0 dada por  (b00) = (µ0(b00), �00(b00)). Claramente,  es un
homomorfismo.

(i)  es un monomorfismo. Si  (b00) = 0, entonces µ0(b00) = 0 y
�00(b00) = 0. Esto significa que b00 2 ker �00 = Im↵00, por lo que
existe a 2 A tal que ↵00(a) = b00. Entonces ↵(a) = µ0(↵00(a)) =
µ0(b00) = 0, y dado que ↵ es monomorfismo, se sigue que a = 0.
Por lo tanto, b00 = ↵00(0) = 0.

(ii)  es un epimorfismo. Sea (b, c0) 2 B0. Por ser �00 epimorfismo,
existe b00 2 B00 tal que �00(b00) = c0. Además, �(b) = ⌫(c0) =
⌫(�00(b00)) = �(µ0(b00)), por lo que b�µ0(b00) 2 ker � = Im↵. Esto
significa que existe a 2 A tal que b� µ0(b00) = ↵(a) = µ0(↵00(a)).
Por lo tanto,  (↵00(a) + b00) = (µ0(↵00(a) + b00), �00(↵00(a) + b00)) =
(b, c0).

(iii)  (↵00(a)) = (µ0(↵00(a)), �00(↵00(a))) = (↵(a), 0) = ↵0(a), es decir,
 � ↵00 = ↵0; �0( (b00)) = �0(µ0(b00), �00(b00)) = �00(b00) , es decir,
�0 �  = �00.

Por lo tanto, [E 0] = [E 00]. Además, µ( (b00)) = µ(µ0(b00), �00(b00)) =
µ0(b00), es decir, µ �  = µ0.

(c) Por último, sean E : 0 ! A
↵! B

�! C ! 0 y F : 0 !
A

�! D
�! C ! 0 equivalentes con ' : D ! B isomorfismo, y sean

E 0 : 0 ! A
↵0! B0

�0! C 0 ! 0, F 0 : 0 ! A
�0! D0 �0! C 0 ! 0 y

µ : D0 ! D como en el inciso (a). Entonces ⇠ = ' � µ : D0 ! B
cumple ⇠ � �0 = ↵ y � � ⇠ = ⌫ � �0, ya que

↵ = ' � � = ' � µ � �0 = ⇠ � �0,

y
⌫ � �0 = � � µ = � � ' � µ = � � ⇠,

por lo que por el inciso (b), [E 0] = [F 0].

Denotamos por E⌫ a la extensión E 0 de A por C 0 construida en
la proposición anterior a partir de la extensión E de A por C y del
homomorfismo ⌫.
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Teorema 2.9. Sea E : 0 ! A
↵! B

�! C ! 0 una extensión de A
por C, y sean � : A! A0 y ⌫ : C 0 ! C homomorfismos. Entonces las
extensiones �(E⌫) y (�E)⌫ de A0 por C 0 son equivalentes.

Demostración. Consideremos el siguiente diagrama:

E⌫ : 0 ���! A
↵⌫���! B⌫

�⌫���! C 0 ���! 0

�

??y µ⌫

??y
���

�(E⌫) : 0 ���! A0
↵0⌫���! B0

⌫

�0⌫���! C 0 ���! 0

Por la Proposición 2.8, tenemos que

• B⌫ = { (b, c0) | �(b) = ⌫(c0) }  B � C 0,

• ↵⌫(a) = (↵(a), 0),

• �⌫(b, c0) = c0

para todo a 2 A, (b, c0) 2 B⌫ , y por la Proposición 2.7,

• B0

⌫ = (A0 � B⌫)/K⌫ donde K⌫ = { (�(a),�↵⌫(a)) | a 2 A } 
A0 �B⌫ ,

• ↵0⌫(a
0) = (a0, (0, 0)) + K⌫ ,

• �0⌫((a
0, b⌫) + K⌫) = �⌫(b⌫),

para todo a0 2 A0, b⌫ 2 B⌫ . Por otro lado, tenemos también el siguiente
diagrama:

(�E)⌫ : 0 ���! A0
↵0����! B0

�

�0����! C 0 ���! 0
��� µ�

??y ⌫

??y

�E : 0 ���! A0
↵����! B�

�����! C ���! 0

Por la Proposición 2.7, tenemos que

• B� = (A0 � B)/K� donde K� = { (�(a),�↵(a)) | a 2 A } 
A0 �B,

• ↵�(a0) = (a0, 0) + K�,
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• ��((a0, b) + K�) = �(b)

para todo a0 2 A0, b 2 B, y por la Proposición 2.8,

• B0

� = { (b�, c0) | ��(b�) = ⌫(c0) }  B� � C 0,

• ↵0�(a
0) = (↵�(a0), 0),

• �0�(b�, c
0) = c0

para todo a0 2 A0, (b�, c0) 2 B0

�. Sea  : B0

� ! B0

⌫ dada por

 ((a0, b) + K�, c
0) = (a0, (b, c0)) + K⌫ .

(i)  está bien definida. Sean (a01, b1), (a02, b2) 2 A0 � B tales que
(a01�a02, b1�b2) 2 K� y sea c0 2 C 0. Esto significa que existe a 2 A
tal que �(a) = a01�a02 y �↵(a) = b1�b2. Entonces (a01, (b1, c0))�
(a02, (b2, c0)) = (a01�a02, (b1�b2, 0)) = (�(a), (�↵(a), 0)) 2 K⌫ , por
lo que  ((a01, b1)+K�, c0) =  ((a02, b2)+K�, c0) si (a01, b1)+K� =
(a02, b2) + K� y c0 es fijo.

(ii)  es un homomorfismo. Es de rutina comprobar que  es un
homomorfismo.

(iii)  es un monomorfismo. Supongamos que  ((a0, b) + K�, c0) =
0 + K⌫ . Esto implica que

(a0, (b, c0)) 2 K⌫ = { (�(a),�(↵(a), 0)) | a 2 A },

lo que a su vez significa que existe a 2 A tal que a0 = �(a) y
(b, c0) = (�↵(a), 0), por lo que b = �↵(a) y c0 = 0. Por lo tanto,
(a0, b) = (�(a),�↵(a)) 2 K� y ((a0, b) + K�, c0) = (0 + K�, 0).

(iv)  es un epimorfismo. Es claro.

(v)  (↵0�(a
0)) =  (↵�(a0), 0) =  ((a0, 0)+K�, 0) = (a0, (0, 0))+K⌫ =

↵0⌫(a
0), es decir,  � ↵0� = ↵0⌫ .

�0⌫( ((a0, b) + K�, c0)) = �0⌫((a
0, (b, c0)) + K⌫) = �⌫(b, c0) = c0 =

�0�((a
0, b) + K�, c0), es decir, �0⌫ �  = �0�.

Por lo tanto, [�(E⌫)] = [(�E)⌫].

Debido al Teorema 2.9, al construir una extensión de A0 por C 0

utilizando una extensión E de A por C y homomorfismos � : A !
A0 y ⌫ : C 0 ! C, podemos prescindir de los paréntesis y escribir
simplemente �E⌫.
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3. Definición de la operación de grupo en Ext(C, A)

Consideremos dos extensiones E : 0 ! A
↵! B

�! C ! 0 y

E 0 : 0 ! A
↵0! B0

�0! C ! 0 de A por C. Denotemos por E � E 0 a la
extensión

0! A� A
(↵,↵0)! B �B0

(�,�0)! C � C ! 0

de A � A por C � C. Sean r : A � A ! A y � : C ! C � C
los homomorfismos dados por r(a1, a2) = a1 + a2 y �(c) = (c, c).
Por medio de las Proposiciones 2.7 y 2.8, obtenemos una extensión
r(E � E 0)� de A por C.

Proposición 3.1. Si E, E 0, F y F 0 son extensiones de A por C,
[E] = [F ] y [E 0] = [F 0], entonces [r(E � E 0)�] = [r(F � F 0)�].

Demostración. Sean

E : 0! A
↵! B

�! C ! 0,

E 0 : 0! A
↵0! B0 �

0
! C ! 0,

F : 0! A
�! D

�! C ! 0,

F 0 : 0! A
�0! D0 �0! C ! 0

extensiones de A por C tales que [E] = [F ] y [E 0] = [F 0], y considere-
mos las extensiones

E � E 0 : 0! A� A
(↵,↵0)! B �B0

(�,�0)! C � C ! 0,

F � F 0 : 0! A� A
(�,�0)! D �D0

(�,�0)! C � C ! 0.

Dado que [E] = [F ] y [E 0] = [F 0], existen isomorfismos  : B ! D
y  0 : B0 ! D0 tales que  � ↵ = �, � �  = �,  0 � ↵0 = �0 y
�0 � 0 = �0. Entonces ( , 0) : B�B0 ! D�D0 es un isomorfismo con
( , 0)�(↵,↵0) = (�, �0) y (�, �0)�( , 0) = (�, �0), por lo que [E�E 0] =
[F � F 0]. Por la Proposición 2.7(c), [r(E �E 0)] = [r(F � F 0)], y por
la Proposición 2.8, [r(E � E 0)�] = [r(F � F 0)�].

La Proposición 3.1 nos permite definir una operación binaria + en
el conjunto Ext(C, A) de clases de equivalencia de extensiones de A
por C.
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Definición 3.2. Si [E], [E 0] 2 Ext(C, A), definimos [E] + [E 0] =
[r(E � E 0)�].

Lema 3.3. La operación binaria + definida en Ext(C, A) es conmu-
tativa.

Demostración. Si E : 0 ! A
↵! B

�! C ! 0 y E 0 : 0 ! A
↵0!

B0
�0! C ! 0 son dos extensiones de A por C, entonces es claro que

 : B�B0 ! B0�B dado por  (b, b0) = (b0, b) es un isomorfismo, por
lo que [E�E 0] = [E 0�E] y por lo tanto [r(E�E 0)�] = [r(E 0�E)�],
es decir, [E] + [E 0] = [r(E �E 0)�] = [r(E 0�E)�] = [E 0] + [E].

Proposición 3.4. Para toda [E] 2 Ext(C, A), [E] + [E0] = [E], es
decir, la clase de las extensiones escindibles es un elemento neutro
respecto a +.

Demostración. Procedamos a construirr(E�E0)�. Sea D = B�A�
C. Entonces obtenemos E � E0 : 0 ! A� A

(↵,◆)! D
(�,⇡)! C � C ! 0.

Por la Proposición 2.8, obtenemos el siguiente diagrama conmutativo:

0 ���! A� A
↵����! D�

�����! C ���! 0
��� µ�

??y �

??y

0 ���! A� A
↵,◆���! D

�,⇡���! C � C ���! 0

donde

• D�  D � C tal que

D� = { (b, a, c1, c2) | (�, ⇡)(b, a, c1) = �(c2) }
= { (b, a, c1, c2) | a 2 A, (�(b), c1) = (c2, c2) }
= { (b, a, �(b), �(b)) | a 2 A, b 2 B };

• ↵�(a1, a2) = (↵(a1), a2, 0, 0),

• ��((b, a, �(b), �(b))) = �(b).

y por la Proposición 2.7, obtenemos el siguiente diagrama conmutati-
vo:

0 ���! A� A
↵����! D�

�����! C ���! 0

r

??y µr

??y
���

0 ���! A
↵r���! Dr

�r���! C ���! 0
donde
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• Dr = (A�D�)/Kr, donde Kr es tal que

Kr = { (r(a1, a2),�↵�(a1, a2)) | (a1, a2) 2 A� A },
= { (a1 + a2,�↵(a1),�a2, 0, 0) | (a1, a2) 2 A� A };

• ↵r(a) = (a, 0, 0, 0, 0) + Kr,

• �r((a1, b, a2, �(b), �(b)) + Kr) = �(b).

Sea  : Dr ! B dada por

 ((a1, b, a2, �(b), �(b)) + Kr) = ↵(a1 + a2) + b.

(i)  está bien definida. Sean

(a1
1, b1, a

1
2, �(b1), �(b1)), (a2

1, b2, a
2
2, �(b2), �(b2)) 2 A�D�

tales que su diferencia

(a1
1 � a2

1, b1 � b2, a
1
2 � a2

2, �(b1 � b2), �(b1 � b2)) 2 Kr.

Esto significa que existen a1, a2 2 A tales que a2 = a2
2 � a1

2,
a1 = a1

1�a2
1+a1

2�a2
2 y �↵(a1) = b1�b2. De esta última igualdad

se sigue que �↵(a1
1 � a2

1 + a1
2 � a2

2) = ↵(a2
1 + a2

2)� ↵(a1
1 + a1

2) =
b1 � b2, por lo que ↵(a2

1 + a2
2) + b2 = ↵(a1

1 + a1
2) + b1, es decir,

 ((a1
1, b1, a1

2,�(b1),�(b1)) + Kr) =  ((a2
1, b2, a2

2,�(b2),�(b2)) + Kr).

(ii)  es un homomorfismo. Es de rutina comprobar que  es un
homomorfismo.

(iii)  es un monomorfismo. Supongamos que

 ((a1, b, a2, �(b), �(b)) + Kr) = 0.

Esto implica que b = �↵(a1 + a2) 2 Im↵ = ker�, por lo que
�(b) = 0. Ahora, haciendo a3 = a1 + a2 y a4 = �a2, tene-
mos que a1 = a3 + a4, por lo que (a1, b, a2, �(b), �(b)) + Kr =
(a3 + a4,�↵(a3),�a4, 0, 0) + Kr = 0 + Kr.

(iv)  es un epimorfismo. Si b 2 B, basta tomar (0, b, 0, �(b), �(b))+
Kr 2 Dr.
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(v)  (↵r(a)) =  ((a, 0, 0, 0, 0) + Kr) = ↵(a), es decir,  � ↵r = ↵.

�( ((a1, b, a2, �(b), �(b)) + Kr) = �(↵(a1 + a2) + b)

= �(b)

= �r((a1, b, a2, �(b), �(b)) + Kr),

es decir, � �  = �r.

Por lo tanto, [E] = [r(E � E0)�] = [E] + [E0].

Proposición 3.5. Dada una extensión E : 0! A
↵! B

�! C ! 0 de

A por C, sea Ē : 0! A
�↵! B

�! C ! 0. Entonces [E] + [Ē] = [E0].

Demostración. Consideremos

E � E : 0! A� A
(↵,�↵)! B �B

(�,�)! C � C ! 0.

Por la Proposición 2.8, obtenemos el siguiente diagrama conmutativo:

0 ���! A� A
↵����! B�

�����! C ���! 0
��� µ�

??y �

??y

0 ���! A� A
↵,�↵���! B �B

�,����! C � C ���! 0

donde

• B�  B �B � C es tal que

B� = { (b1, b2, c) | (�, �)(b1, b2) = �(c) }
= { (b1, b2, c) | (�(b1), �(b2)) = (c, c) }
= { (b1, b2, �(b1)) | �(b1) = �(b2) }
= { (b1, b2, �(b1)) | b1 � b2 2 ker � }

(notemos que esto significa que existe a0 2 A tal que ↵(a0) =
b1 � b2),

• ↵�(a1, a2) = (↵(a1),�↵(a2), 0),

• ��(b1, b2, �(b1)) = �(b1),
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y por la Proposición 2.7, obtenemos el siguiente diagrama conmutati-
vo:

0 ���! A� A
↵����! B�

�����! C ���! 0

r

??y µr

??y
���

0 ���! A
↵r���! Br

�r���! C ���! 0

donde

• Br = (A�B�)/Kr, donde Kr es tal que

Kr = { (r(a1, a2),�↵�(a1, a2)) | (a1, a2) 2 A� A },
= { (a1 + a2,�↵(a1),↵(a2), 0) | (a1, a2) 2 A� A };

• ↵r(a) = (a, 0, 0, 0) + Kr,

• �r((a, b1, b2, �(b1)) + Kr) = �(b1).

Sea  : Br ! A� C dada por

 ((a, b1, b2, �(b1)) + Kr) = (a + a0, �(b1)),

donde ↵(a0) = b1 � b2.

(i)  está bien definida. Sean

(a1, b1, b2, �(b1)), (a2, b3, b4, �(b3)) 2 A�B�

tales que b1 � b2 = ↵(a0) y b3 � b4 = ↵(a00), y tales que su
diferencia

(a1 � a2, b1 � b3, b2 � b4, �(b1 � b3)) 2 Kr.

Esto significa que existen a3, a4 2 A tales que a1� a2 = a3 + a4,
�↵(a3) = b1�b3, ↵(a4) = b2�b4 y �(b1�b3) = 0; de esta última
igualdad se infiere que �(b1) = �(b3). Dado que b3 = b1 +↵(a3) y
b4 = b2�↵(a4), se sigue que ↵(a00) = b3�b4 = b1�b2+↵(a3+a4) =
↵(a0)+↵(a1�a2), es decir, ↵(a00�a0) = ↵(a1�a2). Puesto que ↵
es un monomorfismo, se sigue que a00� a0 = a1� a2, y por tanto
a1 + a0 = a2 + a00. Por consiguiente,  ((a1, b1, b2, �(b1)) + Kr) =
(a1 + a0, �(b1)) = (a2 + a00, �(b3)) =  ((a2, b3, b4, �(b3)) + Kr).
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(ii)  es un homomorfismo. Es de rutina comprobar que  es un
homomorfismo.

(iii)  es un monomorfismo. Supongamos que

 ((a, b1, b2, �(b1)) + Kr) = (0, 0)

y que b1 � b2 = ↵(a0). Esto significa que a + a0 = 0 y �(b1) = 0.
Dado que �(b2) = �(b1) = 0, se sigue que b1, b2 2 ker � =
Im↵, por lo que existen a1, a2 2 A tales que ↵(a1) = b1 y
↵(a2) = b2. Entonces ↵(a1� a2) = b1� b2 = ↵(a0), y al ser ↵ un
monomorfismo, a1�a2 = a0. Esto implica que a = a2�a1, y por
lo tanto, (a, b1, b2, �(b1)) = (�a1 + a2,�↵(�a1),↵(a2), 0) 2 Kr.

(iv)  es un epimorfismo. Sea (a, c) 2 A � C. Ya que � es un epi-
morfismo, existe b 2 B tal que �(b) = c. Entonces

 ((a, b, b, �(b)) + Kr) = (a, c).

(v) El siguiente diagrama es conmutativo:

 (↵r(a)) =  ((a, 0, 0, 0) + Kr) = (a, 0) = ◆(a),

es decir,  � ↵r = ◆.

⇡( ((a, b1, b2, �(b1)) + Kr) = ⇡(a + a0, �(b1)) = �(b1)
= �r((a, b1, b2, �(b1)) + Kr), es decir, ⇡ �  = �r.

0 ���! A
↵r���! Br

�r���! C ���! 0
���  

??y
���

0 ���! A
◆���! A� C

⇡���! C ���! 0

Por lo tanto, [E] + [Ē] = [E0].

Proposición 3.6. La operación binaria + definida en Ext(C, A) es
asociativa.

Demostración. Sean [E1], [E2], [E3] 2 Ext(C, A) tales que

Ei : 0! A
↵i! Bi

�i! C ! 0,
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para i = 1, 2, 3. Procedamos a construir ([E1] + [E2]) + E3. Considere-
mos

E1 � E2 : 0! A� A
(↵1,↵2)! B1 �B2

(�1,�2)! C � C ! 0.

Por la Proposición 2.8, obtenemos el siguiente diagrama conmutativo:

0 ���! A� A
↵����! B�

�����! C ���! 0
��� µ�

??y �

??y

0 ���! A� A
↵1,↵2���! B1 �B2

�1,�2���! C � C ���! 0

donde

• B�  B1 �B2 � C es tal que

B� = { (b1, b2, c) | (�1, �2)(b1, b2) = �(c) }
= { (b1, b2, c) | (�1(b1), �2(b2)) = (c, c) }
= { (b1, b2, �2(b2)) | �1(b1) = �2(b2) },

• ↵�(a1, a2) = (↵1(a1),↵2(a2), 0),

• ��(b1, b2, �2(b2)) = �2(b2),

y por la Proposición 2.7, obtenemos el siguiente diagrama conmutati-
vo:

0 ���! A� A
↵����! B�

�����! C ���! 0

r

??y µr

??y
���

0 ���! A
↵r���! Br

�r���! C ���! 0

donde

• Br = (A�B�)/Kr, donde Kr es tal que

Kr = { (r(a1, a2),�↵�(a1, a2)) | (a1, a2) 2 A� A },
= { (a1 + a2,�↵1(a1),�↵2(a2), 0) | (a1, a2) 2 A� A };

• ↵r(a) = (a, 0, 0, 0) + Kr,

• �r((a, b1, b2, �2(b2)) + Kr) = �2(b2).
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Ahora consideremos

(r(E1 � E2)�)� E3 : 0! A� A
(↵r,↵3)! Br �B3

(�r,�3)! C � C ! 0.

Nuevamente por la Proposición 2.8, obtenemos el siguiente diagrama
conmutativo:

0 ���! A� A
↵���! B

����! C ���! 0
��� µ

??y �

??y

0 ���! A� A
↵r,↵3���! Br �B3

�r,�3���! C � C ���! 0

donde

• B  Br �B3 � C es tal que

B = {((a, b1, b2, �2(b2)) + Kr, b3, c) |
(�r, �3)((a, b1, b2, �2(b2)) + Kr, b3) = �(c)}

= { ((a, b1, b2, �2(b2)) + Kr, b3, c) | (�2(b2), �3(b3)) = (c, c) }
= { ((a, b1, b2, �2(b2)) + Kr, b3, �2(b2)) | �2(b2) = �3(b3) },

• ↵(a1, a2) = (↵r(a1),↵3(a2), 0) = ((a1, 0, 0, 0) + Kr,↵3(a2), 0),

• �((a, b1, b2, �2(b2)) + Kr, b3, �2(b2)) = �2(b2),

y nuevamente por la Proposición 2.7, obtenemos el siguiente diagrama
conmutativo:

0 ���! A� A
↵���! B

����! C ���! 0

r

??y µ0
??y

���

0 ���! A
↵0���! B0

�0���! C ���! 0

donde

• B0 = (A�B)/K, donde K es tal que

K = { (r(a1, a2),�↵(a1, a2)) | (a1, a2) 2 A� A },
= {(a1 + a2, (�a1, 0, 0, 0) + Kr,�↵3(a2), 0)|

(a1, a2) 2 A� A} ;
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• ↵0(a) = (a, Kr, 0, 0) + K,

• �0((a1, (a2, b1, b2, �2(b2)) + Kr, b3, �2(b2)) + K) = �2(b2).

De igual manera procedamos a construir [E1] + ([E2] + [E3]). Con-
sideremos

E2 � E3 : 0! A� A
(↵2,↵3)! B2 �B3

(�2,�3)! C � C ! 0.

Por la Proposición 2.8, obtenemos el siguiente diagrama conmutativo:

0 ���! A� A
�����! D�

�����! C ���! 0
��� ⌫�

??y �

??y

0 ���! A� A
↵2,↵3���! B2 �B3

�2,�3���! C � C ���! 0

donde

• D�  B2 �B3 � C es tal que

D� = { (b2, b3, c) | (�2, �3)(b2, b3) = �(c) }
= { (b2, b3, c) | (�2(b2), �3(b3)) = (c, c) }
= { (b2, b3, �2(b2)) | �2(b2) = �3(b3) }

• ��(a1, a2) = (↵2(a1),↵3(a2), 0),

• ��(b2, b3, �2(b2)) = �2(b2),

y por la Proposición 2.7, obtenemos el siguiente diagrama conmutati-
vo:

0 ���! A� A
�����! D�

�����! C ���! 0

r

??y ⌫r

??y
���

0 ���! A
�r���! Dr

�r���! C ���! 0

donde

• Dr = (A�D�)/Lr, donde Lr es tal que

Lr = { (r(a1, a2),���(a1, a2)) | (a1, a2) 2 A� A },
= { (a1 + a2,�↵2(a1),�↵3(a2), 0) | (a1, a2) 2 A� A };
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• �r(a) = (a, 0, 0, 0) + Lr,

• �r((a, b2, b3, �2(b2)) + Lr) = �2(b2).

Ahora consideremos

E1 � (r(E2 � E3)�) : 0! A� A
(↵1,�r)! B1 �Dr

(�1,�r)! C � C ! 0.

Nuevamente por la Proposición 2.8, obtenemos el siguiente diagrama
conmutativo:

0 ���! A� A
����! D

����! C ���! 0
��� ⌫

??y �

??y

0 ���! A� A
↵1,�r���! B1 �Dr

�1,�r���! C � C ���! 0

donde

• D  B1 �Dr � C es tal que

D = {(b1, (a, b2, b3, �2(b2)) + Lr, c) |
(�1, �r) (b1, (a, b2, b3, �2(b2)) + Lr) = �(c)}

= { (b1, (a, b2, b3, �2(b2)) + Lr, c) | (�1(b1), �2(b2)) = (c, c) }
= { (b1, (a, b2, b3, �2(b2)) + Lr, �2(b2)) | �1(b1) = �2(b2) }

• �(a1, a2) = (↵1(a1), �r(a2), 0) = (↵1(a1), (a2, 0, 0, 0) + Lr, 0),

• �(b1, (a, b2, b3, �2(b2)) + Lr, �2(b2)) = �2(b2),

y nuevamente por la Proposición 2.7, obtenemos el siguiente diagrama
conmutativo:

0 ���! A� A
����! D

����! C ���! 0

r

??y ⌫0

??y
���

0 ���! A
�0���! D0 �0���! C ���! 0

donde

• D0 = (A�D)/L, donde L es tal que

L = { (r(a1, a2),��(a1, a2)) | (a1, a2) 2 A� A },
= {(a1 + a2,�↵1(a1), (�a2, 0, 0, 0) + Lr, 0)|

(a1, a2) 2 A� A} ;
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• �0(a) = (a, 0, Lr, 0) + L,

• �0((a1, b1, (a2, b2, b3, �2(b2)) + Lr, �2(b2)) + L) = �2(b2).

Sea  : B0 ! D0 dada por

 ((a1, (a2, b1, b2, �2(b2)) + Kr, b3, �2(b2)) + K)

= (a1, b1, (a2, b2, b3, �2(b2)) + Lr, �2(b2)) + L.

(i)  está bien definida. Sean (a1, (a2, b1, b2, �2(b2))+Kr, b3, �2(b2))+
K y (a01, (a

0

2, b
0

1, b
0

2, �2(b02))+Kr, b03, �2(b02))+K dos elementos de
B0 tales que

(a1�a01, (a2�a02, b1�b01, b2�b02,�2(b2�b02))+Kr, b3�b03,�2(b2�b02))2K.

Esto significa que �2(b2� b02) = 0, y que existen a3, a4 2 A tales
que a1 � a01 = a3 + a4, �↵3(a4) = b3 � b03, y

(a2 � a02 + a3, b1 � b01, b2 � b02, �2(b2 � b02)) 2 Kr,

y esto último significa a su vez que existen a5, a6 2 A tales que
a2 � a02 + a3 = a5 + a6, �↵1(a5) = b1 � b01, y �↵2(a6) = b2 � b02.
Sean a03 = a5, a04 = a3 + a4 � a5, a05 = a6 y a06 = a4. Entonces

a2 � a02 + a04 = a5 + a6 � a3 + a3 + a4 � a5

= a6 + a4

= a05 + a06,

b2 � b02 = �↵2(a6)

= �↵2(a
0

5),

b3 � b03 = �↵3(a4)

= �↵3(a
0

6),

por lo que (a2 � a02 + a04, b2 � b02, b3 � b03, �2(b2 � b02)) 2 Lr, es
decir,

(a2 � a02, b2 � b02, b3 � b03, �2(b2 � b02)) + Lr = (�a04, 0, 0, 0) + Lr;
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además,

a1 � a01 = a3 + a4

= a5 + a3 + a4 � a5

= a03 + a04,

b1 � b01 = �↵1(a5)

= �↵1(a
0

3),

por lo que

(a1�a01, b1�b01, (a2�a02, b2�b02, b3�b03, �2(b2�b02))+Lr, �2(b2�b02))

2 L, es decir,

(a1, b1, (a2, b2, b3, �2(b2)) + Lr, �2(b2)) + L =

(a01, b
0

1, (a
0

2, b
0

2, b
0

3, �2(b
0

2)) + Lr, �2(b
0

2)) + L,

y por lo tanto,

 ((a1, (a2, b1, b2, �2(b2)) + Kr, b3, �2(b2)) + K) =

 ((a01, (a
0

2, b
0

1, b
0

2, �2(b
0

2)) + Kr, b03, �2(b
0

2)) + K).

(ii)  es un homomorfismo. Es de rutina comprobar que  es un
homomorfismo.

(iii)  es un monomorfismo. Supongamos que

 ((a1, (a2, b1, b2, �2(b2)) + Kr, b3, �2(b2)) + K) 2 L.

Esto significa que �2(b2) = 0, y que existen a3, a4 2 A tales
que a1 = a3 + a4, b1 = �↵1(a3) y (a2 + a4, b2, b3, �2(b2)) 2 Lr,
donde esto implica a su vez que existen a5, a6 2 A tales que
a2+a4 = a5+a6, b2 = �↵2(a5) y b3 = �↵3(a6). Sean a03 = a1�a6,
a04 = a6, a05 = a3 y a06 = a5. Dado que a2 + a4 = a5 + a6,
a2 + (a3 + a4) = a3 + a5 + a6, es decir, a2 + a1 = a05 + a06 + a6;
se sigue que a2 + a03 = a2 + (a1 � a6) = a05 + a06. Además, b1 =
�↵1(a05), b2 = �↵2(a06), por lo que (a2 + a03, b1, b2, �2(b2)) 2 Kr,
es decir, (a2, b1, b2, �2(b2)) + Kr = (�a03, 0, 0, 0) + Kr. También,
a1 = (a1 � a6) + a6 = a03 + a04 y b3 = �↵3(a04). Por lo tanto,
(a1, (a2, b1, b2, �2(b2)) + Kr, b3, �2(b2)) 2 K.
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(iv)  es un epimorfismo. Es claro.

(v) El siguiente diagrama es conmutativo:

0 ���! A
↵0���! B0

�0���! C ���! 0
���  

??y
���

0 ���! A
�0���! D0 �0���! C ���! 0

 (↵0(a)) =  ((a, Kr, 0, 0) + K) = (a, 0, Lr, 0) + L = �0(a), es
decir,  � ↵0 = �0.

�0( ((a1, (a2, b1, b2, �2(b2)) + Kr, b3, �2(b2)) + K) =

�0((a1, b1, (a2, b2, b3, �2(b2)) + Lr, �2(b2)) + L) =

�2(b2) =

�0((a1, (a2, b1, b2, �2(b2)) + Kr, b3, �2(b2)) + K),

es decir, �0 �  = �0. Por lo tanto,

([E1] + [E2]) + [E3] = [E1] + ([E2] + [E3]).

De este modo hemos demostrado que (Ext(C, A), +) es un grupo
abeliano.
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