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Espacios L, no conmutativos

Gildardo Barrientos Roberto Quezada

Resumen
Siguiendo la referencia [2], presentamos una construc-
cién elemental de los espacios L, no conmutativos para
matrices complejas n X n.

Palabras clave: Valores singulares, normas de Schatten, normas de Ky
Fan, normas Unitariamente Invariantes, desigualdades tipo Minkowski.

Clasificacién de la AMS: 15A60, 81P45.

1. Introduccioén.

Los espacios L, no conmutativos, también llamados ideales de
Schatten, son una herramienta fundamental en Anédlisis Matematico.
Sus aplicaciones recientes en Probabilidad Cuantica y Teoria Cuanti-
ca de la Informacién son muy interesantes, al respecto, consultense
por ejemplo las referencias [3], [4], [5] v [9]. En este trabajo presenta-
mos una construccion elemental de estos espacios en dimensién finita,
es decir para matrices complejas n x n, siguiendo la referencia [2].
Incluiremos sélo aquellas demostraciones que son ilustrativas e intere-
santes, el lector puede consultar la demostracion de cada resultado
incluido en este trabajo en [1]. Para el caso de dimensién infinita se
puede consultar la referencia [6].

Los conceptos de mayorizacion y matriz estocastica son centrales
en este trabajo. Introducimos estos conceptos en la Seccién 2 y dis-
cutimos algunas de sus consecuencias importantes. En la Seccion 3
discutimos los conceptos de funcion simétrica y calibrada y norma
unitariamente invariante, con ayuda de los cuales definimos las p-
normas de Schatten. En la Seccién 4 presentamos las desigualdades
tipo Minkowski de E. Carlen y E. Lieb [3], [4], asi como su aplicacién
para demostrar la subaditividad fuerte de la entropia de von Neumann.
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2. Mayorizacién y matrices biestocasticas.
2.4. Mayorizacion.

Sea z = (71, ...,7,) € R", denotaremos por x' y z' a los vectores
obtenidos a partir de x reordenando las coordenadas en forma decre-
ciente y en forma creciente respectivamente, es decir:

(i) ot = (zf, ..., 2}) donde 2t >zl > .. >l
(i) ' = (zl, ... x]) donde 2] < 2] < ... <al.

Obsérvese que

Pr——

j n—j+1 J :1,...,n.

Definicién 2.1. Dados x,y € R™ decimos que x es mayorizado por
y, escribiremos x <y, st se cumplen las condiciones:

k k
ij < Zy]l, para cada 1 <k <n vy (1)
7=1

Tr(x) := ij = Zyji = Tr (y). (2)

A la ultima igualdad le llamaremos condicion de la traza.

Ejemplo 2.2. Siz; >0y > 7 x; =1, entonces

11
(-,...,-) < (21,..1,) < 1= (1,0, ...,0).

n n

La nociéon de mayorizacion ocurre naturalmente en varios contex-

tos de la vida real. Por ejemplo, en Fisica: supéngase que Tr(z) =

Z x; = 1 y que un sistema fisico se describe mediante una cadena de
j=1

Markov con espacio de estados S = {1,--- ,n}, si z; > 0 es la proba-
bilidad de que el sistema se encuentre en el estado 7; entonces dadas
dos distribuciones de probabilidades x = (z1,- -+ ,zn), ¥ = (Y1, Yn),
tenemos que

r<y= H(z) > H(y)
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n

donde H(z) = —Z z;log(z;) es la entropia de Shannon, véase la

Proposicién 3.9. E‘Zsté) significa que la distribucién y es mas desorde-
nada (o cadtica) que z.

Otro ejemplo ocurre en Economia, si x4, ..., %, , y1, ..., y, denotan
los ingresos de n—individuos, entonces x < y significa que hay una dis-
tribucién més equitativa en el estado = que en el estado y. El ejemplo
anterior ilustra este hecho.

Denotaremos por e al vector (1,1,...,1) y para cualquier subcon-
junto I de {1,2,...,n}, e; denotard la funcién indicadora de I y |I| su

n

cardinalidad. Nétese que podemos escribir Tr (x) := Z(m, e), donde
j=i
(-,-) es el producto interior en R™.

Las siguientes proposiciones se demuestran facilmente a partir de
la Definicién 2.1.

Proposicién 2.3. Sea v = (z1, -+ ,x,) € R", para cada 1 < k < n,
se tiene que
k
! [
r; = max(r,ey).
Zl J |I|=k< ) I>
j:

Proposiciéon 2.4. x < y st y sélo si para cada subconjunto I de
{1,2,...,n} existe J tal que |I| = |J|,

(z,er) = (y,es) y o Tr(z)=Tr(y).
Definicién 2.5. Diremos que un vector x es submayorizado débil-
k k
mente por un vector y Si Zx]l < Zy}, k=1,2,...,n. Escribire-
j=1 j=1
mos x <, Y.
De manera andloga diremos que un vector r es supermayoriza-
k k
do débilmente por un vector y si Zx; > Zy;, k=1,2,...n. Y

Jj=1 Jj=1
escribiremos x <“ y.

No es dificil demostrar las siguientes propiedades.

Proposicién 2.6. (i) © <y si y sélo si x <, y, v < y.
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(i) Si o es un numero positivo, entonces r <, y = ar <, Ay,
< y=ar <Y ay.

(iti) x <,y & —x < —y.
(iv) Va e R, z <y = azr < ay.

Cada una de las relaciones <, <,,, <“ es reflexiva y transitiva, pero
ninguna define un orden parcial. Por ejemplo, si z < yy vy < =,
solo podemos decir que Py = =z, donde P es una matriz de per-
mutacién, es decir, si P = (pij)i<ij<n entonces p; = dq();, donde
o € S,. Escribiremos P € S, si P es una matriz de permutacion.
Se demuestra facilmente que tenemos una relaciéon de equivalencia si
definimos = ~ y cuando x = Py para alguna P € S,. Si denotamos

por R, = R"/ ~, entonces claramente < define un orden parcial
en RY . Esta relacion también es un orden parcial sobre el conjunto
{r € R" : xy > --- > x,}. La misma afirmacién se cumple para las

relaciones <, y <“.
Para a,b € R escribiremos

aVb=mix(a,b), aAb=min(a,b).
Y para z,y € R" definimos

VY = (21VY1, T2V Y2, ooty TV Yn), TAY = (T1AY1, T2 AY2, ooy T AYn)-

Ademds, sean 2t =z V0, |z] =2z A (—x).

Nétese que 7 es el vector obtenido al reemplazar las coordenadas
negativas de x por ceros y |z| es el resultado de tomar el valor absoluto
en cada coordenada del vector.

Con las definiciones anteriores tenemos el siguiente resultado, que
caracteriza la mayorizacion sin apelar al reordenamiento de las coor-
denadas.

Teorema 2.7. Sean x,y € R", entonces se cumplen
(i) © <,y siy sdlo siVt € R, Z (z; —t)" < Z(yj -t
j=1 j=1

(i) © <¥y si y sdlo si para cualquier t € R,

n

Z (t—a;)" < Z (t—y)™

j=1
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(11i) x <y siy solo si ¥Vt € R, Z|xj—t|§2|yj—t|.

j=1 j=1

2.5. Matrices biestocasticas.

En la presente seccion definiremos el concepto de matriz biestocasti-
ca y demostraremos algunos resultados que relacionan a estas matrices
con la mayorizacién.

Definicién 2.8. Dada una matriz A € M,,, decimos que es una matriz
biestocdstica si cumple

a;; > 0, Zaij:L y Zaijzl,V1§i7j§n.
i=1

j=1

La matriz A se llama estocastica si sélo satisface la primera y
ultima condiciones. Las matrices estocasticas aparecen en Probabili-
dad como funciones de transicién de cadenas de Markov.

Definicién 2.9. Diremos que

(i) A:C" — C" preserva la positividad si la imagen de cada vector
con coordenadas no negativas es un vector con coordenadas no
neqativas.

(ii)) A € M, preserva la traza si Tr (Az) = Tr (x) para cualquier x.
(ii) A € M,,, preserva la unidad si Ae = e.

Proposicién 2.10. Una matriz A € M,,, es biestocdstica si y sélo si
cumple con las condiciones de la Definicion 2.9.

Demostracion. Supongamos que A € M, es matriz biestocdastica y sea
x € C" tal que z; > 0, para toda 7 = 1,...,n. Entonces es claro que
n

Yi = Zaijxj > 0, pues a;; > 0, para toda 1 <4,j <n, por tanto, A
j=1
preserva positividad. Ahora,

n n n n

Tr (Az) = Z (Z aij:vj) = ij<Zaij) = : z; = Tr(z),

=1 j=1 j=1 i=1 j=
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n
pues g a;; = 1. Es decir A preserva traza. Finalmente,
i=1
n

Ae=A(1,...,1) = <zn:a1j,...,zanj> — (L1, 1) =e
j=1

Jj=1

Reciprocamente, si A preserva la positividad, tomando e; el j-
ésimo elemento de la base canénica 1 < j < n, obtenemos que Ae; =
(a1j,as;,- -+ ,an;) tiene coordenadas no negativas para cada j. En-
tonces a;; > 0 para cada 1 <17,j < n.

Si A preserva la traza, para cada vector x € C" se tiene la identidad

Xn: (i (Mjl'j) = zn:xj, asi tomando x = e; tenemos (2": aij — 1)

i=1 j=1 j=1 i=1
n

= 0, para toda 7 = 1,2,...,n. En consecuencia Za“ = 1 para toda
i=1
7=1...,n.

n
Finalmente, si A preserva la unidad tenemos que (Z aij)
Jj=1 7
n
(1,1,...,1) de donde se obtiene que Zaij =1, paratodai=1,...,n.
j=1
Esto demuestra que la matriz es biestocastica. O

Teorema 2.11 (Birkhoff). Las matrices biestocdsticas de tamano n x
n son un conjunto cerrado bajo la multiplicacion de matrices y la toma
de adjuntos, ademads este conjunto es convero y sus puntos ertremos
son las matrices de permutacion.

Teorema 2.12. Una matriz A € M,, es biestocdstica si y solo si
Ax <z V.

Proposiciéon 2.13. Sea A una matriz biestocdstica, entonces, todos

sus valores propios tienen mddulo < 1, 1 es valor propio de A y ||A|| =
1, donde ||A|| = sup ||Az].

llzll=1
Demostracion. Sea A matriz biestocastica, por la Proposicion 2.10
preserva la unidad y, por lo tanto, 1 es valor propio de A con vector
propio asociado e = (1,1,...,1). Por el Teorema 2.12 tenemos que
Ax < x, Vx. Sea x vector propio de A con valor propio asociado A,
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entonces Az < x y por (ii7) de la Proposicién 2.7, lo anterior se cumple
siysolosiVteR

k
> (M), —t|<Z|xj t), 1<k<n.
7=1

k k
Tomando ¢ = 0 se obtiene que |/\|Z|a7]| < Z|x]~|, 1 <k <n
j=1 j=1
Consecuentemente |\ < 1.
Finalmente, ||A|| = max{|\;| : A es valor propio de A} =1, pues 1
es valor propio de A. O]

Proposicién 2.14. §i A € M,, es matriz biestocdstica, entonces
| Az| < A(Jz]),

donde |z| = (|x1|, ..., |zn]) y escribiremos x < y siempre que x; < y;
para toda i =1,...,n

Proposiciéon 2.15. (i) Dados z,y € R* y 0 <t <1 se tiene
(x1,m2) = (tyr + (1 — O)yo, (1 — t)y1, +tys) si y sdlo si x < y.

(ii) Sean z,y € R™ tales que x se obtiene promediando cualesquiera
dos coordenadas de y como en (i), dejando fijas a las demds
coordenadas. Entonces © < y.

Esto motiva la siguiente definicién.

Definicién 2.16. Diremos que una aplicacion lineal T' sobre R™, es
una t-transformacion si existen 0 <t <1 e indices i, ] tales que:

Ty = (yi, oty (1-— t)yj;, ...,\(1 —t)y; + ty;, ey Yn)- (3)
s )
Proposicion 2.17. Dada una t—transformacion, entonces Ty < y
para toda y € R™.

Teorema 2.18. Para toda z,y € R", las siguientes afirmaciones son
equivalentes

(i) © <y;
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(ii) = se obtiene a partir de y mediante un numero finito de t-
transformaciones;

(iii) x pertenece a la envolvente convera de todos los vectores obtenidos
al permutar las coordenadas de y;

(iv) © = Ay para alguna matriz biestocdstica A.

Proposicién 2.19. (i) Si U = (u;;) es una matriz unitaria, entonces
la matriz (Juij|?) es biestocdstica. Le llamaremos matriz uni-estocdstica
y se llamara ortoestocdstica si U es ortogonal real.

(11) Si x = Ay para alguna matriz biestocdstica A, entonces existe
una matriz ortoestocastica B tal que x = By

Teorema 2.20 (Lema de Schur). Sea A, una matriz hermitiana
(A = A*); sea diag (A) el vector formado con los elementos en la
diagonal de A y sea A(A) el vector cuyas coordenadas son los valores

propios de A especificados en cualquier orden. Entonces diag(A) <
A(A).

Demostracion. Como A es matriz hermitiana, por el teorema espectral
existe una matriz U unitaria tal que A = Udiag (\(A))U*. Es decir,

Do WAL e D Ui ATy
A= f | - (4)

n —_— n JRE—
DGt UngAUTG e Dy U Al

: n D n _
De esta manera diag (A) = <Zj:1 (CY2VITY I Py unj)\junj>, en-
tonces podemos escribir

Qi — Z |uij|2)\j.
J

Esto implica que diag (A) = SA(A), donde S es la matriz S = (Ju;;|?),
que es biestocdstica por la parte (i) de la Proposicién 2.19. Ahora, una
aplicacién de la parte (i) del Teorema 2.18 nos permite concluir que

diag(A) < A(A). O

Teorema 2.21 (Principio del maximo de Ky Fan). Si A(A) es el
vector de valores propios de una matriz hermitiana A, entonces para
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toda k =1,2,...,n

k

> A =max > (xy, Axy). (5)
j=1 j=1

Donde el maximo es tomado sobre todas las k—uplas de vectores ortonor-

males {x1,--- ,x,} en C".

Demostracion. Sea {xi,...,x;} un conjunto ortonormal en C", que

podemos completar a una base ortonormal {xy, ..., T, ..., x, } en C". Si

(a;;) es la matriz de A respecto de esta base, entonces a;; = (z;, Az;),
m m

1 <i,7 < n.Por el Lema de Schur, tenemos que Z (xj, ij)l < Z )\]L,
j=1 j=1

1 <m < n. En particular, si {1, ..., xx } es un subconjunto ortonormal

de vectores propios de A, entonces

k k
Z(@,Axa Z (xj, \jx;) —Z)\]l-.
j=1 j=1 j=1

Es decir, la suma se satura alcanzando su maximo. Esto demuestra el
Teorema. [

Proposicion 2.22. El principio del mazximo de Ky Fan y el Lema de
Schur son equivalentes.

Demostracion. En la demostraciéon del resultado anterior se vié que el
Lema de Schur implica el Principo del maximo de Ky Fan. Ahora, el
Principio del maximo de Ky Fan implica que para cada 1 < k < n se
tiene

k

k
ZA]L = mzixz (xj, Az;) >

j=1 j=1 j=1 =1

-

(aj, Azj)t =) Jaf. (6)

n

IVE

Ademas si k = n el maximo del lado izquierdo se alcanza en la base
ortonormal {1, - ,x,} de los vectores propios de A y la desigualdad
anterior se convierte en igualdad. Es decir la condicién de la traza
también se cumple. Esto demuestra la proposicion. O

Proposiciéon 2.23. Sean A, B matrices hermitianas, entonces para
toda k=1,...n
k

D OAA+B) <D A(A) + ) M(B). (7)

j=1 j=1
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Demostracion. Usando el Teorema 2.21

Z M(A+ B) =médx Y (x;,(A+ B)z;) <méx Y (x;, Az;) (8)

=1 j=1
k k k
+max » (v, Bry) = A(A) + D A(B), (9)
j=1 j=1 j=1
donde {x1,- - ,zx} es un subconjunto ortornormal en C™. [

Dada una matriz A de tamano n x n, decimos que B es la raiz
cuadrada de la matriz A si B- B = A y el valor absoluto |A| se
define mediante la relacién |A| = vV A*A. A los valores propios de la
matriz |A| tomando en cuenta sus multiplicidades se les llaman valores
singulares de A.

Proposicion 2.24.

(a) Para cualquier matriz A, sea A la matriz:

= 0 A
i-(0 4.

Entonces A es hermitiana y sus valores propios son los valores singu-
lares de A junto con sus negativos.

(b) Sean s1(A),...,s,(A) los valores singulares de A ordenados en
forma decreciente, entonces para cualesquiera matrices A, B y todo
k=1,2,...,n se cumple

k k

D si(A+B) <) si(A)+ > si(B).

J=1 Jj=1 J=1

Demostracién. Es facil ver que A es hermitiana. Sea A un valor propio
de A, con vector propio (X7, Xs). Entonces tenemos que AXs = A X
y A*X; = AX,, como A es hermitiana \ € R, consecuentemente
|APPX, = A*AX, = MA*X; = A2X,. Por lo tanto [A| = VA2 es un
valor singular de A. Reciprocamente, si W*AQ = S es la descomposi-
cién de valores singulares de A, es decir, S = diag(s1(4), ..., sn(A)),
W es la matriz unitaria cuyas columnas IW; son los vectores propios de
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A*A'y @) es la matriz unitaria cuyas columnas (); son los vectores pro-
pios de AA* correspondientes a los valores propios sjz (A), 1<j<n.
Entonces para cada j tenemos que

AQ; = s;(AW;, vy AW, = 5;(A)Qy,

es decir, s;(A) y —s;(A) son valores propios de A con vectores propios
asociados (W}, Q;) v (—=W;, Q);), respectivamente. Esto demuestra (a).
Sean Ay B como en (a). Por la Proposicién 2.23 tenemos que

Pero por el inciso anterior, para 1 < k < n podemos escribir

k k
ZSJ (A+ B) Zs] +ZSJ
J=1 j=1

J=1

Ea

pues los negativos de los valores propios de |A| aparecen después de
la posicién n. O

Si en la proposicién anterior, tomamos k = 1 obtenemos que s;(A+
B) < s51(A)+s1(B), que es la desigualdad del tridangulo para la norma
de operadores, i.e., ||[A+ B|| <||A|| +||B]|-

3. Normas simétricas sobre C"
3.6. Normas en C"

Para cada = (21,...,2,) € C"ycada 1 <p < o0

n 1/p
el = (z |xj|p>

[|#]loc = méx ||
1<i<n

Es bien conocido que estas relaciones definen normas en C".
Las siguientes propiedades se demuestran facilmente.

Proposicién 3.1. Para toda x € C" y toda 1 < p < 0o se cumplen
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(i) Propiedad del médulo o calibracion. ||z||, = || |x| ||, , donde el vector
|z| se define mediante |x| = (|z1], ..., |zn]).
(11) Propiedad de monotonia. ||x||, < ||y|, siempre que |x| < |y| donde
ésta ultima desigualdad significa que |z;| < |y;| para toda 1 < j < n.
(11i) Propiedad de simetria. ||z||, = ||Px|, VP € S,.
Observacion 3.2. Supongamos que el espacio es de dimension in-
finita y estda dotado de la p-norma, es decir se trata del espacio (.
Las primeras dos condiciones en la proposicion 3.1 se cumplen clara-
mente pues las sucesiones en £, son absolutamente convergentes. Y
por el teorema de reordenamiento de series la ultima condicion en la

Proposicion 3.1 también se cumple. Entonces la proposicion también
es valida en los espacios €.

Proposicion 3.3. Una norma en C" es calibrada st y solo si es
monotona.

3.7. Normas simétricas y calibradas

Por la propiedad de calibracion vista en la secciéon anterior, las
normas simétricas y calibradas en C" estan determinadas por aquellas
en R™.

Definicién 3.4. Una funcion ® : R” — R, es simétrica y calibrada
St

(i) ® es una norma.

(ii) ®(Px) = ®(z) para toda x € R" y toda P € S,,.
(111) ®(e121,...,e02n) = P(21,...,2y), dondec; = £1,j =1,2, ..., n.
(i) (1) = ®(1,0,...,0) =1, decimos que O esta normalizada.

Por la condicién (744) una funcién simétrica y calibrada estd deter-
minada por sus valores en R

Definicién 3.5. Sea © € R" y supongase que sus coordenadas son
ordenadas de tal forma que |x1| > |z3| > -+ > |z,|. Parak =1,2,...,n
la norma de Ky Fan se define como

Dy (z) = Z |- (10)
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Por las propiedades del médulo, la funcion @) es claramente
una funcién simétrica y calibrada. Ademds ®1)(z) = |21] = ||7||o ¥
Py (x) = ||x||1. Usaremos también || - ||y para referirnos a la k-ésima
norma de Ky Fan, con paréntesis en el subindice para no confundirla
con la p-norma.

Proposicién 3.6.
(i) Toda funcion simétrica y calibrada es continua.

(ii) Sea ® una funcion simétrica y calibrada. Entonces para toda x €
R, 2]l < @(z) < |lz]]1.

(111) Sea ® funcion simétrica y calibrada y sean 0 <t; <1, entonces
D(ty1, .y tpy) < O(2).

(iv) Toda funcion ® simétrica y calibrada es mondtona en R’}

(v) Sean x,y € R"™ tales que |z| < |y|, entonces ®(x) < ®(y).

Consideraremos funciones ¢ : R* — R™, cuyo dominio es todo
R™ o bien un subconjunto de este espacio que es convexo e invariante
bajo la permutacién de sus coordenadas. Dados dos vectores en R",
T = (21,..s%0), Yy = (Y1, ..., Yn), escribiremos x < y si z; < y;, 1 <
J < n. Retomando el concepto mayorizacién presentado en la seccion
anterior introducimos ahora la siguiente.

Definicién 3.7. Diremos que una funcion ® : R™ — R™ es
(i) isotona si

r=<y= d(x) <, ¢(y) (11)

(ii) fuertemente isotona si
T <,y= d(x) <, P(y); (12)
(iii) mondtona creciente si x <y implica (z) < P(y);
(iv) convexa si
Otz + (1 —t)y) <t®(z)+ (1 —t)®(y), 0<t <1, z,yeR™

Sim = 1 la submayorizacion <, en el lado derecho de (11) se
convierte en desigualdad. En este caso las funciones isotonas también
se llaman Schur-convexas o bien S-convexas.
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Teorema 3.8. Sea ® : R — R™ una aplicacion convezra. Supdéngase
que para toda P € S, existe P' € S, tal que

O(Pz) = P'd(x) Yz € R™, (13)

Entonces ® es isotona. St ademas ® es mondtona creciente entonces
es fuertemente isotona.

Proposicion 3.9. La funcion —H, donde H es la entropia de Shan-
non, es una funcion isotona.

Demostracion. Para > 0 sea ¢(x) = xlog(z), con la convencién de
que 0log(0) = 0. Como ¢ es una funcién convexa se tiene que —H (x) =

Z ¢(x;) es convexa. Ademds es claro que —H (x) es invariante bajo

j=1
permutaciones de las coordenadas de x.

Supéngase que z < y, entonces por el inciso (iii) del Teorema 2.18,

para 1 < j < n, existen P; € S, y 0 <t; <1 con thzl tales
j=1
que r = thPjy. Por la convexidad de —H y su invarianza bajo

J=1
permutaciones se obtiene que

- thH(Pjy) = —H(y).

]

Proposicién 3.10. Sean z,y € R". St x <, y entonces &(z) < P(y)
para toda funcion ® simétrica y calibrada.

Demostracion. Por ser norma @ es convexa, por la simetria se cumple
la identidad (13) para toda P € S,, con P’ = Id. Entonces por el
Teorema 3.8, ® es fuertemente isotona, es decir ®(z) < ®(y). O

Proposiciéon 3.11. Sea (ID(k (+)
E=1,2...,n Si ®u(r) < Pp
toda v,y € R”, entonces d(z) <
y calibrada y para toda x,y € R™.

la k-ésima norma de Ky Fan, para
y(y) para toda k = 1,2,...,n y para
®(y) para toda funcion ® simétrica
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Demostracion. Supéngase que @y(x) < Py (y) para toda k = 1,2,
.., n por la Definicién 3.5 tenemos que |z| <, |y|, entonces de la
Proposicién 3.10 se tiene que para toda ® funcién simétrica y calibrada
®(|z]) < P(|y]). En consecuencia ®(z) < ®(y) por la propiedad de
calibracion. [

Proposicién 3.12. (Desigualdad de Young) Sean p,q,r € Ry tales
que % + % = % Entonces para cada funcion simétrica y calibrada ® y
cada x, y € R" se cumple

[@(|z - y|")]"" < [@(|2[P)]V7 [@(y|7) . (14)

La desigualdad que se obtiene tomando r = 1 en (14) es la desigual-
dad de Holder para funciones simétricas y calibradas. Si tomamos
r =1y p=2en (14) obtenemos la desigualdad de Cauchy-Schwarz
para funciones simétricas y calibradas.

Si ® = @, y r = 1 la desigualdad (14) se reduce a la bien conocida
desigualdad de Holder para las p-normas en C™.

Teorema 3.13 (Desigualdad de Minkowski). Sea ® una funcion si-
métrica y calibrada, sea p > 1, entonces para toda x,y € R™ se cumple

[@(lz+ ") < [@ ()] + [@(lyl)] (15)

Noétese que si @ = @, tenemos
n 1/p n 1/p n 1/p
(Simeur) = (Swk) +(Twr)
j=1 j=1 j=1
que es la desigualdad de Minkowski para la p-norma.

3.8. Normas en C" unitariamente invariantes

En esta seccion C" denotara el espacio de Hilbert C" dotado del

producto interno (-, -) y con la norma asociada || - ||. Si A € M,, ||A]|
denotard su norma como operador, definida como
[All = sup [[Az|[cn. (17)
llzll=1

Si A € M,, su médulo |A| se define por |[A] = (A*A)Y2, donde
(A*A)Y/? es la raiz cuadrada positiva del operador positivo A*A.

Denotaremos por s(A) = (s1(A),s2(A),...,s,(A)) al vector de
valores singulares de A ordenados de manera que s1(A) > s9(A4) >
N sn(A).
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Proposicién 3.14. Sea A operador lineal en C", entonces
[A]] = [[AT] = s1(A). (18)

Proposiciéon 3.15. Si U, V' son operadores unitarios sobre C" en-
tonces

UAV|=V*AlV (19)
y ademas

[Al = [UAV]. (20)
Demostracion. Sean Uy V operadores unitarios, entonces

UAVP =UAV)(UAV)= (VA" U*)(UAV)
=V*A* IdAV = V*|APV = V* |[A|VV* |A|V
= (V*|A| V)2

Asi, extrayendo la raiz cuadrada tenemos |U AV| = V*|A| V. Aho-
ra usaremos esta relacién para demostrar la segunda identidad de la
proposicién. Sea x € C"

IUAVz|* = [[VI]A|Vz|* = (V*]|A| Va, V'|A] V)
— (VV*|A|Va, |A| V) = (|A] Vi, |A[Vz).

Como V' es unitario se tiene que ||[Vz| = ||z||; ademas || |A]] = || Al
por lo tanto ||A]| = ||[U AV]. O

Una norma en los operadores sobre C™ que satisface la propiedad
(20) para todo U,V operadores unitarios, se llama unitariamente in-
variante. Denotaremos a tales normas mediante |||-||| y las normalizare-
mos de manera que [||diag(1,0,---,0)||| = 1.

El siguiente teorema relaciona las normas unitariamente invarian-
tes con las funciones simétricas y calibradas, mediante los valores sin-
gulares.

Teorema 3.16. (i) Sea ® una funcion simétrica y calibrada sobre R™.
Definimos la funcion ||| - |||e sobre M,,«, como sigue

[[Allle = ©(s(A)). (21)
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Entonces ||| - |||e es una norma.
(11) Sea ||| - ||| una norma unitariamente invariante. Definimos la
funcion @) sobre R™ mediante

D)) (=) = [l|diag (z)]]]. (22)
Donde diag () es la matriz diagonal con coordenadas x1,xa, ..., Ty.
Entonces @ es una funcion simétrica y calibrada.

Las funciones simétricas y calibradas conducen a varios ejemplos
de normas unitariamente invariantes en el espacio de las matrices com-
plejas n x n. Dos clases de tales normas son:

1) Las p-normas de Schatten, para 1 < p < 0o
(1) p , D p ,

n 1/p
1Al = ®p(s(A)) = Z (5;(A))" (23)
[Alloo = Poo(s(A)) = 51(A) = [|A]. (24)
(2) Las k-normas de Ky Fan
k
[Allgy = D _5i(4) = Puy(s(4)  para 1<k <n.  (25)

Hemos visto que [[Afq) = [[Allo = Al v [[Allm) = Al =
| |Al ]l = Tr (|A]). En la base que diagonaliza a |A| tenemos que

(Te]AP)s = (D s(A7)" = 1Al (26)

La traza es un funcional sobre el espacio de matrices complejas
n X n con propiedades similares a las de la integral. Debido a esta
analogia y en vista de la identidad (26), al espacio M,,«,(C) provisto
con la norma || - ||, le llamaremos espacio L, no conmutativo y lo
denotaremos por L,(C").

Igual que en el caso conmutativo el espacio Ly(C™) tiene un estruc-
tura de espacio de Hilbert, con el producto interno de Hilbert-Schmidt
que se define mediante

(A, B)irs = Tr(A*B).
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La norma inducida por este producto interno es la norma Hilbert-

Schmidt,

. A\ % 1 3

JAllrs = Tr(A"A)* = Te(AR)E = (Y (5;(4)%) " = 1Al
J
que coincide con la 2—norma de Schatten. A esta norma también se le
llama norma de Frobenius. Si A = (a;;)1<;,j<n entonces después de un
2
célculo simple se ve que || Alls = <Z” |aij|2> . Es decir, la norma de
Hilbert-Schmidt es la norma euclidiana de la matriz A pensada como
vector en C"*.

Proposicién 3.17. Si1 <p < ooy % —i—% =1, entonces se cumple la
desiqualdad de Holder para las p-normas de Schatten.

Demostracion. Se sigue de (14) con r = 1, & = @, y la identidad
(23). O

El siguiente Teorema muestra la relevancia de las normas de Ky
Fan.

Teorema 3.18 (Dominacién de Ky Fan). Sean A, B € M, x,; si
1Al ey < 1Bl para k =1,2,...,n. Entonces

AN < 1B,
para todas las normas unitariamente tnvariantes.

Demostracion. Sea ||| - ||| una norma unitariamente invariante y ¢ :=
@)1y la funcion simétrica y calibrada asociada. Por la descomposicion
de valores singulares, para cualquier matriz A se tiene que diag(s(A4)) =
W*AQ con W y @ matrices unitarias, consecuentemente |||A||| =
[|W*AQ||| = |||diag(s(A))|||. Por otra parte, del Teorema 3.16 obte-
nemos que [|Allle = @ (s(4)) = |||diag(s(4))]ll, entonces

AN = 1Allle = @y (s(A)).

Sean A, B matrices de tamano n x n. Si |[Al|x) < [|B|lx) para
k=1,2,...,n; por la ecuacién (25) tenemos que

k
Zsj(A) < Zsj(B) para toda 1 < k < n.
: i

Jj=1
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Entonces s(A) <, s(B). Por la Proposicién 3.10 se tiene que |||A||| =
Qi (s(A)) = @y (s(B)) = I BI]]-
]

Recordemos que de la Proposicién 3.6 se cumple que ®(;)(z) <
P(x) < P, (x) para toda x € C" y toda funcién simétrica y calibrada
®. Entonces por el Teorema 3.16 tenemos que || Al = [|A]l < [||A]]| <
|Al|y = [|All1, para toda A € M,x, y toda norma unitariamente
invariante ||| - |||.

4. Desigualdades tipo Minkowski.

La nocién de traza parcial es central en esta parte, para una dis-
cusiéon mas amplia de este operador el lector puede consultar, por
ejemplo, las referencias [7], [8].

Definicién 4.1. Sean H; y Hs espacios de Hilbert de dimension finita.
Sea {e;}; una base ortonormal de Hs. Sea p un operador sobre HiQ@Hs.
La traza parcial de p es el operador Trop € B(Hy) definido para todos
u, v € Hy mediante

(u, Tropv)y, = Z(u ® €, PV ® €)) Hy @Hs- (27)

i

Se puede demostrar que el operador Trop no depende de la base
ortonormal utilizada. Ademas, la traza parcial es un operador Tr :
B(H1®Hs) — B(H;1), que preserva la traza y la positividad. De hecho,
es un operador completamente positivo, vedse por ejemplo, [7] y [8].

Denotaremos mediante p; = Tryp, a la traza parcial del operador
p € B(H; ® Hs) y de manera anéloga py = Trp.

La siguientes desigualdades tipo Minkowski se deben a E. A. Carlen
y E. Lieb, [3], [4]. Para las condiciones de igualdad consiltese [9].
Demostraremos sélo la primera desigualdad, la demostracion de la
segunda es mas dificil.

Teorema 4.2 (Desigualdad Tipo Minkowski I). Sea A € B(H; ® Hs)
positivo. Entonces, para toda p > 1

(TI‘ Q(TI' 1 A)p) /p S Tr 1(T1" 2 Ap)l/p' (28)

Si0 < p <1, la desigualdad se invierte.
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Demostracion. Por la desigualdad de Holder, Proposicion 3.17, para
% + é = 1 tenemos que

Tr (BTr  A) < (Tr BY)aTr (Tt A)P)» (29)

para B € B(H) positivo. Tomando B = 3, b;|5;)(5;|, donde b; =

1
a)j con o = (ZJ A1) ey {A;}, {B;} los valores propios y la base
ortonormal que diagonaliza a Tr A, respectivamente, es facil ver que
se cumple la igualdad en (29) y que Tr B? = 1. Entonces tenemos

A

Tr ((Tr1A)P)? = Tr (BTr1(A)) = Tr (I ® B)A)

_ Z(ei ® B, (I ® B)A(e; ® 3;))

= (e:® BB;, Ale; ® 3))),

donde {e;} es base ortonormal de H;.
Podemos estimar el lado derecho como sigue

Z<ei®B/Bj7 ez®ﬁ] <Z(Z)\q) (Z el®/3j7 (ei®ﬂj)>)p)
%] J

p

= (Z((ei ® Bj, Ale; ® ﬁj)>>p)
i J

Una aplicacion del Teorema espectral en dimensién finita permite
demostrar que

3=

(e: @ By, Ales @ ) < ((es® By, (e @ 6)) "

de donde se obtiene

)

=
E
£S
"S
~
M -]
/~
=[]
A
o
®
?
5
®
S
=
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Si se elige la base {e;}; como los valores propios de Tr,A?. Entonces

el lado derecho de la desigualdad anterior es Tr (Tr o AP )% Con esto se
concluye la demostracion. ]

Teorema 4.3 (Desigualdad Tipo Minkowski II). Para 1 < ¢ <p <2
y todo A operador positivo sobre Hi ® Ho ® Hs,

Trs (Trg ((Tr 1Aq)§>>g < Trj (Trl[(Tr QAP>%]> : (30)

Para 0 < p <1, y cualquier ¢ > p la desigualdad se invierte.

4.9. Subaditividad Fuerte de la entropia de von Neumann

Consideremos una funcién f(p) = p?, p un estado, i.e., un operador
positivo de traza unitaria. Por cdlculo funcional podemos escribir p? =
p
> Ajlej)(ejl, entonces

% :TT(Xj:A§|ej><ej|)]pl
-2 :;Agﬂqemeﬂ)]pl

- & :;Aﬂpl - Xj:Aj log \; = —S(p).

La serie de McLaurin de f(z) = a®™ alrededor de 0 tiene la forma
f(xz) = a+zalna+a(lna)®% +. ... Entonces para una matriz definida
positiva A y € > 0 suficientemente pequeno, tenemos

A(log A)?
2!

Teorema 4.4. (Subaditividad fuerte de la entropia de von Neumann)
Sea p1o3 un estado sobre el espacio de Hilbert Hy @ Ho ® Hsz. Entonces

S(p13) +S(p23) = S(p123) + S(p3),

donde S es la entropia de von Neumann.

d
b (T'rp")

A = A+cAlog A+¢? + ... (31)

Demostracion. Sea p = p123 € B(H1 @H2®H;3) un estado. Usaremos
las siguientes notaciones: pa3 = Trip, p3 = TrTrep, etc. Aplicamos
traza parcial sobre el segundo factor en (31),

Trg(p”g) =Trop+eTryplog p+(’)(52) = p13+eTryplog p+(9(€2).
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1+e =
n>0

Por otro lado, sabemos que —— Z(—e)” =1—¢c+ O(?). Asf

1 1
|:TT2(p1+E)] e = (pl’g + €TT2,010g P + 0(62)) e

=p13+eTraplog p—e(p1s +eTraplog p)log(pis + e Traplog p)
+ 0(e?)
=p13 + e Traplog p — epr3log prs + O(e?).

Y tomando Tr; y Tr3 obtenemos que

Trs Try [TTQ(,OHE)} o eS(p) +S(prs) + O(E).  (32)

De manera analoga se obtiene que

Tra[Tra(ohs)| ™ = 1= eS(pa) +e5(00) + O (33)

Ahora, aplicando el Teorema 4.2, con A = p, p = 1 + ¢, y usando
que la traza parcial es una transformacién completamente positiva, de
(32) v (33) obtenemos,

1—eS(p) +eS(pr3) + O(e?) <1 —eS(pa3) +S(ps) + O(?)

Equivalentemente

O <1 _ 5(pyy) + (o) + 2E2.

1—-S(p)+ S(p13) + .

Haciendo € — 0, obtenemos la subaditividad fuerte para la entropia
de von Neumann. O
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