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LA TEORIA ZF-

JUAN CARLOS AGUILAR FRANCO

RESUMEN. En esta nota daremos una definicién en la teoria ZFE de la nocién
de encaje elemental entre modelos de ZF'E, aun si éstos son clases propias. Lo
realizamos mediante la definicién de estructura décil.

1. INTRODUCCION Y PRELIMINARES

Los conceptos e ideas que se desarrollan en esta nota estan basados en un resultado
que el Dr. Ronald Jensen plante6 hace tiempo para poder generalizar algunas de las
ideas mas importantes en la teoria de modelos.

Una de las herramientas fundamentales en la teoria de conjuntos moderna es la de
encaje elemental. Este tipo de funciones son bien conocidas en la teorfa de modelos.

En la teoria moderna de conjuntos encontraremos frecuentemente “modelos” de la
teoria de conjuntos que no son conjuntos sino clases propias. También es frecuente la
necesidad de “definir” en ZF'FE encaje elemental. El propdsito de esta nota es presen-
tar una forma de definir encaje elemental en ZFFE, aun si los modelos involucrados
son clases propias.

A continuacién se proporcionan algunas definiciones 1tiles; consideraremos como el
universo a la clase de todos los conjuntos V, el cual se define como V = {z : = z}.
Las clases que se trabajan, se les llama términos clase y son aquellas clases que se
pueden caracterizar mediante una férmula del lenguaje: A = {z|p(x)}.

Las estructuras que consideraremos son €-estructuras, es decir, la estructura inter-
preta el simbolo de relacién binaria €.

Para poder construir la teoria de conjuntos, es necesario hacer algunas precisiones,
como por ejemplo, los axiomas en los cuales se basa la teoria ademas del lenguaje en
el cual trabajaremos.

Respondiendo a lo mencionado en el parrafo anterior, se establece que nuestro
lenguaje formal serd el de la teorfa de conjuntos (LT'C') que consiste en lo siguiente:

1. Relaciones de igualdad y pertenecia (=, €).

2. Conectivos légicos: A (y), V (0), = (no), 3 (existe), V (para todo), — (implica)
y > (siy sélo si).

3. Variables: w,v, 2,9y, 2,00,V1,...,VUn,... (un conjunto numerable de simbolos
para variables.

4. Paréntesis: ( izquierdo, ) derecho y “,” coma.

Al utilizar la relacién de igualdad implicitamente estan incluidos los siguientes
axiomas (de igualdad):

1. Reflexividad Vz(z = z).
2. Transitividad VaVyVz(z =y Ay =2z =z = 2).
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30 J. C. AGUILAR
3. Simetria VaVy(z =y — y = z).
La teorfa de Zermelo-Fraenkel-Axioma de eleccién (ZFE) consiste en los siguientes
axiomas:

Ezistencia: Existe un conjunto que no tiene elementos. En sfmbolos: JxVy—(y €
Eztensionalidad: Dos conjuntos son iguales si contienen los mismos elementos.
En simbolos: VaVy(Vz(z € z <3 z € y) = = = y).

Parejas: Para cada dos conjuntos existe un tercero que tiene exactamente a los
dos conjuntos originales como elementos.

En simbolos: VaVy3zVu(u € z < (u=ax Vu =1y)).

Unidn: La unién de un conjunto es un conjunto.

En simbolos: VxIyVz(z € y > Ju(u € z A z € u)).

Comprension: Para cada conjunto a y para cada férmula de LTC ¢, posible-
mente con pardmetros, existe un conjunto b que contiene exactamente a aquellos
elementos de a que satisfacen ¢:

VoVzIyVz(z € y < (z € . A p(z,7))).
Potencia: Para cada conjunto a existe un conjunto b, cuyos elementos son
precisamente los subconjuntos de a:

VadyVz(z € y <> Vu(u € z = u € z)).

Infinito: Existe un conjunto que contiene al conjunto vacio y es cerrado respecto
a la operacién sucesor: z — x U {z}. En simbolos:

Jz(Fy(y € x AVz—(z € y))A

Vydz(yex = (zex AVulu€ez e (ueyVu=uy))))).

Reemplazo: Si se sustituye cada elemento de un conjunto a por su imagen
respecto a una relacién funcional ¢ se obtiene un conjunto. En simbolos:

Vi(VavyYz((p(z, y,7) Aep(z,2,0) =y =2) =
VyVzVw(w € z +» Ju(u € y A (u, w, ¥)))).
Fundacion: Si una propiedad es cierta para al menos un conjunto, entonces la
propiedad se cumple para algin conjunto y no lo hace para los elementos de

este conjunto. En particular, si p(x,y) es la féormula x € y, se asegura que todo
conjunto tiene un elemento €-minimo. En simbolos:

Vi(Jzp(z, V) = Jy(p(y, ) AVz(z € y = —p(z,7))).

Azxioma de eleccion Para cada conjunto no vacio a formado de conjuntos ajenos
entre si, existe un conjunto b que intersecta a cada elemento de a en exactamente
un elemento. En sfmbolos:

Va3y((Vz(z € x — Juu € 2)A

YoVw((v ez Aw € z A—w =w) = ~Fu(u €EvAu € w)))A
Vz(z € x — Ju(u € zAu € yA
Yo(v € zAv €y) = v=mu)))).

Definicién 1.1. Un €-término es una variable o un término clase.

Definicién 1.2. Sean W un &€-término y ¢ una férmula de LTC tales que ¢ y W
no tienen variables libres en comun. Definimos la relativizacion de ¢ con respecto a
W, denotada por ", mediante recursién sobre la construccién de férmulas de LTC
como sigue:

1.

W N

(vi _UJ)W =V =V
vlevj) =v; €V

- (
(0 ) ="
(¥

)W ,(/)W W
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5. (p v X)W =W v

6. (v =)V =y = "W

7. (V’UHZJ)W = V’Ui(’l}i eW — "LZ)W)
8. (H’Uﬂb)w = 3’[)7;(’01' eWwW — wW)

Si ¥ es un conjunto de férmulas, entonces ¥" denota el conjunto {y" |y € W}.

Definicién 1.3. Se escribe m : M —x, N, la preservacion de validez de ¥q-formulas
entre M y N, siy sélo si para cualquier Xg-férmula ¢ del lenguaje ocurre que

M E ¢x) & N | po(n(a)).

Definicién 1.4. Sean W, W’ e-términos con W C W' y o(z1,...,2,) una LTC
férmula que no tiene variables en comiin con W ni con W’. Decimos que ¢ es W-W'-
absoluta si

Yy .. Ve, € WV (x1,...,2,) & @W/(xl,...,mn)).

En particular, a las férmulas W-V -absolutas se les llama simplemente W-absolutas.

La férmula ¢ es W-absoluta si y sélo si
Vo, € W.. .V, € W(p" & ).

Lema 1.1. Las Xo-férmulas son W-W'-absolutas para cualesquiera W y W' modelos
transitivos con W C W'.

Demostracion. Sean (&) una Xo-férmula, y W, W’ modelos transitivos con W C W',

Supongamos que W | ¢(Z) con z1,...,2, € W y debemos mostrar que W’ |=
o(Z).
Procedemos por induccién en la construccién de .

Sea o(x1,...,2,) = x; € x;.

Dado que se satisface W = z; € z; y que W C W’ se concluye que se satisface
w’ ': Ti €Ty .

Ahora si W' |= ¢(z1,...,2;), es decir si W/ |= z; € x; habrd que demostrar que
W = z; € zj, pero esto es inmediato, pues los testigos estdn en W, por lo tanto,
w ): T € T .

Sea p(z1,...,2,) = z; = ;.
Por hipétesis y dado que W C W' se obtiene que W' = z; = z;.

Si W' k= z; = x; dado que x;,x; € W, se concluye que
W=z =z;.

Sea ¢ = 11 Ao, donde 1 y 12 son W-W'-absolutas.

Se supone W = ¢ <> W [ 1 A 19, entonces, por definicién de conjuncién se
obtiene que W = 91 y W [ 19, aplicando la hipétesis se deduce que W’ = ¢ y
W' |= 12, de donde se concluye que W' = 11 A 1)g, es decir W' |= .

Dado que z1,...,2, € Wy si W' = ¢ entonces W’ |= 41 A 19 por definicién de la
conjuncién, se obtiene W’ = ¢ y W’ |= 19, porque los z; € W, para todo 1 < i <mn,
se satisface que W = o1 y W =)o, es decir, W = 11 A iha.
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Sea ¢ = —) con 1) una férmula W-W/'-absoluta.

Si W E ¢ entonces W |= =), por hipétesis W' = =), es decir W' = .

Aqui si W’ = =) se sigue que W = —), pues x; € W C W',

Sea ¢(z, %) = 3z € uw(z, &), donde ¥ es W-W'-absoluta.

Si W = 3z € wip(z,T), es decir existe un testigo en W, tal que W | ¢(a, &), por
hipétesis y dado que W C W’ se concluye que W' |= ¢(a, &), es decir,

W' E 3z € (2, 7).

Aqui, al igual que en los casos anteriores, el testigo estd en W, por lo tanto en W
se satisface . O

Lema 1.2. Las siguientes expresiones son definibles en ZFE':

1. u es transitivo.

2. <u7€> ':Qo[a17'~~aan]'
3.V =W

4. w[V].

Demostracion. 1. w es transitivo <> Vo € uVy € x(y € u) es una férmula en ZFE.
2. (u, €) = ¢lay, ..., ay,] significa que:

Sip=ux; € x; existen a;,a; € u tal que a; € a;.

Si ¢ = x; = x; existen a;,a; € u tal que a; = a;.

Si ¢ = 91 A 19 entonces existen ag,...,a, € u tal que
1[11[0,1, e ,an] AN 1/)2[a1, e ,an].
Si ¢ = entonces para todo aq,...,a,€u ocurre —ay, ..., a,].
Para ¢ = Jxv) significa que existen b, aq,...,a, € u con
wlb,a, ..., an].

3. m: VoW VeeViyeW((x,y)) €.
4. n[V] ={n(v)lv e V}. _

Definicién 1.5. Sea ¢ una Yg-féormula, la relacion de satisfaccion para ¥g-formulas
se define como
=20 play, ..., an] <> Ju(u es transitivo A
a1, .. 0n € U A (U, €) = @la, ..., an]).
Esto se justifica por la absolutez de las ¥p-formulas.

Definicién 1.6. Sean m, W términos clase. La expresion m: V —s, W cofinal es la
férmula:
W es transitivo A m: V — W AW = Jw[V]A para toda Xop-férmula ¢ y cualesquiera
ai,...,a, se cample =20 pla] «>=>0 o[r(a)].
Por lo demostrado en el Lema anterior, se observa que tanto la relacién de satis-

facciéon como 7 cofinal, se pueden definir en ZF E, pues cada parte que compone a las
expresiones que las definen son definibles en ZF FE.

Definicién 1.7. Sean 7, W términos clase. 7 es un encaje elemental se define mediante
el siguiente esquema:

7:V — W AW es transitivo AVT(¢(7) < oW (7(7)))
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para toda L-férmula ¢.

No es evidente como definir este esquema en ZFE dada la presencia de ¢".

Con ZF~ se denota a la teoria que contiene a los axiomas de ZF sin el axioma de
potencia, ademéas de cambiar el esquema de reemplazo por:

(1) VaIye(z,y) = YuoVe € udy € ve(x, y).

2. ESTRUCTURAS DOCILES

En esta seccién se hace un estudio de las estructuras déciles, herramienta indispen-
sable para lograr el objetivo planteado.

A partir de ahora se considerard L(A) el lenguaje que se obtiene al agregar
A ={A4,...,A,}, un conjunto de nuevos predicados, al lenguaje L. Es importante
senalar que la apariciéon de nuevos simbolos de predicado modifica la definicién de
Yo-férmula, la cual es entonces la siguiente:

Definicién 2.1. Una Xg-férmula de L(A) es una férmula en donde todos sus cuanti-
ficadores son acotados, en la férmula pueden aparecer simbolos de predicado.

Definicién 2.2. Sea N transitivo, A C N. Se dice que (N, A) es ddcil si y sélo si
rNA€EN para todo z € N.

Si A es un simbolo de predicado, A C N, por lo que puede ocurrir z N A ¢ N
para algin (o todo) x € N. Lo cual no se cumple si (N, A) es décil. La estructura
(N,Aq,...,An) es dbcil si (N, A1),..., (N, A,) lo son.

En lo que sigue se considera a (N, Ay,...,A,) un ZF~-modelo, donde los axiomas
de ZFE consideran ahora férmulas en L(A).

Definicién 2.3. Se escribird 7 : (N, A) —y, (N’,A’) si y solo si para toda L(A)-
férmula X, ¢ y para toda x1,...,z, € N se satisface:

-,

(N,A) = play, ... z0] & (N, A |= gln(a1), ..., w(xn)]-

Lema 2.1. Sean 7 : (N, A) —x, (N',A"), donde N’ es transitivo y (N, Ay,..., A,)
docil. Para 1 <14 <n suponga que A; C N'. Entonces las siguientes afirmaciones son
equivalentes:

7 (N,A) —

b. 7T(£L' N Al)
Demostracién. (a) — (b) Supongamos 7 : (N, A) —5, (N’,A") y lo que queremos
demostrar es que m(x N A;) = w(z) N A, paraxz € N, 1 <i < n.

Yo <N/7A,/>:'
m(x) N A, paraz € N, 1 <i<n.

Sean A; C N para algin ¢ y z € N arbitrario.

-,

Dado que (N, A) es décil se deduce que (N, A;) es décil, por lo tanto x N A; € N.

Por otro lado se sabe que N’ es transitivo y que A} C N, con esta informacién se
demuestran las dos contenciones.

(C) Sea z € m(x N A;). Dado que N es transitivo y 7 preserva LTC férmulas debe
ser el colapso de Mostowski, en consecuencia z = w(y) para algin y € x N A;. Se sigue
que z € w(z). Como 7 preserva Xo-férmulas se tiene que si (N, A) = Az entonces
(N, A"y = A'm(z), ahora y € N A;, por lo que 7(y) € AL, asi que z € A].

(D) Sea z € m(x) N A}. Entonces z = w(y) para alginy € z y (N, A") = A}z, es
decir, (N’ A") = Aln(y), se deduce que (N, A) = A;y, asi que y € x N A;, por lo que
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z €m(xNA;).

(b) — (a) Por simplicidad en la notacién, la demostracién se realiza para n = 1,
consideremos A = Aj.

Sean M transitivo, w C M también transitivo y x1,...,x, € u tales que satisfacen
lo siguiente:

(2) (M, A) E olz1,...,xn] < (u,ANu) E @lr1,..., 2]

Para Y-férmulas ¢, lo anterior se satisface por la absolutez de Yp-férmulas, pues
(u, AN wu) es una subestructura de (M, A) y los testigos estdn en el universo de la
estructura menor.

Sig = p(v1,...,v,) es una férmula del lenguaje de (N, A), sea @ = @(u, a, vy, ...,v,) =
©{®a) | es decir se obtiene al realizar la relativizacién de todos los cuantificadores de

@ a uy de la sustitucién de todas las férmulas primitivas Az por x € a.

Entonces ¢ es una Yo-férmula en el lenguaje L y para toda u,a € N, z1,...,T, €u
se cumple que:

(N, A) E ¢lu,a,7] < (u,a) = o[].
Sean x1,...,x, € N arbitrarios y u € N transitivo, tal que z1,...,z, € u.

Sea ¢ es una Xp-féormula. Entonces:

(N,A) E vlx1,...,zn] < (u, A ﬂ H:ga[xl,.. s T
© <N7 ') = plm(u), (Amu),...,yr(xn)}
& (m(u), m(ANu) = o(r(@1),. .. m(2n))
o (NLA) Eelr(a),. .. m(en)]
por (2) y por m(ANu) = A" N7(u). O

Lema 2.2. Sea 7 : N —x, N’ cofinal. Entonces N' es cerrado respecto a x Ny, x Uy,
(z,y).

Demostracion. Para demostrar x Ny € N’ supongamos que x,y € N'.

Por estar x y y en N’ se sabe que = € m(x0) y y € m(yo), con zg,yo € N, pues 7 es
cofinal. Sea z = {z1|21 € xg A 21 € Yo }.

La Yp-férmula

Vz1 € x0Vz1 € yoIz1 € 2(21 €T Nz €Y)

se satisface en (N, A), por lo tanto es valida en (N’, A") con

7-‘-(930)7 ﬂ'(y())v 71'(2)7

en particular z Ny € N'.

Para observar que x Uy € N’ supongamos que z,y € N'.

Por estar x y y en N’ se sabe que = € m(x0) y y € m(yo), con g, yo € N, pues 7 es
cofinal. Sea z = {z1|z1 € 20 V 21 € Yo }.

La Xo-formula

Vz1 € xgV21 € yodz1 € Z(Zl cxVz € y)

se satisface en (IV, A), por lo tanto es vélida en (N, A’) con 7(xq), 7(yo), 7(z), en
particular x Uy € N'.

Si se demuestra que: z1,...,2, € N' = (21,...,2,) € N parai = 1,...,n sea
x; € m(u;),u; € N (7 es cofinal).
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/
Sea v’ = {(z1,...,2n)|71 €EU1,...,2n € Up}.
La Yp-férmula

Vo, € u1Vas € us ... Vo, € uydy € u'y = (z1,...,2,)
se satisface en (N, A), por lo tanto también es verdadero en (N', A’) con m(uq), ...,
m(uy), m(u’). En particular (x1,...,2z,) € N'.
O

Lema 2.3. Sea w : (N, A) —x, (N',A") cofinal, donde (N, A) es décil. Entonces
existe un dnico A" tal que m: (N, A) —x, (N, A"). (N’ A’) es entonces también ddcil.

Demostracion. Se demuestra primero la existencia.
Sea A" = U ey m(z N A).

Afirmacién 1. 7 : (N, A) =5, (N, A")

Demostracion. Por el Lema 2.1 se debe de mostrar que: m(z N A) = w(x) N A’ para
todo x € N.
(C) Es inmediato pues w(z N A) C A’ que es la unién de los 7(x N A) para todo
xz € N.
(2) Sea z € w(z) N A’. Entonces z € w(y N A) para algin y € N. Por lo tanto
zem(@)Nm(yNA)=n(zxNynNA) Cwm(xnA).
O

Afirmacién 2. (N', A") es décil.

Demostracion. Sea x € N', x € 7w(u), suponga, sin pérdida de generalidad, que u
es transitivo (pues los ZF~-modelos son cerrados respecto a C'T). Entonces m(u) es
transitivo, asi que x C 7(u). Por lo tanto, se satisface que

zNA =znnu)NA =znn(unA) e N
(]

Para demostrar la unicidad suponga que existen dos conjuntos, sean A} y A} y se
demostrara que son iguales.

Sea z € N'. Por ser déciles (N, A}) y (N’, A})se tiene que z N A} € N’ y que
zNAL € N’  ahora, dado que w(2)NA} = w(2NA;1) y que w(2)NA, = w(2NAy) siempre
que 7 : (N, A) =5, (N, A"), entonces existen z,w € N tal que z = 7(z) = 7(w), se
concluye que = w, de aqui se deduce que A; = Ay y por lo tanto A] = A}, pues 7
es el colapso de Mostowski. O

Lema 2.4. (N, A) es un ZF~-modelo.

Demostracion. Los axiomas de ZFFE que no involucran férmulas se cumplen pues
N es un modelo de ZFF, entonces sélo debemos probar los axiomas que involucran
L(A)-férmulas.

s Comprensién: Sea ¢ una L(A) férmula. Entonces se cumple lo siguiente
(N, A) EVoVzIyVz(z € y < (2 € x A p(z,v))).
Es decir debemos mostrar que
Yo € NVz € NIye NVz € N(z €y« (2 € Ao (2,0))).

Caso 1: Si en ¢ no aparece A, no hay nada que probar, pues N es modelo
de ZFE.
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Caso 2: Si en ¢ aparece A, se hace la relativizacion a N de todos los
cuantificadores y la sustitucién de toda aparicion de Ax por x € a. Ahora,
dado que el axioma es valido en V, el conjunto y existe y sélo basta mostrar
que y € N, pero éste estd pues x € N y por transitividad de N, implica que
x C N, es decir, si z € x, entonces z € N y ademads dado que ¢ estd relativizado
a IV, todo se queda en IV, por lo tanto y € N.

= Reemplazo:

Vi € N(Vx € NVy € NVz € N((oN (x,y,7) A" (z,2,7))
—Sy=2z2)>VyeNVze NVvwe NwezNW +
Jue NucynW A (u,w,v)))).

Al igual que en el axioma anterior existen dos casos:

Caso 1: Si en ¢ no aparece A, no hay nada que probar, pues el axioma se
satisface en V y por lo tanto en N, pues N es modelo de ZFE.

Caso 2: Si en ¢ aparece A, realizamos la relativizacién de ¢ a N y toda
aparicién de Ax la sustituimos por z € a, ademads por ser vélido el axioma en
V', s6lo basta mostrar que u € N.

Para eso, se observa que y N N = y y que por la transitividad de N, si
u € yN N entonces u € N y por estar ¢ relativizada a IV, todo estd en N.

O

Hasta aqui se ha utilizado muy poco el hecho de que N es un ZF~-modelo, pero
en el siguiente lema se utilizard fuertemente.

Lema 2.5. Sea m : N —yx, N’ cofinal. Entonces m : N < N'. Por lo tanto N’ es
también un ZF~ -modelo.

Demostracion. Para cada férmula ¢ = ¢(vy,...,v,) del lenguaje de N sea

A, ={{z1,.. ., z0) (N, A) E @lz1,...,20]}
Afirmacién: (N, A,,) es décil.

Demostracion. Sea x € N. Por demostrar que z N A,, € N.

Basta mostrar que {y € z|(N, A) = ¢(y)} es un conjunto, y lo es por el axioma de
comprensién el cual es vélido en (N, A), pues se mostr6 en el Lema 2.4 que (N, A) es
un ZF~-modelo. O

Dado que cada (N, A,,) es décil para todo i, entonces
(N,Ag,,..., Ap,)
es décil y por lo tanto es un ZF'~-modelo. Sea 7 : (N, Ay) —rs, (N, AL).

Entonces por el Lema 2.3 Al es tinico y (N', A},) es décil.
Ahora lo que falta demostrar es que es un encaje elemental y eso se hace por in-
duccién en la construccion de férmulas.

Afirmacién 1. Sea ¢ = ¢(v1,...,v,). Entonces A:o C N'™,

Demostracion. Sea z € A,z € m(u), con u transitivo. Entonces se satisface en (N, Ay)
que Yy € u(Ayy — Jx1,..., 2, € uy = (x1,...2%y)), es decir, se satisface la misma
Yo-formula pero con 7(u) en (N', A(,). d

Afirmacién 2. Alw = {{x1,..., o) (N, A") E olx1,..., 2]}
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Demostracion. La prueba se sigue por induccién en la construccién de féormulas.
Sea ¢ una férmula atémica, por ejemplo ¢(v1,...,v,) = v; € v;.
Entonces para 1, ...,z, € 7(u), con u transitivo se satisface en N que

Vzeu(Apz < Jx1, ..., 20 €ulz = (21,...,20) AN T; € Tj)).

Es decir se satisface la misma Yo-férmula con 7(u) en (N', A7,).

Sea ¢(v1,...,v,) = (v; = v;). Entonces para x1,...,z, € m(u), con u transitivo se
satisface en N que
Vz € w(Apz <> 31, ..., 20 €ulz = (T1,...,20) Ay = T5)).

Es decir, se satisface la misma ¥o-férmula con m(u) en (N', A)).
Ahora sea ¢ = ¢ V ¢1. Se debe mostrar que

/! !/ /
ALz < (ALz V Ay, 2).
Sea z € m(u) con u transitivo. Entonces

T <N’ A¢07A¢17A<P> 3 <N’,AZPO,A;1,A:@>

yen (N, Ay, As, Ay) se satisface:
Vz € u(Apz & (AL 2V Ay, 2)).
Y por lo tanto se satisface la misma férmula con 7(u) en

(N', AL AL ALY,

Yo Tp1?
Sea ¢ = o A 1. Se debe mostrar que

! ! !/
ALz & (AL z NAL 2).
Sea z € m(u) con u transitivo. Entonces

T (N, Apy, Apy s Ap) =3 (N/,A;O,A;l,

A7)

yen (N, Ay, Ap,, Ay) se satisface:

Vz € u(Apz < (AL 2 N Ay, 2)).

Yoy “rP1

Y por lo tanto se satisface la misma férmula con 7(u) en

(N', AL AL AG).

Sea ¢ = —). Se debe mostrar que
ALz ¢ = (Al2).
Sea z € m(u) con u transitivo. Entonces
I <N, Aw,A¢> —%, <N/, ilnAZp>
yen (N, Ay, A,) se satisface:
Vz € u(Ayz < —(Ay2)).

Y por lo tanto se satisface la misma férmula con 7(u) en (N, Aj,, A).

Ahora sea ¢ = Jwip, v = Y(w,v1,...,v,). Entonces
T <N7 va A<,0> % <N/7 2[;7 Aip>

Afirmacién 3. Al (z1,...,z,) ¢ HyAiMy, XiyeenyTp).
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Demostracion. Para (<) sea Aj(y,21,...,2n), con (Y, 21,...,2n) € m(u) y u tran-
sitivo. Considere v’ = {(x1,...,zn)|T1,...,2n, € wu}. Entonces se satisface en
<N, Aw, A<p> .

Vz € uVyzy ... xp € u((z = (y,21,...,2n) N Ayz) —
32 e (2 = (@1,...,20) N AyZ")),
es decir la misma Yo-formula se satisface en (N', A, AQ) con m(u) y m(u).

Para (=) se debe mostrar que si A,(r1,...,7,) entonces

ElyA;p@,fla s axn>‘
Sean Al (x1,...,T,) con (x1,...,T,) € m(u)y u transitivo. Entonces en (N, Ay, Ay)
se satisface:
Vz € uVyVey ...z, € u(32' € u(z' = (@1,...,2p) N Ay2') =
2=(Y,x1,...,Zn) N Ayz).
Por lo tanto se satisface la misma Yo-férmula con 7(u) en
(N, Ay, AL).

Una vez realizado lo anterior se inicia la prueba de encaje:

Sea ¢(z1,...,2,) = x; € x; una Yo-férmula. Por la preservacién de Xo-férmulas se
tiene que (N, A) = x; € z; entonces (N', A’) = 7(z;) € m(x;).

—

Sea () = 11 (L) A h2(Z) con (N, A) |= i(T) < (N', A') |= oi(w(x)) parai=1,2.

Suponga (N, A) = 11 A s por definicién de la conjuncién se obtiene (N, A) = i1
y (N, A) | 19; por hipétesis se obtiene (N', A") E 91 y N’ E 15 por lo tanto
(N, A") | b1 Ao

Sea ¢ = —), suponga que (N, A) = ¢. Entonces (N, A) E — por lo tanto
(N’ A"Y = =), se concluye que (N’ A’) | .

Sea ¢ = Jz)(a,x) con
(N, A) | ¥(a,2) < (N, A) = )(n(a), m()).
Suponga que (N, A) | Jxip(a,x). Sea
Ay = {z[(N, A) |= ¢(a, )} C N.
Habré que demostrar que (N, Ay) es ddcil.

Sea y € N. Por demostrar que y N Ay € N. Basta mostrar que {z € y|(N,A4) =
¥(a,z)} es un conjunto y lo es por el axioma de comprensién pues (N, A) = ZF~,
por lo tanto es ddcil.

=) Dado que (N, A) | Jz)(a, x) se tiene que existe b € N tal que (N, A) = ¥(a,b)
por lo tanto b € Ay, es decir 7(b) € Aj de donde se obtiene que (N',A’) =
Y(m(a), m(b)) se concluye que (N, A') &= Jz)(w(a), x).

<) Suponga (N', A) | Jaip(m(a), ), entonces (N', A) |= Jo € w(b)A),(n(a), )
por lo tanto
(N',A") = 3z e m(b) A}y (n(a), x)
(N, A) =3z € bAy(a,z)
(N, A) =3z € by(a,x)
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(N, A) | z¢(a, x).
Con lo que la demostracion se acaba. O
Como resultados adicionales se tienen los siguientes:
Lema 2.6. Sea 7 : M —x, N-cofinal. Entonces se satisface m: M —s5, N.

Demostracion. Sea ¢ una 31-férmula, ¢ = dxtp(z, §) con § € M, y ¢ una Xp-férmula.
Se debe mostrar que M = ¢ <+ N = .
=) Se supone cierto

ME ¢,
es decir
M = 3zip(z, ),
entonces existe a € M tal que
M E ¥(a, 1),

por hipétesis se obtiene
N = (n(a), 7(%))
por lo tanto
N = Jzp(z, 7 (7))
<) Se supone que
N = Jzp(z, 7 (7)),
entonces existe b € IV tal que
N = (b, 7()),
por definicién de cofinal existe uw € M (b € 7(u))), por lo tanto
N | 3z € m(u)¥(z, 7(¥)),
por hipétesis se obtiene
M 3z € ui(a, ),
de donde se deduce
M = 309(z, 7).
O

Lema 2.7. Sean (N, A) y (N', A’) dos L-estructuras. Suponga que ¢ es una 3 -
formula y (N, A) |= ¢[Z] ocurre si y sdlo si ocurre (N', A') = ¢[Z]. Entonces para
¥ una I, -férmula se cumple que (N, A) = Y[Z] ocurre si y sélo si (N', A" | ¢[7]
ocurre.

Demostracion. Supongamos que la conclusién no es cierta, es decir existe una IT,-
férmula ¢ tal que (N, A) =y (N, A") E 9.

Sea ¥ = Yupg una II,-férmula. Entonces ¢y debe de ser una 3, _;-férmula.

Se aplica la hipdtesis a ¢g y se obtiene que (N, A) &= g si y sélo si (N, A’) E o,
pues es una X%, _-férmula.

Ademds por hipétesis se sabe que (N’ A") ¥ 1, lo que es equivalente a (N A") |
—1p, es decir
<N/7 Al> (AT
por lo tanto
(N', 4') | Fupo
observe que el lado derecho es una X,,-férmula y por hipodtesis se obtiene
(N, A) = Ju=go

es decir
<N? A> ': _\V’U’QOO



40 J. C. AGUILAR

que es equivalente a
(N, A) )

lo cual es una contradiccion. O
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