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PRODUCCION DE ENTROPIA EN CADENAS DE MARKOV

JORGE BOLANOS SERVIN

REsUMEN. La descomposicién en ciclos de cadenas de Markov finitas y de la tasa
de producciéon de entropia debida a Qian-Kalpazidou es expuesta brevemente.
Ademas se obtenien condiciones equivalentes a la reversibilidad de la cadena en
términos de los ciclos.

1. INTRODUCCION

Las Cadenas de Markov (C.M.), llamadas asi en honor al matematico Andrey
Markov —quien sent6 la base tedrica de las mismas—, son ampliamente usadas para
modelar fenémenos tanto fisicos como sociales, desde la actividad enziméatica, para
la cual se emplea la cinematica de Michaelis - Menten - Henri, ver [4], hasta maés
recientemente la manera en que Google cataloga una pagina electréonica mediante su
sistema PageRank desarrollado en la universidad de Standford, ver [2] y [3].

Siguiendo el trabajo de Kalpazidou en [5], la escuela china de los Qian da una
descripcién de la tasa de produccion entropia de una C.M. en términos de los ciclos
formados, ver [6]. El presente trabajo es una breve exposicion de la construccion de
esta teoria para una C.M. finita, rellenando detalles y presentando los teoremas de
mayor importancia junto con un ejemplo nuevo. (Una exposicién autocontenida con
todas las demostraciones y una aplicaciéon, que no dan los Qian, a una clase de sistemas
cu anticos abiertos puede encontrarse en [1].)

La nocién de circuito dirigido y ciclo es el punto de partida de la teoria. Estos con-
ceptos son introducidos en la Seccion 2. En la Seccion 3, se estudia la cadena derivada
y su distribucién invariante con la cual se obtiene una representaciéon probabilistica y
una descripcion de la tasa de produccion entropia en términos de los ciclos. Finalmen-
te, en la Secciéon 3 se extienden los resultados al caso de tiempo continuo. También se
presenta un ejemplo discreto y un ejemplo continuo en su respectiva Seccion.

2. CIRCUITOS

Un circuito o ciclo es un concepto topoldgico que puede definirse geométricamente
o algebraicamente. Desde el punto de vista geométrico, un circuito de puntos distintos
es la imagen, bajo cierta funcién, de un circulo o de cualquier curva homeomorfa a
un circulo, mientras que la definicién algebraica requiere la nocién de orientacion, es
decir, distinguir un punto inicial y un punto final en cada arco. Cuando los arcos de
un circuito tienen la misma orientaciéon lo llamaremos circuito dirigido.

Una propiedad que poseen los circuitos dirigidos es que regresan peridédica- mente
a sus puntos, esto motiva una definicién que exprese dicha periodicidad.

Definicion 2.1. Una funcidn de circuito dirigido en un conjunto numerable S es una
funcioén periodica ¢, ¢: Z — S.

A las parejas (¢(n),c(n + 1)), n € Z, les llamamos aristas, mientras que al menor
entero p = p. > 1 que satisface la ecuacion ¢(n + p) = ¢(n) para todo n € Z le
llamaremos periodo de c.

Con cada funcién de circuito dirigido ¢ podemos asociar una clase de funciones de
circuito dirigido ¢/, construida a partir de ¢ mediante el grupo de translaciones en Z de
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42 J. BOLANOS

la siguiente manera: para cualquier i € Z fijo, definimos la funcion ¢;(n) := n+i,n € Z.
Con ello obtenemos una nueva funcién de circuito dirigido ¢’ mediante la composicion
¢ =coty, es decir, ¢'(n) = c¢(n+1), n € Z.

El hecho de que ¢ y ¢ no difieren escencialmente motiva definir la siguiente relacion.

Definicion 2.2. Decimos que dos funciones de circuito dirigido c y ¢’ estdn relacio-
nadas, denotandolo por ¢ ~ ¢/, si y solo si existe ¢ € Z tal que ¢ = cot;.

Esta relacion es de equivalencia sobre la clase de todos los circuitos dirigidos:

1) Reflexiva Una funcion de circuito dirigido ¢ satisface ¢ ~ ¢, pues ¢ = c o ty.
I1) Simétrica Supongamos que ¢ ~ ¢/, es decir existe i € Z tal que ¢/(n) = ¢(n + 7).
A partir de ello vemos que —i satisface ¢(n) = ¢/(n + (—)). Por lo tanto ¢’ ~ c.
1) Transitiva Sic~ ¢ y ¢ ~ ¢, entonces existen ¢,j € Z tales que ¢'(n) = ¢(n + i)
y c’(n) =c(n+j). De donde ¢’'(n) = (n+j) =c(n+i+j). Asi que c ~ ¢”.

Definicion 2.3. Le llamamos circuito dirigido a cada una de las clases de equivalencia
inducidas por ~.

Un circuito dirigido ¢ esta completamente determinado por

= El periodo p,

» Cualquier (p. + 1)-tupla (i1,42,...,%p,,%p.+1) CON ip, 11 = 41 O cualesquiera
pe parejas ordenadas (i1,42), (i2,3), - -, (ip,,ip,+1) cON ip,+1 = i1 donde i; =
c(n+1-1),1<1<p. para algin n € Z.

Definicion 2.4. El ciclo dirigido asociado con un circuito dirigido dado ¢ =
(41,92, ...,1p,01), p > 1, con puntos distintos i1,42,...,4,, es la sucesion ordenada
¢=(i1,...,10p).

Como consecuencia de las definiciones anteriores, un ciclo dirigido es invariante

respecto a permutaciones ciclicas.

Definicion 2.5. Dado un circuito dirigido ¢ = (41,42, ..., p, ¢1) definimos el circuito
en reversa como c_ = (i1,4p, ip—1,...,92,%1).

2.1. Funciones de pasaje. Dado un conjunto finito S y un circuito dirigido ¢ en
S, para el estudio de sus propiedades es 1til saber cuando un circuito pasa a través
de un punto. La manera mas sencilla de hacerlo es usar una idea similar a la funcién
indicadora de dicho evento.

Definicion 2.6. Dado un circuito dirigido ¢ = (i1, . .., 4,41 ), definimos la funcidn de
pasaje de ¢ denotada por J, como

Je(k) =card{l € Z : iy11 = k,0< 1 <p.—1}
Decimos que ¢ pasa por k siy solo si J.(k) # 0. J.(k) es el naimero de veces que ¢
pasa por k.

Proposicion 2.1. Si ¢ es un circuito dirigido entonces Jeot;(k) = Jo(k) para todo

jEZ.

Demostracion. Como c o t; es una permutacion ciclica de c es claro que Jeot, (k) =
Jo (k). O
Definicion 2.7. Dados ki,...,k. € S con r > 1 y un circuito dirigido ¢ en S con
periodo p, definimos J.(k1,...,k,) como

Je(k1,y ... kr) =card{l €Z : coty(m) = km,m=1,2,...,7,0 <1 <p.—1}

Decimos que ¢ pasa através de (ki, ..., kr) siy solosi Je(ki,. .., kr) #0. Je(k1,... k) es
el namero de veces que ¢ pasa por (ki,..., k).

En particular para r = 2 en la definicién anterior se tiene que

.. 1 si(4,4) es arista de c¢;
Je(i, ) { 0 otr(o. :
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3. CADENAS DE MARKOV TIEMPO DISCRETO

Sea ¢ = {&,(w)}nez es una cadena de Markov a tiempo discreto irreducible,
positiva recurrente y estacionaria en un espacio de probabilidad (€2, F,P), con espacio
de estados S finito, matriz de transicion P = (p; ;)i jes y distribucion invariante
IT = {m;};cs. Pensaremos a (2, F,P) como el espacio canénico dado por el Teorema
de Extension de Kolmogorov para £, es decir,

Q:Szz{w:(wk)kez:wkeS, Vk e Z}
con &, (w) = wy.
Supongamos que la orbita w de & es
(3,4,7,3,1,2,5,2,4,1,...}
En cada tiempo n, sea m,(w) la orbita de la cadena original hasta el tiempo n,

respetando el orden en que aparecen los estados, pero descartando los ciclos formados
hasta dicho tiempo. Es decir,

n 0 1 2 3 4 5 6
&n(w) 3 4 7 3 1 2 1
mw) B B4 B4 Bl B 31,2 31
Ciclos

descartados (3,4,7) (1,2)

En la siguiente seccion se definifa {n,(w)}, de manera rigurosa.
3.1. La cadena derivada.

Definicion 3.1. Definimos a [S] como el conjunto de sucesiones finitas ordenadas de
elementos distintos de S. En simbolos

[S] = {[i1, 42, -, ir] : 41,12,...,ir € Sy son distintos,r > 1}.
La concatenaciéon de dos elementos de [S] estd bien definida siempre y cuando no
tengan puntos en comin, i.e.
[[E1s - str)s [frgty - oy rtnl] = (01, frfrtty - oy brtn)-
Claramente [S] es finito. Tomaremos la o-algebra [%] = 2.

Definicion 3.2. Definimos una operacion binaria
(81 xS = [S]

mediante

o o [inyin . yieyd] sii g {in,..., 00}

(1,02, i [T = { [i1,42,...,%k], sii=rig,paraalginl <k <r
Definicion 3.3. Definimos el proceso estocdstico {n,(w) tnez, nn : @ — [S] recursiva-
mente como sigue:

no(w) = [§o(w)] N (W) = Nn-1(w) L—H&n(w) para n > 1.

Proposicion 3.1. El proceso estocdstico {n,(w)}nez estd adaptado a la filtracion
{Fntn>0 donde F,, = (& : 0 < k <n).

Demostracion. Tenemos que ver que 7, es JF,-medible para cada n. Usaremos induc-
cion. Sea A cualquier medible de [5].

Paran =0,

1 (A) = {w € 9 [6o(w)] =m(w) € A} = |J & (fm}) € Fo.

[n1]eA

Supongamos que el resultado es valido para n. La funcion [ : [S] x § — [S] es
trivialmente medible al ser S finito. Por otro lado para (n,,&,41) : @ — [S] x S
tomamos un conjunto rectangular A x B en [S] x S.
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(nnagn-i-l)il(A X B) = 77;1(14) mgn__qu(B) € Fn+1 pues Fp, C Fry

La familia de conjuntos rectangulares medibles es una algebra, por tanto es 7-
sistema contenido en la familia .2

&L ={C€[S] xS (M, &n+1)"(C) € Fry1}

Es facil ver que . es un A-sistema. Por el lema de Dynkin (1,,,&,+1) es medible.

Usando la relacion de recurrencia 7,41 = | o(1n, nt1) concluimos que 1,41 es Fpi1
medible. O

Definicion 3.4. Definimos [S]; como el conjunto de elementos [i1,..., ir], 7 > 1 de
[S] tales que i1 =iy piyip,, >0VI<E<T

De acuerdo a la manera en que esta definida 7, si 79(w) = [i] entonces 7, (w) € [S];
para todo n.

Lema 3.2. n = {n,}n>0 es una cadena de Markov con espacio de estados [S] y
distribucion inicial

1esS

otro

Pon =) = { §

Cada [S]; es una clase irreducible y positiva recurrente de 1. Ademds para cualquier
par de estados y1 = [i1,...,is|,Y2 = [j1,---,Jr] € [S]i la probabilidad de transicion en
un solo paso viene dada por

Diyj. ST <8 Yl =71, 92 = Jo,. .. ,lr = Jp
Py1,y2 = 6r:3+1y21:]1;12:]27"';'Ls:]sv
0 otro caso

Y la distribucion invariante tinica II* de n en cada clase irreducible [S); satisface

I ([i]) = m
La propiedad de Markov y la descripcion de las probabilidades de transicion es clara
pues para transiciones permitidas yo = [y1,jr] 0 y1 = [y2, [ir+1,-- -, is]] ¥ cualesquiera
21, ... 2n—1 € [S]; adecuados, tenemos que

P(nt1(w) = y2lmm (W) = y1,mn-1(w) = 2n-1,...,m0(w) = [i])

Pnt1(w) = Y2, €n1 (W) = Jrl€n(w) = is, M (w) = y1,-..,mo(w) = [i])
P(Ent1(w) = Jrlén (W) = is, (W) = Y1, -1 (W) = 2Zn—1,- ., M0(w) = [i])
P(Ent1(w) = jrlén(w) =is)

Pis,ir>

donde hemos usado la propiedad de Markov de .

La irreducibilidad no es dificil de verificar mientras que al ser [S]; finito la cadena es
recurrente positiva. Como consecuencia de un hecho bien conocido de las cadenas de Markov
irreducibles y positivas reccurrentes se tiene que

TE) = dim SR = il = B

n—1

Tim ST PG = fillgo = i) = m
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3.2. Distribucién estacionaria de 7. En esta seccién se probaran algunos resultados
necesarios para dar la forma explicita la distribucion estacionaria, IT*, de 7, en términos de
las entradas de la matriz de transicion P de €.

Definicion 3.5. Dado un conjunto indice H = {hi,...,hx}, definimos D(H) como el
subdeterminante de la matriz D = I — P tomando como renglones y columnas a los elementos
de H, es decir,

dhlvhl dhlvh2 o dhl»hk

dha,hy  Ahoshy dh27hk
D(H) =

dnjhy Ahyhy o digny,

Si H = () definimos a D(H) = 1.

Lema 3.3. La distribucion estacionaria inica Il = (m;)ics de la cadena de Markov & puede
expresarse como

(1) S—IU
>,es D)
Demostracion. Sabemos que 11 existe, es Gnica y satisface
npP=P TI1=1,
equivalentemente,
b =0, II1=1.

Como la suma de cada renglon de D es cero, el anterior sistema de ecuaciones es equivalente
al sistema

1 dig di2 -+ dij-1 dij+1 - din
1 dog dao -+ doj1 daji1 oo don
(7r1, ey 7I'N) . . i
1 dN,l dN,2 dNyjfl dN,j+1 dN,N
= (1,0,...,0),

para cada j € S.
Llamaremos D; a la matriz del sistema anterior. Como consecuencia del teorema de
Perron-Frobenius se tiene que det D; # 0. Resolviendo el sistema obtenemos,

II=(1,0,...,0)D;"
= (vector de cofactores de la primera columna de Dj).

La j-ésima entrada de II es

D({j})
2 j = N a4 4 o .
2) T = (C1)i+1 det D,
Recordando que Zz diyg = 0 = —di = E#k d;; para toda k, sumamos todas las

columnas, excepto la primera, a la segunda columna. Como el intercambio de columas dentro
de un determinante sé6lo le cambian el signo, obtenemos que si 2 < j < N

det DJ =
1 —=di; di2 -+ dij—1 dijy1 -+ din
1 —do; dop -+ doj1 dojt1 - don
= det . )
1 —dn,; dn2 -+ dnj-1 dnj+1 - dnnN

= (—1)" det D,
Por otro lado dado que } . g7 =1y que (=17 det D; = D({j1}°)

detDy =detDy » ;=Y m;(—1)" " det D; =Y D({j}°)

JES JjES JjES
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Finalmente combinando lo anterior

D{i})  _ D) _ _ D{i})

= . = = —.
(=1)ttdet D, det D, ZjeS D({7})
O
Lema 3.4.
D({i1,92,...,1s-1}°)
=di.i. D({ir, ..., is}°)
- Z Pis.itPitsga " Pir_1,50Pirvis DHG15 o5 Gryin, o445 1),
r>0,51,.-Jr
en donde la suma se toma sobre todas las elecciones distintas de ji,...,5r € {i1,...,1s}".
Lema 3.5. Para todo j € {i1,...,1s}° fijo tenemos que
D({i1,...,is}%)
= Z Z Pj.j1Pjr,g2 " 'pj7-,ikD({j>jl> ceey Jry By 7i5}c)7
k=1 r>0
J1seedr
donde la suma estd tomada sobre las distintas elecciones
j17' "a.jT € {jvi17"' 7iS}C'
Lema 3.6. Para cualquier i €
SOUAN) = S piaa P D)),
JjES [i1,.-sis]€[S];
Para el caso s =1, entendemos a pi, iy =+ Piy_q,is COMO 1.
Demostracion. Usando el lema anterior y sumando
SDWY) = 30D peapis o piea D10 1) + DY)
jes jes r>0
JF1I15--5dr
= Y pase P D i) + DU
$§2>2,i9,...,1g
i1=
= > Piie P D 6)0).
li1,--i5]€[S];
O

Finalmente con la ayuda de los lemas anteriores podemos dar una descripciéon de la
distribucién invanriante de la cadena derivada 7,

Teorema 3.7. Si & es una cadena de Markov estacionaria con matriz de transicion P =
(pi,j)ijes, trreducible, positiva recurrente con espacio de estados S finito y distribucion
estacionaria I1 = (m;)ics, entonces su cadena derivada n es recurrente positiva en cada [S];
con distribucion invariante II* dada por

D({ir, ...,is}%)
> D({3}%)

JjES

(3) l:[i([z‘h,,,’is]) = Piy,iaPisyiz """ Pig_1,is

Ademds se tiene que
S

(4) ﬁi([il,uwis])pis,il :Z Z ﬁjl([jh"~7j7‘,ik7ik+17"'7ik+5*1])pik—1vis’

k=1 r>1
J2sedr

donde j1 es fijo en {i1,...,is}, la suma es sobre las distintas elecciones ja,...,jr €
{j1,%1,...,is}° y las sumas donde aparece k se entienden modulo s.
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Demostracion. Solo resta demostrar las ecuaciones (3) y (4). Como 7 es recurrente positiva
en la clase irreducible [S]; entonces II' es la tinica solucion del sistema de ecuaciones
M =i

=1

Z 0 ([i1, ... s

[i1,..,is]€[S]:

~

Por el lema anterior se sigue que IT* dado por (3) satisface la segunda ecuacion. Recordando
que d; ; =1 —pj,; y usando el lema (3.4) obtenemos que

D({in, ... ,is})
> D)

JjES

ﬁi([ilr cee 7iS]) = DPiy,igPig,iz """ Pig_1,is

D({é1,...,1s—1}°)
S D))
JES
D({ir, .. ,is}%)
S D))

JES

=Piy,igPig,iz " " Pig_1,is

+Diy,ioPig,is * Pig_1,isPis,is

D({j1,- -+ Jryi1,...,1s}°)

+ § : PiyiaPig,iz = " Pis_1,isPis,j1Pj1,52 ° " Pir—1,5rPir,is

=1 > " D{i}9)
J1s-eosdr jES
=Piy_yio W01, is—1]) 4 pig,in T ([i1, .- - ds])
N—— N
c) b)

+ Z p ﬁi([ilv---7isvj17---7jr])

j'r'ViS
r>1 v
J1seendr @)

Veamos que esto es exactamente la primera ecuacién. Recordemos que si z = [z1,...,2Zn],y =

Y1, -.,Ym] € [S]; entonces Pz y # 0 sélo cuando
a) m<n
b) m=n
c) m=n+1
y en los tres casos Pz,y = Pay, ,ym -

= ﬁz’,y HZ([i17'~~aiS—1])+ ﬁz”,y H’L([ilw'wis])

—~— ——
o' =[i1,...,i5—1] ' =y=[i1,...,is]
y=[z’ is] b)
c)
+ Z ﬁm,y HZ([ilv---7i37j17---7jr])
r>1 ~

G1seesdir T=[E1500085,5150007r]
y=[i1,-..,is]
a

= Z ﬁi(x)ﬁz,[il,“.,is]~
z€[S];

Esto demuestra (3). Usando la descripcion de IT* junto con el lema (3.5), fijando un j1 € {i1,...,is}°
se concluye la validez de (4).

3.3. Representacion probabilistica en ciclos.

Definicion 3.6. Le llamamos Cy,(w) a la clase de todos los ciclos que ocurren hasta el tiempo
n a lo largo de la orbita {&(w)}i>o0

Definicion 3.7. Para un ciclo ¢, definimos
wen() = D 15 (65 moa(@) = (@), i, inre- ]

Es claro que we,»(w) cuenta el nimero de veces que aparece el ciclo ¢ 6 alguna permutacion
ciclica en la érbita {&(w)}i>0 hasta el tiempo n.
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Buscamos obtener una familia de ciclos, a la que llamaremos Co, que no dependa de w
y que contenga a todos los ciclos posibles de la cadena £. Esto se hace mediante un proceso
estocéstico auxiliar v

Yn 12— S xS
Yn(w) = (§n-1(w), &n(w))

Proposicion 3.8. El proceso estocdstico v es una cadena de Markov positiva recurrente e
irreducible con distribucion estacionaria unica dada por

1, (4, 5) = mipi,;j

Definicion 3.8. Denotamos por o, (w;1,j) al nimero promedio de transiciones de i a j en
la drbita de {&(w)}i > 0 hasta el tiempo n.
En simbolos

1
on(w;i,j) = - card{m : 0 <m < n,&m(w) =, &mt1(w) =5}
Proposicién 3.9. Para todo i,5 € S

lim on(w;i,j) = mipi; c.s.
n— oo

Demostracion. Es consecuencia de la ley de los grandes niimeros para cadenas de Markov

aplicada al proceso 7. O
Proposicién 3.10. Para cada ciclo ¢ = (i1,...,1s) el siguiente limite existe

lim w =w. c.S.,

n—oo n
donde

D({i1,...,is}°)
We = Piy,igPisyiz ** Pig_1,isPisrit =9 7 so1e)
1,12112,13 1 1 ZjeSD({]}l)

Es importante notar que el limite w. no depende de w.

Por otro parte la sucesion (Cn(w)), converge casi seguramente a una clase de ciclos que
denotamos por Co. Esto es claro observando que los Cp, (w) forman una sucesion es creciente.
El limite es la unién de todos ellos.

Para ver que no depende de la trayectoria, sean wi, w2 fuera del conjunto de probabilidad
cero dado por la proposicion anterior. Entonces para cada ¢ € Coo(w1)

We,n (UJI) wc,n(w2)

lim —™mE gy, = lfm —em2)
n— 00 n n— oo n

y asi ¢ € Coo(w2).

Definicion 3.9. La clase de ciclos Co, dada por la proposicion anterior es la coleccién de
ciclos que ocurren en casi todas las orbitas {£{n(w)}n. Al conjunto de pesos {w. : ¢ € Co } de
las proposiciones anteriores se les llama distribucion circulatoria de &.

Finalmente podemos obtener una representacién probabilistica en ciclos, siendo esto la
mitad del trabajo para obtener una descripcién en ciclos de la entropia.

Teorema 3.11. (Representaciéon Probabilistica en Ciclos) Si £ es una cadena de
Markov estacionaria con matriz de transicion P = (ps,j)s,jes, irreducible, positiva recurrente
con espacio de estados S finito y distribucion estacionaria I = (7;)ics, entonces

mipi; = lim > wc%wt]n(i,j) c.s
c€Coo

= Z chc(ivj) Vlh] €S

c€Coo
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Demostracion. Para esta demostracion definimos la funcion €, (w;1, 7,) como

1 sila dltima transicién de ¢ a j pertenece
en(w;i,j) = a algun ciclo de Cp(w)
0 otro.

Con ello vemos que

. We,n (W . en(w;i, ]
O'n(w;7'7.7): Z #Jc(la])+¥
c€Cp (w)

Tomando limite cuando n — oo en ambos lados y usando la Proposicion 3.9, obtenemos

mipig = Y wede(i, j)-

c€Coo

O

3.4. Produccion de entropia. Sea r la transformacion medible que invierte el tiempo,
r:(Q,F) = (Q,F)
rw(n) =w(-n) n€Z.
Definicion 3.10. Definimos el proceso estocdstico £~ como
€n (w) = &n(rw) = &n(w)
y la medida P~ = rP sobre (€2, F), en donde

P~ (A) = rP(A) = P(r '(A)) VAe F.
&~ es el proceso £ con el tiempo en reversa, y su distribucién viene dada por P~.
El proceso £~ es una cadena de Markov estacionaria en (2, F,P) con matriz de transicion
P~ = (p; ;)ijes = (M) 7
T/ ijes
y distribucién invariante II™ = II. Es bien sabdico que & es reversible si y solo si P = P~

A continuacion definimos entropia relativa de medidas de probabilidad.

Definicion 3.11. Supongamos que p y A son dos medidas de probabilidad sobre un espacio
medible (M, A), la entropia relativa de p respecto a X se define como

dp i du
oy = d [ Tor @uds) sin< Ay log % € Law)
+00o otro

En adelante usaremos la siguiente notacion para la sub o-algebra generada por un namero
finito de variables aleatorias sucesivas y para las medidas restringidas a dichas sub o-algebras
Frn=0(&:m<k<n)

Pim.ny = Plry,
P-

(mn] = P |7p,-

Definicion 3.12. La tasa de produccion de entropia de la cadena de Markov estacionaria &
se define por
, 1 _
ep = nlLH;OEH(P[Om] ) P[O,n])
donde H (P, .1, IP’[T)’”]) es la entropia relativa de P con respecto a P~ restringidas a la o-algebra
Fo.

Lema 3.12. Si la matriz de transicion P de £ satisface

pij >0<=p;; >0 Vi,jeSs

(m,mtn] SOT equivalentes, es decir,

entonces para todo m,n € Z las medidas Py myn) ¥y P

]P)['”%m"’"] < ]P)[:n,m+n] Y ]p[_’m,m+n] < ]P)['”%m"’"] :
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Ademds la derivada de Radon-Nikodym viene dada por

demn TrmW m(W);&m w) T m+n—1wW),E&m4n (W
(5) [7, +](w): Em (W) Pem (w),€m 41 (w) P gn—1(w),Emin (W) P—ecs
Ul — T o () P (@) =1 (@) * Pl g1(0),Em (@)

Demostracion. La medida de un conjunto generador B x SZ% de la o-algebra F'T", es
decir, de un conjunto de la forma {im} X - - {imsn} x SZV es

P, (B X 8°7) = P(em (W), - -, €m+n(w) € B)

= TimPimyimt1 """ Pimin—1vimin-
Similarmente
P

[m,m+n](B X SZ N) =T

’me'bm imt1 Pimin—1imin
= TiminPiminsimin—1 """ Pipi1(w),im-

Y usando la relacién entre P y P~ obtenemos que

Py mtn) (B x S©7N) =

Tim Pimimt1 """ Pimtn—19m+yn Z—N
P (BxS )
[m,m+n]

TimtnPimtnsimin—1 """ Pimi1

Asi bajo la hipotesis de la proposicion las medidas son equivalentes.
Recordemos que los conjuntos cilindricos forman un algebra, por lo que forman un =-
sistema contenido en el siguiente conjunto

L ={Ac F" : Pimin (4) = /A fdP, iy}

donde f es la funcién dada por (5). Es facil verificar que .Z es un A-sistema y por el lema de
Dynkin . = F*t™. Por la unicidad de la derivada de Radon-Nikodym se concluye (5). O

Teorema 3.13. La tasa de producion de entropia e, de la cadena de Markov estacionaria &
puede expresarse como

zpz,
(6) €p =3 Z TiPi,j — TjDj,i) log =~
Z es TjPj,i
w
(7) == Z —w._)log o
CECoo -

Demostracion. Basta considerar el caso en que
pij >0<=p;i >0 Vi,j€S,

de lo contrario e, = 400 mientras que en el lado derecho de (6) ningtan término puede ser
—0o0 y por lo menos uno de ellos es +00. En dicho caso (6) se cumple.
Asi pues, bajo la hip(’)tesis del lema anterior,

ep = lim H(POn]vp[?),n])

n—oo N

TigPio,i1 """ Pin_1,in

Tin Pinin—1 """ Pi1,io

.1
lim — E TioPigsi1 ** " Din_1,in 108
n—o0 1M -
10,.-,in €S

y utilizando propiedades del logaritmo para separar productos en sumas,

n—1
.1 Tk Dig,igt1
h_)m - E E TkDiging1 log —
k=0ip ip 11 €S i1 Piggrsin

= E mipi,; lo Tibirj , pues la suma interna no depende de n
ijes TjPj,i
_ TiPi,j
= 2 E szz,j — T;Pj, l) log ——= D
ieS TiPj,i

Esto demuestra el primer renglon. Para el segundo renglén se tiene que
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e = > > (w Je(i, j) log “Pu1

T
i,j€ScECoo iPj;i
TiPi,j
= E E —we_)Je(i,7) log —% -
CGCooz,jES iPjyi
iy Pig iy
— % E E — We_ logiJr
ccCu g1 Pigr,ik
e=(eesifg gt 1see )

S
Tip Pigsig41
= 32 (we—we )log [ [t
c€Coo k=1 k1 Pkt

1 (we — we_ ) log

w
c€Coo ¢-

O

Hemos encontrado condiciones equivalentes para la reversibilidad de una cadena de Markov
en términos de los ciclos ¢ distribucién circulatoria:

1) La cadena deMarkov & es reversible.
2) La cadena de Markov esta en balance detallado, esto es,

Tipij = Tjpji Vi, j € 5.
3) La cadena de Markov satisface el criterio de Kolmogorov,

Piy,iaPisyiz """ Pig_1,is = Pisyis—1 " " Piz,iaPia,irs

para cualquier coleccion finita {i1,...,s} de elementos distintos de S.
4) Los elementos de la distribucion circulatoria {w. : ¢ € Cx} satisfacen la condiciéon de
simetria

We = We_ Ve € Coo
5) La tasa de produccion de entropia es cero
ep =10
Ejemplo 3.14.

El caso mas simple no trivial es cuando el espacio de estados es S = {1,2,3} y matriz de
transicion
0 p ¢
P=|4q¢ 0 p |,
p g 0
donde p,q > 0y p+ g = 1. La distribucion invariante es I = (%, %, %)
Los ciclos que aparecen en casi todas las trayectorias son
Coo = {(17 27 3)7 (37 27 1)7 (17 2)7 (27 3)7 (37 1)}

Recordemos que un ciclo es equivalente a sus permutaciones ciclicas. Los pesos asociados a
cada ciclo en virtud de la proposicion (3.10) son

Wiz = P1,2P2,3P3,1 __ b
o Lo | |t 2| |1 -» 3(1 — pq)
-q 1 -q 1 —-q 1
_ ¢
1O = 5T )
Pq

W) T W T Wen = g

Es importante notar que para cada ciclo ¢ de longitud 2, se tiene que c_ es la tunica
permutacién ciclica de ¢, y por la equivalencia conocida entonces w. = w._. Esto y la
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ecuacion (7) muestra que los ciclos que contribuyen a la tasa de produccion de entropia son
aquellos de longitud 3 o més.
En nuestro ejemplo la tasa de produccion de entropia es

ep = (W(,2,3) — W,2,1)) log ,

3
wazy _ P (13) _Pd P
w21 3(1-pg) q l—pg “gq

2 2
p—q) (P +pg+gq p p
o )(1 )1og*=(p—q)log<
—pq q q

Pues si p + ¢ = 1, entonces (p+¢)? =1y con ello p* +pg +¢*> =1 — pq.
1

De lo anterior vemos que la cadena de Markov § es reversible si y sélo si p =g = 3.

4. CADENAS DE MARKOV TIEMPO CONTINUO

Para el caso cuando £ = {&;}+cr es una cadena de Markov a tiempo continuo, irreducible,
recurrente y estacionaria con espacio de estados finito S = {1,...,N} y distribucion
invariante IT = {m; };cs sobre el espacio de probabilidad canénico (2, F,P) de . Denotaremos
a su matriz de intensidades de transicion, o generador infinitesimal, por @ = (¢i,;)i,jcs donde

qi = Z Gij = —qii <oo Vi€ES.
JES,F#i

Denotaremos por fN a la cadena de Markov encajada, y II su distribucién invariante.

Proposicion 4.1. Las distribuciones invariantes de & y € satisfacen las siguientes relaciones

L DAY DU g
SPY S DU e
JES JES
o H({i}) /
T o= D~726 = T/ VieS.
S D)) Swle
JES JES

Demostracion. Las primeras igualdades en (8) se siguen del Lema 3.3 de la seccién anterior
y del hecho de que I1Q = 0.

Para obtener la ultima igualdad para 7; bastard ver que para i # j se tiene que
D({j})D({i}*)qi = D({i}*)D({j})g;. En efecto, utilizando la relacién entre los elementos
de matriz de Q y D y propiedades de los determinantes

DUHIDU e = DUIDUN e[ =2

D({j}cm({iman_iql
1£i
DU} Di})gs.

A partir de esta relacion se ve que la ultima igualdad para m; es inmediata pues,

b(ij}c)qj D YN,
S b |

les

D({j}*)q; 7

i D({i})qi-
O
Aplicando los resultados de la seccién anterior a la cadena encajada obtenemos la descom-

posicion en ciclos de la cadena continua. Sin embargo, hay algunas consideraciones técnicas
que hay que tratar con cuidado, las cuales abordaremos a continuacion.
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4.1. Representaciéon Probabilistica.
Definicion 4.1. Definimos n:(w) como
ne(w) =sup{n >0:T,(w) <t}

De la definicion se ve que n¢(w) es el nimero de transiciones en la drbita w hasta el tiempo
t de la cadena &.

Definicion 4.2. Para la cadena & definimos
@c,t(w) = We,ny(w)

Es claro que e, (w) es el nimero de veces que se completa el ciclo ¢ en la érbita w hasta el
tiempo t.

., . . . s w, w
La seccion anterior establece la existencia de lim,, oo A0

, mientras que para el caso
continuo buscamos la existencia de lim;—, o wc%(“’) El siguiente lema nos proporciona el paso
intermedio para lograrlo.

Lema 4.2. Para P-casi todo w €

ZD({Z}C)%

Tlt(w) i€S

lim = -
totee > D)
icS
Proposicién 4.3. Para cada ciclo ¢ = (i1,...,1s) el siguiente limite existe
lim M =w, cC.S.,
t—o0 t
donde
_ T )
we = (=1)" 7" G i2 i s - M

“Qig_q1,isGis,i
' 'Y es DHIY)

Demostracion. Para cada ciclo ¢ por la Proposicién 3.10, aplicada a la cadena encajada &,
obtenemos que casi seguramente

1 We,n (W) DW{i1,...,is}%)

:pz )1 p'L ,i3 ° p’L; 774§p745‘77'
n— oo n et ! ' § D {]} )
JES

I S0}

_ Qi | Qisyin 1E{in is}c —
N | E DIRTELES
les jGS

- 11 iz i D({i1, ..., is}°)
1e{i1,.yis} i 9is Z_QJD({j}C)

jES

({11,...,25} )

= (_1)371%1,1’2‘11’2&3' “Qig_q,isqis,iy
Z(IJ ({319

JjES
Y usando el lema anterior
. ch,t("-’)
we = lim ————~
t—o00 t

= lim ne(w) 7wc’nt(w)(w)
t—oo T nt(w)
s— 1, .-
(=1 1q11ﬂ2q12722' Qi 1,qu1<,llu'
> D)%)
i€S
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Al igual que en caso discreto, la sucesion {C;(w)}+>0 converge casi seguramente a una clase
de ciclos que denotaremos por Coo

Teorema 4.4. (Representacion Probabilistica en Ciclos) Si& es una cadena de Markov
estacionaria con generador @, irreducible, recurrente positiva con espacio de estados S finito
y distribucion estacionaria 11, entonces

Tidig = wede(i,j) Vi, j €S i#j.
c€Coo

» . . Wen(w
Demostracion. Para cada ¢ € Coo denotamos w. = lim We,n (W)
n— 00 n

c.s, entonces claramente

{We : ¢ € Cx} es la distribuciéon circulatoria de la cadena encajada é, ain méas por la
Proposicion 4.3 sabemos que

> D{i)

i€S

Z‘Z] ({519

JES

We = We e

Utilizando la representacién probabilistica en ciclos de la cadena encajada 5 dada por el

Teorema 3.11,
TiDi,j = Z WeJe(i, 5)
c€Coo

las relaciones entre las distribuciones invariantes I y 1:I, de la Proposicion 4.1 obtenemos que

igig = Y wede(i,]).

c€Coo

4.2. Produccion de entropia. Mediante la transformacién que invierte el tiempo,
r:(Q,F) = (Q,F),
rw(t) = Sl}}rgw(s), vVt € R,
definimos el proceso estocéstico £~ como sigue.
Definicion 4.3. Sea
& (w) =&(rw),
y P~ = rP una medida sobre ({2, F), en donde

P~ (A) = rP(A) = P(r~'(A)), VA€ F.
&7 es la cadena en reversa de € y su distribucién viene dada por P~.

El proceso £~ es una cadena de Markov estacionaria en (€2, F,P) con generador

- Tigj.i
Q" = (¢i;)ijes = (7J “) ,
Ti /) ijes

y distribucién invariante I1~ = II.
En adelante usamos la siguiente notacion, para cualquier s < ¢t denotamos por F: a la sub
o-algebra generada por {£u : s < u < y}, es decir,

Fl=o(t,:s<u<t)
IP>[s,t] = IP)']:‘:

]P[;,t] = ]Pi ‘}‘é .
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Definicion 4.4. La tasa de produccion de entropia de una cadena de Markov estacionaria
& se define por

.1 _
ep = lim gH(P[o,t],P[w]),

t—o0
donde H (P 4, IP’[B’ t]) es la entropia relativa de P con respecto a P~ restringidas a la o-algebra
Fi.
Definicion 4.5. Para cualquier ¢ > 0, n > 0y [io, i1, ..., in] € [S], denotamos por
Aig g, in(t) ={w € Q:ni(w) =n, & () (W) =ir, k=0,1,...,n},
al conjunto de trayectorias w que hasta el tiempo ¢ contienen n transiciones sobre el conjunto
10,01y v s ln.

Lema 4.5. Si la Q-matriz de € satisface

Gij >0<=1¢q;i >0 Vi,jeSs,

entonces para todo s,t € R, t > 0 las medidas P 14 y ]P[S st1]
Pl s < P[;,.a-!—t] Yy P[;,s+t] L P44

son equivalentes, es decir,

Demostracion. Para t > 0, n > 0, [i0,41,...,in] € [S], 0 < t1 < ... < t, <ty
suficientemente pequefio para que no haya traslapes escribimos

A={we€ Aiiy,.int) 1 t1 <T1(w) <t1+6t1, - ,tn < Tra(w) < tn+0tn}.

Con esto,

t1+8t1 to+dto—s1
_ ~ S —qigS1 —q;, 52 ~
P(A) = Wiopio,n/ qioe” 0 Pz'm'z/ @irq TP Py g in

t1 ta—s1

o+t =01 s oo
—as s —qi, S
/ Gi,_1€ Tin—1 "/ Qi€ T ntids, L1dsy, - - - dsadsy
t t

n—1 P
n_zkzl Sk k.

T 2ik=1 5k
-1
t1+6t1 tnt8tn =331 sk oo
= e N TigQioyi1 * Qi _1inQin
t1 tn =331 Sk t=220

k=1 Sk

n
H e_(“’ksk+1d8n+1 - dsy.
k=0

De manera similar calculando P~ (A) tenemos que

P(A) =0 <=dig,i1 *** Gin_1inTin_1,in =0
—
=0<=P (4)=0.

Qig,iy """ Qip_vinQin_1,in

Atin mas, para P(A) > 0 usando la relacién entre g;,; y ¢; ;

P(A) = TigQigir " Qip_1inQin_1,in P (A).

TinQin,in_1 """ Qiayi1Qi1,io
Como F§ C o(nt, &0, Tiy €1y, - - - s Tw,é1,, - - .), esta ultima siendo generada por conjuntos
del tipo de A, entonces tenemos que P < P~ y P~ < P en F¢, en donde si w € Ajq,...i, (1)
d]P’[O’t] Teo(w)9eo(w), &y (@) """ g, | ()b (W) Der,, | () €Ty (@)
—— (w) = P—c.s.
dPp 4 Ten (@) Den (@) b, | () " Yy (W)€, (@) DT, (0),ET (@)
O

Teorema 4.6. Si & es una cadena de Markov estacionaria con generador Q = (¢i ;)i jes,
irreducible, positiva recurrente con espacio de estados S finito, y con distribucion estacionaria
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IT = (mi)ses, entonces su tasa de produccion de entropia puede ser expresada como

1 Tiqi,5
) ep = 5 Z (miqi,; — 7iq5,i) log 7J
s 545,
1 w
(10) =5 2 (we—we )log .
c€Co o

Al igual que en el caso discreto tenemos condiciones equivalentes a la reversibilidad de a
cadena de Markov en términos de su distribuciéon circulatoria:

1) La cadena de Markov estacionaria £ es reversible.
2) La cadena de Markov estacionaria £ esta en balance detallado, esto es,

TiGi,j = Tjqi  Vi,j €S
3) La cadena de Markov estacionaria satisface el criterio de Kolmogorov
Qiy,inGinyiz ** Qis_1,is = Qisyis_q1 " QizyiaQiz,in

para cualquier coleccién finita {i1,...,4s} de elementos distintos de S.
4) Los elementos de la distribucion circulatoria {we : ¢ € Cs} satisfacen la condicion de
simetria

we = we_ Ve € Coo-
5) La tasa de produccion de entropia de £ es cero
ep = 0.
Ejemplo 4.7.

Consideremos la cadena de Markov estacionaria, irreducible y recurrente £ sobre el espacio
de estados S = {0,1, 2,3} con generador

—(go,1 + qo,2) qo1 qo,2 0
Q= q1,0 —(q1,0 +q1,3) 0 q1,3
B q2,0 0 —(g2,0 + ¢2,3) 42,3 ’
0 q3,1 q3,2 —(g3,1 + g3,2)

donde las entradas indicadas son no nulas, y distribucién invariante II.
Los ciclos que aparecen en casi todas las trayectorias son

Cs ={(0,1,2,3),(0,1,3,2),(0,2,1,3),(0,2,3,1),(0,3,1,2),(0,3,2,1),
(07 17 2)7 (07 27 1)7 (07 17 3)7 (07 37 1)7 (17 27 3)7 (17 3, 2)7 (07 27 3)7
(0,3,2),(0,1),(0,2),(0,3),(1,2),(1,3),(2,3)}.

Sabemos que los ciclos que contribuyen son aquellos de longitud 3 6 méas, pues si ¢ = (i1, i2)
entonces c— = (i2,%1), es decir, ¢ y c— son equivalentes en Co al ser c— una permutacion
ciclica de ¢ y con ello we = we_.

Calculando los pesos vemos que todos ellos se anulan excepto los correspondientes a los

ciclos {(0,1,3,2),(0,2,3,1)}, de modo que en este ejemplo la tasa de produccion de entropia
es

W(0,2,3,1)
ep = (W(0,2,3,1) — W(0,1,3,2)) log —=——
W(0,1,3,2)

_ _ 90,292,3¢3,141,0 — 40,141,393,242,0 o q0,292,393,191,0
LA 90.141,343,2G2,0
> D)
=0

Y la cadena £ es reversible si y solo si go,2¢2,393,191,0 = §0,191,3¢3,292,0-
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