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PROPIEDADES RELACIONADAS A LA COMPACIDAD
DEFINIDAS POR REDES

MAIRA MADRIZ MENDOZA

RESUMEN. Se definen y se estudian propiedades relativas a la compacidad secuen-
cial.

1. INTRODUCCION

En este articulo consideramos la relacién entre las propiedades de convergencia y
puntos de acumulacién de sucesiones, redes y x-redes. Se brindan generalizaciones de
los espacios de Fréchet y secuenciales, con el fin de hacer algunas observaciones. Como
las propiedades de tipo compacidad se definen usualmente en términos de cubiertas
mas que en términos de sucesiones y redes, para un cardinal arbitrario x se prueban
k-generalizaciones de varios teoremas famosos sobre los espacios numerablemente com-
pactos y secuencialemente compactos. Se muestra, entre otras cosas, que el producto
finito de espacios fuertemente k-compactos es fuertemente k-compacto; mejor ain, se
enuncia que el producto numerable de espacios fuertemente x-compactos es fuerte-
mente k-compacto; el producto de un espacio inicialmente x-compacto con un espacio
fuertemente x-compacto es inicialmente k-compacto y, el producto de un espacio x-red
con un espacio k-red, T3 y localmente fuertemente x-compacto es un espacio xk-red.

Una parte muy importante de muchas areas de las matematicas es la aplicacién
e investigacién de la convergencia. Por ejemplo, en el andlisis cldsico se estudia la
convergencia de series y sucesiones, en analisis funcional la convergencia de funciones
y operadores; mientras que, en el andlisis real, la convergencia sirve para expresar la
continuidad de una funcién o para expresar el hecho de que un punto esté cerca de un
conjunto. Todas las aplicaciones anteriores estan estrechamente ligadas al concepto de
sucesiéon. No obstante, para la topologia general las sucesiones suelen ser insuficientes,
como se ilustra en [4], [6], [7], [13] y [19], debido a que normalmente una topologia no
se determina por sus sucesiones convergentes, pero si por sus sucesiones generalizadas,
mejor conocidas como redes. Las redes fueron introducidas en 1922 por Moore y Smith
en [17], pero no fue sino hasta 1937 que la convergencia en topologia general fue descrita
en términos de redes, por Birkhoff en [4].

Cabe mencionar que en la literatura, algunos topélogos las llaman supersucesiones
debido a que dejan el nombre castellano de red para el concepto de network. Para evitar
posibles confusiones, daremos la definicién de lo que entendemos en este trabajo por
red. Para tal efecto, sea D un conjunto no vacio y < una relacién binaria en D. Se
dice que (D, <) es un conjunto dirigido si < es reflexivo, transitivo y dirigido (para
todos d,d’ € D existe un d* € D tal que d < d* y d’ < d*).

Definicion 1.1. Sea X un espacio topoldgico. Una red f en X es un mapeo f: D —
X, donde D es un conjunto dirigido.

Obsérvese que, si el conjunto dirigido es el conjunto de los nimeros naturales con
el orden usual, entonces f se llama sucesion.

Hodel ha mostrado recientemente en [10] la utilidad de una cierta clase de redes, a
las que denomina k-redes. Una aproximacién similar fue empleada por Meyer en [16].
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En el presente trabajo, todos los espacios son de Hausdorff y x denotara un cardinal
infinito y, en particular, diremos que una red tiene cardinalidad x si su dominio tiene
cardinalidad k.

Definicion 1.2. Una k-red en X es una funcién f: <% — X, donde <% = {F :
F es un subconjunto finito de s} y es dirigido por C. La k-red f también se denota
por (xp : F € k<%), donde zr = f(F) para cada F' € x<%.

Nétese que una k-red tiene cardinalidad k.

Definicion 1.3. Sea X un espacio, ¢ € X y f:x<“ — X una k-red en X.
a) El punto ¢ es un punto de acumulacion de f si dada cualquier vecindad abierta
V de z y cualquier F € k<% existe G € k<% talque F C G y f(G) e V.
b) Decimos que una k-red f converge a x, si para cualquier vecindad abierta V
de z existe F' € k<% tal que f(G) € V para todo G € k<% con F C G.

Sea X un espacio topolégico. El cardcter en un punto p € X, denotado por x(p, X),
es la minima cardinalidad de una base local para p.

Lema 1.1 ([10]). Sean X un espacio y p € X.
1. Si f esuna k-red en X y f converge a p, entonces p es un punto de acumulacion
de f.
2. Six(X,p) <k yp€clA, entonces existe una r-red g en A tal que g converge
a p.
Definicion 1.4. Se dice que g : (D1,<1) — X es una emphsubred de f : (D3, <2
) — X si existe p: Dy — Dy tal que g = f op y para cada dy € Do existe ey € Dy
tal que si e >1 eg, entonces p(e) >9 dy. Si D1 = Dy = <, un mapeo p con las
propiedades anteriores sera llamado un mapeo k-red.

Lema 1.2 ([10]). Sea X un espacio. Si f es una red de cardinalidad k en X y p es
un punto de acumulacion de f, entonces existe una A-subred g de f que converge a p
(para alguna ).

Lema 1.3. Sean X un espacio, f una red en X y g una subred de f; entonces se
satisfacen las siguientes:
1. St f converge a p, entonces g converge a p.

2. Sip es un punto de acumulacion de g, entonces p es un punto de acumulacion
de f.

2. EspAcioS k-FRECHET Y k-RED

En este apartado consideramos la relacion entre las propiedades de convergencia y
puntos de acumulacién de sucesiones, redes y k-redes.

Teorema 2.1 ([10]). Sean X un espacioy p € X. Para cualquier w-red f : w<¥ —
X existe una sucesion g : w — X que es una subred de f y que satisface lo siguiente:
(1) Si f — p, entonces g — p;
(2) Sip es un punto de acumulacion de g, entonces p es un punto de acumulacion

de f.
Demostracion. Definimos ¢ : w — w<% por ¢(n) = {0,1,...,n} para cada n € w.
Entonces g = f o ¢ es una subred de f. En efecto, sea F' = {ag,a1,...,a,} € w<¥
donde a; < ajt1 si j € {0,...,m — 1}. Obsérvese que k > a,,, implica que

o(k) ={0,1,...,k} D {ao,a1,...,am}.

Las propiedades (1) y (2) son consecuencia de que g es una subred de f. O
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Los espacios de Fréchet y secuenciales pertenecen al folklore casi desde los origenes
de la topologia general. Sin embargo, tales espacios fueron estudiados por primera vez
como los conocemos actualmente a partir de 1965 por Franklin en [8] y [9]. Los espacios
de Fréchet y secuenciales son generalizaciones de los espacios primero numerables y
han sido objeto de estudio en distintas areas de las matemadticas. A continuacién,
veamos que se pueden utilizar w-redes en el lugar de sucesiones en su definicién.

e X es de Fréchet siy sélo si para cualquier subconjunto A C X y para cualquier
x € cl A existe una w-red {(xp) C A que converge a x.

e X es secuencial siy sblo si para cualquier subconjunto no cerrado A C X existe
una w-red (zr) C A que converge a algin x € c1 A\ A.

Ahora analizaremos hasta que punto las redes se pueden limitar a k-redes en una
teoria general de convergencia y puntos de acumulacién. Sea (D, <) un conjunto
dirigido; nétese que la relacion < no es necesariamente antisimétrica y en tal caso,
se puede definir la relacion de equivalencia ~ en D x D como sigue:

drvesd<eye<d.

Entonces (D/ ~, =) definido por [d] < [¢] <& d < e es un conjunto dirigido en que
< es antisimétrico.

Lema 2.2 ([10]). Sea f : (D, <) — X una red en X; para cada [d] € D/~ escogemos
eq € [d] y definimos ¢ : D/ ~— D por ¢([d]) = eq. Entonces, f o ¢ es una subred de
f-

Demostracion. Dado dy € D, si [c] > [dp] entonces ¢([c]) = e. > do. Por tanto, f o ¢
es una subred de f. O

Lema 2.3. Sea [ : (D,<) — X una red en X tal que |D| = k y < es antisimétrico.
Entonces existe una k-subred g : k<% — X de f.

Lema 2.4 ([10]). (Propiedad de expansién) Sea X cualquier espacio; si ¢ : X<¥ —»
X es una A-red en X, entonces para cada k > X, existe una k-subred ¢ : k<% — X
de .

Como consecuencia de los Lemas 2.2, 2.3 y 2.4, se tiene que para cualquier cardinal
infinito , las siguientes son equivalentes:
e cada k-red en X tiene un punto de acumulacién;
e cada A-red en X con A < k tiene un punto de acumulacién;
e cadared (x4 :d € D) en X con |D| < k tiene un punto de acumulacién.

Las siguientes definiciones brindan generalizaciones de los conceptos de los espacios
de Fréchet y secuenciales. Esto ya fue hecho por Meyer en [16], con redes cuyos
conjuntos dirigidos tienen cardinalidad a lo mas k.

Definicion 2.1. Un espacio X es k-Fréchet, si para cada subconjunto A C X y para
cualquier z € cl A\ A existe una red de cardinalidad a lo més k -o equivalentemente,
para alguna A < k existe una A-red -en A que converge a .

Definicion 2.2. Un espacio X es k-red, si para cualquier subconjunto no cerrado
A C X y para algin z € clA\ A existe una red de cardinalidad a lo mds k -o
equivalentemente, para alguna A < k existe una A-red -en A que converge a .

Un ejemplo clésico de un espacio secuencial que no es de Fréchet, es el espacio de
Arens-Franklin. Una generalizacién de tal ejemplo se describe a continuacion.
Sea X = [k x (kU {k})] U {p}, para cada o < K sean Cp = {(a,5) : 0 < 8 < K}
una columna en X y C. = C, U{(«, x)}. La topologia en X se describe como sigue:
1. Cada punto («, ) con 0 < 8 < k es aislado;
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2. {CI\NA:ACC, y|A| <k} es una base local para («, K);
3. La topologia de p es la mas fina para que {(o, k) : @ < Kk} converja a p.

Analizando varios casos, se concluye que X es un espacio k-red que no es x-Fréchet.

El conjunto A junto con los limites de todas las redes cuyo rango estd en A es
llamado la cerradura k-red de A, denotada por cl*(A).

Hagamos algunas observaciones y recapitulemos.

1. Para cada A C X, se tiene que A C ¢l"(A) C cl A.

2. A es k-red cerrado si y sélo si cl®(A) = A.

3. Un espacio X es k-red siempre que un conjunto A es cerrado si y sélo si
A= cl®(A).

4. Un espacio X es k-Fréchet si y sélo si para cada A C X, cl"(A) = cl A.

5. Para todo k, x(X) < k implica que X es k-Fréchet, de manera que, X es un
espacio k-red y, por tanto, t(X) < & (ver [11] y [12]).

6. Si X es un espacio A-Fréchet (respectivamente, un espacio A-red) y A < &,

entonces X es k-Fréchet (respectivamente, un espacio k-red).

X es un espacio de Fréchet si y sélo si X es un espacio w-Fréchet.

8. X es un espacio secuencial si y s6lo si X es un espacio w-red.

=

3. TIPOS DE COMPACIDAD

En esta seccién nos enfocamos a estudiar dos clases de espacios afines a la compa-
cidad, llamados espacios inicialmente x-compactos y fuertemente x-compactos.

Para empezar, diremos que un espacio X es compacto si cualquier cubierta abierta
de X tiene una subcubierta finita. En términos de x-redes, este concepto equivale
a decir que para toda k, cualquier k-red tiene un punto de acumulacién. Entre los
resultados importantes que se siguen cumpliendo en este contexto, encontramos el
Teorema de Tychonoff, que dice que cualquier producto de espacios compactos es
compacto.

Un espacio X es numerablemente compacto si cualquier cubierta abierta numerable
de X tiene una subcubierta finita. Asi cualquier espacio compacto es numerablemente
compacto. Dicho esto, un espacio numerablemente compacto se puede generalizar a
cardinales superiores a través de la siguiente definicion.

Definicion 3.1. Un espacio topoldgico X es inicialmente k-compacto si cualquier
cubierta abierta U de X con || < k tiene una subcubierta finita.

Teorema 3.1 ([18]). Las siguientes condiciones son equivalentes:

i) Un espacio X es inicialmente k-compacto.
i) Cualquier k-red (o equivalentemente, cualquier red de cardina-lidad k) tiene un
punto de acumulacion.
ili) Cada k-red (o bien, cada red de cardinalidad k) tiene una A-subred convergente
para algin cardinal X.

En la compactacién de Stone-Cech de los naturales, Sw, A es necesariamente
mds grande que w. Este hecho, motiva la siguiente definicién, la cual es un caso
especial del concepto de secuencialmente compacto (esto es, cualquier sucesién tiene
una subsucesién convergente).

Definicion 3.2. Un espacio es fuertemente k-compacto si para toda A < k, cada red
de cardinalidad A tiene una subred convergente de cardinalidad a lo méas A.

Por tanto, por un argumento muy similar al del Teorema 2.4, la red tiene una
subred convergente de cardinalidad igual a A.
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Teorema 3.2. Un espacio es fuertemente k-compacto si y solo si para cada \ < K,
cualquier \-red tiene una A-subred convergente.

Demostracion. Es consecuencia inmediata del Lema 1.2 y de la definicién de fuerte-
mente k-compacto.
O

Como cualquier red numerable tiene una subred que es una sucesion, un espacio es
fuertemente w-compacto si y sélo si es secuencialmente compacto.

Lema 3.3 ([14]). Si X es un espacio inicialmente k-compacto y x(X) < k, entonces
cada red en X de cardinalidad a lo mds k tiene una subred convergente de cardinalidad
a lo mds k.

Un corolario inmediato del lema previo es el conocido resultado de que cada espacio
primero numerable y numerablemente compacto es secuencialmente compacto. Sin
embargo, si k es no numerable no se puede concluir del lema previo que X es
fuertemente k-compacto. Un importante contraejemplo es el espacio Sw, pues es
numerablemente compacto, tiene caracter ¢ y no es fuertemente k-compacto para
ninguna k.

Lema 3.4. Cualquier subespacio cerrado de un espacio fuertemente k-compacto es
fuertemente k-compacto.

Demostracion. Sean X fuertemente k-compacto y Y un subconjunto cerrado de X. Si
A<kyf:D—Y esunared en Y con |D| = ), se tiene por hipStesis que existe
una subred foH : E — Y de f, donde H : E — D y |E| < )\, que converge a un
punto p. Como Y es cerrado en X, tenemos que p € Y. Por tanto, Y es fuertemente
Kk-compacto. O

Lema 3.5. Imdgenes continuas de espacios fuertemente k-compactos son fuertemente
K-compactas.

Demostracion. Sean X y Y espacios topoldgicos, H : X — Y una funcién continua
y suprayectiva. Para A < k, sea g : D — H(X) una red de cardinalidad A\ en
Y y definida por g(d) = yq para cada d € D. Como H es suprayectiva, para cada
d € D existe z4 € X tal que H(zy4) = yq y definimos f : D — X por f(d) = z4.
Por hipoétesis, existe una subred foJ : E — X donde J : E — D, definida por
fold(d) = Zj(d) para cada d € D que converge a un punto z € X. Luego, como
H es continua, (H(x;(q)))ser converge a H(x) € Y. Por tanto, Y es fuertemente
K-compacto. U

Dados dos espacios X y Y de Hausdorfl, una funcién continua y suprayectiva
f : X — Y se llama pseudoabierta, si para todo y € Y y U abierto en X tal
que U D f~1(y) se tiene que y € int[Y]f(U).

Lema 3.6. Sea H : X — Y una funcion pseudoabierta entre espacios topoldgicos.
Siy€eY y BCY son tales que y € cl[Y]B, entonces H 1 (y) Ncl H~Y(B) # 0.

Demostracién. Supongamos lo contrario; entonces, para el conjunto U = X \
cl H1(B) tenemos que U N H~Y(B) = § y, en consecuencia, H '(y) C U. Como
H es pseudoabierta, se tiene que y € int[Y](H (U)). Luego, como y € cl[Y]B se sigue
que int[Y]H(U) N B # 0, implica que H(U) N B # ), lo que es una contradiccién. Por
tanto, H =1 (y) Ncl[X]H~1(B) # 0. O

Teorema 3.7. Si X es un espacio k-Fréchet y H : X — Y wuna funcion pseudo-
abierta, entonces el espacio Y es k-Fréchet.

Demostracion. Sean y € Yy B C Y tales que y € cl[Y]B. Por el Lema 3.6, podemos
tomar un punto z € H~!(y) Ncl H~1(B). Considerando que X es k-Fréchet, existe
una red de cardinalidad a lo méas x, f : D — H~!(B) definida por f(d) = x4 para
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cada d € D en H~1(B), que converge a x. Luego, por la continuidad de H, se tiene
que (H(z4))aep C B converge a H(x) = y. Por tanto, Y es s-Fréchet. O

Definicion 3.3. Un espacio X es Cy-cerrado si cualquier subconjunto fuertemente
k-compacto de X es cerrado.

Proposicion 3.8. Si X es fuertemente k-compacto y Cy-cerrado, entonces X es un
espacio k-red.

Demostracion. Sea A un subconjunto no cerrado de X. Por hipdtesis, A no es
fuertemente k-compacto, asi que existe una red f en A de cardinalidad A < k que
no tiene subredes convergentes de cardinalidad a lo mds A\. Como un cerrado en un
fuertemente k-compacto es fuertemente x-compacto, cl A es fuertemente xk-compacto.
De manera que, existe una subred g de f de cardinalidad a lo mas A que converge a
algin x € cl A\ A, esto se debe a que f no tiene subredes convergentes de cardinalidad
a lo méas A en A. Por tanto, X es un espacio x-red. ([

Un espacio X es de Whyburn siempre que para cualquier conjunto no cerrado A C X
y para todo z € cl A\ A existe un subconjunto B C A tal que c1 B\ A = {z}.

Proposicion 3.9. Si X es un espacio de Hausdorff, Whyburn e inicialmente k-
compacto y cualquier subconjunto inicialmente k-compacto de X es cerrado, entonces
X es un espacio k-Fréchet.

Demostracion. Sea A C X y x € clA\ A. Como X es de Whyburn, existe B C A tal
que ¢l B\ A = {z}. Luego, C = cl B\ {z} no es cerrado y, por tanto, no es inicialmente
k-compacto. Entonces existe una red f : D — C de cardinalidad a lo més x en C
que no tiene puntos de acumulacién en C'. Como X es inicialmente k-compacto, cl B
es inicialmente x-compacto, por ser cerrado en X. Asi que la red f tiene un punto de
acumulacion en cl B. En consecuencia, x es el unico punto de acumulacién de f en
cl B.

Ahora, sélo falta corroborar que f converge a x. Supongamos lo contrario. Entonces
existe una vecindad abierta V de z en X tal que f no estd eventualmente en V.
Obsérvese que cl B\ V es inicialmente k-compacto, por ser cerrado en cl B. As{ que
existe una A-subred convergente g de f tal que Im(g) C cl B\ V. Luego, = no es punto
de acumulacién de g. Puesto que g es una A-subred de f y z es el tinico punto de
acumulacion de f en cl B, se sigue que g no tiene puntos de acumulacién en cl B. Esto
contradice la definicién de g y por lo tanto, X es x-Fréchet. ([

En lo sucesivo, las funciones 7y : X XY — X y 7wy : X XY — Y representaran
las proyecciones naturales sobre X y Y| respectivamente.

Teorema 3.10. El producto finito de espacios fuertemente k-compactos es fuertemen-
te k-compacto.

Demostracion. Supongamos que X y Y son espacios fuertemente k-compactos. Sea
f A 5> X XY una Ared en X X Y para alguna A < &, definida por f(F) =
{(zF,yr)}Fer<w, entonces mx o f es una A-red en X, que tiene por hipétesis, una
A-subred mx o fo1) : AS¥ — X que converge a un punto z € X, donde 1) es un mapeo
A-red.

Para cada F' € A<“ sea (mx o f o )(F) = xyp) y elegimos yup) € Y. Puesto
que Y es fuertemente r-compacto, la A-subred (y,r))rer<e de (Yyr)rer<e tiene
una A-subred (yyog(r))Fex<e que converge a un punto y € Y. Luego, la A-red
§: A — X x Y definida por {(G) = (Tyop(@)s Ypos(c)) €5 una A-subred de f
que converge a (z,y). O

El teorema anterior se puede mejorar con estrategias mas elaboradas, a saber:

Teorema 3.11 ([14]). El producto numerable de espacios fuertemente k-compactos es
fuertemente k-compacto.



PROPIEDADES RELACIONADAS A LA COMPACIDAD 65

Teorema 3.12 ([14]). SiY es un espacio inicialmente k-compacto y X es fuertemente
Kk-compacto, entonces X XY es inicialmente k-compacto.

Demostracion. Supongamos que f : D — X XY es una red de cardinalidad A < x en
X xY. Como X es fuertemente k-compacto, existe una subred 7x o fo¢p: F — X
de mx o f, donde |E| < X que converge, digamos a x € X. Como Y es inicialmente
k-compacto, la subred correspondiente my o fo¢: E — Y (de cardinalidad a lo més
k) de my o f tiene un punto de acumulacién y € Y. Puesto que = y y son puntos de
acumulacién de sus respectivas coordenadas, se puede concluir que el punto (z,y) es
un punto de acumulacion de la red f. Por tanto, X XY es inicialmente xk-compacto. [

Definicion 3.4. Un espacio X es localmente fuertemente k-compacto si cada punto
tiene una vecindad cerrada que es fuertemente k-compacta.

En un espacio T3 que es localmente fuertemente k-compacto, cada punto tiene una
base local de vecindades cerradas que son fuertemente k-compactas. Ademds, en un
espacio k-red, un subespacio inicialmente k-compacto, es necesariamente cerrado.

El producto de un abanico de Fréchet y una sucesién convergente no es de Fréchet
y, por tanto, el producto de dos espacios w-Fréchet donde uno de ellos es compacto
y secuencialmente compacto no necesariamente es w-Fréchet. Sin embargo, se tiene el
siguiente resultado:

Teorema 3.13 ([14]). El producto de un espacio k-red X con un espacio k-red, Tz y
localmente fuertemente k-compacto Y, es un espacio k-red.

Como corolarios se obtienen dos resultados de Boehme (ver [5]). El primero de
ellos dice que, el producto de espacios secuenciales, donde uno de ellos es localmente
secuencialmente compacto, es secuencial. El segundo afirma que el producto de es-
pacios secuenciales, donde uno de ellos es localmente numerablemente compacto, es
secuencial.

Problema abierto 1. ;La condicién de ser localmente fuertemente k-compacto puede
ser reemplazado por localmente compacto en el Teorema 3.137
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