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CONTROL DE SISTEMAS CUANTICOS

MARCO ANTONIO CRUZ DE LA ROSA

RESUMEN. Revisamos algunas nociones de controlabilidad para sistemas cudnticos
cerrados de dimesién finita y discutimos condiciones necesarias y suficientes
para su controlabilidad completa en términos del grupo de Lie del sistema.
Formulamos la ecuacién de control dindmico para sistemas cudnticos abiertos
y damos condiciones suficientes para la existencia y unicidad de su solucién.
Desarrollamos dos ejemplos que ilustran los conceptos estudiados.

1. INTRODUCCION

Desde la primera realizacién del laser en 1960, los fisicos, quimicos e ingenieros
vislumbraron la posibilidad de usarlo para controlar sistemas cudnticos. Desde el punto
de vista tecnoldgico, en las ultimas tres décadas los progresos en esta direccién han
sido notables en fisico quimica [24, 26, 30, 6], fisica atémica y molecular [3], y éptica
cudntica [36, 32], véanse también las referencias [8, 21]. Pero los avances tecnolégicos no
son suficientes. En los aos recientes se ha reconocido que el desarrollo de los principios
matematicos generales de una teoria de control de sistemas cudnticos es un requisito
esencial para futuras aplicaciones de las tecnologias cudnticas, véase [23]. Esto ha
motivado que muchos fisicos, quimicos, mateméticos e ingenieros se interesen por
desarrollar una teoria de control de sistemas cuanticos que resuelva, entre otras, dos
preguntas fundamentales.

= Controlabilidad. Dado un cierto sistema cudntico: jes posible alcanzar el
objetivo de control?

= En caso de que el sistema sea controlable: encontrar la manera 6ptima de
alcanzar el objetivo de control.

Esta informacién tedrica es crucial, contribuye al conocimiento del proceso de
control y puede ayudar a determinar pardmetros experimentales importantes para
el diseno de los controles.

El objetivo general de un proceso de control consiste en aplicar una accién externa al
sistema para alcanzar el objetivo de control, [5, 11, 26, 30, 35]. En el caso de sistemas
cuanticos, tal accién externa se puede realizar mediante un control coherente, por
ejemplo, un campo de luz que permita controlar la dindmica unitaria de un sistema
cerrado, ver [1, 8, 28]. En el caso de sistemas cudnticos abiertos, tal accién externa se
puede realizar confeccionando adecuadamente el entorno del sistema para inducir un
control incoherente, de la dindmica no-unitaria (disipativa) del sistema, [1, 37, 27, 9].

El control coherente se aplica a sistemas cuanticos aislados, que no interaccionan
con su entorno y cuya dinamica se describe mediante transformaciones unitarias. No
obstante, en la practica todos los sistemas cudnticos son abiertos e interaccionan con
su entorno, de tal manera que su dindmica es disipativa.

En la Seccién 2 se plantea el problema de control para sistemas cerrados y se dan
condiciones suficientes para la existencia y unicidad de la solucién de la ecuacién
de control. En la Seccién 3 se revisan varias nociones de controlabilidad de sistemas
cuanticos cerrados y, en dimensién finita, se describen condiciones necesarias y su-
ficientes para la controlabilidad completa en términos del grupo de Lie del sistema,
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siguiendo las referencias [2, 28, 29]. Para el caso de dimensién infinita el lector in-
teresado puede consultar las referencias [12, 17]. A la fecha no existe una solucién
del correspondiente problema de control para sistemas abiertos. En esta direccién, en
la Seccion 4 revisamos un resultado sobre la controlabilidad cinemética, formulamos
el problema de control dindmico y damos condiciones suficientes para la existencia y
unicidad de la solucién para la ecuacién de control, que en este caso es una ecuacién
de Lindblad con coeficientes dependientes del tiempo.

La literatura en el tema es muy extensa, nuestro proposito principal es revisar y
discutir sélo algunos aspectos del problema de controlabilidad de sistemas cuanticos,
mediante una estrategia de lazo abierto (open-loop control), desarrollada con el rigor
matemdtico necesario. En particular hacemos notar que las ecuaciones de control (8)
y (28) tienen Hamiltoniano o generador de Lindblad y Gorini-Kossakowski-Sudarshan
dependientes del tiempo, este es un aspecto que se pasa por alto en varias de las
referencias que revisamos. Otras técnicas de control como aquellas de lazo cerrado
(closed-loop control), asi como control estocdstico y filtraje, quedan fuera de este
trabajo, el lector interesado puede consultar la referencia [8].

Para la lectura de este articulo es conveniente que el lector conozca (o revise) los
conceptos de operador continuo, compacto y de traza finita en un espacio de Hilbert;
asi como las definiciones de algebra de Lie, grupo de Lie y tenga conocimientos basicos
de teoria de ecuaciones diferenciales ordinarias.

2. CONTROLABILIDAD DE SISTEMAS CERRADOS

2.1. Estados.

Definicion 2.1. Un estado p es un operador positivo de traza uno, actuando sobre
un espacio de Hilbert complejo y separable H.

Como p es autoadjunto y compacto, por el teorema espectral, existe una base
ortonormal (¢,),>1 de H, algunas veces llamada la base de p, que lo diagonaliza,
i.e., tal que

p= an‘¢n><wn|7

n=1
donde o(p) = {pn : n > 1} es el espectro (valores propios) de p y |t,) (¥, es el
operador de rango 1 definido mediante |¥,)(¥n|e = (Yn, ©)1n, @ € H.

Definicion 2.2. Dos estados pg, p1 son cinemdticamente equivalentes si existe un
operador unitario U tal que

(1) pP1 = UpoU*.

El siguiente resultado caracteriza a la clase de estados cineméaticamente equivalen-
tes, véase [4].

Teorema 2.1. Dos estados py y p1 son cinemdticamente equivalentes si y solo si
tienen el mismo espectro: o(po) = o(p1).

La evoluciéon de un sistema cudntico cerrado se describe mediante un operador
unitario. Si ps y p: son estados del sistema en los tiempos s < ¢, existe un operador
unitario U(t, s), tal que
(2) pe =U(t,s)psU(t,s)".

En general, la familia de operadores unitarios (U(t,s))s<: tiene la propiedad de
sistema de evolucién

(3) U(t,r)U(r,s) =Ul(t,s), s<r<t.

En el caso cuando U(t, s) depende s6lo de 7 =t — s la familia de operadores unitarios
(U(7))r>0 forman un semigrupo.
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Si la familia (U(7))r>0 es un grupo unitario uniformemente continuo, su generador
infinitesimal es un operador sesquiadjunto A que se puede escribir como A = iH,
donde H es un operador autoadjunto que se llama Hamiltoniano del sistema. En este
caso (U(7))r>0 satisface la ecuacién de Schrodinger,

L dU(T)
” ih " = HU(r),
U)=1.

En el caso general, cuando el Hamiltoniano H no es constante en t, la ecuacién de
Schrédinger toma la forma,

L dU(t,s)
(5) th =H)U(t,s),

U(s,s)=1, s<t.

Definicion 2.3. Un sistema cerrado es dindmicamente controlable en un subconjunto
S de estados si para cualquier par de estados p1, p2 € S existe un tiempo finito T'
y un conjunto de controles {c1(¢),---,ck(t)} C C, tales que la solucién U(¢,0) de la
ecuacién de Schrodinger (5), con Hamiltoniano dependiente de los controles

(6) H(t) :H(Cl(t)ﬂ"' 7Ck(t))7

transforma p; en po, i.e.,
p2 =U(T,0)pU(T,0)".

En la literatura es usual que se considere la ecuacién de control coherente (5) con
Hamiltoniano dado por

(7) H(t) = Ho+ ) _¢;(t)H
j=1
En este caso (U(7)),>0 satisface la ecuacién de Schrédinger,

hdU(t 0) (HOJ’_ZCJ ) (t,0),

(®) d
U(0,0) =I,
donde los controles c¢; pertenecen a alguna de las siguientes clases:
(i) C={f:[0,00) —> R : localmente acotadas y continuas}.
(ii) Cp = {f : [0,00) — R : constante a trozos con Ranf = {1,—1}}. Controles
“bang-bang”.

La existencia y unicidad locales, es decir en intervalos finitos [0,7], 0 < T < oo,
de la solucién de la ecuacién de control coherente (8), se obtiene a partir del siguiente
teorema que es una consecuencia del Teorema 5.3 de [7], véase también [4].

Teorema 2.2. Sea H una funcién definida sobre [0,T), T > 0, tal que

i) Para cadat € [0,T], H(t) es un operador autoadjunto acotado sobre un espacio
de Hilbert H.
iii) La funcidn H(t)e de [0,T] en H es continua en t para cada ¢ € H.

Entonces existe una unica funcion con valores en los operadores acotados sobre H,
U(t,s) para cada para t,s € [0,T), s <t tal que
a) U(t,s) es un operador unitario y U(s,s) =1,
b) U(t,s) es fuertemente continuo en cada variable, esto es, para cada ¢ € H la
funcion U(t,s)p de A ={(t,s): s <t, s,t €[0,T]} en H es continua,
c) U(t,s) =U(t,r)U(r,s) para0 < s <r <t<T,
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d)
d .
(9) LU, s) = —iHOU(t, s)

dt
La derivada es en la topologia de la norma.

Explicitamente, para cada ¢ € Hy s <,

U(t,s)= 1 Un(t,s);
(10) (t,5) = Jm  Un(ts)
donde P, = {0 =r; < re < --- < 1y = T} es una particién del intervalo [0,T],
| P || = max{Ary = rx —1rp—1 : 1 <k < m} es la norma de la particion,

Um(t, S) — e—iH(t)(t—rk)e—iH(rk)(rk—rk,l) . e—z’H(m)(m—s)7

con t € [rg,Tkt1] v 8 € [r—1,7] v el limite es en la norma de operadores.

3. EL ALGEBRA DE LIE DE UN SISTEMA DE CONTROL

Denotaremos con L al dlgebra de Lie del sistema cudntico cerrado gobernado
por la ecuacion (8) (o simplemente dlgebra de Lie del sistema), este es el espacio
vectorial generado por los operadores autoadjuntos Hy, - - - , H,, provisto del producto
de Lie definido por el conmutador; en particular, los conmutadores [H;, H;] son
combinaciones lineales de los H} s, i.e., existen constantes cfj € C, llamadas constantes
de estructura, tales que

n
(11) [Hi, Hj] =Y cfHy, 0<i,j<n.
k=0

Y llamaremos grupo de Lie del sistema al grupo de Lie conexo S asociado con esta
algebra, este es un subgrupo cerrado de Lie de U(n), el grupo de las matrices complejas
unitarias de n x n, véase el apéndice de [4]. El siguiente teorema nos asegura que la
solucién 8 vive en el grupo de Lie del sistema, para su demostracién usamos la férmula
de Zassenhaus, cuya convergencia fue establecida por Susuki en [31].

Teorema 3.1. Supdngase que las funciones de control son localmente acotadas y
continuas, i.e., cada ¢; € C, 1 < j < n. Entonces para cada t € [0,T], T > 0, la
solucion U(t) de la ecuacion de control coherente (8) pertenece al grupo cerrado de
Lie S correspondiente al dlgebra de Lie L del sistema.

Demostracion. La continuidad de los controles asegura que se cumplen las hipdtesis
del Teorema (2.2). Tomando en cuenta la forma explicita de U, (¢, s) en (10) y que
S es cerrado en la topologia de B(H) inducida por la norma de operadores, bastard
demostrar que para cada k el factor e~ (")("k=m-1) pertenece a S. Consideraremos
primero el caso cuando H(t) = c1(t)H1 + co(t)H2 y aplicaremos la férmula de
Zassenhaus, véase [31]. Para cada k tomemos

/\]€ = ATk = (rk — Tk—1)7 Ak = —iC1(Tk)H1 y Bk = —iCQ(Tk)HQ.

Entonces tenemos que

Nl (AR + 1Bil) = [Are|(Jes (ri) L + lea (i) [ Hl) <
1

12 ,
U2 oy (miayea sup ey (0)) (R + 1 ) < log(2) — 2,
t€[0,7]
si la norma de la particién ||Pp, || = méx; <x<m|Ary| satisface
log2 — %
(13) [Pl < 2

(s <52 spepo,y g (O]) (1 | + 1 )
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Entonces, bajo la condicién (13), para cada k fija se satisface la hipétesis del Teorema
1 de [31] y podemos concluir que

(14) e M (Ax+Br) — 1{m eAkAke/\kBkeAickz .. ekick,z.

l—o0
El limite es en la norma de operadores y la sucesién (Cj;);>1 se define recursivamente
de la siguiente manera:

11 62 Ak Ak ,—AxBr Ak (Ar+Bg) 1
Ck,2 *5 {62)\]@ (6 e (& )}Ak:O - §[Bk7Ak]a
(15) s :l[ o ( ﬂzck,zefAkAkefAkBkeMAka))}
RERETRGERW Ae=0

1
:g[ck,QaAk + 2By],

y en general

Cri =

l
l { 9 ( Ao e—AkC'k,ze—AkAke—)\kBke/\k(Ak-‘er))}
1LOEN,

Cada factor en (14) pertenece al grupo de Lie S del sistema pues es la exponencial de
un commutador en el dlgebra L. Entonces para cada k el elemento e~ ("e)(rk—rr—1) —
e (A tBE) pertenece al grupo S.

Para el caso general cuando H(t) = Z?zl ¢;(t)H; aplicamos induccién sobre n.

Suponiendo que e *H)(me=rr-1) € S con H(t) = Z;:ll c;(t)H;, témese A\ como

Ae=0

antes, Ay = —1i Z;l;ll ¢j(ri)H;, By = —icy(ry)H,. Entonces tenemos que (14) se
cumple si la norma de la particién ||P,, || = maxi<x<m|Arg| satisface
log2 — 1
[Pl < 2

(s <5< 5Dy o,y o3 (O]) (LE 4 -+ + | Ha )

Esto demuestra que cada factor en (10) pertenece al grupo de Lie S del sistema y
con esto se termina la demostracién del teorema.

O
3.1. Tipos de controlabilidad.

Definicion 3.1. Un sistema es completamente controlable si cualquier operador
unitario U es accesible desde la identidad. Esto es, si existen T" > 0, un conjunto de
funciones de control {c(t), ..., c,(t)} definidas para 0 < ¢t < T y la trayectoria U(t, 0)
satisfaciendo la ecuacién de Schrodinger (8) con condiciones U(0,0) = I, U(T,0) = U.

Definicion 3.2. Un sistema es controlable en los estados si para cualquier estado
inicial pg, los estados cineméticamente equivalentes con py pueden ser alcanzados en
algiin tiempo T > 0. Es decir, si dado cualquier estado p; cineméaticamente equivalente
con pg, existen T > 0, un conjunto de controles en C, {ci(t),...,cn(t)} definidos
0 <t < T y un sistema de evolucién U(t,0) satisfaciendo la ecuacién (8) tales que

U(0,0) =1, p1 =U(T,0)poU(T,0)".

Proposicién 3.2. Un sistema es controlable en los estados si es completamente
controlable.

Demostracion. Si pg, p1 son dos estados cinematicamente equivalentes, i.e., existe un
operador unitario U tal que

p1=UpoU",
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y el sistema es completamente controlable, entonces existen un tiempo 7" > 0, un
conjunto de controles {ci(t),--- ,¢,(t)} C C y una solucién U(t,0) de la ecuacién (8)
tal que U(T,0) = U. Consecuentemente,

p1 =U(T,0)pU(T,0)",
es decir el sistema es controlable en los estados. O

El reciproco del resultado anterior también es cierto, pero su demostraciéon requiere
resultados de algebras y grupos de Lie cuya revisién queda fuera del propdsito de este
trabajo, véase [2].

3.2. Controlabilidad en grupos de Lie. Tomando en cuenta el resultado del
Teorema 3.1 podemos situarnos en un contexto abstracto y plantear nuestro problema
como un problema de control en un grupo de Lie G. En nuestro caso, si dimH = N <
0o, G =U(N) es el grupo de Lie de las matrices complejas unitarias N x N. En esta
parte seguiremos la exposicién de la referencia [18]. Hemos desarrollado con mayor
detalle algunas partes de las demostraciones, con la intencién de facilitar su lectura.
Si H es una n + 1-upla de elementos del algebra de Lie de G, que denotaremos por

L(G), H = (Hy, -+, H,) y C la clase de controles admisibles, entonces denotaremos
por (H,C) al sistema de control
du(t) =
= X_im, (u(t)) + ) ¢;(t) X i, (u(t)
(16) dt 0( ) = J ( )
u(0) = e,

donde X _;p; (u(t)) denota el campo vectorial invariante a la derecha asociado con el
elemento —iH; € L(G). Para una descripcién de esta correspondencia véase [4]. La
accién de X _;p, sobre los elementos u(t) € U(N) esta dada por

X _im, (ult)) = —iHju(t).

Entonces el sistema de control (H,C) coincide con el sistema de control (8).
Siu e C"yg € G, denotaremos a la solucién U de (8) que satisface U(0) = ¢
mediante 7 (g, u,-), i.e.

U(t) = m(g,u,t), t€[0,00).

Lema 3.3. Sean (H,C)un sistema de control sobre G y ¢ = (c1,--+ ,¢y)
€ C", entonces para cada g € G existe una Unica solucién U de (8) definida para
0 <t < oo tal que U(0) = g.

Demostracion. Para demostrar la existencia local, basta tomar U(t,0) = V(¢t,0)g,
donde V' (t, s) es la solucién de la ecuacién (8) dada por el Teorema 2.2. Sea [0,T") un
intervalo maximo donde existe una solucién U(t) con U(0) = g. Demostraremos que
T = co. Supéngase T' < oo y témese una solucién V(t) definidaen T —§ < t < T+,
con § > 0y tal que V(T) =e. Sean ¢ = V(T — 16), g = U(T — 16). Definase W (t)

como

[ U® si0<t<T— 16,
wit) = { V(t)g) g siT—36<t<T+5.
Entonces W (t) es una solucién de (8) que satisface W(0) = g y estd definida para
0 <t < T+ 4. Esto contradice la maximalidad de [0,7T) y por lo tanto T' = co. ([

Si para algun t > 0, 7(g,u,t) = ¢, decimos que el control v manda g en ¢’ en ¢
unidades de tiempo. Si existe v € C" que manda g en ¢’ en t unidades de tiempo,
decimos que ¢’ es accesible desde g al tiempo t.

Al conjunto de todos los ¢’ € G que son accesibles desde g al tiempo t, lo denotamos
por A(g,t), ademds definimos

AgT)= |J Algt) v Alg)= |J Alg1).

0<t<T 0<t<oo
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A(g) es el conjunto accesible desde g.
Al sistema de control (H,C) sobre un grupo de Lie G le asociamos las siguientes
subalgebras

(i) La subdlgebra L generada por los elementos(Hy, ..., Hp,).
(ii) La subdlgebra L de L(G) generada por (Hy, ..., Hp)

Denotaremos los correspondientes subgrupos de Lie conexos por S y S.

Lema 3.4. Si (H,C) es un sistema de control sobre G, entonces A(e) estd contenido
en S.

Demostracion. Es una consecuencia del Teorema 3.1 y del Lema 3.3. (|

Enseguida obtendremos algunas propiedades topoldgicas elementales de los conjun-
tos alcanzables, cuyas demostracines se encuentran en [4], véase tambien [18]. Si T > 0
denotaremos por C(T') al conjunto de las restricciones de todos los elementos de C al
intervalo [0, T7.

Lema 3.5. Sea (H,C) un sistema de control sobre G, entonces para cada T > 0,
A(e,T) estd contenido en S, intA(e,T) es denso en A(e,T), en la topologia de S.

En particular se sigue del lema anterior que el interior de A(e) en S es no vacio.

Lema 3.6. Sea (H,C) un sistema de control sobre G, entonces el conjunto A(e) es
un Semigrupo.

Demostracion. Sean g, g’ € A(e), para ciertos controles u, v’ y t, ' > 0, se tiene
g=mn(e,u,t), ¢ =m(e,u,t'), definamos el control v como

0<7<t,

_f u(7)
U(T){ u(r—t) 7>t

Para 0 < 7 < ¢ tenemos que 7(e,v,7) = w(e,u,T) y para 7 > t tenemos que

(17) m(e,v,7) =U(7,0) = U(r,t)U(t,0) = U(r,1t)g,

donde U(r,0) es la solucién de (8) con funcién de control v. Ahora bien, tenemos
que U(t,t) = e = 7(e,u,0) asi que por la unicidad, para 7 > t tenemos que
U(r,t) = w(e,u,7 — t). Consecuentemente de (17) se obtiene que para 7 > t,

(e, v,7) = mle,u', 7 —t)g.
Entonces
mle,v,t +t') =mw(e,u',t)g=g'g.
Por lo tanto g'g € A(e). O
Lema 3.7. Sea (H,C) un sistema de control sobre G. Entonces los subconjuntos
Ale,T), Ale), Ale,T),
son arco conexos para cada T > 0.

Necesitaremos el siguiente teorema general sobre grupos de Lie que se encuentra en
[19], p. 275.

Teorema 3.8. Sea G un grupo de Lie y sea H un subgrupo arco conexo de G. Entonces
H es un subgrupo de Lie de G.

Teorema 3.9. Sea (H,C) un sistema de control sobre G. Si A(e) es un subgrupo de
G, entonces Ae) = S.
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Demostracion. Como A(e) es arco conexo y por hipdtesis es un subgrupo, entonces
por el Teorema 3.8 se sigue que es un subgrupo de Lie de G. Sea A su dlgebra de Lie.
Entonces A C L, pues A(e) C S por el Lema 3.4. Por otra parte, seau = (a1, ,a,) €
{=1,1}" un control constante. Tenemos que u € C y, consecuentemente, la trayectoria
t — m(e,u,t), 0 <t < oo estd contenida en A(e). En otras palabras, la solucién U(t, 0)
de la ecuacién (8) pertenece a A(e) para toda t > 0. Como A(e) es un subgrupo, esto
vale para todo t € R. Entonces por un resultado de [16], p. 94, podemos concluir que
Hy + Z;n:l a;Hj € A. Como los elementos {Hy, ..., Hy,} generan L, concluimos que
L C A, consecuentemente, L = A y A(e) = S. O

Lema 3.10. Sea (X,C) un sistema de control sobre G. Si el conjunto accesible desde
la identidad es denso en S, entonces A(e) = S.

Demostracion. Sea g € en el interior de A(e) relativo a S. Sea V' C A(e) un abierto
relativo en S que contiene a g. Definimos el conjunto

W={h': heV}

Entonces, W # () y es un abierto relativo de S. Por la hipdtesis existe h € W N A(e),
entonces el conjunto Vh = {gh : g € V'} es abierto relativo a S, Vh C A(e), pues A(e)
es semigrupo y ademds e € Vh. Entonces A(e) contiene una vecindad de la identidad
en S. Afirmamos que S = A(e). Sean k € S y (kj)n>1 una sucesién en A(e) tal que
k., — k, entonces k; 'k — e. Entonces existe N € N tal que k, 'k € A(e) Vn > N.
Como A(e) es semigrupo k,(k,'k) € A(e) para n > N, entonces k € A(e). Por lo
tanto A(e) = S. O

Teorema 3.11. Sea (H,C) un sisterna de control sobre G. Supongamos que el subgrupo
S es compacto, entonces

i) Ale) =S,

it) 3T >0 tal que Ale,T) = Ale).

Demostracion. i) Sea H = A(e) en S, entonces H es semigrupo, pues por el Lema
3.6 A(e) es semigrupo y esta propiedad es heredada por H. Demostraremos que H es
grupo y por el Teorema 3.9 obtendremos que A(e) = S.

Sea h € H, entonces V n € N, h" € H. Como S es compacto la sucesién
{h"},>1 tiene una subsucesién convergente {h"¥)};~; y podemos suponer que n(k) <
n(k + 1), Vk. Definamos

h—l -— lim hn(k-}-l)—n(k)—l.
k—o0
Como n(k 4+ 1) — n(k) — 1 es no negativo, entonces h**+1)=7k)=1 ¢ I Vk asi que
h~' € H pues H es cerrado. Ademas

bl = lm hn(kJrl)hfn(k) — lm A"k — .
k—o0 k—o0

Por lo tanto H es grupo. Sabemos que A(e) C H, y que A(e) tiene interior no vacio
(por Lema 3.5), entonces H también tiene interior no vacio relativo a S. Puesto que
H es grupo y S es conexo, afirmamos que H = S. Observemos que H es arco conexo,
puessig € Hy g, — g con g, € A(e). Entonces (1 — t)e + tg, € A(e). Por lo tanto
lim, oo (1 —t)e +tg, = (1 —t)e +tg € H para cada t € [0,1].

Esto demuestra que A(e) es denso en S y por el Lema 3.10 el inciso (i) queda
demostrado.

(ii) Para cada t > 0, sea W (t) = int(A(e, t)) relativo a S. Afirmamos que

Uw =s.

0<t
Sean g € S entonces existe T' > 0 tal que g € A(e, T'). Tomemos h € int(A(e, 7)), T" >
0 y supéngase que h=! € A(e, "), T"” > 0. Demostraremos que g € W (T + T +
T") = int(A(e,T +T' +T")). En efecto, existen un control u, y un tiempo t, con
0 <ty <T, tales que (e, uy,ty) = g. Asi mismo existen up, y t, € [0,7"] tales que
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(e, up,ty) = h. Sea Vj, una vecindad de h con V;, C A(e,T"). Definamos el conjunto
A=1{bh™t: be V,} = Vh~! y consideremos la aplicacién continua fr : S — S
definida por fi(l) = kl,Vl € S. Tenemos que

-1 _
(fg1) (A ={z: 297" € A} = Ag.
Entonces Ag es abierto. Asi que Ag = V;,h~'g es una vecindad de g.
Sea v € A, entonces existe b € V}, tal que v = bh~'g. Como Vj, C A(e,T”) existen
un control uy, y un tiempo ¢, € [0,T"] tales que (e, up, tp) = b. Considérese el control

ug(s) 0<s<t,
Uy =4 up-1(s—1tg) lg <s<tg+tp—
ub(s—tg—thfl) ty +tp-1 <8<ty +itp-1 +1tp.
Entonces tenemos que

ﬂ-(evugvs) OSSStg
U(S) = ﬂ-(evuh_lvs - tg)g tg <s< tg + th_l
mle,up, s —tg —th-1)h g tg+tp-1 <s<tyg+tp-1+ty,

donde U(s) = (e, uy, s) y m(e, Uy, tg+tp-1+tp) = v. Como ty+tp-1+t, < T+T'+T"
esto demuestra que Ag C A(e, T +T' 4+ T"). Consecuentemente g € W (T +T" +T").
Puesto que la familia W (t) es creciente y S es compacto, se sigue que W (t) = S para
algun ¢ suficientemente grande y esto completa la demostracién. O

Sea (H,C) un sistema de control sobre un grupo G'y g € G. El sistema es controlable
desde g st A(g) = G. Y diremos que es simplemente controlable o completamente
controlable si es controlable desde cualquier g € G.

Teorema 3.12. Una condicién necesaria para que (H,C) sea completamente contro-
lable es que G sea conexo y L = L(G). Si G es compacto la condicion es suficiente.

Demostracion. La condicién del teorema se satisface si y sélo si G = S. Por el Lema
3.4 la condicién es necesaria. La segunda parte se sigue del Teorema 3.11 y del hecho
que A(e) = G, entonces A(g) = G para todo g. O

3.3. Controlabilidad completa. Para demostrar el Teorema de esta seccién ne-
cesitamos el siguiente lema cuya demostracién se pueder ver en [4].

Lema 3.13. U(N) es un grupo de Lie conexo y compacto.

Teorema 3.14. (Schirmer-Solomon-Leahy) Una condicidn necesaria y suficiente para
que un sistema cudntico con Hamiltoniano (7), controles en C y dlgebra de Lie L sea
completamente controlable es L = u(N)

Demostracion. Puesto que (8) define un sistema de control invariante a la derecha
sobre el grupo de Lie compacto y conexo U(N), el Teorema 3.12 establece que el
sistema es completamente controlable si y sélo si L ~ u(N). Esta condicién también
es necesaria y suficiente para controlabilidad en los estados, pues las dos nociones de
controlabilidad son equivalentes. O

Ejemplo 3.15. [28] Consideremos un sistema cudntico con dos niveles (i = 1,2) de
energia y subniveles degenerados, donde el niimero de subniveles del nivel ¢ esta dado
por la féormula 2F; + 1, F; € N, i =1,2.

En la figura 1 se muestra el caso trivial de transicién entre dos niveles no degene-
rados, F; = 0, ¢« = 1,2. El Hamiltoniano interno de este sistema es

([ E 0
Ho(o E2>’

0 d
Hl:(d O)a

y el Hamiltoniano de control es
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2 B 4

1 N%

)

donde d # 0 es el momento dipolar de la transicién. Nétese que iHy y ¢H; generan
u(2) si Ey # Eq. Asi, el sistema es completamente controlable.

La figura 2 muestra un diagrama de transiciones entre subniveles de dos niveles
atémicos con F; = 0y Fy = 1, respectivamente. Puesto que F, = 1 el nivel 2 tiene
tres subniveles degenerados. El Hamiltoniano del sistema con cuatro estados estd dado
por

E,2 0 0 0

0 Ey 0 O
Ho=| 9 0 B o |

0 0 0 E;

en la base estandar. Los Hamiltonianos de control son

0 0 4 0
0 0 0 O
Hi=1 4000
0 0 0 O
0 d 0 0 0 0 0 d
d 0 0 0 00 0 O
=19 000 =000 o0
0 0 0 O d 0 0 0
Notemos que iHy,iHq,iHs y iHj generan el dlgebra de Lie u(4), entonces el sistema

es completamente controlable.

4. CONTROLABILIDAD DE SISTEMAS ABIERTOS

En un sistema abierto, la dindmica de los estados se describe mediante un semigrupo
de transformaciones completamente positivas que preservan la traza (7.¢)i>o0 del
espacio L1 (H), de los operadores de traza finita sobre H, en si mismo. De manera
que un estado inicial p es enviado por este semigrupo en un estado p; al tiempo ¢:
pt = Tu(p). La familia de estados (p;)¢>0 es la solucién de la ecuacién maestra

dpt -
Po = p-

Donde p es un estado inicial y L, es un operador, no necesariamente acotado, del
espacio Lq(H) en si mismo, al que se le llama generador de Lindblad y Gorini-
Kossakowski-Sudarshan (LGKS) en su representacién predual. Se sabe, véase [10, 13],
que en el caso cuando L, es un operador acotado tiene la forma canénical|

(19) L.(p) = P.(p) — Gp— pG™.

donde @, es una transformacion lineal completamente positiva y acotada sobre L (H)
y G = %Q*(I ) —iH es el generador de un semigrupo uniformemente continuo sobre
‘H. Esta ecuaciéon maestra es una generalizacion de la ecuacién de Schrodinger. En el
caso ® = 0 la ecuacién (18) se reduce a la ecuacién de Schrodinger.

El Teorema de Schatten, véase [25], establece un isomorfismo isométrico entre el
dual L1(H)* de L1(H) y B(H). De manera que para cada funcional lineal continuo f
sobre L1 (H) existe un elemento x € B(H) tal que f(p) = tr(zp) para todo p € L1(H).
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Entonces para cada x € B(H) y cada t > 0 el funcional f(xz,t)(p) = tr (xﬁt(p)) tiene
asociado un elemento T;(x) € B(H) tal que

F(.)(p) = tr (2Toa(p)) = tr(Ti(@)p).

Para cada t la aplicacién  — T;(z) es completamente positiva. Y la familia (7;):>0
define un semigrupo cudntico de Markov sobre B(H) que preserva la identidad. Si £
es el generador de este semigrupo entonces se tiene

dTi(z) _

To(z) = x € B(H).

Esta es una ecuacién en el dlgebra B(H) que gobierna la evolucién de las observables
del sistema cuéntico abierto. En el caso cuando L es acotado, tiene la forma canénica
[22, 13],

(21) L(z)=P(z) — Gz — zG,

donde ® es una transformacion lineal completamente positiva y acotada sobre B(H)
y G = %CD(I ) —iH es el generador de un semigrupo uniformemente continuo sobre H.

En el caso de dimensién finita H = C es el espacio de vectores complejos de
dimensiéon N y Li(H) = My es el espacio de matrices complejas de N x N. Al
conjunto de estados o matrices de densidad (i.e., el conjunto de operadores positivos
sobre H de traza uno) lo denotamos por D(H), claramente D(H) C L1 (H).

Cualquier transformacién completamente positiva que preserva la traza tiene la
forma de Kraus, véase [20] y el Teorema 2.20 en [10]; es decir, es de la forma

(22 Byl = 3 KipK:

donde los K; son operadores en B(H) que satisfacen la condicién

n

(23) KiK;=1.
=1

1=

Esta representacién no es tnica.
A una tranformacién completamente positiva que preserva la traza la llamaremos
simplemente transformacién de Kraus.

4.1. Controlabilidad cinematica. La nocién de controlabilidad que discutimos en
la seccién anterior necesita ser modificada para adaptarla al caso de sistemas cuanticos
abiertos, cuya dindmica no es necesariamente unitaria. La controlabilidad cinematica
se define de la siguiente manera.

Definicion 4.1. Un sistema cuantico abierto es cinemdticamente controlable en un
conjunto Sk de estados si para cualquier par de estados p;, p2 € Sk existe una
transformacién de Kraus @, tal que ps = ®(p1).

Teorema 4.1. (Wu-Pechen-Brif-Rabitz, [37]) Para cualquier estado py sobre el espa-
cio de Hilbert H de dimension finita N, existe una transformacion de Kraus ®¢, tal
que ®¢(p) = py para todos los estados p en H.

Demostracion. Supéngase que la descomposicién espectral del estado final py es

N
(24) pr=Y_pile:) (i,

i=1
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donde (¢;)1<i<n es la base que diagonaliza p; y Zfil p; = 1, p; > 0. Para una base
ortonormal arbitraria {x;} en A definimos los operadores

(25) Kij = piloi)(x;1 i,5=1,..,N.

Los operadores K;; satisfacen la condicién de normalizacién (23), pues

N N N
SNoKpKy = Y pil)@illed Ol = S (i pidn) ) (x|
i,j=1 i,j=1 i,j=1

N

= Y Treho)ool = 1

J
Definamos la transformaciéon de Kraus

N
(26) Op(p) = Y KijpKy;.

4,J=1

Esta transformacién ® actua sobre un estado p en H de la siguiente manera

N N
Or(p) = Y pild)(xslelxg) (@il = Tr(p) D pildi) (il = py-

ij=1 i=1

Esto demuestra el teorema. O

Corolario 4.2. Para cualquier par de estados p1 y p2 en el espacio de Hilbert H finito
dimensional, existe una transformacion de Kraus ® tal que ®(p1) = pa.

Corolario 4.3. Un sistema cudntico abierto finito dimensional es cinemdticamente
controlable en el conjunto Sk = D(H) de todos los estados sobre H.

4.2. El problema de control dindmico para sistemas abiertos. En analogia
con el problema de control dindmico para sistemas cerrados, el problema de control
dindmico se formula de la siguiente manera.

Definicion 4.2. Un sistema abierto es dindmicamente controlable (o simplemen-
te controlable) en un subconjunto S de estados si para cualquier par de estados
p1, p2 € S existen un tiempo finito T y un conjunto de controles admisibles

{ei(t), ca(t), -+, er(t)} C C, tales que la solucion T,y de la ecuacién maestra (18),
con generador LGKS dependiente de los controles
(27) ﬁ*t = L* (Cl (t)7 o ,Ck(t)),

transforma p; en po, i.e.,
p2 = Tu(t,0)P1-

Es decir la ecuacién de control en este caso tiene la forma

(28) aﬂt = Lut(p1),
Po = p-

Con L, como en (27).
De manera similar al caso de sistemas cerrados, se puede suponer que el generador
LGKS es de la forma

L= Lo+ Z Cj (t)ﬁ*j,
=1

considerar el dlgebra de Lie generada por lo elementos {L.o, ..., L} v al correspon-
diente grupo de Lie, buscando aplicar el resultado de Sussman y Jurdjevic, Teorema
3.12, para obtener una condicién necesaria y suficiente para controlabilidad.
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Ejemplo 4.4. [1] Consideremos un sistema cudntico de dos niveles. El espacio de Hilbert
asociado es C?. El Hamiltoniano del sistema es

Ha = £0/|0)(0] + &1 |1)(1],

donde €y y €1 son las energias de los estados base y excitado, respectivamente. Las
transiciones entre los niveles atémicos estan descritas por los operadores

o=10=( g g ). ee=moi=(7 7).

El generador GKSL para este sistema tiene la forma
®(p) =2v0_poy
G=—-o040_+iH,
con H =Aw|1){(1|+ Qo_ + Qo

donde 7, Aw y § son constantes. Para un estado estacionario, pg = Y o<, <1 Pij ) (4],
<ij<
del sistema se cumplen las siguientes ecuaciones

YP11 :Im(me)
Ywp1o =i82(p11 — poo),

donde 7, = v + iAw. Sea a = —if)/~,, el estado estacionario es

b= [P0 P10 1 L+ a
o por P11 14 2|a? Q la)? )~

El estado es puro sélo si a = 0. Nétese que con |Q/|7,| > 1, el sistema evoluciona
desde un estado inicial hacia un estado invariante saturado, i.e.

1 L+ « . 1/2 0
1+ 2|al? a |a|? lel=ee \ 0 172 )7

con probabilidades iguales en los niveles superior e inferior, poo = p11 = 1/2,

po1 = 0.
Con [Q]/]1.| < 1,

1 1+a)? « . 10
1+ 2]af? a |a? =0\ 0 '

El sistema evoluciona desde un estado inicial hacia el estado estacionario base
p11 = po1 =0, poo = 1.

4.3. Existencia y unicidad para el problema de control incoherente. En
esta seccién discutimos el problema de existencia y unicidad de la soluciéon para
el problema de control incoherente. El resultado principal, Teorema 4.5, es una
consecuencia de la existencia y unicidad de la solucién para la ecuacién de Lindblad con
coeficiente dependientes del tiempo, sobre el espacio B(H). Por esta razén abordaremos
el estudio de la ecuacién de Lindblad en la representacién directa,

d

(29) %Xt == Et(Xt),
L; estd dado por
(30) Li(X) =0(X) — G; X — XG4

Donde para cada t > 0, ®; es una transformacién completamente positiva acotada,
Le., ®i(z) € B(H) y Gy = 3®,(I) — iH,, con H; € B(H) autoadjunto.

Partiendo de una motivacién puramente matemadtica, es decir, sin conocer su
relacion con el problema de control de sistemas cudnticos abiertos, la existencia y
unicidad de la soluciéon para la ecuacién de Lindblad dependiente del tiempo se
demostré en [15, 14], en un contexto general para L; con coeficientes no acotados.
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Una consecuencia del resultados de [15, 14] es la existencia y unicidad de la solucién
del problema de control incoherente. Es decir tenemos el siguiente resultado.

Teorema 4.5. Si los controles {c1(t), - ,cn(t)} pertenecen a la clase C o Cy definidas
en el Capitulo 2, entonces la ecuacion de control incoherente

(31) %Xt — LX)+ Y e(0L(X), Xo=X € BH),
1<j<n
donde cada generador L; tiene la estructura de Lindblad y Gorini-Kossakowski-
Sudarshan con coeficientes acotados y L;(I) = 0, j = 0,...,n, entonces eziste una
solucion Xy = P(t,0) del problema de control incoherente (31), donde {P(t,s) : (t,s) €
A}, A={(t,s):0<s<t< oo} esla solucion minimal de (31), que es dnica (por
ser conservativa) y satisface
(a) Para cada (t,s) € A, P(t,s) es completamente positivo y normal.
(b) P(t,s) <I V(t,s) € A.
(¢) Es un sistema de evolucion: P(s,s) =1, P(t,s) = P(t,r)P(r,t) para 0 < s <
r<t.
(d) Para X € By(H) y s >0 fijos, t — P(t,s)(X) es débilmente diferenciable.
(e) Si {Q(t,s) : (t,s) € A} es otra familia de transformaciones lineales que
satisfacen la ecuacion (31) entonces

P(t,s)(X) < Q(t, )(X) VX € B(H).

Demostracion. La continuidad de los controles y el hecho que los coeficientes del
generador, i.e., los operadores de Kraus y el Hamiltoniano, son acotados, implican
que la familia (£y = Lo + 32 <<, ¢j(t)L5)i>0 satisface las hipétesis del Teorema 4.1
de [15], véase también el Teorema 5.3.3 de [14]. La conservatividad se sigue de la
condicién £;(I) =0, j=0,...,n. O

5. CONCLUSIONES

Hemos revisado algunas nociones de controlabilidad para sistemas cuanticos cerra-
dos y abiertos. Revisamos un criterio para la controlabilidad completa de sistemas
cerrados, obtenido por primera vez por Schirmer-Solomon-Leahy, usando un resultado
de Sussman y Jurdjevic [18] sobre control en grupos de Lie. Incluimos un resultado de
controlabilidad cinematica para sistemas cudnticos abiertos. Formulamos el problema
de control dindmico para sistemas abiertos y obtuvimos condiciones suficientes para
la existencia y unicidad de su solucion, en el caso de generadores GKSL con coefi-
cientes acotados, enfatizando que las ecuaciones de control tienen Hamiltonianos o
generadores de Gorini-Kossakowski-Sudarshan y Lindblad dependientes del tiempo.
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