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EL PRIMER TEOREMA FUNDAMENTAL DE VALUACION DE
ACTIVOS PARA TIEMPO DISCRETO Y HORIZONTE FINITO

ALEJANDRO SANCHEZ PERALTA

ResuMEN. El Primer Teorema Fundamental de Valuacién de Activos tiene una
relevancia historica que destaca por caracterizar la relaciéon entre no-arbitraje y la
existencia de una medida de probabilidad equivalente, bajo la cual el proceso de
precios descontado de algun derivado financiero es una martingala. En este trabajo
abordamos una de las pruebas del Primer Teorema Fundamental de Valuacién de
Activos en tiempo discreto y horizonte temporal finito, pero con un espacio de
estados no necesariamente finito. Apegandonos a la referencia [3] establecemos
en detalle la demostracién de este resultado usando el principio de induccién
matematica.

1. INTRODUCCION

El proceso de comprar y vender simultaneamente (o casi) un mismo instrumento
financiero en diferentes mercados, generando algtn beneficio econémico con base en la
diferencia de precios se denomina arbitraje financiero. Esta estrategia de mercado es
tal, que nos permite generar una ganancia libre de riesgo de manera indiscriminada.

Si en un mercado financiero algtin agente logra una oportunidad de arbitraje, dicho
agente puede ejecutar tal estrategia de manera ilimitada, basado inicamente en la idea
de que “més es mejor que menos”. No obstante, esta posicion es incompatible dentro
de un mercado en el que existan otros agentes competitivos, ya que no habria un
portafolio de inversién 6ptimo para los otros agentes que también prefieren més por
menos.

Esto da lugar a una de las ramas méas importantes dentro de las finanzas matemati-
cas, que es la llamada valuacién por arbitraje. El estudio contemporaneo del arbitraje
financiero se centra en el anélisis de las implicaciones de la ausencia de las oportuni-
dades de arbitraje. Y es en esta linea que surge uno de los resultados mas interesantes
en las finanzas matematicas actuales. Este es el Primer Teorema Fundamental de
Valuacion de Activos (PTFVA).

Fueron Phillip Dybvig y Stephen Ross quienes acunaron el término Teorema Funda-
mental de las Finanzas en un diccionario de economia en 1987 (ver [2]). Sin embargo,
un primer acercamiento a este resultado fue publicado por el segundo autor (S. Ross)
once anos antes. En nuestro caso comentaremos algunos aspectos del arbitraje finan-
ciero en un contexto matematico y financiero sencillo y, posteriormente desarrollamos
en detalle la demostracion del PTFVA en tiempo discreto y horizonte finito. Por lti-
mo, comentaremos un ejemplo desarrollado por Stanley Pliska ([7]) para el que no se
satisface el Primer Teorema Fundamental.

2. UN CASO SENCILLO DE ARBITRAJE FINANCIERO

A lo largo de esta seccion trabajaremos en RP. Esto obedece a dos razones
principalmente. La primera de ellas es que R” es un espacio vectorial, lo cual es
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IDe existir una oportunidad de arbitraje, ésta es tomada de manera inmediata debido a la gran
cantidad de agentes que participan en el mercado. Esto ocasiona que la ventana se cierre al momento,
haciendo que el arbitraje se desvanezca.
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ventajoso para establecer conceptos tales como el de portafolio financiero. La segunda
razon es porque varias de las hipotesis de un mercado financiero real, se satisfacen
suficientemente bien en este espacio como veremos mas adelante.

Supongamos que trabajamos con un modelo de mercado en el que existen un nimero
finito de activos del mercado (digamos D), cuyos perfiles de pago estan dados en
términos de bienes de consumo. Si g € R” es el perfil de pago para el d-ésimo activo,
definimos la matriz de perfiles de pago o de pagos X € M j«p(R) como

X =[Z1,...,Tp],

donde J es el namero de escenarios del mercado (estados del mundo).

En términos generales, un portafolio es un conjunto de instrumentos financieros
en el que un determinado agente del mercado coloca sus inversiones para su posterior
intercambio. Para nosotros, un portafolio es un elemento de R” en el que cada entrada
representa las deudas 6 las posesiones del agente.

Consideramos portafolios en R”, ya que esto permite tener entradas positivas, ne-
gativas o cero en el portafolio®. Ademas, dado que en la practica es comtn intercambiar
lotes de activos, al trabajar en este espacio se satisface la condicién de divisibilidad
del mercado.

Si h es un portafolio con D activos, su perfil de pago esta dado como

D
Xh= Zfdh(h
d=1
donde hg es el d-ésimo activo del portafolio y T4 el perfil de pago correspondiente a
esta entrada. Con esta nocion de perfil de pago de un portafolio podemos establecer
la siguiente

Definicion 2.1. (Ley de un mismo precio). Si h y A’ son dos portafolios cuyo
perfil de pago es el mismo, entonces ambos portafolios tienen el mismo precio. Es decir,
si Xh = Xh' entonces ph = ph’, donde p € R es un vector de precios.

En este caso podemos ver que cualquier portafolio cuyo perfil de pago es cero, tiene
precio igual a cero. Veamos que si h = h — h/, entonces Xh = 0 implica que ph = 0,
ie.,

(1) ker(X) C ker(p),
donde p es un vector en RP, tal que existe un portafolio h con la propiedad de que
ph € Ry.

Si bien es posible establecer diferentes nociones de arbitraje, en el contexto que
estamos trabajando es necesario introducir una definicién en términos del perfil de
pago de un portafolio.

Definicion 2.2. Un arbitraje fuerte es un portafolio cuyo precio es estrictamente
negativo y que tiene un perfil de pago positivo en algin tiempo futuro.

Definicion 2.3. Un arbitraje es un portafolio que es un arbitraje fuerte o que tiene
precio igual a cero y un perfil de pago positivo, hoy o en algin estado en el futuro.

En vista de que el precio inicial para un arbitraje no es mayor que cero, no
requerimos de riqueza alguna para participar en el mercado. Sin embargo, es posible
que al término del periodo hayamos conseguido algin beneficio gracias al perfil de
pago final. Esto lo podemos conjuntar en forma de desigualdades como veremos a
continuacion.

Sea h un portafolio de arbitraje, entonces

ph <0,
y su payoff siempre es positivo
Xh > 0.

2Esto es a lo que se le denomina liquidez del mercado.
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Cuando escribamos > debemos entender mayor que o igual que en cada componente.
Por otra parte > quiere decir mayor o igual estrictamente y mayor en algunas
componentes. Por ultimo, cuando se trate de >> estaremos hablando de estrictamente
mayor que en todas las componentes. Observemos que el arbitraje h, tiene una
desigualdad estricta en alguna de las desigualdades anteriores, al menos en una
componente. Asi, una oportunidad de arbitraje puede representarse como

(2) yh:[;ﬂmo,

donde Y € Mji1xp(R).
Proposicion 2.1. Si no hay arbitraje entonces se satisface la ley de un mismo precio.

Demostracion. Sea h € RP un portafolio, tal que h € ker(X) y h ¢ ker(p). De esta
manera hay dos casos para el precio del portafolio, a saber ph > 0 6 ph < 0.

Si ocurre el primer caso, entonces —ph < 0. De esta manera, con —Xh = 0 se
satisface la definicion de arbitraje fuerte para el portafolio —h. Es decir, p(—h) < 0y
en particular X (—h) > 0. Por otro lado el caso ph < 0 no es posible, ya que la otra
condicién para el arbitraje es que ph = 0. (]

Hemos establecido uno de los supuestos financieros mas usados en la practica, como
una implicaciéon del principio de no arbitraje en un contexto sencillo. Este hecho
ademés, permite adentrarse en el concepto de equilibrio de mercado y algunas otras
relaciones estructurales. Mas por el momento nos limitaremos al Primer Teorema
Fundamental.

Ejemplo 2.2. Consideremos dos activos cuyos perfiles de pago son z; = (1,1)! y
xo = (1,2)! respectivamente. Supongamos que el precio de estos activos es p; = 1y
p2 = 2. En este caso el vector de precios p = (1,2) pertenece a la frontera del cono
generado por los perfiles de pago, de hecho coincide con uno de ellos, tal como se
muestra en la Figura 1.

ACTIVO 2
301

2.5f
2.0f
1.5f
1.0f

05F

e b e e W b e 1 e 1 ACTIVO ]
3

F1auraA 1. El precio p coincide con una de las fronteras del cono generado

por los perfiles de pago.
1 1
(12)

por lo que con el portafolio h = (1, —1/2), tenemos que z = Xh = (1/2,0)!. Este perfil
de pago no pertenece al subespacio generado por z1 y 3. Ademéas ph = 0, es decir, h
es un portafolio de arbitraje. Sin embargo, dado que z > 0y ph £ 0, se sigue que no
es un arbitraje fuerte.

La matriz de pagos es
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3. EL PTFVA DE DALANG-MORTON-WILLINGER

El Primer Teorema Fundamental caracteriza la existencia de una medida de pro-
babilidad equivalente, bajo la cual el proceso de precios descontado de algtin derivado
financiero es una martingala.

Existen varias versiones de este resultado en multiples contextos. Muchas de ellas
de nivel elemental, y otras tantas sofisticadas y dificiles de abordar. En nuestro caso
trabajamos con una version de nivel intermedio, conocida como la versién de Dalang-
Morton-Willinger. Vamos a proceder con el enfoque presentado en [11] y, apegandonos
a [3] construimos la prueba de este resultado mediante el principio de induccién
matematica. Tal medida martingala equivalente es importante ya que nos permite
valuar portafolios, derivados financieros, entre otras aplicaciones.

3.1. Estableciendo el teorema. Sea (£, (S;)l_,, P) un espacio de probabili-
dad filtrado, donde
(3¢)L, es la filtracion finita So & 1 & ... & Sr.

Si Sy = (So(t),...,Sa(t)) es un vector de precios de algin mercado financiero,
tenemos que la variable aleatoria S;(t) : 2 — R9*+! denota al vector de precios que
prevalece al tiempo ¢. Suponemos que cada componente de S(t) representa el proceso
de precio para d+ 1 activos financieros distintos que son medidos en relacion al primer
activo. Este activo recibe el nombre de numerario. Y dado que los precios restantes
son medidos relativos al numerario, se puede tomar Sy(t) = 1.

Definicion 3.1. Sea P la minima o-algebra sobre R x 2 que contiene a los conjuntos
{0} x A, A €Sy (u,v] x B,B €Sy, con 0 <u<wv. AP seledenomina la o-dlgebra
de los conjuntos predecibles.

Definicion 3.2. Un proceso estocastico {X (¢)}1>0 es S¢-predecible si es P-medible.

A continuacién establecemos formalmente el concepto de portafolio financiero. Este
es uno de los conceptos que podemos considerar como universales en finanzas.

Definicion 3.3. Un portafolio es un proceso predecible (d + 1)-dimensional denotado
por h = (hg(t),...,hq(t)), donde cada h;(t) es el numero de activos del i-ésimo tipo
que hay en el portafolio durante el intervalo (¢t — 1,¢].

Cuando algtn agente del mercado adquiere las cantidades correspondientes a los
portafolios h(0),...,A(T — 1) en los instantes ¢ = 0,1,...,T — 1, para conformar
cualquier estrategia de mercado debera usar tnicamente los recursos y la informaciéon
disponibles hasta ese momento, atendiendo tnicamente al pasado y al presente. Asi,
podemos decir que el agente no puede ver en el futuro debido a que se consideran
estrategias predecibles.

Definicion 3.4. Sea {S}:>0 una familia creciente de o-algebras de conjuntos de .
Un proceso X (t,w) : [0,00) x @ — R™ se llama S¢-adaptado si para cada t > 0 la
variable aleatoria X (¢, w) es S-medible.

Definicion 3.5. Si h es un portafolio, el proceso de wvalor de dicho portafolio es
V = (V;)L, vy esta dado como

d d
(VRO) = > h(Si(0) y (VA)(®) = h()Sit—1), t>1

Notemos que el proceso de valor es un proceso adaptado, debido a que tanto S;(t)
y h;(t) son Si-adaptados para toda ¢ < T — 1.

Definicion 3.6. Un portafolio h es autofinanciable si su proceso de valor V satisface

d
AV = " hi(H)A(Si(t), Vt=> 1.
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Los portafolios autofinanciables son de gran importancia pues son aquellos que no
involucran movimientos de entrada o salida de dinero después de ¢t = 0. Es decir, que
no entran ni salen flujos de efectivo cuando ¢ > 0. De esta manera lo que gana o pierde
un agente del mercado viene dado mediante la siguiente expresion

T-1 T—1
D (h(1), S(t+1) = S(1)) = (VA)(0) + Y (h(t), AS(t)) .
t=0 t=1

Si en general denotamos

(h-8)e = (h(u),AS(w)), Vt>1,

entonces

(VR)(t) = (VR)(0) + (h - S):
para un portafolio que sea autofinanciable. Una vez establecido lo anterior pasamos a
definir el concepto de arbitraje.

Definicion 3.7. Una oportunidad de arbitraje es un portafolio autofinanciable h(t),
para el cual su proceso de valor satisface las siguientes condiciones
(1) P[(Vh)(0) =0] =1,
(i) 3r e I ={0,1,...,T}, tal que P[(Vh)(r) > 0] > 0,
(i1i) P[Vh(r) > 0] > 0.

Si consideramos al conjunto
T—1
K=/ Z (h(t),AS(t)) :h(t) : @ = R es Jy-adaptado para
t=0

tef{0,1,...,T—1}},

tenemos que este es un subespacio de L°(€, 3y, P). Este conjunto es el espacio
de variables aleatorias real valuadas que son iguales P-casi seguramente (lo que
denotaremos en adelante como P-c.s.). Podemos entonces reescribir la definicion de
arbitraje financiero en términos geométricos.

Definicion 3.8. Decimos que en un mercado financiero no hay arbitraje si
KNLY(9,8,P) = {0},
donde LY es el cono de variables R-valuadas que son iguales P-c.s.

Debemos verificar entonces que con las definiciones anteriores, en efecto el subes-
pacio K es cerrado en L°(£2, 3, P). Esto es lo que se establece en el teorema 3.2.

Definicion 3.9. Sea H € L°(Q, ¢, P;R?%). Diremos que H estd en forma candnica
para (S(0),5(1)) si H € HX, donde
HY ={f:Q—>R?| f es Sp-medible y Pf = f},
aqui X = S(1) — S(0).
A continuacién introducimos la notacion para sucesiones de integrales estocésticas
de menos el maximo. Si S(¢) es un proceso adaptado a (2, ($¢)L,, P) y {H"}2, una
sucesion en forma canénica perteneciente a L°(Q, Sy, P; R?), entonces

(H-AS)_ = —mix{H - AS,0}.
Proposicion  3.1. Sea S = (5(0),5(1)) wun proceso adaptado a
(2, (Se)ilo, P) y sea {H"}2, una sucesion en L°(Q, g, P;R?) en forma candnica.
Entonces
(i) La sucesion {H™}22, es acotada c.s. sii {(H - AS)}>2, es acotada.
(i) {H"}>2, converge c.s. sii {(H - AS)}52, converge c.s.

Si suponemos ademds que el proceso S satisface la condicion de no-arbitraje tenemos
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(iil) La sucesion {H™}S2 ; es acotada c.s. sii {(H - AS)_}>2, es acotada.
(iv) {H™}2, converge c.s. sii {(H - AS)_}52, converge c.s.

Demostracion. Véase [3], Cap. 6, pp. 92-93. O

Teorema 3.2. Sea S = (5(0),S5(1)) un proceso estocdstico R%-valuado a un paso
adaptado a (2, (S¢)i_g, P). Entonces

(i) EI subespacio vectorial K es cerrado® en L°(Q, 31, P).

(ii) Si S satisface la condicion de no-arbitraje, entonces el cono

C=K-L(2S,P)
es cerrado® en L°(Q, S, P).
Nota. A la parte (i) del enunciado se le conoce como el Lema de Stricker.

Demostracion. (i) Sea {f,} = (H,,AS),>, una sucesién en K que converge a
fo € L°(Q,S1, P) con respecto a la convergencia en medida. Por simplicidad podemos
suponer que H™ estd en forma canoénica. Por otra parte, pasando a una subsucesién
podemos suponer que {f,}32; converge casi seguramente a fo.

La Proposicion 3.1, implica que la sucesion {H™}22 , converge casi seguramente a
H° € L%(Q, S, P;RY), de modo que fy = <HO,AS> y por lo tanto fy € K.

(ii) Para probar esta afirmacion supongamos que f,, = g, — hy, €s una sucesion que
converge en probabilidad a fo € L%(2, 3y, P), donde g, = (H", AS), para lo cual H"
es un integrando en forma canénica y h,, € Lg_ (Q, 1, P). Tenemos que probar entonces
que fo € C, para esto de nueva cuenta podemos suponer que {f,}22; converge casi
seguramente a fy. Como f,, < g, inferimos que {(H™, AS)_1}2°; es acotada c.s., de
tal forma que podemos concluir de la condicién de no-arbitraje y de la Proposicion
3.1, que {H™}52,; también es acotada c.s.

Pasando a una subsucesion parametrizada medible (ver [3], pp. 90) {7}, po-
demos suponer que la subsucesion g, = (H™,AS) converge casi seguramente a
<H 0,AS>, para algin H° € E. Obsérvese que la sucesion {f, }32, sigue conver-
giendo c.s. a fy, de modo tal que h,, = f, — g, converge casi seguramente a algin
ho > 0. Por lo tanto

fo=(H°,AS) —hg € K — LY (Q,31,P) =C.
O

Antes de pasar a la demostracion, debemos introducir algunos elementos adiciona-
les.

Sean p, q € [1, 0], de modo tal que %+% =1, y consideremos F = LP(Q), 3, P), E' =
L1(Q, S, P). Vamos a denotar por

E,={feL?|0< fecs)
al cono de variables aleatorias no-negativas en el espacio L.

Lema 3.3. Sea C C E un cono convezo o(E, E')-cerrado en la topologia de E (Ver
[6] w [8]) que contiene a E_ y supongamos que C' N Ey = {0}. Entonces existe una
medida de probabilidad @ sobre ¥, la cual es equivalente a P, satisface % €EFE yes

tal que para cualquier f € C, tenemos que Eq[f] < 0.
Demostracion. Ver [3], Cap. 5, pp. 81-82. O

Pasemos al PTFVA en una version no-elemental. Esta es de hecho una versién que
podemos calificar como intermedia, aunque no por eso menos interesante.

3Esta parte del teorema aparece en: C. Stricker, (1990), Arbitrage et Lois de Martingale. Annales
de I’ Institute Henri Poincaré-Probabilités et Statistiques, vol 26, pp. 451-460.

4La demostraciéon de esta afirmacién es debida a Walter Schachermayer y aparecié en W.
Schachermayer, (1992), A Hilbert space proof of the fundamental theorem of assets pricing in finite
discrete time. Insurance: Mathematics and Economics, vol. 11, no. 4, pp. 249-257.
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Teorema 3.4. (PTFVA). Sea (2, 37, P) un espacio de probabilidad y sea (S(t))L,
un proceso estocdstico R%-valuado adaptado a la filtracion (3;)1_,. Entonces se cumple
la condicion de no-arbitraje

KnNLY(Q, S, P) = {0},
sty solo si existe una medida de probabilidad equivalente Q, (Q ~ P) tal que
(i) S(t) € LY9,S7,Q), t=0,...,T,
(ii) (S(t))L, satisface la propiedad martingala,

(iii) ‘;—g es acotada, i.c., Z% € L>(Q, S, P).

3.2. La base de la induccién. Vamos a establecer el enunciado del teorema para
cuando T' = 1. Sea S = (5(0),5(1)) un proceso Ré-valuado, (3¢, S1)-adaptado que
satisface la condicién de no-arbitraje. Entonces existe una medida de probabilidad @
equivalente a P, tal que
(i) S(0),8(1) € LY(Q)
(i) S(0) = E[S(1)[S0o]
(iii) 92 es acotada.

dp
Consideremos una medida de probabilidad equivalente Py, tal que % sea acotada y

S(0),S(1) € LY(Py).
En segundo lugar vamos a considerar al conjunto
Cl = C N LI(Q, %1, Pl),
donde
C=K-L,(S,P).
En vista de que C es cerrado en L°(P), el conjunto C; es cerrado en L(P).

Tenemos ademéas que C; es un cono convexo debido a que C' es un cono convexo.
Por la condicién de no-arbitraje tenemos que

cin Li(ﬂ, Fq, Pl) =0.
Denotamos como
E. =L (S, P,)
dado que
Cy N E; ={0},
aplicando el lema (3.3), vemos que existe una medida de probabilidad equivalente @

en & tal que % es acotada y Eg[f] <0, Vf € Cy.

Nota: Observemos que el hecho de que ;—}?1 sea acotada implica que S(0), S(1) €
L(Q).
Puesto que para cada coordenada j =1,...,d y cada A € & tenemos que
14(S(1)7 —=S0)Y) ey y —14(S(1) —S(0)7) € Cy,
entonces

Eq[1a(S(1)! = S(0))] <0y Eql[-14(S(1)! - S(0))] < 0.
Esto implica que E[14(S(1)? — S(0)7)] = 0, con lo que queda demostrado que
Eq[1a8(1)] = Eq[145(0)’].

Asi, si usamos el hecho de que S(0)7 es Sp-medible para toda j, de la definicion de
esperanza condicional se tiene que

5(0) = EQ[S(1)|S0]-

Por otra parte, dado que P; ~ P se tiene que P; es absolutamente continua
con respecto a P (y visceversa). De donde se sigue que % = 5—2%7 usando las
propiedades de la derivada de Radon-Nikodym (ver [9]). Por consiguiente tenemos
que % también es acotada.

Con lo anterior hemos demostrado la base de la induccion.



90 A. SANCHEZ

3.3. El paso inductivo. Supongamos ahora que el teorema es valido para cuando
hay 7' — 1 periodos de tiempo y sea (S(t))Z_; un proceso adaptado a la filtracién
(3¢)L_,. Entonces existe una medida de probabilidad @ ~ P, definida sobre 37 y tal
que

(1) % esta acotada
(iii) (S(t))I_; es una @Q-martingala, es decir, que para cualquier t > 1,4 € Sy,

tenemos
/Suméz/ﬁw+4mQ
A A

La base de la induccién aplicada a (S(t))}_,, al espacio de probabilidad (£2, 37, Q)

y a la filtracién (3)}_,, nos da una funcién acotada fi, que satisface las siguientes

condiciones: (a) La funcion f; es G- medible (b)fi > 0; (c) Eglfa] = 1; (d)
Es[IS(D)|f1] < 00; (e) Eg[|S(0)[f1] < ooy (f) Para cualquier A € o tenemos

(3) / S(0)f1dQ = /S ) F1d0.

Sin embargo, queda por especificar quien es f1. La base de la induccién nos provee
de una medida @ equivalente a P en &, y la hipotesis de inducciéon de una medida Q
equivalente a P en . De esta manera podemos definir f; = %, y es facil entonces
demostrar las propiedades mencionadas en el parrafo anterior.

Si para cualquier A € Sp, definimos a la medida de probabilidad @ sobre la o-
algebra Sp mediante la regla

= / fldQv
A

dQ

entonces

(4) = f1

es una variable aleatoria acotada, por (111) de la base de la induccion. Por (b) tenemos la

dQ

positividad de f; y dado que Q ~ P, se sigue que dP 49 > 0c. S.y
y asi @ ~ P.
Debemos revisar ahora las propiedades de integrabilidad y la propiedad martingala
para nuestro proceso. Asi, cuando ¢t = 1,...,7T, tenemos
d
[1sdae = [1s@15

Q Q

(5) = / 1S(t)| f1dQ < .
Q

La propiedad martingala de (S(t))Z_, se obtiene de la siguiente manera. De la
ecuacion (3.2) tenemos que

/S(O)fld():/ S(1)f1dQ, YA€ .

Por otra parte, si en la ecuacion (3.4) usamos t =0y t = 1, llegamos a que

/S )dQ = /5 )f1dQ = /S )f1dQ = /s

Si ahora consideramos A € ¢, cuando 7' > 1 tenemos que

(6) /A S(t)dQ = /A S(t)f1dQ

(1) AS(t+1)dQ:AS(t+l)f1dQ.
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Lo que resta probar es que las dos ecuaciones anteriores son iguales. Recordemos que
f1 es $1-medible y acotada (Lema 3.3). Ademés, dado que & C Sy C ... C S, se
tiene que f; es $p-medible para toda ¢t = 1,...,T. Usando la hipotesis de induccion
tenemos que

/S@@:/ﬂHﬂw,Me%J:LWT
A A

Esto implica que

/A S(t)dQ = /A S(t)£1dQ = /A S(t+1)f1d = /A S(t+1)dQ,
es decir,

/SW@:/&HUM,ME%
A A

Con lo que queda demostrado que (S(t))7_; es una Q-martingala.

Probamos ahora la implicaciéon reciproca. Supongamos que existe la medida mar-
tingala equivalente Q. Si f € K, se sigue que Eqg[f] = 0. Como

K CL}(92,3Q),
se tiene que si f € Li(Q, S, @), entonces
Eglf]l=0< f=0—c.s.

Asi, tenemos que K N LY (2,3, Q) = {0}.
O

Hemos demostrado asi la version de Dalang-Morton-Willinger del Primer Teorema
Fundamental. Si bien esta es una prueba constructiva, también es posible establecer
este resultado en términos de la cerradura del cono convexo C' (véase [11]).

Notemos ademés, la brevedad de esta tltima implicacion. En general todos los desa-
rrollos giran en torno a la implicacién de que si no hay arbitraje, entonces hay una
medida martingala equivalente.

4. UN CONTRAEJEMPLO AL PTFVA

Existen gran cantidad de ejemplos de aplicaciéon para el PTFVA en tiempo discreto
y horizonte temporal finito. No obstante cuando se considera un ntimero infinito de
periodos de tiempo, la implicacion No arbitraje implica la existencia de una MMFE no
se satisface. Este hecho es una consideracion importante que comenta S. Pliska en [7].

Aclaremos primero a que nos referimos con horizonte infinito. Si consideramos un
modelo de mercado para el cual el indice ¢ indica el nimero de periodos, asi como
el tiempo transcurrido y para el cual cabe la posibilidad de que T = oo entonces
hablamos de un modelo con horizonte temporal infinito.

Cierto tipo de estrategias consideradas como patologicas dentro de los mercados
financieros dindmicos son los llamados “dobleteos”. Estas estrategias de mercado
acarrean arbitraje si el espacio de estados no es finito. El problema del dobleteo radica
en el hecho de que no tiene costo alguno, sin embargo dicha estrategia converge con
probabilidad 1 a algo positivo.

4.1. El modelo binomial 1-periodo. El modelo binomial 1-periodo es la herra-
mienta basica para entender los principios de la valuacion por arbitraje. Y nos seré de
utilidad en la construccion de una estrategia de mercado que no satisface el PTFVA.
En este modelo se considera un activo del stock cuyo precio unitario se denota por Sy
al tiempo tg = 0. Al tiempo t; el precio de este activo puede tomar uno de dos valores
denotados como S} si el mercado sube, y S{ si el mercado baja. Existe una medida de
probabilidad asociada de tal manera que la probabilidad de que el precio de mercado
suba es p, y la probabilidad de que el precio de mercado baje es ¢ =1 — p. Esto es lo
que se ilustra en el siguiente diagrama.
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St =uS
/
So
p
5S¢ = ds,
Notemos que se introducen los factores
St St
=21 sg==21
YT YT sy

los cuales son ambos positivos y satisfacen la desigualdad d < u. Si ocurre que u = d
el precio del stock no es aleatorio y el modelo es completamente trivial.

Introducimos ademés una tasa de interés constante r. Con la cual una unidad
monetaria invertida en tg = 0, nos produce un total de 1 + r unidades monetarias al
siguiente periodo de tiempo. Similarmente si se pide un préstamo a la tasa r, al final del
periodo se tendra una deuda de 1 + r unidades monetarias. En particular suponemos
que la tasa de interés para un préstamo es la misma que para una inversion. Méas
aun, es sencillo verificar que para este modelo la tinica posibilidad de que no existan
oportunidades de arbitraje es que se cumpla

O<d<l+r<u.

Para el modelo binomial 1-periodo un derivado financiero es un activo del mercado
que paga cierta cantidad ST al tiempo uno si el mercado sube y paga una cantidad
diferente S¢ si el precio del mercado baja. Las opciones constituyen un tipo particular
de derivados financieros. El perfil de pago de una opciéon de compra de tipo europeo
(call europeo) es (S; — K)T, donde K es un valor constante que corresponde al precio
de ejercicio de la opcion.

En este caso la valuaciéon por arbitraje se usa para encontrar el precio del derivado
al tiempo cero, que es cuando se introduce al mercado. La idea es replicar al derivado®
de alguna manera. Si comenzamos con una riqueza inicial de Xy y adquirimos Ag
activos del stock al tiempo cero, el portafolio h(0) = (Xo, —Ag) tiene el balance

(Vh)(0) = Xo — Do So.
Esto implica que al tiempo uno podemos alcanzar un portafolio para el cual su balance
es
(Vh)(].) = A()Sl + (1 + T’)(Xo — Aoso),
en vista de la adquisicion de Ag en ty. Si elegimos las cantidades de riqueza inicial Xg
y Ag de modo tal que X¥ = (VA*)(1) y X{ = (Vh?)(1), tenemos

1 1
Xo+ Ao | —— S — = u
ot °<1+r51 SO) T+
1 1
Xo+ A [ ——S¢ - = d
0+ 0<1+T5'1 So) = (VhY)

Una manera para resolver este sistema de ecuaciones es multiplicar la primera
ecuacion por un namero p y la segunda por ¢ = 1 — p. Sumando ambas ecuaciones
llegamos a

Xo+ Ao [ —— (pSY +dS{] — So | = L [V + qVi]
Ttr 1 1 Ttr 1 1
Si )
So = —— [pS} + ¢St
11r [P 174 1] )

5La replicacién financiera se refiere a igualar el valor de algtin instrumento financiero mediante

otro tipo de instrumentos del mismo mercado.
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obtenemos la formula para la riqueza inicial necesaria en la replicacion
Xo =1 Jlr [PV +qvy'] .

Maés atn, podemos encontrar facilmente los valores de p y ¢, en términos de la tasa
de interés y de los factores u y d. Asi
1+4r—d . u—-1-7r

w—d 9T Tu"a

El namero de activos Ag que debemos adquirir al inicio estd dado por la llamada
delta para la cobertura

p:

Vi — vy

St — 5¢ Su g

Y en vista de que queremos replicar una posicién cortal para el derivado por (Vh)(1),
este activo debe tener el precio

Ag =

VO = X+ 8o (s 350 +51) — 80) = 1 [V + )
al tiempo cero para no acarrear arbitraje.

El objetivo del siguiente ejemplo es mostrar que cuando se trabaja con un ntimero
infinito de periodos de tiempo, siempre es posible obtener una ganancia estrictamen-
te positiva (digamos de $1) con probabilidad uno, es decir, se logra un arbitraje.
Implicitamente aparece una medida de probabilidad asociada y se pueden calcular
explicitamente las probabilidades neutras al riesgo. Més no es lo que nos acomete en

este momento.

Ejemplo 4.1. Consideremos un modelo binomial 1-periodo. Sean v = 1.1 y d = 0.9, los
factores multiplicativos dependiendo si el precio del stock sube o baja. Supongamos
que la tasa libre de riesgo es r = 0.

Si al tiempo t = 0 conformamos el portafolio h(0) = (—10,10) ~ (efectivo, stock),
usando el modelo binomial tenemos el siguiente esquema
SP =11
e
Sp =10
N\
Sd=9

Con esta estrategia podemos lograr un “dobleteo”. Pidiendo un préstamo por $10 para
armar el portafolio, si el precio sube al tiempo uno podemos pagar el préstamo y
quedarnos con $1 libre. Por otro lado, si el precio del mercado baja quedamos en
deuda por $1. Sin embargo, una manera de “pararse de nuevo” es pedir un préstamo
que duplique la cantidad inicial invertida, por ejemplo $11. Asi, al tiempo 1 tenemos
$1 para nuestras arcas y conformamos el portafolio h(1) = (—20,20). De acuerdo al
modelo binomial tendriamos

St =22
/
So =20
pY
St =18

En este caso si el mercado sube podemos pagar la deuda y retirarnos con $1. Aunque
si el mercado cae estaremos endeudados con $3, por lo que si queremos tener siempre
una ganancia de $1, tendriamos que recurrir a la misma estrategia otra vez.

SDentro de la jerga financiera se entiende que es algo que ya no se tiene o que se debe.
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Podemos ver con este ejemplo que siempre que ocurra un movimiento de subida del
mercado durante los primeros ¢ periodos de tiempo, habremos logrado el objetivo de
$1 para nuestro bolsillo. Si por el contrario no ocurre un solo movimiento de subida
durante los ¢ primeros periodos, la deuda ascenders a 1 — 2¢. Con esto deberemos
11-2t=1 —1, por encima del préstamo inicial y la inversién en el mercado es de 9-2¢~1,
pues

1-20 = 9.2071 —g.9t71 2. 9071 1
= 9.2t —(9+2).27t 41
= 9.2 —[11.2071 — 1.

En esta situacion al tiempo ¢, para mantenerse andando el préstamo debe ser de
11 - 2=1. Con esto la inversiéon para este periodo de tiempo sube a 10 - 2¢. Asi, si
consideramos un numero infinito de periodos de tiempo, la probabilidad de que el
mercado siempre esté a la baja es cero. Por lo que en algin momento podremos
realizar un arbitraje via el “dobleteo”.

4.2. El contraejemplo de Pliska. El siguiente ejemplo es debido a Stanley Pliska
([7], pp. 246-248). En éste se muestra como en un mercado con un horizonte temporal
infinito, la version del PTFVA que manejamos en este trabajo no se cumple.

Consideremos un modelo de mercado con un activo con riesgo denotado por S, una
tasa asociada constante r = 0 y un espacio de probabilidad contable Q = {1,2,...}.
Hagamos Sy = 1 y para cualesquiera t > 1y w € € sea

1\t .
5 , < ws

Si(w) = 2
) { P2 +2) (D) L t>w

El cambio en el precio del activo con riesgo por periodo de tiempo viene dado
mediante la siguiente expresiéon

7(%)t ) t < Wy
ASy(w) = Sp(w) = S—1(w) = § (W +20)(5)° t=uw;
0 , > w.

Intuitivamente esto quiere decir que en el estado del mundo w, el precio cae un 50 %
por periodo para w — 1 periodos consecutivos. Del tiempo w — 1 al tiempo w el precio
aumenta en (w? + 2w) (%)w . Es decir, sit =w

(8) ASiw) = Su(w) = Su-1(w)
(9) = (W+2w+2)(1/2)% - (1/w)* —
(10) = (0 +2w)(1/2)% +2(1/2) — (1/2)* —

(11) = (w? +2w)(1/2)".
A partir de t > w el precio permanece constante, es decir, para ¢ > w el valor del
portafolio no cambia.

Sea H (t) el nimero de activos con riesgo que se tienen del tiempo ¢ — 1 al tiempo ¢.
En vista de la naturaleza del proceso de precios, sin pérdida de generalidad podemos
concentrarnos en aquellas estrategias para las cuales {H;};>9 C R. Algo importante
que debemos considerar es que la sucesion { H; }+>1 es acotada (para evitar “dobleteos”)
y que ademés cada estrategia de la sucesiéon es autofinanciable. De tal manera que
las estrategias admisibles son descritas completamente por la riqueza inicial Vg y la
sucesion acotada {H;}i>o.

Si consideramos la estrategia admisible (Vy, {H;}>0), el valor del portafolio es

= { &Sy
Vo— >0 (1/2)°Hy + (w? 4+ 2w)(1/2)*H, ,t > w.
Como estamos suponiendo que la sucesion {H, };>0 es acotada, entonces el proceso
para el valor del portafolio es acotado inferiormente.
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La ausencia de oportunidades de arbitraje se sigue de tres factores: La fecha en la
que el precio crecera es impredecible; si w es suficientemente grande el precio estaré
bajo aiin cuando haya habido cierto crecimiento y solamente se permiten estrategias
acotadas.

Sea B, un factor de descuento y definamos V;* = Bltt, ast Vo = V5. SiVp =0y {H:}
es tal que V; — V, con V(w),Vw € Q, entonces

w—1
1 1
(12) - Z(i)th + (W? + 2w)(5)Ho 2 0, Yw € Q.
t=1

Sea € > 0 y supongamos que para algiun k € Z se cumple

(13) é (;)t > e

Usando induccion matematica y la ecuacion (12), llegamos a
1 w
(14) (w? 4 2w) (2) H, > e, Yo > k.

Sin embargo, esto no puede ocurrir dado que la sucesion {H;},>¢ es acotada. De esta
manera no existe ningtn &k € Z, ni tampoco € > 0 tales que se cumpla (13). Es decir,
debe ser

LA
15 =] <0, Vk>1.
(15) > <2) <

Si en la ecuacion (14) tomamos w = 1y k = 1, tenemos que H; = 0. Y en general
cuando consideramos Hy = Hy = ... = Hj_1 = 0, las ecuaciones (12) y (15) implican
que Hj = 0. Esto indica que nuestro candidato a oportunidad de arbitraje cumple
con la condicion H; = 0 para cualquier eleccién de ¢, con lo que se concluye que no
pueden existir oportunidades de arbitraje.

Por una parte ya verificamos que no hay arbitraje, lo que resta es ver que sucede en
relacion a la posible existencia de una medida de probabilidad equivalente a la medida
neutra al riesgo. Para esto supongamos que ¢;_1 es la probabilidad condicional neutra
al riesgo de que se de un movimiento a la alza del tiempo ¢ — 1 al tiempo t.

La correspondiente esperanza condicional de AS; debe ser cero, i. e.,

1 1
g1 (t> + 2) g + (1= 1) = 5; =0, ¥t > 1.

La probabilidad incondicional Q(w > t) debe igualar (¢t +1)/2t, lo que converge a 1/2,
cuando t es arbitrariamente grande.
Para tener una medida de probabilidad valida, debe suceder que

tllgloQ(w 2t) =0,

mientras que en nuestro caso el limite es 1/2. De esta manera no existe ninguna
medida de probabilidad equivalente bajo la cual el proceso de precios descontado sea
martingala, con lo que se muestra que el PTFVA no se cumple en este caso.
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