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VARIEDADES LAGRANGIANAS Y APLICACIONES A LA FÍSICA

JOAQUÍN DELGADO

Resumen. Este art́ıculo panorámico pretende ilustrar la importancia de las subva-
riedades Lagrangianas en la F́ısica Matemática, particularmente en aquellas ramas
de un alto contenido geométrico. En la primera sección revisamos los conceptos
básicos de los espacios vectoriales simplécticos y los subespacios Lagrangianos,
contrapartes de sus versiones no lineales, las variedad simpléctica y subvariedades
Lagrangianas. Presentamos dos ejemplos que muestran su relevancia: la teoŕıa de
las transformaciones canónicas en términos de funciones generadoras y la formu-
lación matemática de la Termodinámica.

Dedicado con aprecio a Ernesto A. Lacomba en su 65 aniversario

1. Formas diferenciales y derivada exterior

Una 1–forma diferencial en Rn con coordenadas
x = (x1, . . . , xn) es una expresión formal

(1) α =
n∑

i=1

ai(x)dxi.

Una 2–forma diferencial en Rn es una expresión formal

(2) ω =

n∑
1≤i<j≤n

aij(x)dxi ∧ dxj .

Las 1–formas diferenciales se integran sobre curvas:
si C : [0, 1] → Rn, C(t) = (x1(t), . . . , xn(t)) = x(t), es suave a trozos,

∫

C

α =

∫ 1

0

n∑
i=1

ai(x(t))
dxi

dt
dt,

y la integral no depende de la parametrización de la curva C.
Las 2–formas diferenciales se integran sobre superficies: si S : [0, 1]×

[0, 1] → Rn, S(u, v) = (x1(u, v), . . . , xk(u, v)) = x(u, v) es una superficie
parametrizada suave excepto en un conjunto de medida cero, se define

∫

S

ω =

∫

[0,1]2

n∑
1≤i<j≤n

aij(x(u, v))
∂(xi, xj)

∂(u, v)
du dv

donde el determinante Jacobiano,

∂(xi, xj)

∂(u, v)
=

∣∣∣∣∣∣∣∣

∂xi

∂u

∂xi

∂v

∂xj

∂u

∂xj

∂v

∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Estas integrales son invariantes bajo reparametrizaciones de la superficie
que preservan la orientación.

2010 Mathematics Subject Classification. 37J05, 70H03, 70H05, 70H15,
53D05, 53D12.
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10 JOAQUÍN DELGADO

En general una k–forma diferencial es una expresión formal

(3) β =
∑

1≤i1<i2<···<ik≤n

ai1i2···ik(x)dxi1 ∧ dxi2 ∧ · · · dxik

que se integra sobre k-superficies parametrizadas,

S(u1, u2, . . . , uk) = (x1(u1, u2, . . . , uk), . . . , xn(u1, u2, . . . , uk))

≡ x(u1, u2, . . . , uk), (u1, u2, . . . , uk) ∈ [0, 1]k

∫
S

β =

∫
[0,1]k

n∑
1≤i<j≤n

ai1i2···ik (x(u1, u2, . . . , uk))×

∂(x1, x2, . . . , xk)

∂(u1, u2, . . . , uk)
du1du2 · · · duk,

donde

∂(x1, x2, . . . , xk)

∂(u1, u2, . . . , uk)
=

∣∣∣∣∣∣∣∣
∂x1
∂u1

· · · ∂x1
∂uk

...
. . .

...
∂xk
∂u1

· · · ∂xk
∂uk

∣∣∣∣∣∣∣∣ .
Definición 1. Sea β una k–forma diferencial (3), f : Rn → Rn un cambio de
coordenadas x = f(u); el pullback de β bajo el cambio de coordenadas es

f∗(β) =

n∑
1≤i<j≤n

ai1i2···ik (x(u1, u2, . . . , uk))×

∂(x1, x2, . . . , xk)

∂(u1, u2, . . . , uk)
du1 ∧ du2 ∧ · · · ∧ duk.(4)

La diferencial exterior de una 1–forma (1) se define como

(5) dα =

n∑
j=1

∂ai
∂xj

(x)dxj ∧ dxi

y de la 2–forma (2) como

(6) dω =
∑
k

∑
1≤i<j≤n

∂aij
∂xk

(x) dxk ∧ dxi ∧ dxj .

En general,

Definición 2. La diferencial exterior de la k–forma (3) es la k + 1–forma

(7) dβ =
∑
l

∑
1≤i1<i2<···<ik≤n

∂ai1i2···ik
∂xl

(x) dxl ∧ dxi1 ∧ dxi2 ∧ · · · dxik .

Definición 3. Una k-forma β se dice cerrada, si dβ = 0 y exacta, si existe
una k − 1-forma γ tal que β = dγ.

El siguiente resultado se conoce como el Lema de Poincaré

Lema 1.1. Si β es una k-forma cerrada entonces para cada punto x ∈ Rn
existe una vecindad U ⊂ Rn de x donde β es exacta.

Observación 1. El Lema de Poincaré depende fuertemente de la topoloǵıa del
dominio donde esté definida la forma cerrada. Por ejemplo si sólo está definida
en una vecindad de x en Rn, es suficiente que la vecindad sea estrellada respecto
de x, i.e., si y ∈ U entonces todo el segmento xy está contenido en U .

Los siguientes resultados se conocen como naturalidad del pullback.

Proposición 1.2. Se satisfacen la siguientes propiedades
1. f∗(α ∧ β) = f∗(α) ∧ f∗(β).
2. f∗(dα) = d f∗(α).
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2. Formas simplécticas y campos Hamiltonianos

Una k–forma se puede contraer con un campo vectorial resultando en una
k − 1 forma.

Definición 4. La contracción de la k–forma β (3) y el campo vectorial

X =
∑
i

Xi(x)
∂

∂xi

es la k − 1–forma

iXβ =
∑
i1

∑
1≤i1<i2<···<ik≤n

ai1i2···ik (x)Xi1(x) ∧ dxi2 ∧ · · · dxik

Observación 2. En terminoloǵıa tensorial se dice que ai1i2···ik es un ten-
sor covariante antisimétrico y que Xi es un tensor contravariante. Entonces
ai1i2···ikX

i1 es la contracción de los tensores respecto del ı́ndice i1, donde el
ı́ndice repetido i1 indica suma.

Sea ω una 2–forma y X, Y dos campos vectoriales. Entonces podemos
contraer repetidamente resultando en una función escalar de x

(8) iY iXω ≡ ω(X,Y )

Definición 5. Una 2–forma se dice que es no degenerada, si ω(X,Y ) = 0,
para todo campo vectorial Y implica X = 0. En otras palabras, la aplicación
de campos vectoriales a 1–formas en Rn, X(Rn) → Λ1(Rn), X 7→ iXω es
inyectiva.

Definición 6. Una forma simpléctica ω en R2n es una 2-forma cerrada no
degenerada; si además ω = dα la forma se dice exacta simpléctica. Se dice que
(R2n, ω) es un espacio simpléctico.

Ejemplo 1. La 2-forma en R2n con coordenadas (q, p):

(9) ω =

n∑
i=1

dpi ∧ dqi

es una forma simpléctica exacta. Por ejemplo ω = d(
∑
i pidqi), pero también

ω = −d(
∑
i qidpi). La 1–forma

(10)

n∑
i=1

pi dqi.

La formas (10) y (9) se llaman la 1–forma y la 2–forma canónicas en R2n.

La forma (9) es no degenerada porque si

X =
∑
j

(
Aj

∂

∂qj
+Bj

∂

∂pj

)
entonces

(11) iXω =

n∑
i=1

Bidqi −Aidpi = 0

lo cual implica Ai = Bi = 0, i = 1, 2, . . . , n.
Observación 3. La forma simpléctica (9) se llama la forma simpléctica
canónica de R2n. Observe que la forma (9) tiene coeficientes constantes (no
dependen de x). En este caso la 2-forma se puede identificar con una forma
bilineal antisimétrica como sigue: Sean

X =
∑
i

Ai
∂

∂qi
+Bi

∂

∂pi
, Y =

∑
i

Li
∂

∂qi
+M i ∂

∂pi

campos vectoriales, entonces (8) se reduce a

ω(X,Y ) = iY (

n∑
i=1

Bidqi −Aidpi) =

n∑
i=1

BiLi −AiM i
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que se puede escribir como

(12) ω(X,Y ) = (L,M)

(
0 In
−In 0

)(
A
B

)
.

La matriz

(13) J =

(
0 In
−In 0

)
se llama la matriz simpléctica canónica de R2n. Con esto
(R2n, J) es un espacio vectorial simpléctico.
Observación 4. El Teorema de Darboux afirma que localmente, toda forma
simpléctica es equivalente a la forma canónica bajo un cambio de coordenadas
simpléctico.

Definición 7. Un campo vectorial

X =

n∑
i=1

Ai(q, p)
∂

∂qi
+Bi(q, p)

∂

∂pi

se dice Hamiltoniano, si existe una función escalar H(q, p) diferenciable tal
que

(14) iXΩ = −dH

Proposición 2.1. Sea

X =

n∑
i=1

Ai(q, p)
∂

∂qi
+Bi(q, p)

∂

∂pi

un campo vectorial con Hamiltoniano H(q, p). Entonces las componentes del
campo vectorial son

X =
∂H

∂pi

∂

∂qi
− ∂H

∂qi

∂

∂pi

y las curvas integrales satisfacen las ecuaciones de Hamilton

q̇i =
∂H

∂pi

ṗi = −∂H
∂qi

.

Demostración. De la expresión (11) y por ser Hamiltoniano, se tiene

iXω =

n∑
i=1

Bidqi −Aidpi = −
n∑
i=1

∂H

∂qi
dqi +

∂H

∂pi
dpi

comparando coeficientes se sigue el resultado. �

3. Funciones generadoras de transformaciones canónicas

Las transformaciones simplécticas son aquellas que preservan la forma de
las ecuaciones de Hamilton. Una clase importante se obtiene a partir de lo
que se llama una función generadora. En esta sección recordamos los aspectos
más elementales que son necesarios para desarrollar con soltura la ecuación de
Hamilton–Jacobi.

Definición 8. La forma simpléctica en R2n = Rn × Rn con coordenadas
z = (q, p)T es la forma bilineal antisimétrica definida por la matriz

(15) J =

(
0 In
−In 0

)
donde In denota la matriz identidad n× n, vgr.,

(16) ω(z, w) = zTJw, z, w ∈ R2n.

Observación 5. Notese que la matriz J satisface las siguientes propiedades:
JT = −J , J2 = −I2n, J3 = −J , J−1 = −J .
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Definición 9. Una transformación lineal M : R2n → R2n se dice simpléctica
si MTJM = J , equivalentemente ω(Mz,Mw) = ω(x,w). Un difeomorfismo
f : R2n → R2n (cambio de coordenadas) se dice simpléctico (simpléctica) si
M = Df(x) : R2n → R2n es simpléctica para toda x ∈ R2n.

Lema 3.1. Si M es una matriz simpléctica, entonces M−1 = −JMTJ .

Demostración.

(−JMTJ)M = −J(MTJM) = −J2 = I2n

de donde se sigue el resultado. �

Proposición 3.2. El conjunto de transformaciones lineales simplécticas for-
man un subgrupo del grupo general lineal GL(n,R).

Demostración. Es claro que la identidad es simpléctica. Si M y N son
simplécticas entonces MTJM = J y NTJN = J , luego

(MN)TJ(MN) = NT (MTJ)MN = NTJN = J

y por lo tanto MN es simpléctica. Para ver que M−1 es simpléctica, usaremos
el lema anterior: M−1 = −JMTJ .

(M−1)TJM−1 = (−JMTJ)TJM−1 = −(JMJ)JM−1

= JMM−1 = J.

�

Lema 3.3. Sea M una matriz simpléctica; entonces |M | = ±1.

Demostración. Como MTJM = J se sigue que |MT ||J ||M | = |J |, luego
|M |2 = 1, por lo tanto |M | = ±1. �

Observación 6. De hecho se puede probar que para una matriz simpléctica
se satisface |M | = 1. La prueba es más elaborada y usa la idea de escribir el
polinomio caracteŕıstico de una matriz antisimétrica como el cuadrado de un
polinomio, llamado Pfafiano.

Teorema 3.4 (del valor propio simpléctico). Si p(λ) es el polinomio carac-
teŕıstico de una matriz simpléctica M , entonces

p(λ) = λ2np

(
1

λ

)
.

Demostración. Como M−1 = −JMTJ se sigue que
M = −J(MT )−1J , luego

|M − λI| = | − J(MT )−1J − λI| = |J |2| − (MT )−1 + λI|
= | − (MT )−1 + λMT (MT )−1|
= | − I + λMT |||(MT )−1| = | − I + λM |

= λ2n|M − 1

λ
J | = λ2np

(
1

λ

)
.

�

Si f : Rn×Rn → Rn×Rn es una transformación de coordenadas y escribimos
f(Q,P ) = (q(Q,P ), p(Q,P )), en términos de sus componentes, entonces la
matriz Jacobiana puede particionarse como

(17) M =
∂(q, p)

∂(Q,P )
=

(
A B
C D

)
.

La siguiente proposición caracteriza entonces a una transformación simplécti-
ca, en términos de la partición (17) de su matriz Jacobiana:

Proposición 3.5. Un cambio de coordenadas (17) es simpléctico si y sólo si
(a) ATC y BTD son simétricas.
(b) ATD − CTB = In.
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En particular para toda j, l∑
i

(
∂pi
∂Qj

∂qi
∂Ql

− ∂pi
∂Ql

∂qi
∂Qj

)
= 0.(18)

∑
i

(
∂pi
∂Pj

∂qi
∂Pl
− ∂pi
∂Pl

∂qi
∂Pj

)
= 0.(19)

∑
i

(
∂pi
∂Pj

∂qi
∂Ql

− ∂pi
∂Ql

∂qi
∂Pj

)
= δjl.(20)

Demostración. La condición MTJM = J equivale a(
AT CT

BT DT

)(
0 In
−In 0

)(
A B
C D

)
=

(
0 In
−In 0

)
.

Comparando bloques se tiene

ATC − CTA = 0

BTD −DTB = 0

ATD − CTB = In

BTC −DTA = −In.

Las primeras dos igualdades dan la afirmación (a); las siguientes son equiva-
lentes a la afirmación (b).

De (17) se tiene

(Aij) =

(
∂qi
∂Qj

)
, (Cij) =

(
∂pi
∂Qj

)
(Bij) =

(
∂qi
∂Pj

)
, (Dij) =

(
∂pi
∂Pj

)
,

y de la condición (ATC − CTA)lj = 0 se sigue

0 =
∑
i

(AilCij − CilAij) =
∑
i

(
∂qi
∂Ql

∂pi
∂Qj

− ∂pi
∂Ql

∂qi
∂Qj

)
.

Análogamente la condición BTD −DTB = 0 implica

0 =
∑
i

(BilDij −DilBij) =
∑
i

(
∂qi
∂Pl

∂pi
∂Pj
− ∂pi
∂Pl

∂qi
∂Pj

)
=

∑
i

(
∂qi
∂Pl

∂pi
∂Pj
− ∂qi
∂Pj

∂pi
∂Pl

)
que son las identidades (18) y (19). Las relación (20) se obtiene de la identidad
(DTA−BTC)lj = δlj . En efecto,

δjl =
∑
i

(DijAil −BijCil) =
∑
i

(
∂pi
∂Pj

∂qi
∂Ql

− ∂qi
∂Pj

∂pi
∂Ql

)
=

∑
i

(
∂pi
∂Pj

∂qi
∂Ql

− ∂pi
∂Ql

∂qi
∂Pj

)
.

�

Corolario 3.6. El conjunto de difeomorfismos simplécticos, Symp(R2n) es un
subgrupo del grupo de difeomorfismos de R2n, Diff(R2n), ambos de dimensión
infinita.

Observación 7. Para simplificar la notación, en lo sucesivo ı́ndices repetidos
indican suma.

Proposición 3.7. Consideremos un cambio de coordenadas
f : Rn × Rn → Rn × Rn, (q, p) = f(Q,P ) y las formas simplécticas canónicas
ω = dp ∧ dq, Ω = dP ∧ dQ. La transformación de coordenadas es simpléctica
si y sólo si f∗(ω) = Ω.
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Demostración.

f∗(dpi ∧ dqi) =

(
∂pi
∂Qj

dQj +
∂pi
∂Pj

dPj

)
∧
(
∂qi
∂Ql

dQl +
∂qi
∂Pl

dPl

)

=
∂pi
∂Qj

∂qi
∂Ql

dQj ∧ dQl +
∂pi
∂Pj

∂qi
∂Pl

dPj ∧ dPl

+
∂pi
∂Qj

∂qi
∂Pl

dQj ∧ dPl +
∂pi
∂Pj

∂qi
∂Ql

dPj ∧ dQl

=

(
∂pi
∂Qj

∂qi
∂Ql

− ∂pi
∂Ql

∂qi
∂Qj

)
dQj ∧ dQl

+

(
∂pi
∂Pj

∂qi
∂Pl
− ∂pi
∂Pl

∂qi
∂Pj

)
dPj ∧ dPl

+

(
∂pi
∂Pj

∂qi
∂Ql

− ∂pi
∂Ql

∂qi
∂Pj

)
dPj ∧ dQl

Los coeficientes de dQj ∧ dQl, dPj ∧ dPl son cero debido a (18) y (19), por
(20) el último término es

δjldPj ∧ dQl = dPj ∧ dQj = Ω.

�

Consideremos ahora las 1–formas diferenciales en el contradominio R2n con
coordenadas (q, p) y en el dominio R2n con
coordenadas (Q,P )

(21) α = pdq =

n∑
i=1

pidqi, A = PdQ =

n∑
i=1

PidQi.

y observe que ω = dα, Ω = dA, es decir las formas simplécticas son exactas.

Proposición 3.8. Si el cambio de coordenadas f : R2n → R2n es simpléctico;
α, A son las 1–formas (21), entonces existe una función W (Q,P ), posible-
mente definida localmente, tal que

(22) f∗(α)−A = dW.

Demostración. Como

d (f∗(α)−A) = d f∗(α)− dA = f∗(dα)− Ω = Ω− Ω = 0.

por Lema de Poincaré toda forma cerrada es localmente exacta, luego existe
una función W (Q,P ) posiblemente localmente definida , satisfaciendo (22).

�

Observación 8. La relación (22) se acostumbra escribir como

(23) pidqi − PidQi = dW.

“donde pi y la diferencial dqi se expresan como funciones de Q y P a través
del cambio de coordenadas”(véase por ejemplo [7], p. 67) y W es función de
Q. Alternativamente podemos considerar que el lado izquierdo de (23) es una
1–forma α̃ en el espacio producto R2n × R2n de coordenadas (Q,P, q, p). De
hecho ω̃ = dpi ∧ dqi− dPi ∧ dQi es una forma simpléctica en R2n×R2n exacta
pues ω̃ = dα̃. El espacio simpléctico

(
R2n × R2n, ω̃

)
contiene a la gráfica de f :

(24) Γf = {(Q,P, q, p) | (q, p) = f(Q,P )}.
y si iΓf : Γf → R2n × R2n denota la inclusión, entonces

i∗Γf
(ω̃) = i∗Γf

(dα̃) = d (i∗Γf
(α̃)) = 0

Por el Lema de Poincaré

(25) i∗Γf
(α̃) = dW

para alguna función local W definida sobre Γf con coordenadas (Q,P ). La
última expresión es precisamente (22).
Observación 9. La gráfica de la función f (24) es un ejemplo de variedad
Lagrangiana en el espacio vectorial simpléctico producto R2n × R2n con la
forma simpléctica ω̃ = dpi ∧ dqi − dPi ∧ dQi. Véase también la sección 5.
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Lema 3.9. Las siguientes 1–formas diferenciales en R2n × R2n

F1 = pkdqk − PkdQk, F2 = qkdpk + PkdQk,
F3 = pkdqk +QkdPk, F4 = qkdpk −QkdPk,

difieren por la diferencial de una función escalar.

Demostración. Se puede verificar que

F1 = −F2 + d(piqi) = F3 + d(QiPi) = −F4 + d(piqi − PiQi).

Verifiquemos la primera identidad para ilustrar el proceso conocido como
transformada de Legendre. Primero notemos que

F1 = pkdqk − PkdQk = −(PkdQk − pkdqk)

Las variables independientes son Qk y qk; debemos sustituir qk por pk como
variables independientes aśı que sumamos y restamos

F1 = −(PkdQk − pkdqk ± qkdpk)

= −(PkdQk + qkdpk − (pkdqk + qkdpk))

= −(PkdQk + qkdpk − d(pkqk))

= −(PkdQk + qkdpk) + d(pkqk)

= −F2 + d(pkqk).

�

Corolario 3.10. Si el cambio de coordenadas f : R2n → R2n es simpléctico
entonces existen funciones Wi(Q,P ), i = 1, 2, 3, 4 tales que

f∗(pkdqk)− PkdQk = dW1, f∗(qkdpk) + PkdQk = dW2,
f∗(pkdqk) +QkdPk = dW3, f∗(qkdpk)−QkdPk = dW4

Teorema 3.11. Si el cambio de coordenadas f : R2n → R2n es simpléctico
entonces:

1. Si
∣∣ ∂f1
∂P

∣∣ 6= 0, entonces existe una función S(q,Q) tal que

(26)
∂S

∂qk
= pk,

∂S

∂Qk
= −Pk.

2. Si
∣∣ ∂f2
∂P

∣∣ 6= 0, entonces una función S(p,Q) tal que

(27)
∂S

∂pk
= qk,

∂S

∂Qk
= Pk.

3. Si
∣∣∣ ∂f1∂Q

∣∣∣ 6= 0, entonces existe una función S(q, P ) tal que

(28)
∂S

∂qk
= pk,

∂S

∂Pk
= Qk.

4. Si
∣∣∣ ∂f2∂Q

∣∣∣ 6= 0, entonces existe una función S(p, P ) tal que

(29)
∂S

∂pk
= qk,

∂S

∂Pk
= −Qk.

Demostración. La relación

pkdqk − PkdQk = dW1

es una relación entre formas diferenciales sobre la variedad Γf de dimensión
2n, la cual naturalmente está parametrizada por (Q,P ), aśı que W1 es función
de (Q,P ). Si el cambio de coordenadas es q = f1(Q,P ), p = f2(Q,P ) y se
satisface la hipótesis del ı́tem 1, entonces es posible despejar P = g1(q,Q) y
se puede parametrizar Γf con las variables (q,Q) como sigue

Γf = {(Q,P, q, p) | P = g1(q,Q), p = f2(Q, g1(q,Q))}.

Si hacemos S(q,Q) = W1(Q, g1(q,Q)) entonces

pkdqk − PkdQk = dS(q,Q),
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con (q,Q) variables independientes, implica

pk =
∂S

∂qk
(30)

−Pk =
∂S

∂Qk
.(31)

El resto de los casos se prueba de manera similar.
�

El teorema anterior tiene una versión rećıproca: Supongamos que está
dada una función S de 2n variables con las correspondientes ecuaciones de
transformación (26), (27), (28) y (29), queremos dar condiciones suficientes
para que dichas ecuaciones definan una transformación canónica; al menos
localmente.

Teorema 3.12. 1. Sea S(q,Q) una función escalar de clase C2. Las ecua-
ciones impĺıcitas

pk =
∂S

∂qk
(q,Q)(32)

−Pk =
∂S

∂Qk
(q,Q),(33)

bajo la condición de no degeneración

(34)

∣∣∣∣ ∂2S

∂Qk∂qj

∣∣∣∣ 6= 0

definen una transformación de coordenadas

q = f2(Q,P ), p =
∂S

∂q
(f2(Q,P ), Q)

que es simpléctico.
2. Sea S(p,Q) una función escalar de clase C2. Las ecuaciones impĺıcitas

qk =
∂S

∂pk
(p,Q)(35)

Pk =
∂S

∂Qk
(p,Q).(36)

bajo la condición de no degeneración

(37)

∣∣∣∣ ∂2S

∂Qk∂pj

∣∣∣∣ 6= 0

definen una transformación de coordenadas

p = f2(Q,P ), q =
∂S

∂p
(f2(Q,P ), Q)

que es simpléctica.
3. Sea S(q, P ) una función escalar de clase C2. Las ecuaciones impĺıcitas

pk =
∂S

∂qk
(q, P )(38)

Qk =
∂S

∂Pk
(q, P ),(39)

bajo la condición de no degeneración

(40)

∣∣∣∣ ∂2S

∂Pk∂qj

∣∣∣∣ 6= 0

definen una transformación de coordenadas

q = f2(Q,P ), p =
∂S

∂q
(f2(Q,P ), P )

que es simpléctico.
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4. Sea S(p, P ) una función escalar de clase C2. Las ecuaciones impĺıcitas

qk =
∂S

∂pk
(p, P )(41)

−Qk =
∂S

∂Pk
(p, P ),(42)

bajo la condición de no degeneración

(43)

∣∣∣∣ ∂2S

∂Pk∂pj

∣∣∣∣ 6= 0

definen una transformación de coordenadas

p = f2(Q,P ), q =
∂S

∂p
(f2(Q,P ), P )

que es simpléctica.

4. Las ecuaciones de Hamilton

Si H : Rn×Rn → R es una función de clase C2, las ecuaciones de Hamilton
están definidas por el sistema dinámico

q̇ =
∂H

∂q
(44)

ṗ = −∂H
∂p

, q, p ∈ Rn(45)

donde ∂H
∂q

= ( ∂H
∂q1

, . . . , ∂H
∂qn

)T , etc. que se pueden escribir como

(46) ż = J∇H(z), z = (q, p)T .

Proposición 4.1. Sea f : R2n → R2n un cambio simpléctico de coordenadas
de clase C1, z = f(Z). Entonces las ecuaciones (46) se transforman en las
ecuaciones de Hamilton

(47) Ż = J∇H̃(Z), Z = (Q,P )T ,

con Hamiltoniano H̃(Z) = H(f(Z)).

Probaremos primero el siguiente lema

Lema 4.2. ∇H̃(Z) = Df(Z)T∇H(f(Z)).

Demostración. Por definición de gradiente, para cualquier
W ∈ R2n se cumple,

〈∇H̃(Z),W 〉 = DH̃(Z) ·W = DH(f(Z)) ·Df(Z) ·W
= 〈∇H(f(Z)), Df(Z) ·W 〉 = 〈∇Df(Z)T ·H(f(Z)),W 〉,

de donde se sigue la afirmación. �

Veamos ahora la demostración de la Proposición.

Demostración. Por la regla de la cadena y con z = f(Z), de (46) se sigue

Df(Z) · Ż = J∇H(f(Z))

Ż = Df(Z)−1J∇H(f(Z))

= −JDf(Z)TJ2∇H(f(Z))

= JDf(Z)T∇H(f(Z))

= J∇H̃(Z).

�
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5. Espacios vectoriales simplécticos

En esta sección veremos la geometŕıa que subyace en la formulación de
los sistemas Hamiltonianos, tal como se ha definido en la sección anterior.
Posteriormente veremos que es posible globalizar estos conceptos al considerar
una variedad simpléctica. Recuerde que una aplicación multilineal es una

aplicación ω :
k−veces

V × V × · · · × V→ R que es lineal en cada argumento por
separado, manteniendo el resto constantes. Se reserva el término forma cuando
la aplicación multilineal es simétrica o antisimétrica, vgr., cuando

ω(vσ1 , vσ2 , · · · , vσk ) = ω(v1, v2, · · · , vk) (simétrica)

ω(vσ1 , vσ2 , · · · , vσk ) = sgn(σ)ω(v1, v2, · · · , vk) (antisimétrica)

para cualquier permutación (σ1, σ2, . . . , σk) y sgn(σ) el signo de la permuta-
ción.

Definición 10. Un espacio vectorial simpléctico es un espacio vectorial sobre
R equipado con una forma bilineal ω : V × V → R, antisimétrica y no
degenerada. Esto último significa:

ω(u, v) = 0, ∀v ∈ V ⇒ u = 0.

Observación 10. La condición de no degeneración obliga a que el espacio
vectorial, en caso de ser de dimensión finita, tenga dimensión par. Esto se sigue
del hecho de que el determinante de una matriz antisimétrica de dimensión
impar es cero. En lo sucesivo denotamos por d = dim(V ), la dimensión del
espacio vectorial simpléctico. La forma simpléctica define un isomorfismo de
espacios vectoriales V → V ∗, mediante la fórmula u 7→ u∗, u∗(v) = ω(u, v).

El Teorema de Darboux afirma que es posible escoger una base en la cual
la matriz asociada a la forma simpléctica toma la forma canónica (13).

Teorema 5.1. Si V es un espacio vectorial simpléctico y ω la forma simplécti-
ca, entonces existe una base de V , ei, fi, i = 1, 2, . . . , d tal que

ω(ei, ej) = ω(fi, fj) = 0, ω(ei, fj) = δi,j .

es decir la matriz asociada a ω en esta base es precisamente la matriz simplécti-
ca (13).

Definición 11. Si W es un subespacio del espacio vectorial simpléctico (V, ω)
denotamos por i∗Wω la restricción de ω a W ×W , es decir i∗Wω = ω|W×W .
Decimos que W es un subespacio:
a) Simpléctico, si i∗Wω es no degenerada.
b) Isotrópico, si i∗Wω = 0.
c) Lagrangiano, si es isotrópico y dim(W ) = 1

2
dim(V ).

5.1. Variedades simplécticas. La versión global o “no lineal”de los espa-
cios vectoriales simplécticos son las variedades simplécticas. Recuerde que una
variedad diferenciable M de dimensión n es un espacio topológico Hausdorff
dotado de un atlas de cartas coordenadas (Vi, φi)i∈I , donde Vi es un abierto
en M , tales que M = ∪i∈IVi y φi : Vi → Rn es una función continua con la
propiedad de que si Vi ∩ Vj 6= ∅ entonces el cambio de coordenadas

φj ◦ φ−1
i : φi(Vi ∩ Vj)→ φj(Vi ∩ Vj)

es una función diferenciable (C∞) entre abiertos de Rn. En lo sucesivo denota-
mos por φ(x) = (q1(x), . . . , qn(x)), las funciones coordenadas. En una variedad
tiene sentido hablar de funciones (reales) diferenciables y curvas diferenciables.
Decimos que una función f : M → Rn es diferenciable, si para cualquier carta
coordenada (U, φ), f ◦φ−1 : φ(U)→ Rn es diferenciable como función definida
en el abierto φ(U) ⊂ Rn. Sean c1, c2 gérmenes de curvas alrededor del origen
que pasan por el mismo punto x ∈ M . Decimos que son equivalentes, si pa-
ra cualquier carta coordenada (U, φ) tal que x ∈ U y φ(x) = p, se satisface
d
dt

(φ ◦ c1)(0) = d
dt

(φ ◦ c2)(0). Una clase de equivalencia de curvas se llama
un vector tangente en x y la colección de vectores tangentes forma el espa-
cio tangente TxM con la siguiente estructura natural de espacio vectorial: Si
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vi = d
dt

(φ ◦ ci)(0), con ci curvas como antes, entonces c3 ≡ φ−1(p+ t(v1 + v2))
es un germen de curva que define la suma de clases: [c3] = [c1] + [c2]. Análo-
gamente la diferencial de f : M → R es una función lineal en cada fibra:
dfx : TxM → R, donde dfx · v = w se define como sigue: para una curva c
representante del vector tangente v ∈ TxM entonces dfx · v = d

dt
(f ◦ c)(0). Sea

(U, φ) una carta coordenada como antes; entonces φ−1(p + tei) es una curva
cuya clase se denota por ∂

∂qi
(x).

Fibra a fibra, los espacios tangente y cotangente (el dual) pueden agruparse
en el haz tangente y cotangente:

TM =
⋃
x∈M

TxM , T ∗M =
⋃
x∈M

TxM
∗. Sean π : TM → M , λ : T ∗M → M

las proyecciones. Tanto TM como T ∗M son variedades diferenciables. Por
ejemplo, dada una carta (U, φ) en M , π−1(U) es un abierto en TM y para
ξ ∈ π−1(U) existen funciones q̇i : π

−1(U) → R tales que ξ =
∑
i q̇i(ξ)

∂
∂qi

(x).

Entonces Tφ : π−1(U)→ Rn×Rn, Tφ = (q ◦π, q̇) es una carta coordenada. La
base dual de ∂

∂xi
se denota por dqi y permite definir una carta coordenada en

λ−1(U) ⊂ T ∗M , asociando a α ∈ T ∗xM las coordenadas α =
∑
pi(α)dqi, de

modo que T ∗φ = (q◦λ, p) es una carta coordenada. Un campo vectorial es una
sección de TM es decir X : M → TM y π ◦X = idM . Una forma diferencial
es una sección de T ∗M .

Definición 12. Una variedad simpléctica es una variedad P dotada de una
2–forma ω ∈ Λ2(P ) es cerrada y no degenerada.

En otras palabras dω = 0 y para cada x ∈ P , ωx(u, v) = 0 para toda
v ∈ TxP implica u = 0 ∈ TxP .

El ejemplo canónico de variedad simpléctica es el haz cotangente a una
variedad T ∗M . La forma simpléctica canónica es la derivada exerior de la 1–
forma canónica definida como sigue: La aplicación tangente de la proyección
λ : T ∗M →M es Tλ : T (T ∗M)→ TM , luego si ξ ∈ Tα(T ∗M), con α ∈ T ∗M ,
sea entonces x = λ(α), luego Tλ ·ξ ∈ TxM y podemos aplicar〈α, Tλ ·ξ〉, donde
〈, 〉 denota el apareamiento natural T ∗xM × TxM → R. Como la aplicación
ξ 7→ 〈α, Tλ · ξ〉 depende linealmente de ξ ∈ Tα(T ∗M) se ha definido una forma
diferencial Γ en T ∗M . La forma simpléctica es ω = dΓ.
Observación 11. Tomando coordenadas (q ◦ λ, p) no es dif́ıcil ver que ω y Γ
coinciden con la 2–forma y 1–forma canónicas en R2n del Ejemplo 1, (10) y
(9).

El Teorema de Darboux se extiende al caso de variedades

Teorema 5.2. Si (P, ω) es una variedad simpléctica, para cada x ∈ P existe
una carta coordenada (U, φ) con coordenadas φ(x) = (q1, q2, . . . , qn, p1, p2, . . . , pn)
tal que

(48) ω|U =

n∑
i=1

dpi ∧ dqi.

Definición 13. Una variedad L de una variedad simpléctica (P, ω) se dice
Lagrangiana, si dim(L) = dim(P )/2 e i∗Lω = 0. En otras palabras TxL ⊂ TxP
es un subespacio Lagrangiano para cada x.

Como ω es cerrada entonces es exacta, al menos localmente digamos
ω = dα. Si L es Lagrangiana, entonces i∗Lα es una forma cerrada, luego
existe una función posiblemente definida sólo localmente, tal que i∗Lα = dF .
Llamamos a F una función generadora de la variedad Lagrangiana.

Usando el Teorema de Darboux, se puede obtener una forma canónica local
de una variedad Lagrangiana, ya que pi dqi = dF , implica

L =

{
(q, p) | pi =

∂F

∂qi
(q, p)

}
.

En la primera parte de este trabajo se han visto múltiples ejemplos de fun-
ciones generadoras de variedades Lagrangianas dadas por gráficas de transfor-
maciones canónicas en la variedad simpléctica producto R2n × R2n.
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6. Sistemas Hamiltonianos

Definición 14. Sea (P, ω) una variedad simpléctica. Un campo vectorial
X : P → TP se dice Hamiltoniano, si existe una función H ∈ C∞(P ) tal
que

(49) iXω = −dH.

Recuerde que si X es un campo vectorial y α una k–forma entonces iXα es
una k − 1 forma definida como

(iXα)x(u1, u2, . . . , uk) = αx(X(x), u1, u2, . . . , uk).

Aśı, iXω es una 1-forma globalmente exacta, si el campo es Hamiltoniano.

Observación 12. En una carta de Darboux, si

X = Ai(q, p)
∂

∂qi
+Bi(q, p)

∂

∂pi

entonces

iXω = −Ai(q, p)dpi +Bi(q, p)dqi = −∂H
∂qi

dqi −
∂H

∂pi
dpi

lo cual implica Ai = ∂H
∂pi

, Bi = − ∂H
∂qi

. Luego, a lo largo de una curva solución

del campo se satisfacen las ecuaciones de Hamilton

dqi
dt

= Ai(q(t), p(t)) =
∂H

∂pi
,

dpi
dt

= Ai(q(t), p(t)) = −∂H
∂qi

.

7. Principios variacionales

Consideremos el siguiente problema variacional: sea L(t, x, v) una función
definida para t ∈ [t1, t2], (x, v) ∈ D×Rd y D ⊆ Rd un abierto, L de clase Cr,
con r ≥ 2. Definamos el funcional definido para una curva x : [t1, t2]→ D por

I(x) =

∫ t2

t1

L(s, x(s), ẋ(s)) ds,
dx

dt
= ẋ(t)

Analicemos primero la existencia de minimales en el espacio de curvas de clase
C1 con extremos fijos

Γ = {x ∈ C1[t1, t2] | x(t1) = x1, x(t2) = x2}.

Definición 15. Decimos que x∗ ∈ Γ es minimal en Γ, si

I(x∗) ≤ I(x), ∀x ∈ Γ.

Observación 13. El ı́nfimo puede existir, sin que se alcance.
Considere por ejemplo d = 1, L(t, x, v) = t2v2, [t1, t2] = [0, 1] x1 = 0,

x2 = 1. Para la familia de curvas xm(t) = tm se tiene

I(xm) =
1

m+ 3
por lo que ı́nf

m∈N
I(xm) = 0,

pero I(x) > 0 para toda x ∈ Γ.
Sin embargo se tiene el siguiente resultado:

Proposición 7.1. Si x es minimal en Γ entonces x ∈ C2[t1, t2] y

(50)
∂L

∂vj
(t, x, ẋ) =

∫ t2

t1

∂L

∂xj
(s, x(s), ẋ(s)) ds = const.

para toda t ∈ [t1, t2].

Las ecuaciones (50) se llaman las ecuaciones integrales de
Euler–Lagrange.

Definición 16. Una curva minimal x∗ ∈ Γ se dice regular, si det
(
Lvi,vj

)
6= 0

a lo largo de x∗, v = ẋ∗.

El siguiente resultado de regularidad aplica a curvas minimales.
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Proposición 7.2. Si x∗ ∈ Γ es una curva minimal regular, entonces x∗ ∈
C2[t1, t2] y se satisface

(51)
d

dt

(
∂L

∂vj

)
=

∂L

∂xj
, v =

dx∗

dt
.

Definición 17. Una curva x∗ que satisfaga las ecuaciones de Euler–Lagrange
(51) se dice extremal en Γ.

Observación 14. La teoŕıa detrás de los métodos variacionales es muy extensa
y referimos al lector a la referencia [6] donde se caracterizan las propiedades
topológicas de las curvas minimales y en particular los conjuntos de Mather.

8. La transformada de Legendre

En secciones anteriores hemos introducido la tansformada de Legendre en
el contexto de pasar de una función generadora de un tipo a otro bajo hipótesis
locales de convexidad. Aqúı supondremos hipótesis suficientes para que la
transformada de Legendre pueda definirse globalmente, lo cual nos permitirá
relacionar la formulación Lagrangiana y Hamiltoniana de la Mecánica.

Definición 18. Un Lagrangiano L(q, v) se dice de Tonelli, si la aplicación
L(x, ·) es de crecimiento superlineal y estrictamente convexa, es decir

ĺım
|v|→∞

L(x, v)

|v| = +∞ y
∂2L

∂v2
(x, v)

es estrictamente definida positiva. Análogamente un Hamiltoniano H(x, p)
se dice de Tonelli, si la aplicación H(x, ·) es de crecimiento superlineal y
estrictamente convexa, es decir

ĺım
|p|→∞

H(x, p)

|p| = +∞ y
∂2H

∂p2
(x, p)

es estrictamente definida positiva.

Observación 15. Si L(x, v) es un Lagrangiano de Tonelli de clase C2, entonces
la transformación

p =
∂L

∂v
(x, v)

es invertible globalmente de manera continuamente diferenciable respecto de
v y continuamente respecto de x. La demostración del siguiente resultado se

deja al lector.

Proposición 8.1. Sea L(x, v) un Lagrangiano de Tonelli. Defina el Hamilto-
niano asociado

(52) H(x, p) = v · p− L(x, v)

donde, v = v(x, p) de acuerdo a la última observación, entonces H(x, p) es un
Hamiltoniano de Tonelli. Viceversa, si H(x, p) es un Hamiltoniano de Tonelli
y L(x, v) = v ·p−H(x, p) donde p = p(x, v) de acuerdo a la útima observación,
entonces L(x, v) es de Tonelli.

Teorema 8.2. Sea L(x, v) un Lagrangiano de Tonelli de clase C2 en x ∈ D
abierto de Rd, v ∈ Rd. Entonces la aplicación
L : D × Rd → D × Rd,

(53) (x, v) 7→
(
x, p =

∂L

∂v
(x, v)

)
es un difeomorfismo global, con inversa

(54) (x, p) 7→
(
x, v =

∂H

∂p
(x, p)

)
.

Demostración. Sea v(q, p) la función impĺıcitamente definida por la primera
relación en (53). Derivando H respecto de p,

∂H

∂p
= v + p · ∂v

∂p
− ∂L

∂v
· ∂v
∂p

= v +

(
p− ∂L

∂v

)
· ∂v
∂p

= v

de la definición de p. �
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Teorema 8.3. Bajo las mismas hipótesis que el Teorema anterior. La trans-
formada de Legendre (53) manda las ecuaciones de Euler-Lagrange en las
ecuaciones de Hamilton y viceversa:

d

dt

(
∂L

∂v

)
− ∂L

∂x
= 0⇔ dx

dt
=
∂H

∂p
,
dp

dt
= −∂H

∂x
.

Demostración. Nótese que de la definición (52) se satisface

∂H

∂x
= −∂L

∂x
.

Ahora, partiendo de las ecuaciones de Lagrange, de la definición de p (ver 53)
se tiene

d

dt

(
∂L

∂v

)
− ∂L

∂x
= 0⇒ dp

dt
= −∂H

∂x
,

que es la segunda ecuación de Hamilton. Por otro lado,

dx

dt
= v =

∂H

∂p
+ p · ∂v

∂p
− ∂L

∂v
· ∂v
∂p

=
∂H

∂p
,

donde se ha derivando (52) respecto de p, suponiendo v = v(x, p). El rećıproco
se muestra de manera similar y se deja como ejercicio. �

9. Termodinámica de sistemas qúımicos

Las variables medibles de los sistemas macroscópicos cuando son pertur-
bados, evolucionan de manera complicada y pueden variar de punto a punto
(variables distribuidas). En muchos casos tienden a estabilizarse con el tiem-
po en valores determinados independientemente del punto donde son medidas
(variables conglomeradas). Decimos que se ha alcanzado el equlibrio termo-
dinámico. Los efectos disipativos pueden atenuarse perturbando poco a poco y
ligeramente el sistema, esperando un tiempo suficiente a que los valores de las
variables se hayan estabilizado. Un proceso de este tipo se llama quasiestático
y se representa por una curva en el espacio de estas variables. El parámetro
de esta curva no es el tiempo, sino que simplemente indica el orden en el que
el proceso se lleva a cabo. De las variables conglomeradas se distinguen las de
tipo extensivo que dependen proporcionalmente del volumen del sistema, vgr.,
si r−1 del total de r son aumentadas por un factor λ, entonces la variable res-
tante vaŕıa en la misma proporción; las del tipo intensivo son independientes
de esta transformación de escala1.
Postulado I. En los sistemas simples existen estados particulares, llama-
dos estados de equilibrio termodinámico que están caracterizados macroscópi-
camente por la enerǵıa interna U , el volumen V y las cantidades molares
N1, N2, . . . , Nr de los componentes qúımicos.

Las variables a las que se hace referencia en el Postulado I son del tipo
extensivo. Más adelante veremos que las variables intensivas están determi-
nadas a partir de la relación funcional entre estas variables y otra más, la
entroṕıa S que será introducida más adelante, de modo que se puede suponer
una relación funcional U = U(S, V,N1, . . . , Nr); veremos que los valores de las
variables intensivas están completamente determinados por las derivadas de
primer orden de esta relación funcional. Equivalentemente se puede suponer
una relación funcional S = S(U, V,N1, . . . , Nr) en igual circunstancia. Más
aún, veremos que más que la relación funcional de un tipo u otro, el contenido
geométrico de la termodinámica está resumido en la suposición (postulado) de
que los estados de equilibrio termodinámico están caracterizados por los valo-
res de sus variables extensivas e intensivas, las cuales forman una subvariedad
Lagrangiana.

La primera ley reconoce el calor como una forma de enerǵıa que aunque
no es una variable de estado, el cambio en la enerǵıa interna se debe al calor
suminstrado al sistema menos el trabajo realizado por éste.

(55) dU = δQ− δW,

1Caratheodory llama a las variables extensivas variables de forma y las variables intensivas,

variables de estado.. Nosotros usaremos el término variables de estado para referirnos a ambas.



24 JOAQUÍN DELGADO

donde δQ representa el calor suministrado al sistema, una 1–forma diferencial
y δW el trabajo producido por el sistema.

El trabajo δW = −p dV +
∑
i µidNi. En general las 1–formas de calor y

trabajo δQ, δW no son exactas por lo que el calor o el trabajo total dado por la
integral sobre una trayectoria que especifica el proceso que siguen las variables
extensivas γ(t) en general depende de ésta. Un proceso se dice adiabático, si
δQ(γ̇(t)) = 0.

Segunda ley. Alrededor de cualquier punto P y cualquier vecindad de éste,
existen estados que no pueden ser alcanzados por un proceso adiabático. En
particular, existen funciones T , S de las coordenadas extensivas V,N1, . . . , Nr
tales que δQ = T dS.

Caratheodory muestra que la condición de la existencia de puntos inal-
canzables por procesos adiabáticos es equivalente a pedir que la distribución
definida por δQ = 0 (ecuación de Pfaff) sea integrable en el sentido de Fro-
benius, de lo cual se sigue la existencia de un factor integrante 1/T que hace
que δQ sea exacta:

dS =
dQ

T
.

Para una sola sustancia qúımica, de las tres variables V,U,N sólo dos son
independientes, debido a la propiedad de homogeneidad, luego δQ es una 2–
forma en un espacio de dimensión 2 y por lo tanto es integrable. Sin embargo,
para más de una sustancia, la integrabilidad no es automática, por ello la
segunda ley no se trata de un enunciado matemático, sino de una ley f́ısica,

La primera (55) y segunda leyes pueden enunciarse en el solo apartado

(56) T dS = dU − p dV +
∑
i

µi dNi.

La definición precisa de estados de equilibrio termodinámico es la siguiente:
Consideremos el espacio vectorial simpléctico de pares de variables extensivas–
intensivas y dentro de éste, el cono abierto

U : (S, V,N1, . . . , Nc, T,−p, µ1, . . . , µc), S, V,Ni > 0

con la forma simpléctica ω = dα, con

(57) α = TdS + p dV −
∑
i

µi dNi

Los estados de equilibrio termodinámico forman una variedad Lagrangiana L:
0 = i∗Lω = d(i∗Lα), lo cual implica que i∗Lα = dU para alguna función escalar
U . Cuando L se puede parametrizar por (S, V,N1, . . . , Nc) y entonces L es la
gráfica de dU es decir α = dU con U = U(S, V,N1, . . . , Nc); expĺıcitamente

T =
∂U

∂S
, p = −∂U

∂V
, µi =

∂U

∂Ni
, i = 1, 2, . . . , c.

Aśı, la variedad Lagrangiana L se identifica con los estados de equilibrio
termodinámico y sólo para ellos las variables extensivas toman valores bien
definidos.
Postulado II. Los estados de equilibrio de un sistema termodinámico forman
una subvariedad Lagrangiana.

Para una sóla especie se tiene que U = U(S, V,N) y la propiedad extensiva
de la enerǵıa interna implica que U es una función homogénea de grado 1.
Comúnmente se fija la cantidad molar N o el volumen V y se habla de la
entroṕıa o enerǵıa interna molares U = Nu, S = Ns, V = Nv o espećıficas
U = V u, S = V s, N = V n En este caso el potencial qúımico es µ = ∂U

∂N
= 0

y (57) se reduce a α = Tds+ pdv. En este caso la condición de integrabilidad
para α es satisfecha automáticamente, ya que dα es una 2-forma en un abierto
de R2(s, v).

Para dos sustancias qúımicas que no reaccionan hay un potencial qúımico
por cada fase de la sustancia µa1,2, µb1,2, . . . , µν1,2. El equilibrio termodinámico

de las ν fases se describe por las igualdades µj1 = µj2 para j = 1, 2, . . . , ν; aśı
las condiciones de equilibrio dan ν restricciones entre las c+2 variables, dando
un total de r = c+ 2− ν grados de libertad.
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9.1. Potenciales termodinámicos. La relación de estado U = U(S, V,N1, N2, . . . , Nc)
no es sino una parametrización de la variedad Lagrangiana L, de ah́ı que en
muchos casos sea conveniente usar otras coordenadas u otros potenciales, en
vez de U , para describir mejor determinados procesos o propiedades.

Un cambio de coordenadas para el potencial U se lleva a cabo mediante un
transformación de Legendre parcial. Por ejemplo, para una sustancia habiendo
fijado el número de moles, U = U(S, V ). Si queremos expresar a U como
función de T y V entonces hacemos G = U − TS, donde se supone que

T =
∂U

∂S
(S, V )

permite expresar a S = S(T, V ), luego G = G(T, V ), ahora

dG = dU − TdS − SdT =TdS − pdV − TdS − SdT =−pdV − SdT,

de donde se obtiene

−p =
∂G

∂V
, −S =

∂G

∂T
.

El potencial termodinámico G se llama el potencial de
Helmholtz. Vemos que el cambio de coordenadas se lleva a cabo agregando
un término que es el producto de la variable extensiva que se quiere sustituir
por su correspondiente variable extensiva (S–T en el caso de la función de
Helmholtz). Para el estudio de reacciones qúımicas que generalmente se lle-
van a cabo a presión constante es más conveniente usar p y V como variables
independientes; se define entonces la entalṕıa como H = U + pV , de donde

dH = dU + pdV + V dp = TdS − pdV + pdV + V dp = TdS + V dp,

de donde la variedad Lagrangiana se describe por

T =
∂H

∂S
, V =

∂H

∂p
.

La enerǵıa libre de Gibbs es el potencial G = U + PV − TS en el que se
sustituyen (S, V ) por variables intensivas (P, T ). Se tiene dG = −SdT + V dp.

Alternativamente, se puede expresar U = U(T, V ) al despejar S = S(T, V )
de la relación T = ∂U

∂S
(S, V ), luego U(T, V ) = U(S(T, V ), V ). Esta parametri-

zación se usará expĺıcitamente en el caso del gas ideal.

9.2. Relaciones de Maxwell. Son consecuencia de la exactitud de la
forma i∗Lα. Por ejemplo, tomando T, p como variables independientes para
el potencial de Gibbs, dG = −SdT + V dp es una diferencial exacta, luego

(58) −∂S
∂p

=
∂V

∂T
.

Otras relaciones entre derivadas parciales pueden derivarse de manera pareci-
da, por ejemplo para los potenciales qúımicos

(59)
∂µi
∂Nj

=
∂µj
∂Ni

.

9.3. Ejemplo el gas ideal. Para un sistema PVT de una sola sustancia
la capacidad caloŕıfica se define como el número de caloŕıas necesarias para
elevar en un grado su temperatura. Es una cantidad extensiva que depende
del proceso. La capacidad caloŕıfica a volumen constante se define a partir de
U = U(T, V ) como se mostró antes

(60) CV =

(
∂U

∂T

)
V

aunque hemos usado la notación clásica que enfatiza que en el proceso el
volumen se mantiene constante, esto es innecesario.

La capacidad caloŕıfica a presión constante se define a partir de H =
H(T, P ) como se mencionó antes, luego

(61) Cp =
∂H

∂T
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El uso de la enerǵıa interna en el primer caso y de la entalṕıa en el segundo
es consistente con la definición f́ısica, ya que δQ = dU si dV = 0 en el primer
caso y δQ = dH, si dp = 0.

Para un gas ideal la ecuación de estado es

(62) pV = NRT

donde R es la constante de los gases ideales.

Proposición 9.1. Para un gas ideal la enerǵıa interna sólo depende de la
enerǵıa.

Demostración. Consideremos U = U(T, V ), luego

(63) dU =
∂U

∂T
dT +

∂U

∂V
dV.

De la seguna ley y usando la ecuación de estado se tiene

(64) dS =
dU

T
+
NR

V
dV

Sustituyendo (63) en (64) se tiene

(65) dS =
1

T

∂U

∂T
dT +

[
1

T

∂U

∂V
+
NR

V

]
dV.

Sin embargo usando S = S(T, V ) y comparando con dS = ∂S
∂T
dT + ∂S

∂V
dV se

tiene de inmediato

∂S

∂T
=

1

T

∂U

∂T
(66)

∂S

∂V
=

1

T

∂U

∂V
+
NR

V
.(67)

Usando la igualdad de las parciales mixtas

(68)
1

T

(
∂2U

∂V ∂T

)
= − 1

T 2

U

V
+

1

T

∂2U

∂T∂V

cancelando las derivadas mixtas se obtiene finalmente

∂U

∂V
= 0.

�
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LA TEORÍA ZF−

JUAN CARLOS AGUILAR FRANCO

Resumen. En esta nota daremos una definición en la teoŕıa ZFE de la noción
de encaje elemental entre modelos de ZFE, aun si éstos son clases propias. Lo
realizamos mediante la definición de estructura dócil.

1. Introducción y preliminares

Los conceptos e ideas que se desarrollan en esta nota están basados en un resultado
que el Dr. Ronald Jensen planteó hace tiempo para poder generalizar algunas de las
ideas más importantes en la teoŕıa de modelos.

Una de las herramientas fundamentales en la teoŕıa de conjuntos moderna es la de
encaje elemental. Este tipo de funciones son bien conocidas en la teoŕıa de modelos.

En la teoŕıa moderna de conjuntos encontraremos frecuentemente “modelos” de la
teoŕıa de conjuntos que no son conjuntos sino clases propias. También es frecuente la
necesidad de “definir” en ZFE encaje elemental. El propósito de esta nota es presen-
tar una forma de definir encaje elemental en ZFE, aun si los modelos involucrados
son clases propias.

A continuación se proporcionan algunas definiciones útiles; consideraremos como el
universo a la clase de todos los conjuntos V , el cual se define como V = {x : x = x}.
Las clases que se trabajan, se les llama términos clase y son aquellas clases que se
pueden caracterizar mediante una fórmula del lenguaje: A = {x|ϕ(x)}.

Las estructuras que consideraremos son ∈-estructuras, es decir, la estructura inter-
preta el śımbolo de relación binaria ∈.

Para poder construir la teoŕıa de conjuntos, es necesario hacer algunas precisiones,
como por ejemplo, los axiomas en los cuales se basa la teoŕıa además del lenguaje en
el cual trabajaremos.

Respondiendo a lo mencionado en el párrafo anterior, se establece que nuestro
lenguaje formal será el de la teoŕıa de conjuntos (LTC) que consiste en lo siguiente:

1. Relaciones de igualdad y pertenecia (=,∈).
2. Conectivos lógicos: ∧ (y), ∨ (o), ¬ (no), ∃ (existe), ∀ (para todo), → (implica)

y ↔ (si y sólo si).
3. Variables: u, v, x, y, z, v0, v1, . . . , vn, . . . (un conjunto numerable de śımbolos

para variables.
4. Paréntesis: ( izquierdo, ) derecho y “,” coma.

Al utilizar la relación de igualdad impĺıcitamente están incluidos los siguientes
axiomas (de igualdad):

1. Reflexividad ∀x(x = x).
2. Transitividad ∀x∀y∀z(x = y ∧ y = z → x = z).

2010 Mathematics Subject Classification. 03C30, 03C55, 03C62 .
Palabras clave. Teoŕıa de conjuntos, Teoŕıa de modelos, ZFE−, encaje elemental, estructura dócil.
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3. Simetŕıa ∀x∀y(x = y → y = x).

La teoŕıa de Zermelo-Fraenkel-Axioma de elección (ZFE) consiste en los siguientes
axiomas:

Existencia: Existe un conjunto que no tiene elementos. En śımbolos: ∃x∀y¬(y ∈
x).
Extensionalidad: Dos conjuntos son iguales si contienen los mismos elementos.
En śımbolos: ∀x∀y(∀z(z ∈ x↔ z ∈ y)→ x = y).
Parejas: Para cada dos conjuntos existe un tercero que tiene exactamente a los
dos conjuntos originales como elementos.
En śımbolos: ∀x∀y∃z∀u(u ∈ z ↔ (u = x ∨ u = y)).
Unión: La unión de un conjunto es un conjunto.
En śımbolos: ∀x∃y∀z(z ∈ y ↔ ∃u(u ∈ x ∧ z ∈ u)).
Comprensión: Para cada conjunto a y para cada fórmula de LTC ϕ, posible-
mente con parámetros, existe un conjunto b que contiene exactamente a aquellos
elementos de a que satisfacen ϕ:

∀~v∀x∃y∀z(z ∈ y ↔ (z ∈ x ∧ ϕ(z,~v))).

Potencia: Para cada conjunto a existe un conjunto b, cuyos elementos son
precisamente los subconjuntos de a:

∀x∃y∀z(z ∈ y ↔ ∀u(u ∈ z → u ∈ x)).

Infinito: Existe un conjunto que contiene al conjunto vaćıo y es cerrado respecto
a la operación sucesor: x 7→ x ∪ {x}. En śımbolos:

∃x(∃y(y ∈ x ∧ ∀z¬(z ∈ y))∧
∀y∃z(y ∈ x→ (z ∈ x ∧ ∀u(u ∈ z ↔ (u ∈ y ∨ u = y))))).

Reemplazo: Si se sustituye cada elemento de un conjunto a por su imagen
respecto a una relación funcional ϕ se obtiene un conjunto. En śımbolos:

∀~v(∀x∀y∀z((ϕ(x, y,~v) ∧ ϕ(x, z,~v))→ y = z)→
∀y∀z∀w(w ∈ z ↔ ∃u(u ∈ y ∧ ϕ(u,w,~v)))).

Fundación: Si una propiedad es cierta para al menos un conjunto, entonces la
propiedad se cumple para algún conjunto y no lo hace para los elementos de
este conjunto. En particular, si ϕ(x, y) es la fórmula x ∈ y, se asegura que todo
conjunto tiene un elemento ∈-mı́nimo. En śımbolos:

∀~v(∃xϕ(x,~v)→ ∃y(ϕ(y,~v)) ∧ ∀z(z ∈ y → ¬ϕ(z,~v))).

Axioma de elección Para cada conjunto no vaćıo a formado de conjuntos ajenos
entre śı, existe un conjunto b que intersecta a cada elemento de a en exactamente
un elemento. En śımbolos:

∀x∃y((∀z(z ∈ x→ ∃uu ∈ z)∧
∀v∀w((v ∈ x ∧ w ∈ x ∧ ¬v = w)→ ¬∃u(u ∈ v ∧ u ∈ w)))∧

∀z(z ∈ x→ ∃u(u ∈ z ∧ u ∈ y∧
∀v(v ∈ z ∧ v ∈ y)→ v = u)))).

Definición 1.1. Un ∈-término es una variable o un término clase.

Definición 1.2. Sean W un ∈-término y ϕ una fórmula de LTC tales que ϕ y W
no tienen variables libres en común. Definimos la relativización de ϕ con respecto a
W , denotada por ϕW , mediante recursión sobre la construcción de fórmulas de LTC
como sigue:

1. (vi = vj)
W = vi = vj

2. (vi ∈ vj)W = vi ∈ vj
3. (¬ψ)W = ¬ψW
4. (ψ ∧ χ)W = ψW ∧ χW
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5. (ψ ∨ χ)W = ψW ∨ χW
6. (ψ → χ)W = ψW → χW

7. (∀viψ)W = ∀vi(vi ∈W → ψW )
8. (∃viψ)W = ∃vi(vi ∈W → ψW ).

Si Ψ es un conjunto de fórmulas, entonces ΨW denota el conjunto {ψW |ψ ∈ Ψ}.

Definición 1.3. Se escribe π : M →Σ0
N , la preservación de validez de Σ0-fórmulas

entre M y N , si y sólo si para cualquier Σ0-fórmula ϕ del lenguaje ocurre que

M |= ϕ(x)↔ N |= ϕ(π(x)).

Definición 1.4. Sean W,W ′ ∈-términos con W ⊆ W ′ y ϕ(x1, . . . , xn) una LTC
fórmula que no tiene variables en común con W ni con W ′. Decimos que ϕ es W -W ′-
absoluta si

∀x1 . . . ∀xn ∈W (ϕW (x1, . . . , xn)↔ ϕW
′
(x1, . . . , xn)).

En particular, a las fórmulas W -V -absolutas se les llama simplemente W -absolutas.

La fórmula ϕ es W -absoluta si y sólo si

∀x1 ∈W . . .∀xn ∈W (ϕW ↔ ϕ).

Lema 1.1. Las Σ0-fórmulas son W -W ′-absolutas para cualesquiera W y W ′ modelos
transitivos con W ⊆W ′.

Demostración. Sean ϕ(~x) una Σ0-fórmula, y W , W ′ modelos transitivos con W ⊆W ′.

Supongamos que W |= ϕ(~x) con x1, . . . , xn ∈ W y debemos mostrar que W ′ |=
ϕ(~x).

Procedemos por inducción en la construcción de ϕ.

Sea ϕ(x1, . . . , xn) ≡ xi ∈ xj .

Dado que se satisface W |= xi ∈ xj y que W ⊆ W ′ se concluye que se satisface
W ′ |= xi ∈ xj .

Ahora si W ′ |= ϕ(x1, . . . , xj), es decir si W ′ |= xi ∈ xj habrá que demostrar que
W |= xi ∈ xj , pero esto es inmediato, pues los testigos están en W , por lo tanto,
W |= xi ∈ xj .

Sea ϕ(x1, . . . , xn) ≡ xi = xj .

Por hipótesis y dado que W ⊆W ′ se obtiene que W ′ |= xi = xj .

Si W ′ |= xi = xj dado que xi, xj ∈W , se concluye que

W |= xi = xj .

Sea ϕ ≡ ψ1 ∧ ψ2, donde ψ1 y ψ2 son W -W ′-absolutas.

Se supone W |= ϕ ↔ W |= ψ1 ∧ ψ2, entonces, por definición de conjunción se
obtiene que W |= ψ1 y W |= ψ2, aplicando la hipótesis se deduce que W ′ |= ψ1 y
W ′ |= ψ2, de donde se concluye que W ′ |= ψ1 ∧ ψ2, es decir W ′ |= ϕ.

Dado que x1, . . . , xn ∈W y si W ′ |= ϕ entonces W ′ |= ψ1 ∧ ψ2 por definición de la
conjunción, se obtiene W ′ |= ψ1 y W ′ |= ψ2, porque los xi ∈W , para todo 1 ≤ i ≤ n,
se satisface que W |= ψ1 y W |= ψ2, es decir, W |= ψ1 ∧ ψ2.
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Sea ϕ ≡ ¬ψ con ψ una fórmula W -W ′-absoluta.

Si W |= ϕ entonces W |= ¬ψ, por hipótesis W ′ |= ¬ψ, es decir W ′ |= ϕ.

Aqúı si W ′ |= ¬ψ se sigue que W |= ¬ψ, pues xi ∈W ⊆W ′.

Sea ϕ(z, ~x) ≡ ∃z ∈ uψ(z, ~x), donde ψ es W -W ′-absoluta.

Si W |= ∃z ∈ uψ(z, ~x), es decir existe un testigo en W , tal que W |= ψ(a, ~x), por
hipótesis y dado que W ⊆W ′ se concluye que W ′ |= ψ(a, ~x), es decir,

W ′ |= ∃z ∈ uψ(z, ~x).

Aqúı, al igual que en los casos anteriores, el testigo está en W , por lo tanto en W
se satisface ϕ. �

Lema 1.2. Las siguientes expresiones son definibles en ZFE:

1. u es transitivo.
2. 〈u,∈〉 |= ϕ[a1, . . . , an].
3. π : V →W.
4. π[V ].

Demostración. 1. u es transitivo↔ ∀x ∈ u∀y ∈ x(y ∈ u) es una fórmula en ZFE.
2. 〈u,∈〉 |= ϕ[a1, . . . , an] significa que:

Si ϕ ≡ xi ∈ xj existen ai, aj ∈ u tal que ai ∈ aj .

Si ϕ ≡ xi = xj existen ai, aj ∈ u tal que ai = aj .

Si ϕ ≡ ψ1 ∧ ψ2 entonces existen a1, . . . , an ∈ u tal que

ψ1[a1, . . . , an] ∧ ψ2[a1, . . . , an].

Si ϕ ≡¬ψ entonces para todo a1, . . . , an∈u ocurre ¬ψ[a1, . . . , an].

Para ϕ ≡ ∃xψ significa que existen b, a1, . . . , an ∈ u con

ϕ[b, a1, . . . , an].

3. π : V →W ↔ ∀x ∈ V ∃y ∈W ((x, y)) ∈ π.
4. π[V ] = {π(v)|v ∈ V }.

�

Definición 1.5. Sea ϕ una Σ0-fórmula, la relación de satisfacción para Σ0-fórmulas
se define como

|=Σ0 ϕ[a1, . . . , an]↔ ∃u(u es transitivo ∧
a1, . . . , an ∈ u ∧ 〈u,∈〉 |= ϕ[a1, . . . , an]).

Esto se justifica por la absolutez de las Σ0-fórmulas.

Definición 1.6. Sean π, W términos clase. La expresión π : V →Σ0
W cofinal es la

fórmula:

W es transitivo ∧ π : V →W ∧W =
⋃
π[V ]∧ para toda Σ0-fórmula ϕ y cualesquiera

a1, . . . , an se cumple |=Σ0 ϕ[~a]↔|=Σ0 ϕ[π(~a)].

Por lo demostrado en el Lema anterior, se observa que tanto la relación de satis-
facción como π cofinal, se pueden definir en ZFE, pues cada parte que compone a las
expresiones que las definen son definibles en ZFE.

Definición 1.7. Sean π,W términos clase. π es un encaje elemental se define mediante
el siguiente esquema:

π : V →W ∧W es transitivo ∧∀~v(ϕ(~v)↔ ϕW (π(~v)))



TEORÍA ZF− 33

para toda L-fórmula ϕ.

No es evidente cómo definir este esquema en ZFE dada la presencia de ϕW .

Con ZF− se denota a la teoŕıa que contiene a los axiomas de ZF sin el axioma de
potencia, además de cambiar el esquema de reemplazo por:

(1) ∀x∃yϕ(x, y)→ ∀u∃v∀x ∈ u∃y ∈ vϕ(x, y).

2. Estructuras dóciles

En esta sección se hace un estudio de las estructuras dóciles, herramienta indispen-
sable para lograr el objetivo planteado.

A partir de ahora se considerará L(A) el lenguaje que se obtiene al agregar
A = {A1, . . . , An}, un conjunto de nuevos predicados, al lenguaje L. Es importante
señalar que la aparición de nuevos śımbolos de predicado modifica la definición de
Σ0-fórmula, la cual es entonces la siguiente:

Definición 2.1. Una Σ0-fórmula de L(A) es una fórmula en donde todos sus cuanti-
ficadores son acotados, en la fórmula pueden aparecer śımbolos de predicado.

Definición 2.2. Sea N transitivo, A ⊂ N . Se dice que 〈N,A〉 es dócil si y sólo si
x ∩A ∈ N para todo x ∈ N .

Si A es un śımbolo de predicado, A ⊆ N , por lo que puede ocurrir x ∩ A /∈ N
para algún (o todo) x ∈ N . Lo cual no se cumple si 〈N,A〉 es dócil. La estructura
〈N,A1, . . . , An〉 es dócil si 〈N,A1〉, . . . , 〈N,An〉 lo son.

En lo que sigue se considera a 〈N,A1, . . . , An〉 un ZF−-modelo, donde los axiomas
de ZFE consideran ahora fórmulas en L(A).

Definición 2.3. Se escribirá π : 〈N, ~A〉 →Σ0
〈N ′, ~A′〉 si y sólo si para toda L(A)-

fórmula Σ0, ϕ y para toda x1, . . . , xn ∈ N se satisface:

〈N, ~A〉 |= ϕ[x1, . . . , xn]↔ 〈N ′, ~A′〉 |= ϕ[π(x1), . . . , π(xn)].

Lema 2.1. Sean π : 〈N, ~A〉 →Σ0 〈N ′, ~A′〉, donde N ′ es transitivo y 〈N,A1, . . . , An〉
dócil. Para 1 ≤ i ≤ n suponga que A

′

i ⊂ N ′. Entonces las siguientes afirmaciones son
equivalentes:

a. π : 〈N, ~A〉 →Σ0
〈N ′, ~A′〉;

b. π(x ∩Ai) = π(x) ∩A′i para x ∈ N , 1 ≤ i ≤ n.

Demostración. (a) → (b) Supongamos π : 〈N, ~A〉 →Σ0 〈N ′, ~A′〉 y lo que queremos
demostrar es que π(x ∩Ai) = π(x) ∩A′i para x ∈ N , 1 ≤ i ≤ n.

Sean Ai ⊆ N para algún i y x ∈ N arbitrario.

Dado que 〈N, ~A〉 es dócil se deduce que 〈N,Ai〉 es dócil, por lo tanto x ∩Ai ∈ N .

Por otro lado se sabe que N ′ es transitivo y que A′i ⊆ N ′, con esta información se
demuestran las dos contenciones.

(⊆) Sea z ∈ π(x ∩Ai). Dado que N es transitivo y π preserva LTC fórmulas debe
ser el colapso de Mostowski, en consecuencia z = π(y) para algún y ∈ x∩Ai. Se sigue
que z ∈ π(x). Como π preserva Σ0-fórmulas se tiene que si 〈N,A〉 |= Ax entonces
〈N ′, A′〉 |= A′π(x), ahora y ∈ x ∩Ai, por lo que π(y) ∈ A′i, aśı que z ∈ A′i.

(⊇) Sea z ∈ π(x) ∩ A′i. Entonces z = π(y) para algún y ∈ x y 〈N ′, A′〉 |= A′iz, es
decir, 〈N ′, A′〉 |= A′iπ(y), se deduce que 〈N,A〉 |= Aiy, aśı que y ∈ x ∩ Ai, por lo que
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z ∈ π(x ∩Ai).

(b) → (a) Por simplicidad en la notación, la demostración se realiza para n = 1,
consideremos A = A1.

Sean M transitivo, u ⊂M también transitivo y x1, . . . , xn ∈ u tales que satisfacen
lo siguiente:

(2) 〈M,A〉 |= ϕ[x1, . . . , xn]↔ 〈u,A ∩ u〉 |= ϕ[x1, . . . , xn].

Para Σ0-fórmulas ϕ, lo anterior se satisface por la absolutez de Σ0-fórmulas, pues
〈u,A ∩ u〉 es una subestructura de 〈M,A〉 y los testigos están en el universo de la
estructura menor.

Si ϕ = ϕ(v1, . . . , vn) es una fórmula del lenguaje de 〈N,A〉, sea ϕ̄ = ϕ̄(u, a, v1, . . . , vn) =
ϕ〈u,a〉, es decir se obtiene al realizar la relativización de todos los cuantificadores de
ϕ a u y de la sustitución de todas las fórmulas primitivas Ax por x ∈ a.

Entonces ϕ̄ es una Σ0-fórmula en el lenguaje L y para toda u, a ∈ N , x1, . . . , xn ∈ u
se cumple que:

〈N,A〉 |= ϕ̄[u, a, ~x]↔ 〈u, a〉 |= ϕ[~x].

Sean x1, . . . , xn ∈ N arbitrarios y u ∈ N transitivo, tal que x1, . . . , xn ∈ u.

Sea ϕ es una Σ0-fórmula. Entonces:

〈N,A〉 |= ϕ[x1, . . . , xn] ↔ 〈u,A ∩ u〉 |= ϕ[x1, . . . , xn]
↔ 〈N,A〉 |= ϕ̄[u,A ∩ u, x1, . . . , xn]
↔ 〈N ′, A′〉 |= ϕ̄[π(u), π(A ∩ u), . . . , π(xn)]
↔ 〈π(u), π(A ∩ u)〉 |= ϕ(π(x1), . . . , π(xn))
↔ 〈N ′, A′〉 |= ϕ[π(x1), . . . , π(xn)]

por (2) y por π(A ∩ u) = A′ ∩ π(u). �

Lema 2.2. Sea π : N →Σ0 N
′ cofinal. Entonces N ′ es cerrado respecto a x∩ y, x∪ y,

〈x, y〉.

Demostración. Para demostrar x ∩ y ∈ N ′ supongamos que x, y ∈ N ′.
Por estar x y y en N ′ se sabe que x ∈ π(x0) y y ∈ π(y0), con x0, y0 ∈ N , pues π es

cofinal. Sea z = {z1|z1 ∈ x0 ∧ z1 ∈ y0}.
La Σ0-fórmula

∀z1 ∈ x0∀z1 ∈ y0∃z1 ∈ z(z1 ∈ x ∧ z1 ∈ y)

se satisface en 〈N,A〉, por lo tanto es valida en 〈N ′, A′〉 con

π(x0), π(y0), π(z),

en particular x ∩ y ∈ N ′.
Para observar que x ∪ y ∈ N ′ supongamos que x, y ∈ N ′.
Por estar x y y en N ′ se sabe que x ∈ π(x0) y y ∈ π(y0), con x0, y0 ∈ N , pues π es

cofinal. Sea z = {z1|z1 ∈ x0 ∨ z1 ∈ y0}.
La Σ0-fórmula

∀z1 ∈ x0∀z1 ∈ y0∃z1 ∈ z(z1 ∈ x ∨ z1 ∈ y)

se satisface en 〈N,A〉, por lo tanto es válida en 〈N ′, A′〉 con π(x0), π(y0), π(z), en
particular x ∪ y ∈ N ′.

Si se demuestra que: x1, . . . , xn ∈ N ′ → 〈x1, . . . , xn〉 ∈ N ′ para i = 1, . . . , n sea
xi ∈ π(ui), ui ∈ N (π es cofinal).
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Sea u′ = {〈z1, . . . , zn〉|z1 ∈ u1, . . . , zn ∈ un}.

La Σ0-fórmula

∀x1 ∈ u1∀x2 ∈ u2 . . . ∀xn ∈ un∃y ∈ u′y = 〈x1, . . . , xn〉
se satisface en 〈N,A〉, por lo tanto también es verdadero en 〈N ′, A′〉 con π(u1), . . . ,
π(un), π(u′). En particular 〈x1, . . . , xn〉 ∈ N ′.

�

Lema 2.3. Sea π : 〈N,A〉 →Σ0
〈N ′, A′〉 cofinal, donde 〈N,A〉 es dócil. Entonces

existe un único A′ tal que π : 〈N,A〉 →Σ0
〈N ′, A′〉. 〈N ′, A′〉 es entonces también dócil.

Demostración. Se demuestra primero la existencia.

Sea A′ =
⋃
x∈N π(x ∩A).

Afirmación 1. π : 〈N,A〉 →Σ0 〈N ′, A′〉

Demostración. Por el Lema 2.1 se debe de mostrar que: π(x ∩ A) = π(x) ∩ A′ para
todo x ∈ N .

(⊆) Es inmediato pues π(x ∩ A) ⊆ A′ que es la unión de los π(x ∩ A) para todo
x ∈ N.

(⊇) Sea z ∈ π(x) ∩ A′. Entonces z ∈ π(y ∩ A) para algún y ∈ N . Por lo tanto
z ∈ π(x) ∩ π(y ∩A) = π(x ∩ y ∩A) ⊂ π(x ∩A).

�

Afirmación 2. 〈N ′, A′〉 es dócil.

Demostración. Sea x ∈ N ′, x ∈ π(u), suponga, sin pérdida de generalidad, que u
es transitivo (pues los ZF−-modelos son cerrados respecto a CT ). Entonces π(u) es
transitivo, aśı que x ⊂ π(u). Por lo tanto, se satisface que

x ∩A′ = x ∩ π(u) ∩A′ = x ∩ π(u ∩A) ∈ N ′.
�

Para demostrar la unicidad suponga que existen dos conjuntos, sean A′1 y A′2 y se
demostrará que son iguales.

Sea z ∈ N ′. Por ser dóciles 〈N ′, A′1〉 y 〈N ′, A′2〉se tiene que z ∩ A′1 ∈ N ′ y que
z∩A′2 ∈ N ′, ahora, dado que π(z)∩A′1 = π(z∩A1) y que π(z)∩A′2 = π(z∩A2) siempre
que π : 〈N,A〉 →Σ0 〈N ′, A′〉, entonces existen x,w ∈ N tal que z = π(x) = π(w), se
concluye que x = w, de aqúı se deduce que A1 = A2 y por lo tanto A′1 = A′2, pues π
es el colapso de Mostowski. �

Lema 2.4. 〈N,A〉 es un ZF−-modelo.

Demostración. Los axiomas de ZFE que no involucran fórmulas se cumplen pues
N es un modelo de ZFE, entonces sólo debemos probar los axiomas que involucran
L(A)-fórmulas.

Comprensión: Sea ϕ una L(A) fórmula. Entonces se cumple lo siguiente
〈N,A〉 |= ∀v∀x∃y∀z(z ∈ y ↔ (z ∈ x ∧ ϕ(z, v))).

Es decir debemos mostrar que

∀v ∈ N∀x ∈ N∃y ∈ N∀z ∈ N(z ∈ y ↔ (z ∈ x ∧ ϕN (z, v))).

Caso 1: Si en ϕ no aparece A, no hay nada que probar, pues N es modelo
de ZFE.
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Caso 2: Si en ϕ aparece A, se hace la relativización a N de todos los
cuantificadores y la sustitución de toda aparición de Ax por x ∈ a. Ahora,
dado que el axioma es valido en V , el conjunto y existe y sólo basta mostrar
que y ∈ N , pero éste está pues x ∈ N y por transitividad de N , implica que
x ⊆ N , es decir, si z ∈ x, entonces z ∈ N y además dado que ϕ está relativizado
a N , todo se queda en N , por lo tanto y ∈ N.
Reemplazo:

∀~v ∈ N(∀x ∈ N∀y ∈ N∀z ∈ N((ϕN (x, y,~v) ∧ ϕN (x, z,~v))

→ y = z)→ ∀y ∈ N∀z ∈ N∀w ∈ N(w ∈ z ∩W ↔

∃u ∈ N(u ∈ y ∩W ∧ ϕN (u,w,~v)))).

Al igual que en el axioma anterior existen dos casos:
Caso 1: Si en ϕ no aparece A, no hay nada que probar, pues el axioma se

satisface en V y por lo tanto en N , pues N es modelo de ZFE.
Caso 2: Si en ϕ aparece A, realizamos la relativización de ϕ a N y toda

aparición de Ax la sustituimos por x ∈ a, además por ser válido el axioma en
V , sólo basta mostrar que u ∈ N.

Para eso, se observa que y ∩ N = y y que por la transitividad de N , si
u ∈ y ∩N entonces u ∈ N y por estar ϕ relativizada a N , todo está en N .

�

Hasta aqúı se ha utilizado muy poco el hecho de que N es un ZF−-modelo, pero
en el siguiente lema se utilizará fuertemente.

Lema 2.5. Sea π : N →Σ0
N ′ cofinal. Entonces π : N ≺ N ′. Por lo tanto N ′ es

también un ZF−-modelo.

Demostración. Para cada fórmula ϕ = ϕ(v1, . . . , vn) del lenguaje de N sea

Aϕ = {〈x1, . . . , xn〉|〈N,A〉 |= ϕ[x1, . . . , xn]}.
Afirmación: 〈N,Aϕi〉 es dócil.

Demostración. Sea x ∈ N . Por demostrar que x ∩Aϕi
∈ N .

Basta mostrar que {y ∈ x|〈N,A〉 |= ϕ(y)} es un conjunto, y lo es por el axioma de
comprensión el cual es válido en 〈N,A〉, pues se mostró en el Lema 2.4 que 〈N,A〉 es
un ZF−-modelo. �

Dado que cada 〈N,Aϕi〉 es dócil para todo i, entonces

〈N,Aϕ1
, . . . , Aϕn

〉

es dócil y por lo tanto es un ZF−-modelo. Sea π : 〈N,Aϕ〉 →Σ0 〈N ′, A′ϕ〉.

Entonces por el Lema 2.3 A′ϕ es único y 〈N ′, A′ϕ〉 es dócil.
Ahora lo que falta demostrar es que es un encaje elemental y eso se hace por in-

ducción en la construcción de fórmulas.

Afirmación 1. Sea ϕ = ϕ(v1, . . . , vn). Entonces A′ϕ ⊂ N ′n.

Demostración. Sea z ∈ A′ϕ, z ∈ π(u), con u transitivo. Entonces se satisface en 〈N,Aϕ〉
que ∀y ∈ u(Aϕy → ∃x1, . . . , xn ∈ uy = 〈x1, . . . xn〉), es decir, se satisface la misma
Σ0-fórmula pero con π(u) en 〈N ′, A′ϕ〉. �

Afirmación 2. A′ϕ = {〈x1, . . . , xn〉|〈N ′, A′〉 |= ϕ[x1, . . . , xn]}.
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Demostración. La prueba se sigue por inducción en la construcción de fórmulas.

Sea ϕ una fórmula atómica, por ejemplo ϕ(v1, . . . , vn) = vi ∈ vj .

Entonces para x1, . . . , xn ∈ π(u), con u transitivo se satisface en N que

∀z ∈ u(Aϕz ↔ ∃x1, . . . , xn ∈ u(z = 〈x1, . . . , xn〉 ∧ xi ∈ xj)).
Es decir se satisface la misma Σ0-fórmula con π(u) en 〈N ′, A′ϕ〉.

Sea ϕ(v1, . . . , vn) ≡ (vi = vj). Entonces para x1, . . . , xn ∈ π(u), con u transitivo se
satisface en N que

∀z ∈ u(Aϕz ↔ ∃x1, . . . , xn ∈ u(z = 〈x1, . . . , xn〉 ∧ xi = xj)).

Es decir, se satisface la misma Σ0-fórmula con π(u) en 〈N ′, A′ϕ〉.

Ahora sea ϕ = ϕ0 ∨ ϕ1. Se debe mostrar que

A′ϕz ↔ (A′ϕ0
z ∨A′ϕ1

z).

Sea z ∈ π(u) con u transitivo. Entonces

π : 〈N,Aϕ0 , Aϕ1 , Aϕ〉 →Σ0 〈N ′, A′ϕ0
, A′ϕ1

, A′ϕ〉

y en 〈N,Aϕ0
, Aϕ1

, Aϕ〉 se satisface:

∀z ∈ u(Aϕz ↔ (A′ϕ0
z ∨Aϕ1

z)).

Y por lo tanto se satisface la misma fórmula con π(u) en

〈N ′, A′ϕ0
, A′ϕ1

, A′ϕ〉.
Sea ϕ = ϕ0 ∧ ϕ1. Se debe mostrar que

A′ϕz ↔ (A′ϕ0
z ∧A′ϕ1

z).

Sea z ∈ π(u) con u transitivo. Entonces

π : 〈N,Aϕ0
, Aϕ1

, Aϕ〉 →Σ0
〈N ′, A′ϕ0

, A′ϕ1
, A′ϕ〉

y en 〈N,Aϕ0
, Aϕ1

, Aϕ〉 se satisface:

∀z ∈ u(Aϕz ↔ (A′ϕ0
z ∧Aϕ1

z)).

Y por lo tanto se satisface la misma fórmula con π(u) en

〈N ′, A′ϕ0
, A′ϕ1

, A′ϕ〉.
Sea ϕ ≡ ¬ψ. Se debe mostrar que

A′ϕz ↔ ¬(A′ψz).

Sea z ∈ π(u) con u transitivo. Entonces

π : 〈N,Aψ, Aϕ〉 →Σ0
〈N ′, A′ψ, A′ϕ〉

y en 〈N,Aψ, Aϕ〉 se satisface:

∀z ∈ u(Aϕz ↔ ¬(A′ψz)).

Y por lo tanto se satisface la misma fórmula con π(u) en 〈N ′, A′ψ, A′ϕ〉.

Ahora sea ϕ = ∃wψ,ψ = ψ(w, v1, . . . , vn). Entonces

π : 〈N,Aψ, Aϕ〉 →Σ0
〈N ′, A′ψ, A′ϕ〉.

�

Afirmación 3. A′ϕ〈x1, . . . , xn〉 ↔ ∃yA′ψ〈y, x1, . . . , xn〉.
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Demostración. Para (⇐) sea A′ψ〈y, x1, . . . , xn〉, con 〈y, x1, . . . , xn〉 ∈ π(u) y u tran-

sitivo. Considere u′ = {〈x1, . . . , xn〉|x1, . . . , xn ∈ u}. Entonces se satisface en
〈N,Aψ, Aϕ〉 :

∀z ∈ u∀yx1 . . . xn ∈ u((z = 〈y, x1, . . . , xn〉 ∧Aψz)→
∃z′ ∈ u′(z′ = 〈x1, . . . , xn〉 ∧Aψz′)),

es decir la misma Σ0-fórmula se satisface en 〈N ′, A′ψ, A′ϕ〉 con π(u) y π(u′).

Para (⇒) se debe mostrar que si A′ϕ〈x1, . . . , xn〉 entonces

∃yA′ψ〈y, x1, . . . , xn〉.
SeanA′ϕ〈x1, . . . , xn〉 con 〈x1, . . . , xn〉 ∈ π(u) y u transitivo. Entonces en 〈N,Aψ, Aϕ〉

se satisface:

∀z ∈ u∀y∀x1 . . . xn ∈ u(∃z′ ∈ u(z′ = 〈x1, . . . , xn〉 ∧Aϕz′)→
z = 〈y, x1, . . . , xn〉 ∧Aψz).

Por lo tanto se satisface la misma Σ0-fórmula con π(u) en

〈N ′, A′ψ, A′ϕ〉.
�

Una vez realizado lo anterior se inicia la prueba de encaje:

Sea ϕ(x1, . . . , xn) ≡ xi ∈ xj una Σ0-fórmula. Por la preservación de Σ0-fórmulas se
tiene que 〈N,A〉 |= xi ∈ xj entonces 〈N ′, A′〉 |= π(xi) ∈ π(xj).

Sea ϕ(~x) ≡ ψ1(~x)∧ψ2(~x) con 〈N,A〉 |= ψi(~x)↔ 〈N ′, A′〉 |= ψi( ~π(x)) para i = 1, 2.

Suponga 〈N,A〉 |= ψ1 ∧ ψ2 por definición de la conjunción se obtiene 〈N,A〉 |= ψ1

y 〈N,A〉 |= ψ2; por hipótesis se obtiene 〈N ′, A′〉 |= ψ1 y N ′ |= ψ2 por lo tanto
〈N ′, A′〉 |= ψ1 ∧ ψ2.

Sea ϕ ≡ ¬ψ, suponga que 〈N,A〉 |= ϕ. Entonces 〈N,A〉 |= ¬ψ por lo tanto
〈N ′, A′〉 |= ¬ψ, se concluye que 〈N ′, A′〉 |= ϕ.

Sea ϕ ≡ ∃xψ(a, x) con

〈N,A〉 |= ψ(a, x)↔ 〈N ′, A′〉 |= ψ(π(a), π(x)).

Suponga que 〈N,A〉 |= ∃xψ(a, x). Sea

Aψ = {x|〈N,A〉 |= ψ(a, x)} ⊂ N.
Habrá que demostrar que 〈N,Aψ〉 es dócil.

Sea y ∈ N . Por demostrar que y ∩ Aψ ∈ N . Basta mostrar que {x ∈ y|〈N,A〉 |=
ψ(a, x)} es un conjunto y lo es por el axioma de comprensión pues 〈N,A〉 |= ZF−,
por lo tanto es dócil.

⇒) Dado que 〈N,A〉 |= ∃xψ(a, x) se tiene que existe b ∈ N tal que 〈N,A〉 |= ψ(a, b)
por lo tanto b ∈ Aψ, es decir π(b) ∈ A′ψ de donde se obtiene que 〈N ′, A′〉 |=
ψ(π(a), π(b)) se concluye que 〈N ′, A′〉 |= ∃xψ(π(a), x).

⇐) Suponga 〈N ′, A′〉 |= ∃xψ(π(a), x), entonces 〈N ′, A′〉 |= ∃x ∈ π(b)A′ψ(π(a), x)
por lo tanto

〈N ′, A′〉 |= ∃x ∈ π(b)A′ψ(π(a), x)

〈N,A〉 |= ∃x ∈ bAψ(a, x)

〈N,A〉 |= ∃x ∈ bψ(a, x)
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〈N,A〉 |= ∃xψ(a, x).

Con lo que la demostración se acaba. �

Como resultados adicionales se tienen los siguientes:

Lema 2.6. Sea π : M →Σ0 N -cofinal. Entonces se satisface π : M →Σ1 N.

Demostración. Sea ϕ una Σ1-fórmula, ϕ ≡ ∃xψ(x, ~y) con ~y ∈M, y ψ una Σ0-fórmula.
Se debe mostrar que M |= ϕ↔ N |= ϕ.
⇒) Se supone cierto

M |= ϕ,

es decir
M |= ∃xψ(x, ~y),

entonces existe a ∈M tal que
M |= ψ(a, ~y),

por hipótesis se obtiene
N |= ψ(π(a), π(~y))

por lo tanto
N |= ∃xψ(x, π(~y)).

⇐) Se supone que
N |= ∃xψ(x, π(~y)),

entonces existe b ∈ N tal que
N |= ψ(b, π(~y)),

por definición de cofinal existe u ∈M(b ∈ π(u))), por lo tanto

N |= ∃x ∈ π(u)ψ(x, π(~y)),

por hipótesis se obtiene
M |= ∃x ∈ uψ(x, ~y),

de donde se deduce
M |= ∃xψ(x, ~y).

�

Lema 2.7. Sean 〈N,A〉 y 〈N ′, A′〉 dos L-estructuras. Suponga que ϕ es una Σn-
fórmula y 〈N,A〉 |= ϕ[~x] ocurre si y sólo si ocurre 〈N ′, A′〉 |= ϕ[~x]. Entonces para
ψ una Πn-fórmula se cumple que 〈N,A〉 |= ψ[~x] ocurre si y sólo si 〈N ′, A′〉 |= ψ[~x]
ocurre.

Demostración. Supongamos que la conclusión no es cierta, es decir existe una Πn-
fórmula ψ tal que 〈N,A〉 |= ψ y 〈N ′, A′〉 2 ψ.

Sea ψ ≡ ∀uϕ0 una Πn-fórmula. Entonces ϕ0 debe de ser una Σn−1-fórmula.

Se aplica la hipótesis a ϕ0 y se obtiene que 〈N,A〉 |= ϕ0 si y sólo si 〈N ′, A′〉 |= ϕ0,
pues es una Σn−1-fórmula.

Además por hipótesis se sabe que 〈N ′, A′〉 2 ψ, lo que es equivalente a 〈N ′, A′〉 |=
¬ψ, es decir

〈N ′, A′〉 |= ¬∀uϕ0

por lo tanto
〈N ′, A′〉 |= ∃u¬ϕ0

observe que el lado derecho es una Σn-fórmula y por hipoótesis se obtiene

〈N,A〉 |= ∃u¬ϕ0

es decir
〈N,A〉 |= ¬∀uϕ0
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que es equivalente a
〈N,A〉 2 ψ

lo cual es una contradicción. �
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PRODUCCIÓN DE ENTROPÍA EN CADENAS DE MARKOV

JORGE BOLAÑOS SERVÍN

Resumen. La descomposición en ciclos de cadenas de Markov finitas y de la tasa
de producción de entropía debida a Qian-Kalpazidou es expuesta brevemente.
Además se obtenien condiciones equivalentes a la reversibilidad de la cadena en
términos de los ciclos.

1. Introducción

Las Cadenas de Markov (C.M.), llamadas así en honor al matemático Andrey
Markov –quien sentó la base teórica de las mismas–, son ampliamente usadas para
modelar fenómenos tanto físicos como sociales, desde la actividad enzimática, para
la cual se emplea la cinemática de Michaelis - Menten - Henri, ver [4], hasta más
recientemente la manera en que Google cataloga una página electrónica mediante su
sistema PageRank desarrollado en la universidad de Standford, ver [2] y [3].

Siguiendo el trabajo de Kalpazidou en [5], la escuela china de los Qian da una
descripción de la tasa de producción entropía de una C.M. en términos de los ciclos
formados, ver [6]. El presente trabajo es una breve exposición de la construcción de
esta teoría para una C.M. finita, rellenando detalles y presentando los teoremas de
mayor importancia junto con un ejemplo nuevo. (Una exposición autocontenida con
todas las demostraciones y una aplicación, que no dan los Qian, a una clase de sistemas
cu ánticos abiertos puede encontrarse en [1].)

La noción de circuito dirigido y ciclo es el punto de partida de la teoría. Estos con-
ceptos son introducidos en la Sección 2. En la Sección 3, se estudia la cadena derivada
y su distribución invariante con la cual se obtiene una representación probabilística y
una descripción de la tasa de producción entropía en términos de los ciclos. Finalmen-
te, en la Sección 3 se extienden los resultados al caso de tiempo continuo. También se
presenta un ejemplo discreto y un ejemplo continuo en su respectiva Sección.

2. Circuitos

Un circuito o ciclo es un concepto topológico que puede definirse geométricamente
o algebraicamente. Desde el punto de vista geométrico, un circuito de puntos distintos
es la imagen, bajo cierta función, de un círculo o de cualquier curva homeomorfa a
un círculo, mientras que la definición algebraica requiere la noción de orientación, es
decir, distinguir un punto inicial y un punto final en cada arco. Cuando los arcos de
un circuito tienen la misma orientación lo llamaremos circuito dirigido.

Una propiedad que poseen los circuitos dirigidos es que regresan periódica- mente
a sus puntos, esto motiva una definición que exprese dicha periodicidad.

Definicion 2.1. Una función de circuito dirigido en un conjunto numerable S es una
función periódica c, c : Z → S.

A las parejas (c(n), c(n + 1)), n ∈ Z, les llamamos aristas, mientras que al menor
entero p = pc ≥ 1 que satisface la ecuación c(n + p) = c(n) para todo n ∈ Z le
llamaremos periodo de c.

Con cada función de circuito dirigido c podemos asociar una clase de funciones de
circuito dirigido c′, construida a partir de c mediante el grupo de translaciones en Z de

2010 Mathematics Subject Classification. 60J99.
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la siguiente manera: para cualquier i ∈ Z fijo, definimos la función ti(n) := n+i, n ∈ Z.
Con ello obtenemos una nueva función de circuito dirigido c′ mediante la composición
c′ = c ◦ ti, es decir, c′(n) = c(n+ i), n ∈ Z.

El hecho de que c y c′ no difieren escencialmente motiva definir la siguiente relación.

Definicion 2.2. Decimos que dos funciones de circuito dirigido c y c′ están relacio-
nadas, denotándolo por c ∼ c′, si y sólo si existe i ∈ Z tal que c′ = c ◦ ti.

Esta relación es de equivalencia sobre la clase de todos los circuitos dirigidos:
i) Reflexiva Una función de circuito dirigido c satisface c ∼ c, pues c = c ◦ t0.
ii) Simétrica Supongamos que c ∼ c′, es decir existe i ∈ Z tal que c′(n) = c(n + i).

A partir de ello vemos que −i satisface c(n) = c′(n+ (−i)). Por lo tanto c′ ∼ c.
iii) Transitiva Si c ∼ c′ y c′ ∼ c′′, entonces existen i, j ∈ Z tales que c′(n) = c(n+ i)

y c′′(n) = c(n+ j). De donde c′′(n) = c′(n+ j) = c(n+ i+ j). Así que c ∼ c′′.

Definicion 2.3. Le llamamos circuito dirigido a cada una de las clases de equivalencia
inducidas por ∼.

Un circuito dirigido c está completamente determinado por
El periodo pc
Cualquier (pc + 1)-tupla (i1, i2, . . . , ipc , ipc+1) con ipc+1 = i1 ó cualesquiera
pc parejas ordenadas (i1, i2), (i2, i3), . . . , (ipc , ipc+1) con ipc+1 = i1 donde il =
c(n+ l − 1), 1 ≤ l ≤ pc para algún n ∈ Z.

Definicion 2.4. El ciclo dirigido asociado con un circuito dirigido dado c =
(i1, i2, . . . , ip, i1), p ≥ 1, con puntos distintos i1, i2, . . . , ip, es la sucesión ordenada
ĉ = (i1, . . . , ip).

Como consecuencia de las definiciones anteriores, un ciclo dirigido es invariante
respecto a permutaciones cíclicas.

Definicion 2.5. Dado un circuito dirigido c = (i1, i2, . . . , ip, i1) definimos el circuito
en reversa como c− = (i1, ip, ip−1, . . . , i2, i1).

2.1. Funciones de pasaje. Dado un conjunto finito S y un circuito dirigido c en
S, para el estudio de sus propiedades es útil saber cuándo un circuito pasa a través
de un punto. La manera más sencilla de hacerlo es usar una idea similar a la función
indicadora de dicho evento.

Definicion 2.6. Dado un circuito dirigido c = (i1, . . . , ip, i1), definimos la función de
pasaje de c denotada por Jc como

Jc(k) = card{l ∈ Z : il+1 = k, 0 ≤ l ≤ pc − 1}
Decimos que c pasa por k si y sólo si Jc(k) 6= 0. Jc(k) es el número de veces que c

pasa por k.

Proposición 2.1. Si c es un circuito dirigido entonces Jc◦tj (k) = Jc(k) para todo
j ∈ Z.
Demostración. Como c ◦ tj es una permutación cíclica de c es claro que Jc◦tj (k) =
Jc(k). �

Definicion 2.7. Dados k1, . . . , kr ∈ S con r > 1 y un circuito dirigido c en S con
periodo p, definimos Jc(k1, . . . , kr) como

Jc(k1, . . . , kr) = card{l ∈ Z : c ◦ tl(m) = km,m = 1, 2, . . . , r, 0 ≤ l ≤ pc − 1}

Decimos que c pasa através de (k1, . . . , kr) si y sólo si Jc(k1, . . . , kr) 6= 0. Jc(k1, . . . , kr) es
el número de veces que c pasa por (k1, . . . , kr).

En particular para r = 2 en la definición anterior se tiene que

Jc(i, j) =

{
1 si (i, j) es arista de c;
0 otro.
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3. Cadenas de Markov tiempo discreto

Sea ξ = {ξn(ω)}n∈Z es una cadena de Markov a tiempo discreto irreducible,
positiva recurrente y estacionaria en un espacio de probabilidad (Ω,F ,P), con espacio
de estados S finito, matriz de transición P = (pi,j)i,j∈S y distribución invariante
Π = {πi}i∈S . Pensaremos a (Ω,F ,P) como el espacio canónico dado por el Teorema
de Extensión de Kolmogorov para ξ, es decir,

Ω = SZ = {ω = (ωk)k∈Z : ωk ∈ S, ∀k ∈ Z}

con ξn(ω) = ωn.
Supongamos que la órbita ω de ξ es

{3, 4, 7, 3, 1, 2, 5, 2, 4, 1, . . . }

En cada tiempo n, sea ηn(ω) la órbita de la cadena original hasta el tiempo n,
respetando el orden en que aparecen los estados, pero descartando los ciclos formados
hasta dicho tiempo. Es decir,

n 0 1 2 3 4 5 6
ξn(ω) 3 4 7 3 1 2 1
ηn(ω) [3] [3, 4] [3, 4, 7] [3] [3, 1] [3, 1, 2] [3, 1]
Ciclos

descartados (3, 4, 7) (1, 2)

En la siguiente sección se definiŕa {ηn(ω)}n de manera rigurosa.

3.1. La cadena derivada.

Definicion 3.1. Definimos a [S] como el conjunto de sucesiones finitas ordenadas de
elementos distintos de S. En símbolos

[S] = {[i1, i2, . . . , ir] : i1, i2, . . . , ir ∈ S y son distintos, r ≥ 1}.

La concatenación de dos elementos de [S] está bien definida siempre y cuando no
tengan puntos en común, i.e.

[[i1, . . . , ir], [ir+1, . . . , ir+n]] = [i1, . . . , ir, ir+1, . . . , ir+n].

Claramente [S] es finito. Tomaremos la σ-álgebra [Σ] = 2[S].

Definicion 3.2. Definimos una operación binaria⊎
: [S]× S → [S]

mediante
[i1, i2, . . . , ir]

⊎
i =

{
[i1, i2, . . . , ir, i] si i 6∈ {i1, . . . , ir}
[i1, i2, . . . , ik], si i = ik,para algún 1 ≤ k ≤ r

Definicion 3.3. Definimos el proceso estocástico {ηn(ω)}n∈Z, ηn : Ω→ [S] recursiva-
mente como sigue:

η0(ω) = [ξ0(ω)] ηn(ω) = ηn−1(ω)
⊎
ξn(ω) para n ≥ 1.

Proposición 3.1. El proceso estocástico {ηn(ω)}n∈Z está adaptado a la filtración
{Fn}n≥0 donde Fn = σ(ξk : 0 ≤ k ≤ n).

Demostración. Tenemos que ver que ηn es Fn-medible para cada n. Usaremos induc-
ción. Sea A cualquier medible de [S].

Para n = 0,
η−10 (A) = {ω ∈ Ω : [ξ0(ω)] = η0(ω) ∈ A} =

⋃
[n1]∈A

ξ−10 ({n1}) ∈ F0.

Supongamos que el resultado es válido para n. La función
⊎

: [S] × S −→ [S] es
trivialmente medible al ser S finito. Por otro lado para (ηn, ξn+1) : Ω −→ [S] × S
tomamos un conjunto rectangular A×B en [S]× S.
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(ηn, ξn+1)−1(A×B) = η−1n (A) ∩ ξ−1n+1(B) ∈ Fn+1 pues Fn ⊂ Fn+1

La familia de conjuntos rectangulares medibles es una álgebra, por tanto es π-
sistema contenido en la familia L

L = {C ∈ [S]× S : (ηn, ξn+1)−1(C) ∈ Fn+1}

Es facil ver que L es un λ-sistema. Por el lema de Dynkin (ηn, ξn+1) es medible.
Usando la relación de recurrencia ηn+1 =

⊎
◦(ηn, ξn+1) concluímos que ηn+1 es Fn+1

medible. �

Definicion 3.4. Definimos [S]i como el conjunto de elementos [i1, . . . , ir], r ≥ 1 de
[S] tales que i1 = i y pik,ik+1

> 0 ∀ 1 ≤ k ≤ r.

De acuerdo a la manera en que está definida η, si η0(ω) = [i] entonces ηn(ω) ∈ [S]i
para todo n.

Lema 3.2. η = {ηn}n≥0 es una cadena de Markov con espacio de estados [S] y
distribución inicial

P(η0 = [i]) =

{
πi i ∈ S
0 otro

Cada [S]i es una clase irreducible y positiva recurrente de η. Además para cualquier
par de estados y1 = [i1, . . . , is], y2 = [j1, . . . , jr] ∈ [S]i la probabilidad de transición en
un solo paso viene dada por

p̃y1,y2 =

 pis,jr si r ≤ s y i1 = j1, i2 = j2,. . . ,ir = jr
ó r = s+ 1 y i1 = j1, i2 = j2, . . . ,is = js,

0 otro caso

Y la distribución invariante única Π̃i de η en cada clase irreducible [S]i satisface

Π̃i([i]) = πi

La propiedad de Markov y la descripción de las probabilidades de transición es clara
pues para transiciones permitidas y2 = [y1, jr] ó y1 = [y2, [ir+1, . . . , is]] y cualesquiera
z1, . . . zn−1 ∈ [S]i adecuados, tenemos que

P(ηn+1(ω) = y2|ηn(ω) = y1, ηn−1(ω) = zn−1, . . . , η0(ω) = [i])

=P(ηn+1(ω) = y2, ξn+1(ω) = jr|ξn(ω) = is, ηn(ω) = y1, . . . , η0(ω) = [i])

=P(ξn+1(ω) = jr|ξn(ω) = is, ηn(ω) = y1, ηn−1(ω) = zn−1, . . . , η0(ω) = [i])

=P(ξn+1(ω) = jr|ξn(ω) = is)

=pis,jr ,

donde hemos usado la propiedad de Markov de ξ.
La irreducibilidad no es dificil de verificar mientras que al ser [S]i finito la cadena es

recurrente positiva. Como consecuencia de un hecho bien conocido de las cadenas de Markov
irreducibles y positivas reccurrentes se tiene que

Π̃i([i]) = ĺım
n→∞

1

n

n−1∑
k=0

P(ηk = [i]|η0 = [i])

= ĺım
n→∞

1

n

n−1∑
k=0

P(ξk = [i]|ξ0 = [i]) = πi.
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3.2. Distribución estacionaria de η. En esta sección se probarán algunos resultados
necesarios para dar la forma explícita la distribución estacionaria, Π̃i, de η, en términos de
las entradas de la matriz de transición P de ξ.

Definicion 3.5. Dado un conjunto índice H = {h1, . . . , hk}, definimos D(H) como el
subdeterminante de la matriz D = I−P tomando como renglones y columnas a los elementos
de H, es decir,

D(H) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
dh1,h1 dh1,h2 · · · dh1,hk

dh2,h1 dh2,h2 · · · dh2,hk

...
...

. . .
...

dhk,h1 dhk,h2 · · · dhk,hk

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ .
Si H = ∅ definimos a D(H) = 1.

Lema 3.3. La distribución estacionaria única Π = (πi)i∈S de la cadena de Markov ξ puede
expresarse como

πi =
D({i}c)∑
j∈S D({j}c) .(1)

Demostración. Sabemos que Π existe, es única y satisface

ΠP = P, Π1 = 1,

equivalentemente,

ΠD = 0, Π1 = 1.

Como la suma de cada renglón deD es cero, el anterior sistema de ecuaciones es equivalente
al sistema

(π1, . . . , πN )


1 d1,1 d1,2 · · · d1,j−1 d1,j+1 · · · d1,N
1 d2,1 d2,2 · · · d2,j−1 d2,j+1 · · · d2,N
...

...
...

. . .
...

...
. . .

...
1 dN,1 dN,2 · · · dN,j−1 dN,j+1 · · · dN,N


= (1, 0, . . . , 0),

para cada j ∈ S.
Llamaremos Dj a la matriz del sistema anterior. Como consecuencia del teorema de

Perron-Frobenius se tiene que detDj 6= 0. Resolviendo el sistema obtenemos,

Π = (1, 0, . . . , 0)D−1
j

= (vector de cofactores de la primera columna de Dj).

La j-ésima entrada de Π es

πj =
D({j}c)

(−1)j+1 detDj
.(2)

Recordando que
∑
l di,l = 0 ⇒ −di,k =

∑
l6=k di,l para toda k, sumamos todas las

columnas, excepto la primera, a la segunda columna. Como el intercambio de columas dentro
de un determinante sólo le cambian el signo, obtenemos que si 2 ≤ j ≤ N

detDj =

= det


1 −d1,j d1,2 · · · d1,j−1 d1,j+1 · · · d1,N
1 −d2,j d2,2 · · · d2,j−1 d2,j+1 · · · d2,N
...

...
...

. . .
...

...
. . .

...
1 −dN,j dN,2 · · · dN,j−1 dN,j+1 · · · dN,N


= (−1)j+1 detD1

Por otro lado dado que
∑
j∈S πj = 1 y que πj(−1)j+1 detDj = D({j}c)

detD1 = detD1

∑
j∈S

πj =
∑
j∈S

πj(−1)j+1 detDj =
∑
j∈S

D({j}c)
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Finalmente combinando lo anterior

πi =
D({i}c)

(−1)i+1 detDi
=
D({i}c)
detD1

=
D({i}c)∑
j∈S D({j}c) .

�

Lema 3.4.
D({i1, i2, . . . , is−1}c)
= dis,isD({i1, . . . , is}c)
−

∑
r>0,j1,...,jr

pis,j1pj1,j2 · · · pjr−1,jrpjr,isD({j1, . . . , jr, i1, . . . , is}c),

en donde la suma se toma sobre todas las elecciones distintas de j1, . . . , jr ∈ {i1, . . . , is}c.

Lema 3.5. Para todo j ∈ {i1, . . . , is}c fijo tenemos que

D({i1, . . . , is}c)

=

s∑
k=1

∑
r≥0

j1,...,jr

pj,j1pj1,j2 · · · pjr,ikD({j, j1, . . . , jr, i1, . . . , is}c),

donde la suma está tomada sobre las distintas elecciones
j1, . . . , jr ∈ {j, i1, · · · , is}c.

Lema 3.6. Para cualquier i ∈∑
j∈S

D({j}c) =
∑

[i1,...,is]∈[S]i

pi1,i2 · · · pis−1,isD({i1, . . . , is}c).

Para el caso s = 1, entendemos a pi1,i2 · · · pis−1,is como 1.

Demostración. Usando el lema anterior y sumando

∑
j∈S

D({j}c) =
∑
j∈S
j 6=i

∑
r≥0

j1,...,jr

pi,j1pj1,j2 · · · pjr,jD({i, j1, . . . , jr, l}c) +D({i}c)

=
∑

s≥2,i2,...,is
i1=1

pi1,i2 · · · pis−1,isD({i1, . . . , is}c) +D({i}c)

=
∑

[i1,...,is]∈[S]i

pi1,i2 · · · pis−1,isD({i1, . . . , is}c).

�

Finalmente con la ayuda de los lemas anteriores podemos dar una descripción de la
distribución invanriante de la cadena derivada η,

Teorema 3.7. Si ξ es una cadena de Markov estacionaria con matriz de transición P =
(pi,j)i,j∈S, irreducible, positiva recurrente con espacio de estados S finito y distribución
estacionaria Π = (πi)i∈S, entonces su cadena derivada η es recurrente positiva en cada [S]i
con distribución invariante Π̃i dada por

Π̃i([i1, . . . , is]) = pi1,i2pi2,i3 · · · pis−1,is

D({i1, . . . , is}c)∑
j∈S

D({j}c)
.(3)

Además se tiene que

Π̃i([i1, . . . , is])pis,i1 =

s∑
k=1

∑
r≥1

j2,...,jr

Π̃j1([j1, . . . , jr, ik, ik+1, . . . , ik+s−1])pik−1,is ,(4)

donde j1 es fijo en {i1, . . . , is}c, la suma es sobre las distintas elecciones j2, . . . , jr ∈
{j1, i1, . . . , is}c y las sumas donde aparece k se entienden modulo s.
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Demostración. Sólo resta demostrar las ecuaciones (3) y (4). Como η es recurrente positiva
en la clase irreducible [S]i entonces Π̃i es la única solución del sistema de ecuaciones

Π̃iP̃i = Π̃i∑
[i1,...,is]∈[S]i

Π̃i([i1, . . . , is]) = 1.

Por el lema anterior se sigue que Π̃i dado por (3) satisface la segunda ecuación. Recordando
que dj,j = 1− pj,j y usando el lema (3.4) obtenemos que

Π̃i([i1, . . . , is]) = pi1,i2pi2,i3 · · · pis−1,is

D({i1, . . . , is}c)∑
j∈S

D({j}c)

=pi1,i2pi2,i3 · · · pis−1,is

D({i1, . . . , is−1}c)∑
j∈S

D({j}c)

+pi1,i2pi2,i3 · · · pis−1,ispis,is
D({i1, . . . , is}c)∑
j∈S

D({j}c)

+
∑
r≥1

j1,...,jr

pi1,i2pi2,i3 · · · pis−1,ispis,j1pj1,j2 · · · pjr−1,jrpjr,is
D({j1, . . . , jr, i1, . . . , is}c)∑

j∈S
D({j}c)

= pis−1,is︸ ︷︷ ︸
c)

Π̃i([i1, . . . , is−1]) + pis,is︸ ︷︷ ︸
b)

Π̃i([i1, . . . , is])

+
∑
r≥1

j1,...,jr

pjr,is︸ ︷︷ ︸
a)

Π̃i([i1, . . . , is, j1, . . . , jr])

Veamos que esto es exactamente la primera ecuación. Recordemos que si x = [x1, . . . , xn], y =
[y1, . . . , ym] ∈ [S]i entonces p̃x,y 6= 0 sólo cuando
a) m < n

b) m = n

c) m = n + 1

y en los tres casos p̃x,y = pxn,ym .

= p̃x′,y︸ ︷︷ ︸
x′=[i1,...,is−1]

y=[x′,is]
c)

Π̃i([i1, . . . , is−1]) + p̃x′′,y︸ ︷︷ ︸
x′′=y=[i1,...,is]

b)

Π̃i([i1, . . . , is])

+
∑
r≥1

j1,...,jr

p̃x,y︸︷︷︸
x=[i1,...,is,j1,...,jr ]

y=[i1,...,is]
a)

Π̃i([i1, . . . , is, j1, . . . , jr])

=
∑
x∈[S]i

Π̃i(x)p̃x,[i1,...,is].

Esto demuestra (3). Usando la descripción de Π̃i junto con el lema (3.5), fijando un j1 ∈ {i1, . . . , is}c
se concluye la validez de (4).

�

3.3. Representación probabilística en ciclos.

Definicion 3.6. Le llamamos Cn(ω) a la clase de todos los ciclos que ocurren hasta el tiempo
n a lo largo de la órbita {ξl(ω)}l≥0

Definicion 3.7. Para un ciclo c, definimos

wc,n(ω) =

n∑
l=1

1∪sk=1{ω̃ : ηl−1(ω̃) = [ηl(ω̃), [ik, ik+1, . . . , ik+s−1]]}(ω).

Es claro que ωc,n(ω) cuenta el número de veces que aparece el ciclo c ó alguna permutación
cíclica en la órbita {ξl(ω)}l≥0 hasta el tiempo n.
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Buscamos obtener una familia de ciclos, a la que llamaremos C∞, que no dependa de ω
y que contenga a todos los ciclos posibles de la cadena ξ. Esto se hace mediante un proceso
estocástico auxiliar γ

γn : Ω −→ S × S
γn(ω) = (ξn−1(ω), ξn(ω))

Proposición 3.8. El proceso estocástico γ es una cadena de Markov positiva recurrente e
irreducible con distribución estacionaria única dada por

Πγ(i, j) = πipi,j

Definicion 3.8. Denotamos por σn(ω; i, j) al número promedio de transiciones de i a j en
la órbita de {ξl(ω)}l ≥ 0 hasta el tiempo n.

En símbolos

σn(ω; i, j) =
1

n
card{m : 0 ≤ m < n, ξm(ω) = i, ξm+1(ω) = j}

Proposición 3.9. Para todo i, j ∈ S

ĺım
n→∞

σn(ω; i, j) = πipi,j c.s.

Demostración. Es consecuencia de la ley de los grandes números para cadenas de Markov
aplicada al proceso γ. �

Proposición 3.10. Para cada ciclo c = (i1, . . . , is) el siguiente límite existe

ĺım
n→∞

wc,n(ω)

n
= wc c.s.,

donde

wc = pi1,i2pi2,i3 · · · pis−1,ispis,i1
D({i1, . . . , is}c)∑

j∈S D({j}c)

Es importante notar que el límite wc no depende de ω.
Por otro parte la sucesión (Cn(ω))n converge casi seguramente a una clase de ciclos que

denotamos por C∞. Esto es claro observando que los Cn(ω) forman una sucesión es creciente.
El límite es la unión de todos ellos.

Para ver que no depende de la trayectoria, sean ω1, ω2 fuera del conjunto de probabilidad
cero dado por la proposición anterior. Entonces para cada c ∈ C∞(ω1)

ĺım
n→∞

wc,n(ω1)

n
= wc = ĺım

n→∞

wc,n(ω2)

n
,

y así c ∈ C∞(ω2).

Definicion 3.9. La clase de ciclos C∞ dada por la proposición anterior es la colección de
ciclos que ocurren en casi todas las órbitas {ξn(ω)}n. Al conjunto de pesos {wc : c ∈ C∞} de
las proposiciones anteriores se les llama distribución circulatoria de ξ.

Finalmente podemos obtener una representación probabilística en ciclos, siendo esto la
mitad del trabajo para obtener una descripción en ciclos de la entropía.

Teorema 3.11. (Representación Probabilística en Ciclos) Si ξ es una cadena de
Markov estacionaria con matriz de transición P = (pi,j)i,j∈S, irreducible, positiva recurrente
con espacio de estados S finito y distribución estacionaria Π = (πi)i∈S, entonces

πipi,j = ĺım
n→∞

∑
c∈C∞

wc,n(ω)

n
Jn(i, j) c.s

=
∑
c∈C∞

wcJc(i, j) ∀i, j ∈ S.



PROD. ENTROPÍA 49

Demostración. Para esta demostración definimos la función εn(ω; i, j, ) como

εn(ω; i, j) =


1 si la última transición de i a j pertenece

a algún ciclo de Cn(ω)
0 otro.

Con ello vemos que

σn(ω; i, j) =
∑

c∈Cn(ω)

wc,n(ω)

n
Jc(i, j) +

εn(ω; i, j)

n
.

Tomando límite cuando n→∞ en ambos lados y usando la Proposición 3.9, obtenemos

πipi,j =
∑
c∈C∞

wcJc(i, j).

�

3.4. Producción de entropía. Sea r la transformación medible que invierte el tiempo,

r : (Ω,F)→ (Ω,F)

rw(n) = w(−n) n ∈ Z.

Definicion 3.10. Definimos el proceso estocástico ξ− como

ξ−n (ω) = ξn(rω) = ξ−n(ω)

y la medida P− = rP sobre (Ω,F), en donde

P−(A) = rP(A) = P(r−1(A)) ∀A ∈ F .

ξ− es el proceso ξ con el tiempo en reversa, y su distribución viene dada por P−.

El proceso ξ− es una cadena de Markov estacionaria en (Ω,F ,P) con matriz de transición

P− = (p−i,j)i,j∈S =

(
πjpj,i
πi

)
i,j∈S

,

y distribución invariante Π− = Π. Es bien sabdico que ξ es reversible si y sólo si P = P−
A continuación definimos entropía relativa de medidas de probabilidad.

Definicion 3.11. Supongamos que µ y λ son dos medidas de probabilidad sobre un espacio
medible (M,A), la entropía relativa de µ respecto a λ se define como

H(µ, λ) =


∫
M

log
dµ

dλ
(x)µ(dx) si µ� λ y log dµ

dλ
∈ L1(µ)

+∞ otro

En adelante usaremos la siguiente notación para la sub σ-álgebra generada por un número
finito de variables aleatorias sucesivas y para las medidas restringidas a dichas sub σ-álgebras

Fnm = σ(ξk : m ≤ k ≤ n)

P[m,n] = P|Fn
m

P−[m,n] = P−|Fn
m
.

Definicion 3.12. La tasa de producción de entropía de la cadena de Markov estacionaria ξ
se define por

ep = ĺım
n→∞

1

n
H(P[0,n],P−[0,n])

dondeH(P[0,n],P−[0,n]) es la entropía relativa de P con respecto a P− restringidas a la σ-álgebra
Fn0 .

Lema 3.12. Si la matriz de transición P de ξ satisface

pi,j > 0⇐⇒ pj,i > 0 ∀i, j ∈ S

entonces para todo m,n ∈ Z las medidas P[m,m+n] y P−[m,m+n] son equivalentes, es decir,
P[m,m+n] � P−[m,m+n] y P−[m,m+n] � P[m,m+n].
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Además la derivada de Radon-Nikodym viene dada por

dP[m,m+n]

dP−[m,m+n]

(ω) =
πξm(ω)pξm(ω),ξm+1(ω) · · · pξm+n−1(ω),ξm+n(ω)

πξm+n(ω)pξm+n(ω),ξm+n−1(ω) . . . pξm+1(ω),ξm(ω)

P− c.s(5)

Demostración. La medida de un conjunto generador B × SZ−N de la σ-álgebra Fm+n
m , es

decir, de un conjunto de la forma {im} × · · · {im+n} × SZ−N es

P[m,m+n](B × SZ−N ) = P(ξm(ω), . . . , ξm+n(ω) ∈ B)

= πimpim,im+1 · · · pim+n−1,im+n .

Similarmente

P−[m,m+n](B × S
Z−N ) = π−imp

−
im,im+1

· · · p−im+n−1,im+n

= πim+npim+n,im+n−1 · · · pim+1(ω),im .

Y usando la relación entre P y P− obtenemos que

P[m,m+n](B × SZ−N ) =

πimpim,im+1 · · · pim+n−1,im+n

πim+npim+n,im+n−1 · · · pim+1

P−[m,m+n](B × S
Z−N ).

Así bajo la hipótesis de la proposición las medidas son equivalentes.
Recordemos que los conjuntos cilíndricos forman un álgebra, por lo que forman un π-

sistema contenido en el siguiente conjunto

L = {A ∈ Fm+n
m : P[m,m+n](A) =

∫
A

fdP−[m,m+n]}

donde f es la función dada por (5). Es facil verificar que L es un λ-sistema y por el lema de
Dynkin L = Fm+n

m . Por la unicidad de la derivada de Radon-Nikodym se concluye (5). �

Teorema 3.13. La tasa de produción de entropía ep de la cadena de Markov estacionaria ξ
puede expresarse como

ep =
1

2

∑
i,j∈S

(πipi,j − πjpj,i) log
πipi,j
πjpj,i

(6)

=
1

2

∑
c∈C∞

(wc − wc−) log
wc
wc−

(7)

Demostración. Basta considerar el caso en que

pi,j > 0⇐⇒ pj,i > 0 ∀i, j ∈ S,

de lo contrario ep = +∞ mientras que en el lado derecho de (6) ningún término puede ser
−∞ y por lo menos uno de ellos es +∞. En dicho caso (6) se cumple.

Así pues, bajo la hipótesis del lema anterior,

ep = ĺım
n→∞

1

n
H(P[0,n],P−[0,n])

= ĺım
n→∞

1

n

∑
i0,...,in∈S

πi0pi0,i1 · · · pin−1,in log
πi0pi0,i1 · · · pin−1,in

πinpin,in−1 · · · pi1,i0

y utilizando propiedades del logaritmo para separar productos en sumas,

= ĺım
n→∞

1

n

n−1∑
k=0

∑
ik,ik+1∈S

πkpik,ik+1 log
πkpik,ik+1

πik+1pik+1,ik

=
∑
i,j∈S

πipi,j log
πipi,j
πjpj,i

, pues la suma interna no depende de n

= 1
2

∑
i,j∈S

(πipi,j − πjpj,i) log
πipi,j
πjpj,i

Esto demuestra el primer renglón. Para el segundo renglón se tiene que
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ep = 1
2

∑
i,j∈S

∑
c∈C∞

(wc − wc−)Jc(i, j) log
πipi,j
πjpj,i

= 1
2

∑
c∈C∞

∑
i,j∈S

(wc − wc−)Jc(i, j) log
πipi,j
πjpj,i

= 1
2

∑
c∈C∞

c=(...,ik,ik+1,...)

s∑
k=1

(wc − wc−) log
πikpik,ik+1

πik+1pik+1,ik

= 1
2

∑
c∈C∞

(wc − wc−) log

s∏
k=1

πikpik,ik+1

πik+1pik+1,ik

= 1
2

∑
c∈C∞

(wc − wc−) log
wc
wc−

.

�

Hemos encontrado condiciones equivalentes para la reversibilidad de una cadena de Markov
en términos de los ciclos ó distribución circulatoria:
1) La cadena deMarkov ξ es reversible.
2) La cadena de Markov está en balance detallado, esto es,

πipi,j = πjpj,i ∀i, j ∈ S.

3) La cadena de Markov satisface el criterio de Kolmogorov,

pi1,i2pi2,i3 · · · pis−1,is = pis,is−1 · · · pi3,i2pi2,i1 ,

para cualquier colección finita {i1, . . . , is} de elementos distintos de S.
4) Los elementos de la distribución circulatoria {wc : c ∈ C∞} satisfacen la condición de

simetría

wc = wc− ∀c ∈ C∞.

5) La tasa de producción de entropía es cero

ep = 0

Ejemplo 3.14.

El caso mas simple no trivial es cuando el espacio de estados es S = {1, 2, 3} y matriz de
transición

P =

 0 p q
q 0 p
p q 0

 ,

donde p, q > 0 y p+ q = 1. La distribución invariante es Π = ( 1
3
, 1
3
, 1
3
).

Los ciclos que aparecen en casi todas las trayectorias son

C∞ = {(1, 2, 3), (3, 2, 1), (1, 2), (2, 3), (3, 1)}
Recordemos que un ciclo es equivalente a sus permutaciones cíclicas. Los pesos asociados a
cada ciclo en virtud de la proposición (3.10) son

w(1,2,3) =
p1,2p2,3p3,1∣∣∣∣ 1 −p

−q 1

∣∣∣∣+

∣∣∣∣ 1 −p
−q 1

∣∣∣∣+

∣∣∣∣ 1 −p
−q 1

∣∣∣∣ =
p3

3(1− pq) ,

w(3,2,1) =
q3

3(1− pq) ,

w(1,2) = w(2,3) = w(3,1) =
pq

3(1− pq) ,

Es importante notar que para cada ciclo c de longitud 2, se tiene que c− es la única
permutación cíclica de c, y por la equivalencia conocida entonces wc = wc− . Esto y la
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ecuación (7) muestra que los ciclos que contribuyen a la tasa de producción de entropía son
aquellos de longitud 3 o más.

En nuestro ejemplo la tasa de producción de entropía es

ep = (w(1,2,3) − w(3,2,1)) log
w(1,2,3)

w(3,2,1)

=
p3 − q3

3(1− pq) log

(
p

q

)3

=
p3 − q3

1− pq log
p

q
,

=
(p− q)(p2 + pq + q2)

1− pq log
p

q
= (p− q) log

p

q
.

Pues si p+ q = 1, entonces (p+ q)2 = 1 y con ello p2 + pq + q2 = 1− pq.
De lo anterior vemos que la cadena de Markov ξ es reversible si y sólo si p = q = 1

2
.

4. Cadenas de Markov tiempo continuo

Para el caso cuando ξ = {ξt}t∈R es una cadena de Markov a tiempo continuo, irreducible,
recurrente y estacionaria con espacio de estados finito S = {1, . . . , N} y distribución
invariante Π = {πi}i∈S sobre el espacio de probabilidad canónico (Ω,F ,P) de ξ. Denotaremos
a su matriz de intensidades de transición, o generador infinitesimal, por Q = (qi,j)i,j∈S donde

qi :=
∑

j∈S,6=i

qi,j = −qi,i <∞ ∀i ∈ S.

Denotaremos por ξ̃ a la cadena de Markov encajada, y Π̃ su distribución invariante.

Proposición 4.1. Las distribuciones invariantes de ξ y ξ̃ satisfacen las siguientes relaciones

π̃i =
D({i}c)∑

j∈S

D({j}c)
=

D̃({i}c)qi∑
j∈S

D̃({j}c)qj
∀i ∈ S.

πi =
D̃({i}c)∑

j∈S

D̃({j}c)
=

π̃i/qi∑
j∈S

π̃j/qj
∀i ∈ S.

(8)

Demostración. Las primeras igualdades en (8) se siguen del Lema 3.3 de la sección anterior
y del hecho de que ΠQ = 0.

Para obtener la última igualdad para π̃i bastará ver que para i 6= j se tiene que
D({j}c)D̃({i}c)qi = D({i}c)D̃({j}c)qj . En efecto, utilizando la relación entre los elementos
de matriz de Q y D y propiedades de los determinantes

D({j}c)D̃({i}c)qi = D({j}c)D̃({i}c)qi
∏
l

−ql
−ql

= D̃({j}c)D̃({i}c)qj
∏
l6=i

1

−ql

= D̃({j}c)D({i}c)qj .

A partir de esta relación se ve que la última igualdad para πi es inmediata pues,

D̃({j}c)qj π̃i =

 D̃({j}c)qj∑
l∈S

D̃({l}c)ql

 D̃({i}c)qi

= π̃lD̃({i}c)qi.

�

Aplicando los resultados de la sección anterior a la cadena encajada obtenemos la descom-
posición en ciclos de la cadena continua. Sin embargo, hay algunas consideraciones técnicas
que hay que tratar con cuidado, las cuales abordaremos a continuación.
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4.1. Representación Probabilística.

Definicion 4.1. Definimos nt(ω) como

nt(ω) = sup{n ≥ 0 : Tn(ω) ≤ t}

De la definición se ve que nt(ω) es el número de transiciones en la órbita ω hasta el tiempo
t de la cadena ξ.

Definicion 4.2. Para la cadena ξ definimos

w̃c,t(ω) = wc,nt(ω)

Es claro que w̃c,t(ω) es el número de veces que se completa el ciclo c en la órbita ω hasta el
tiempo t.

La sección anterior establece la existencia de ĺımn→∞
wc,n(ω)

n
, mientras que para el caso

continuo buscamos la existencia de ĺımt→∞
w̃c,t(ω)

t
. El siguiente lema nos proporciona el paso

intermedio para lograrlo.

Lema 4.2. Para P-casi todo ω ∈ Ω

ĺım
t→+∞

nt(ω)

t
=

∑
i∈S

D̃({i}c)qi∑
i∈S

D̃({i}c)

Proposición 4.3. Para cada ciclo c = (i1, . . . , is) el siguiente límite existe

ĺım
t→∞

w̃c,t(ω)

t
= wc c.s.,

donde

wc = (−1)s−1qi1,i2qi2,i3 · · · qis−1,isqis,i1
D̃({i1, . . . , is}c)∑

j∈S D̃({j}c)
.

Demostración. Para cada ciclo c por la Proposición 3.10, aplicada a la cadena encajada ξ̃,
obtenemos que casi seguramente

ĺım
n→∞

wc,n(ω)

n
= p̃i1,i2 p̃i2,i3 · · · p̃is−1,is p̃is,i1

D({i1, . . . , is}c)∑
j∈S

D({j}c)

=
qi1,i2
qi1
· · · qis,i1

qis

∏
l∈{i1,...,is}c

1

−ql
D̃({i1, . . . , is}c)

∏
l∈S

1

−ql

∑
j∈S

−qjD̃({j}c)

=
∏

l∈{i1,...,is}

−ql
qi1,i2
qi1
· · · qis,i1

qis

D̃({i1, . . . , is}c)∑
j∈S

−qjD̃({j}c)

= (−1)s−1qi1,i2qi2,i3 · · · qis−1,isqis,i1
D̃({i1, . . . , is}c)∑
j∈S

qjD̃({j}c)
.

Y usando el lema anterior

wc = ĺım
t→∞

w̃c,t(ω)

t

= ĺım
t→∞

nt(ω)

t

wc,nt(ω)(ω)

nt(ω)

= (−1)s−1qi1,i2qi2,i3 · · · qis−1,isqis,i1
D̃({i1, . . . , is}c)∑
i∈S

D̃({i}c)
.

�



54 J. BOLAÑOS

Al igual que en caso discreto, la sucesión {Ct(ω)}t>0 converge casi seguramente a una clase
de ciclos que denotaremos por C∞.

Teorema 4.4. (Representación Probabilística en Ciclos) Si ξ es una cadena de Markov
estacionaria con generador Q, irreducible, recurrente positiva con espacio de estados S finito
y distribución estacionaria Π, entonces

πiqi,j =
∑
c∈C∞

wcJc(i, j) ∀i, j ∈ S i 6= j.

Demostración. Para cada c ∈ C∞ denotamos w̃c = ĺım
n→∞

wc,n(ω)

n
c.s, entonces claramente

{w̃c : c ∈ C∞} es la distribución circulatoria de la cadena encajada ξ̃, aún más por la
Proposición 4.3 sabemos que

w̃c = wc

∑
i∈S

D̃({i}c)∑
j∈S

qjD̃({j}c)
.

Utilizando la representación probabilística en ciclos de la cadena encajada ξ̃ dada por el
Teorema 3.11,

π̃ip̃i,j =
∑
c∈C∞

w̃cJc(i, j),

las relaciones entre las distribuciones invariantes Π y Π̃, de la Proposición 4.1 obtenemos que

πiqi,j =
∑
c∈C∞

wcJc(i, j).

�

4.2. Producción de entropía. Mediante la transformación que invierte el tiempo,

r : (Ω,F)→ (Ω,F),

rw(t) = ĺım
s↑−t

w(s), ∀t ∈ R,

definimos el proceso estocástico ξ− como sigue.

Definicion 4.3. Sea

ξ−t (ω) = ξt(rω),

y P− = rP una medida sobre (Ω,F), en donde

P−(A) = rP(A) = P(r−1(A)), ∀A ∈ F .

ξ− es la cadena en reversa de ξ y su distribución viene dada por P−.

El proceso ξ− es una cadena de Markov estacionaria en (Ω,F ,P) con generador

Q− = (q−i,j)i,j∈S =

(
πjqj,i
πi

)
i,j∈S

,

y distribución invariante Π− = Π.
En adelante usamos la siguiente notación, para cualquier s < t denotamos por F ts a la sub

σ-álgebra generada por {ξu : s ≤ u ≤ y}, es decir,

F ts = σ(ξu : s ≤ u ≤ t)
P[s,t] = P|Ft

s

P−[s,t] = P−|Ft
s
.
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Definicion 4.4. La tasa de producción de entropía de una cadena de Markov estacionaria
ξ se define por

ep = ĺım
t→∞

1

t
H(P[0,t],P−[0,t]),

donde H(P[0,t],P−[0,t]) es la entropía relativa de P con respecto a P− restringidas a la σ-álgebra
F t0.

Definicion 4.5. Para cualquier t > 0, n ≥ 0 y [i0, i1, . . . , in] ∈ [S], denotamos por

Ai0,i1,...,in(t) = {ω ∈ Ω : nt(ω) = n, ξTk(ω)(ω) = ik, k = 0, 1, . . . , n},

al conjunto de trayectorias ω que hasta el tiempo t contienen n transiciones sobre el conjunto
i0, i1, . . . , in.

Lema 4.5. Si la Q-matriz de ξ satisface

qi,j > 0⇐⇒ qj,i > 0 ∀i, j ∈ S,

entonces para todo s, t ∈ R, t > 0 las medidas P[s,s+t] y P−[s,s+t] son equivalentes, es decir,
P[s,s+t] � P−[s,s+t] y P−[s,s+t] � P[s,s+t].

Demostración. Para t > 0, n ≥ 0, [i0, i1, . . . , in] ∈ [S], 0 < t1 < . . . < tn < t y δ
suficientemente pequeño para que no haya traslapes escribimos

A = {ω ∈ Ai0,i1,...,in(t) : t1 < T1(ω) ≤ t1 + δt1, · · · , tn < Tn(ω) ≤ tn + δtn}.

Con esto,

P(A) = πi0 p̃i0,i1

∫ t1+δt1

t1

qi0e
−qi0s1 p̃i1,i2

∫ t2+δt2−s1

t2−s1
qi1q

−qi1s2 · · · p̃in−1,in∫ tn+δtn−
∑n−1

k=1
sk

tn−
∑n−1

k=1
sk

qin−1e
−qin−1

sn

∫ ∞
t−

∑n
k=1

sk

qine
−qinsn+1dsn+1dsn · · · ds2ds1

=

∫ t1+δt1

t1

· · ·
∫ tn+δtn−

∑n−1
k=1

sk

tn−
∑n−1

k=1
sk

∫ ∞
t−

∑n
k=1

sk

πi0qi0,i1 · · · qin−1inqin

n∏
k=0

e−qik sk+1dsn+1 · · · ds1.

De manera similar calculando P−(A) tenemos que

P(A) = 0⇐⇒qi0,i1 · · · qin−1inqin−1,in = 0

⇐⇒

q−i0,i1 · · · q
−
in−1in

q−in−1,in
= 0⇐⇒ P−(A) = 0.

Aún más, para P(A) > 0 usando la relación entre qi,j y q−i,j

P(A) =
πi0qi0,i1 · · · qin−1inqin−1,in

πinqin,in−1 · · · qi2,i1qi1,i0
P−(A).

Como F t0 ⊂ σ(nt, ξ0, Ti, ξT1 , . . . , Tk, ξTk , . . .), esta última siendo generada por conjuntos
del tipo de A, entonces tenemos que P� P− y P− � P en F t0, en donde si ω ∈ Ai0,...,i1(t)

dP[0,t]

dP−[0,t]
(ω) =

πξ0(ω)qξ0(ω),ξT1
(ω) · · · qξTn−1(ω),ξTn (ω)qξTn−1(ω),ξTn (ω)

πξn(ω)qξn(ω),ξTn−1(ω)
· · · qξT2

(ω),ξT1
(ω)qξT1

(ω),ξT0
(ω)

P− c.s.

�

Teorema 4.6. Si ξ es una cadena de Markov estacionaria con generador Q = (qi,j)i,j∈S,
irreducible, positiva recurrente con espacio de estados S finito, y con distribución estacionaria



56 J. BOLAÑOS

Π = (πi)i∈S, entonces su tasa de producción de entropía puede ser expresada como

ep =
1

2

∑
i,j∈S

(πiqi,j − πjqj,i) log
πiqi,j
πjqj,i

(9)

=
1

2

∑
c∈C∞

(wc − wc−) log
wc
wc−

.(10)

Al igual que en el caso discreto tenemos condiciones equivalentes a la reversibilidad de a
cadena de Markov en términos de su distribución circulatoria:
1) La cadena de Markov estacionaria ξ es reversible.
2) La cadena de Markov estacionaria ξ está en balance detallado, esto es,

πiqi,j = πjqj,i ∀i, j ∈ S

3) La cadena de Markov estacionaria satisface el criterio de Kolmogorov

qi1,i2qi2,i3 · · · qis−1,is = qis,is−1 · · · qi3,i2qi2,i1
para cualquier colección finita {i1, . . . , is} de elementos distintos de S.

4) Los elementos de la distribución circulatoria {wc : c ∈ C∞} satisfacen la condición de
simetría

wc = wc− ∀c ∈ C∞.

5) La tasa de producción de entropía de ξ es cero

ep = 0.

Ejemplo 4.7.

Consideremos la cadena de Markov estacionaria, irreducible y recurrente ξ sobre el espacio
de estados S = {0, 1, 2, 3} con generador

Q =


−(q0,1 + q0,2) q01 q0,2 0

q1,0 −(q1,0 + q1,3) 0 q1,3
q2,0 0 −(q2,0 + q2,3) q2,3
0 q3,1 q3,2 −(q3,1 + q3,2)

 ,

donde las entradas indicadas son no nulas, y distribución invariante Π.
Los ciclos que aparecen en casi todas las trayectorias son

C∞ = {(0, 1, 2, 3), (0, 1, 3, 2), (0, 2, 1, 3), (0, 2, 3, 1), (0, 3, 1, 2), (0, 3, 2, 1),

(0, 1, 2), (0, 2, 1), (0, 1, 3), (0, 3, 1), (1, 2, 3), (1, 3, 2), (0, 2, 3),

(0, 3, 2), (0, 1), (0, 2), (0, 3), (1, 2), (1, 3), (2, 3)}.

Sabemos que los ciclos que contribuyen son aquellos de longitud 3 ó más, pues si c = (i1, i2)
entonces c− = (i2, i1), es decir, c y c− son equivalentes en C∞ al ser c− una permutación
cíclica de c y con ello wc = wc− .

Calculando los pesos vemos que todos ellos se anulan excepto los correspondientes a los
ciclos {(0, 1, 3, 2), (0, 2, 3, 1)}, de modo que en este ejemplo la tasa de producción de entropía
es

ep = (w(0,2,3,1) − w(0,1,3,2)) log
w(0,2,3,1)

w(0,1,3,2)

= −q0,2q2,3q3,1q1,0 − q0,1q1,3q3,2q2,0
3∑
j=0

D̃({j}c)
log

q0,2q2,3q3,1q1,0
q0,1q1,3q3,2q2,0

.

Y la cadena ξ es reversible si y sólo si q0,2q2,3q3,1q1,0 = q0,1q1,3q3,2q2,0.
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PROPIEDADES RELACIONADAS A LA COMPACIDAD

DEFINIDAS POR REDES

MAIRA MADRIZ MENDOZA

Resumen. Se definen y se estudian propiedades relativas a la compacidad secuen-
cial.

1. Introducción

En este art́ıculo consideramos la relación entre las propiedades de convergencia y
puntos de acumulación de sucesiones, redes y κ-redes. Se brindan generalizaciones de
los espacios de Fréchet y secuenciales, con el fin de hacer algunas observaciones. Como
las propiedades de tipo compacidad se definen usualmente en términos de cubiertas
más que en términos de sucesiones y redes, para un cardinal arbitrario κ se prueban
κ-generalizaciones de varios teoremas famosos sobre los espacios numerablemente com-
pactos y secuencialemente compactos. Se muestra, entre otras cosas, que el producto
finito de espacios fuertemente κ-compactos es fuertemente κ-compacto; mejor aún, se
enuncia que el producto numerable de espacios fuertemente κ-compactos es fuerte-
mente κ-compacto; el producto de un espacio inicialmente κ-compacto con un espacio
fuertemente κ-compacto es inicialmente κ-compacto y, el producto de un espacio κ-red
con un espacio κ-red, T3 y localmente fuertemente κ-compacto es un espacio κ-red.

Una parte muy importante de muchas áreas de las matemáticas es la aplicación
e investigación de la convergencia. Por ejemplo, en el análisis clásico se estudia la
convergencia de series y sucesiones, en análisis funcional la convergencia de funciones
y operadores; mientras que, en el análisis real, la convergencia sirve para expresar la
continuidad de una función o para expresar el hecho de que un punto está cerca de un
conjunto. Todas las aplicaciones anteriores están estrechamente ligadas al concepto de
sucesión. No obstante, para la topoloǵıa general las sucesiones suelen ser insuficientes,
como se ilustra en [4], [6], [7], [13] y [19], debido a que normalmente una topoloǵıa no
se determina por sus sucesiones convergentes, pero śı por sus sucesiones generalizadas,
mejor conocidas como redes. Las redes fueron introducidas en 1922 por Moore y Smith
en [17], pero no fue sino hasta 1937 que la convergencia en topoloǵıa general fue descrita
en términos de redes, por Birkhoff en [4].

Cabe mencionar que en la literatura, algunos topólogos las llaman supersucesiones
debido a que dejan el nombre castellano de red para el concepto de network. Para evitar
posibles confusiones, daremos la definición de lo que entendemos en este trabajo por
red. Para tal efecto, sea D un conjunto no vaćıo y ≤ una relación binaria en D. Se
dice que (D,≤) es un conjunto dirigido si ≤ es reflexivo, transitivo y dirigido (para
todos d, d ′ ∈ D existe un d∗ ∈ D tal que d ≤ d∗ y d ′ ≤ d∗).

Definicion 1.1. Sea X un espacio topológico. Una red f en X es un mapeo f : D −→
X, donde D es un conjunto dirigido.

Obsérvese que, si el conjunto dirigido es el conjunto de los números naturales con
el orden usual, entonces f se llama sucesión.

Hodel ha mostrado recientemente en [10] la utilidad de una cierta clase de redes, a
las que denomina κ-redes. Una aproximación similar fue empleada por Meyer en [16].

2010 Mathematics Subject Classification. 60J99 .
Palabras clave. Espacio κ-red, κ-Fréchet, fuertemente κ-compacto, inicialmente κ-compacto,

Fréchet, secuencial, Whyburn, espacio disperso T3.
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En el presente trabajo, todos los espacios son de Hausdorff y κ denotará un cardinal
infinito y, en particular, diremos que una red tiene cardinalidad κ si su dominio tiene
cardinalidad κ.

Definicion 1.2. Una κ-red en X es una función f : κ<ω −→ X, donde κ<ω = {F :
F es un subconjunto finito de κ} y es dirigido por ⊆. La κ-red f también se denota
por 〈xF : F ∈ κ<ω〉, donde xF = f(F ) para cada F ∈ κ<ω.

Nótese que una κ-red tiene cardinalidad κ.

Definicion 1.3. Sea X un espacio, q ∈ X y f : κ<ω −→ X una κ-red en X.

a) El punto q es un punto de acumulación de f si dada cualquier vecindad abierta
V de x y cualquier F ∈ κ<ω, existe G ∈ κ<ω tal que F ⊆ G y f(G) ∈ V .

b) Decimos que una κ-red f converge a x, si para cualquier vecindad abierta V
de x existe F ∈ κ<ω tal que f(G) ∈ V para todo G ∈ κ<ω con F ⊆ G.

Sea X un espacio topológico. El carácter en un punto p ∈ X, denotado por χ(p,X),
es la mı́nima cardinalidad de una base local para p.

Lema 1.1 ([10]). Sean X un espacio y p ∈ X.

1. Si f es una κ-red en X y f converge a p, entonces p es un punto de acumulación
de f .

2. Si χ(X, p) ≤ κ y p ∈ clA, entonces existe una κ-red g en A tal que g converge
a p.

Definicion 1.4. Se dice que g : (D1, <1) −→ X es una emphsubred de f : (D2, <2

) −→ X si existe ρ : D1 → D2 tal que g = f ◦ ρ y para cada d0 ∈ D2 existe e0 ∈ D1

tal que si e ≥1 e0, entonces ρ(e) ≥2 d0. Si D1 = D2 = κ<ω, un mapeo ρ con las
propiedades anteriores será llamado un mapeo κ-red.

Lema 1.2 ([10]). Sea X un espacio. Si f es una red de cardinalidad κ en X y p es
un punto de acumulación de f , entonces existe una λ-subred g de f que converge a p
(para alguna λ).

Lema 1.3. Sean X un espacio, f una red en X y g una subred de f ; entonces se
satisfacen las siguientes:

1. Si f converge a p, entonces g converge a p.
2. Si p es un punto de acumulación de g, entonces p es un punto de acumulación

de f .

2. Espacios κ-Fréchet y κ-red

En este apartado consideramos la relación entre las propiedades de convergencia y
puntos de acumulación de sucesiones, redes y κ-redes.

Teorema 2.1 ([10]). Sean X un espacio y p ∈ X. Para cualquier ω-red f : ω<ω −→
X existe una sucesión g : ω −→ X que es una subred de f y que satisface lo siguiente:

(1) Si f −→ p, entonces g −→ p;
(2) Si p es un punto de acumulación de g, entonces p es un punto de acumulación

de f .

Demostración. Definimos φ : ω −→ ω<ω por φ(n) = {0, 1, . . . , n} para cada n ∈ ω.
Entonces g = f ◦ φ es una subred de f . En efecto, sea F = {a0, a1, . . . , am} ∈ ω<ω
donde aj < aj+1 si j ∈ {0, . . . ,m− 1}. Obsérvese que k ≥ am implica que

φ(k) = {0, 1, . . . , k} ⊇ {a0, a1, . . . , am}.
Las propiedades (1) y (2) son consecuencia de que g es una subred de f . �
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Los espacios de Fréchet y secuenciales pertenecen al folklore casi desde los oŕıgenes
de la topoloǵıa general. Sin embargo, tales espacios fueron estudiados por primera vez
como los conocemos actualmente a partir de 1965 por Franklin en [8] y [9]. Los espacios
de Fréchet y secuenciales son generalizaciones de los espacios primero numerables y
han sido objeto de estudio en distintas áreas de las matemáticas. A continuación,
veamos que se pueden utilizar ω-redes en el lugar de sucesiones en su definición.

• X es de Fréchet si y sólo si para cualquier subconjunto A ⊆ X y para cualquier
x ∈ clA existe una ω-red 〈xF 〉 ⊆ A que converge a x.
• X es secuencial si y sólo si para cualquier subconjunto no cerrado A ⊆ X existe

una ω-red 〈xF 〉 ⊆ A que converge a algún x ∈ clA \A.

Ahora analizaremos hasta que punto las redes se pueden limitar a κ-redes en una
teoŕıa general de convergencia y puntos de acumulación. Sea (D,≤) un conjunto
dirigido; nótese que la relación ≤ no es necesariamente antisimétrica y en tal caso,
se puede definir la relación de equivalencia ∼ en D ×D como sigue:

d ∼ e⇔ d ≤ e y e ≤ d.
Entonces (D/ ∼,�) definido por [d] � [e] ⇔ d ≤ e es un conjunto dirigido en que

� es antisimétrico.

Lema 2.2 ([10]). Sea f : (D,<) −→ X una red en X; para cada [d] ∈ D/∼ escogemos
ed ∈ [d] y definimos φ : D/∼−→ D por φ([d]) = ed. Entonces, f ◦ φ es una subred de
f .

Demostración. Dado d0 ∈ D, si [c] ≥ [d0] entonces φ([c]) = ec ≥ d0. Por tanto, f ◦ φ
es una subred de f . �

Lema 2.3. Sea f : (D,�) −→ X una red en X tal que |D| = κ y � es antisimétrico.
Entonces existe una κ-subred g : κ<ω −→ X de f .

Lema 2.4 ([10]). (Propiedad de expansión) Sea X cualquier espacio; si ϕ : λ<ω −→
X es una λ-red en X, entonces para cada κ ≥ λ, existe una κ-subred ψ : κ<ω −→ X
de ϕ.

Como consecuencia de los Lemas 2.2, 2.3 y 2.4, se tiene que para cualquier cardinal
infinito κ, las siguientes son equivalentes:

• cada κ-red en X tiene un punto de acumulación;
• cada λ-red en X con λ ≤ κ tiene un punto de acumulación;
• cada red 〈xd : d ∈ D〉 en X con |D| ≤ κ tiene un punto de acumulación.

Las siguientes definiciones brindan generalizaciones de los conceptos de los espacios
de Fréchet y secuenciales. Esto ya fue hecho por Meyer en [16], con redes cuyos
conjuntos dirigidos tienen cardinalidad a lo más κ.

Definicion 2.1. Un espacio X es κ-Fréchet, si para cada subconjunto A ⊂ X y para
cualquier x ∈ clA \A existe una red de cardinalidad a lo más κ -o equivalentemente,
para alguna λ ≤ κ existe una λ-red -en A que converge a x.

Definicion 2.2. Un espacio X es κ-red, si para cualquier subconjunto no cerrado
A ⊂ X y para algún x ∈ clA \ A existe una red de cardinalidad a lo más κ -o
equivalentemente, para alguna λ ≤ κ existe una λ-red -en A que converge a x.

Un ejemplo clásico de un espacio secuencial que no es de Fréchet, es el espacio de
Arens-Franklin. Una generalización de tal ejemplo se describe a continuación.

Sea X = [κ × (κ ∪ {κ})] ∪ {p}, para cada α < κ sean Cα = {(α, β) : 0 ≤ β < κ}
una columna en X y C ′α = Cα ∪ {(α, κ)}. La topoloǵıa en X se describe como sigue:

1. Cada punto (α, β) con 0 ≤ β < κ es aislado;
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2. {C ′α \A : A ⊂ Cα y |A| < κ} es una base local para (α, κ);
3. La topoloǵıa de p es la más fina para que {(α, κ) : α < κ} converja a p.

Analizando varios casos, se concluye que X es un espacio κ-red que no es κ-Fréchet.

El conjunto A junto con los ĺımites de todas las redes cuyo rango está en A es
llamado la cerradura κ-red de A, denotada por clκ(A).

Hagamos algunas observaciones y recapitulemos.

1. Para cada A ⊆ X, se tiene que A ⊆ clκ(A) ⊆ clA.
2. A es κ-red cerrado si y sólo si clκ(A) = A.
3. Un espacio X es κ-red siempre que un conjunto A es cerrado si y sólo si
A = clκ(A).

4. Un espacio X es κ-Fréchet si y sólo si para cada A ⊆ X, clκ(A) = clA.
5. Para todo κ, χ(X) ≤ κ implica que X es κ-Fréchet, de manera que, X es un

espacio κ-red y, por tanto, t(X) ≤ κ (ver [11] y [12]).
6. Si X es un espacio λ-Fréchet (respectivamente, un espacio λ-red) y λ ≤ κ,

entonces X es κ-Fréchet (respectivamente, un espacio κ-red).
7. X es un espacio de Fréchet si y sólo si X es un espacio ω-Fréchet.
8. X es un espacio secuencial si y sólo si X es un espacio ω-red.

3. Tipos de compacidad

En esta sección nos enfocamos a estudiar dos clases de espacios afines a la compa-
cidad, llamados espacios inicialmente κ-compactos y fuertemente κ-compactos.

Para empezar, diremos que un espacio X es compacto si cualquier cubierta abierta
de X tiene una subcubierta finita. En términos de κ-redes, este concepto equivale
a decir que para toda κ, cualquier κ-red tiene un punto de acumulación. Entre los
resultados importantes que se siguen cumpliendo en este contexto, encontramos el
Teorema de Tychonoff, que dice que cualquier producto de espacios compactos es
compacto.

Un espacio X es numerablemente compacto si cualquier cubierta abierta numerable
de X tiene una subcubierta finita. Aśı cualquier espacio compacto es numerablemente
compacto. Dicho esto, un espacio numerablemente compacto se puede generalizar a
cardinales superiores a través de la siguiente definición.

Definicion 3.1. Un espacio topológico X es inicialmente κ-compacto si cualquier
cubierta abierta U de X con |U| ≤ κ tiene una subcubierta finita.

Teorema 3.1 ([18]). Las siguientes condiciones son equivalentes:

i) Un espacio X es inicialmente κ-compacto.
ii) Cualquier κ-red (o equivalentemente, cualquier red de cardina-lidad κ) tiene un

punto de acumulación.
iii) Cada κ-red (o bien, cada red de cardinalidad κ) tiene una λ-subred convergente

para algún cardinal λ.

En la compactación de Stone-Čech de los naturales, βω, λ es necesariamente
más grande que ω. Este hecho, motiva la siguiente definición, la cual es un caso
especial del concepto de secuencialmente compacto (esto es, cualquier sucesión tiene
una subsucesión convergente).

Definicion 3.2. Un espacio es fuertemente κ-compacto si para toda λ ≤ κ, cada red
de cardinalidad λ tiene una subred convergente de cardinalidad a lo más λ.

Por tanto, por un argumento muy similar al del Teorema 2.4, la red tiene una
subred convergente de cardinalidad igual a λ.
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Teorema 3.2. Un espacio es fuertemente κ-compacto si y sólo si para cada λ ≤ κ,
cualquier λ-red tiene una λ-subred convergente.

Demostración. Es consecuencia inmediata del Lema 1.2 y de la definición de fuerte-
mente κ-compacto.

�

Como cualquier red numerable tiene una subred que es una sucesión, un espacio es
fuertemente ω-compacto si y sólo si es secuencialmente compacto.

Lema 3.3 ([14]). Si X es un espacio inicialmente κ-compacto y χ(X) ≤ κ, entonces
cada red en X de cardinalidad a lo más κ tiene una subred convergente de cardinalidad
a lo más κ.

Un corolario inmediato del lema previo es el conocido resultado de que cada espacio
primero numerable y numerablemente compacto es secuencialmente compacto. Sin
embargo, si κ es no numerable no se puede concluir del lema previo que X es
fuertemente κ-compacto. Un importante contraejemplo es el espacio βω, pues es
numerablemente compacto, tiene carácter c y no es fuertemente κ-compacto para
ninguna κ.

Lema 3.4. Cualquier subespacio cerrado de un espacio fuertemente κ-compacto es
fuertemente κ-compacto.

Demostración. Sean X fuertemente κ-compacto y Y un subconjunto cerrado de X. Si
λ ≤ κ y f : D −→ Y es una red en Y con |D| = λ, se tiene por hipótesis que existe
una subred f ◦H : E −→ Y de f , donde H : E −→ D y |E| ≤ λ, que converge a un
punto p. Como Y es cerrado en X, tenemos que p ∈ Y . Por tanto, Y es fuertemente
κ-compacto. �

Lema 3.5. Imágenes continuas de espacios fuertemente κ-compactos son fuertemente
κ-compactas.

Demostración. Sean X y Y espacios topológicos, H : X −→ Y una función continua
y suprayectiva. Para λ ≤ κ, sea g : D −→ H(X) una red de cardinalidad λ en
Y y definida por g(d) = yd para cada d ∈ D. Como H es suprayectiva, para cada
d ∈ D existe xd ∈ X tal que H(xd) = yd y definimos f : D −→ X por f(d) = xd.
Por hipótesis, existe una subred f ◦ J : E −→ X donde J : E −→ D, definida por
f ◦ J(d) = xJ(d) para cada d ∈ D que converge a un punto x ∈ X. Luego, como
H es continua, (H(xJ(d)))d∈E converge a H(x) ∈ Y . Por tanto, Y es fuertemente
κ-compacto. �

Dados dos espacios X y Y de Hausdorff, una función continua y suprayectiva
f : X −→ Y se llama pseudoabierta, si para todo y ∈ Y y U abierto en X tal
que U ⊃ f−1(y) se tiene que y ∈ int[Y ]f(U).

Lema 3.6. Sea H : X −→ Y una función pseudoabierta entre espacios topológicos.
Si y ∈ Y y B ⊂ Y son tales que y ∈ cl[Y ]B, entonces H−1(y) ∩ clH−1(B) 6= ∅.

Demostración. Supongamos lo contrario; entonces, para el conjunto U = X \
clH−1(B) tenemos que U ∩ H−1(B) = ∅ y, en consecuencia, H−1(y) ⊂ U . Como
H es pseudoabierta, se tiene que y ∈ int[Y ](H(U)). Luego, como y ∈ cl[Y ]B se sigue
que int[Y ]H(U)∩B 6= ∅, implica que H(U)∩B 6= ∅, lo que es una contradicción. Por
tanto, H−1(y) ∩ cl[X]H−1(B) 6= ∅. �

Teorema 3.7. Si X es un espacio κ-Fréchet y H : X −→ Y una función pseudo-
abierta, entonces el espacio Y es κ-Fréchet.

Demostración. Sean y ∈ Y y B ⊂ Y tales que y ∈ cl[Y ]B. Por el Lema 3.6, podemos
tomar un punto x ∈ H−1(y) ∩ clH−1(B). Considerando que X es κ-Fréchet, existe
una red de cardinalidad a lo más κ, f : D −→ H−1(B) definida por f(d) = xd para
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cada d ∈ D en H−1(B), que converge a x. Luego, por la continuidad de H, se tiene
que (H(xd))d∈D ⊂ B converge a H(x) = y. Por tanto, Y es κ-Fréchet. �

Definicion 3.3. Un espacio X es Cκ-cerrado si cualquier subconjunto fuertemente
κ-compacto de X es cerrado.

Proposición 3.8. Si X es fuertemente κ-compacto y Cκ-cerrado, entonces X es un
espacio κ-red.

Demostración. Sea A un subconjunto no cerrado de X. Por hipótesis, A no es
fuertemente κ-compacto, aśı que existe una red f en A de cardinalidad λ 6 κ que
no tiene subredes convergentes de cardinalidad a lo más λ. Como un cerrado en un
fuertemente κ-compacto es fuertemente κ-compacto, clA es fuertemente κ-compacto.
De manera que, existe una subred g de f de cardinalidad a lo más λ que converge a
algún x ∈ clA\A, esto se debe a que f no tiene subredes convergentes de cardinalidad
a lo más λ en A. Por tanto, X es un espacio κ-red. �

Un espacio X es de Whyburn siempre que para cualquier conjunto no cerrado A ⊆ X
y para todo x ∈ clA \A existe un subconjunto B ⊆ A tal que clB \A = {x}.

Proposición 3.9. Si X es un espacio de Hausdorff, Whyburn e inicialmente κ-
compacto y cualquier subconjunto inicialmente κ-compacto de X es cerrado, entonces
X es un espacio κ-Fréchet.

Demostración. Sea A ⊂ X y x ∈ clA \A. Como X es de Whyburn, existe B ⊂ A tal
que clB \A = {x}. Luego, C = clB \{x} no es cerrado y, por tanto, no es inicialmente
κ-compacto. Entonces existe una red f : D −→ C de cardinalidad a lo más κ en C
que no tiene puntos de acumulación en C. Como X es inicialmente κ-compacto, clB
es inicialmente κ-compacto, por ser cerrado en X. Aśı que la red f tiene un punto de
acumulación en clB. En consecuencia, x es el único punto de acumulación de f en
clB.

Ahora, sólo falta corroborar que f converge a x. Supongamos lo contrario. Entonces
existe una vecindad abierta V de x en X tal que f no está eventualmente en V .
Obsérvese que clB \ V es inicialmente κ-compacto, por ser cerrado en clB. Aśı que
existe una λ-subred convergente g de f tal que Im(g) ⊂ clB \V . Luego, x no es punto
de acumulación de g. Puesto que g es una λ-subred de f y x es el único punto de
acumulación de f en clB, se sigue que g no tiene puntos de acumulación en clB. Esto
contradice la definición de g y por lo tanto, X es κ-Fréchet. �

En lo sucesivo, las funciones πX : X × Y −→ X y πY : X × Y −→ Y representarán
las proyecciones naturales sobre X y Y, respectivamente.

Teorema 3.10. El producto finito de espacios fuertemente κ-compactos es fuertemen-
te κ-compacto.

Demostración. Supongamos que X y Y son espacios fuertemente κ-compactos. Sea
f : λ<ω → X × Y una λ-red en X × Y para alguna λ ≤ κ, definida por f(F ) =
{(xF , yF )}F∈λ<ω , entonces πX ◦ f es una λ-red en X, que tiene por hipótesis, una
λ-subred πX ◦ f ◦ψ : λ<ω → X que converge a un punto x ∈ X, donde ψ es un mapeo
λ-red.

Para cada F ∈ λ<ω sea (πX ◦ f ◦ ψ)(F ) = xψ(F ) y elegimos yψ(F ) ∈ Y . Puesto
que Y es fuertemente κ-compacto, la λ-subred (yψ(F ))F∈λ<ω de (yF )F∈λ<ω tiene
una λ-subred (yψ◦φ(F ))F∈λ<ω que converge a un punto y ∈ Y . Luego, la λ-red
ξ : λ<ω → X × Y definida por ξ(G) = (xψ◦φ(G), yψ◦φ(G)) es una λ-subred de f
que converge a (x, y). �

El teorema anterior se puede mejorar con estrateǵıas más elaboradas, a saber:

Teorema 3.11 ([14]). El producto numerable de espacios fuertemente κ-compactos es
fuertemente κ-compacto.
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Teorema 3.12 ([14]). Si Y es un espacio inicialmente κ-compacto y X es fuertemente
κ-compacto, entonces X × Y es inicialmente κ-compacto.

Demostración. Supongamos que f : D −→ X×Y es una red de cardinalidad λ ≤ κ en
X × Y . Como X es fuertemente κ-compacto, existe una subred πX ◦ f ◦ φ : E −→ X
de πX ◦ f , donde |E| ≤ λ que converge, digamos a x ∈ X. Como Y es inicialmente
κ-compacto, la subred correspondiente πY ◦ f ◦φ : E −→ Y (de cardinalidad a lo más
κ) de πY ◦ f tiene un punto de acumulación y ∈ Y . Puesto que x y y son puntos de
acumulación de sus respectivas coordenadas, se puede concluir que el punto (x, y) es
un punto de acumulación de la red f . Por tanto, X×Y es inicialmente κ-compacto. �

Definicion 3.4. Un espacio X es localmente fuertemente κ-compacto si cada punto
tiene una vecindad cerrada que es fuertemente κ-compacta.

En un espacio T3 que es localmente fuertemente κ-compacto, cada punto tiene una
base local de vecindades cerradas que son fuertemente κ-compactas. Además, en un
espacio κ-red, un subespacio inicialmente κ-compacto, es necesariamente cerrado.

El producto de un abanico de Fréchet y una sucesión convergente no es de Fréchet
y, por tanto, el producto de dos espacios ω-Fréchet donde uno de ellos es compacto
y secuencialmente compacto no necesariamente es ω-Fréchet. Sin embargo, se tiene el
siguiente resultado:

Teorema 3.13 ([14]). El producto de un espacio κ-red X con un espacio κ-red, T3 y
localmente fuertemente κ-compacto Y, es un espacio κ-red.

Como corolarios se obtienen dos resultados de Boehme (ver [5]). El primero de
ellos dice que, el producto de espacios secuenciales, donde uno de ellos es localmente
secuencialmente compacto, es secuencial. El segundo afirma que el producto de es-
pacios secuenciales, donde uno de ellos es localmente numerablemente compacto, es
secuencial.

Problema abierto 1. ¿La condición de ser localmente fuertemente κ-compacto puede
ser reemplazado por localmente compacto en el Teorema 3.13?
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CONTROL DE SISTEMAS CUÁNTICOS

MARCO ANTONIO CRUZ DE LA ROSA

Resumen. Revisamos algunas nociones de controlabilidad para sistemas cuánticos
cerrados de dimesión finita y discutimos condiciones necesarias y suficientes
para su controlabilidad completa en términos del grupo de Lie del sistema.
Formulamos la ecuación de control dinámico para sistemas cuánticos abiertos
y damos condiciones suficientes para la existencia y unicidad de su solución.
Desarrollamos dos ejemplos que ilustran los conceptos estudiados.

1. Introducción

Desde la primera realización del láser en 1960, los f́ısicos, qúımicos e ingenieros
vislumbraron la posibilidad de usarlo para controlar sistemas cuánticos. Desde el punto
de vista tecnológico, en las últimas tres décadas los progresos en esta dirección han
sido notables en f́ısico qúımica [24, 26, 30, 6], f́ısica atómica y molecular [3], y óptica
cuántica [36, 32], véanse también las referencias [8, 21]. Pero los avances tecnológicos no
son suficientes. En los aõs recientes se ha reconocido que el desarrollo de los principios
matemáticos generales de una teoŕıa de control de sistemas cuánticos es un requisito
esencial para futuras aplicaciones de las tecnoloǵıas cuánticas, véase [23]. Esto ha
motivado que muchos f́ısicos, qúımicos, matemáticos e ingenieros se interesen por
desarrollar una teoŕıa de control de sistemas cuánticos que resuelva, entre otras, dos
preguntas fundamentales.

Controlabilidad. Dado un cierto sistema cuántico: ¿es posible alcanzar el
objetivo de control?
En caso de que el sistema sea controlable: encontrar la manera óptima de
alcanzar el objetivo de control.

Esta información teórica es crucial, contribuye al conocimiento del proceso de
control y puede ayudar a determinar parámetros experimentales importantes para
el diseño de los controles.

El objetivo general de un proceso de control consiste en aplicar una acción externa al
sistema para alcanzar el objetivo de control, [5, 11, 26, 30, 35]. En el caso de sistemas
cuánticos, tal acción externa se puede realizar mediante un control coherente, por
ejemplo, un campo de luz que permita controlar la dinámica unitaria de un sistema
cerrado, ver [1, 8, 28]. En el caso de sistemas cuánticos abiertos, tal acción externa se
puede realizar confeccionando adecuadamente el entorno del sistema para inducir un
control incoherente, de la dinámica no-unitaria (disipativa) del sistema, [1, 37, 27, 9].

El control coherente se aplica a sistemas cuánticos aislados, que no interaccionan
con su entorno y cuya dinámica se describe mediante transformaciones unitarias. No
obstante, en la práctica todos los sistemas cuánticos son abiertos e interaccionan con
su entorno, de tal manera que su dinámica es disipativa.

En la Sección 2 se plantea el problema de control para sistemas cerrados y se dan
condiciones suficientes para la existencia y unicidad de la solución de la ecuación
de control. En la Sección 3 se revisan varias nociones de controlabilidad de sistemas
cuánticos cerrados y, en dimensión finita, se describen condiciones necesarias y su-
ficientes para la controlabilidad completa en términos del grupo de Lie del sistema,
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67



68 MARCO ANTONIO CRUZ DE LA ROSA

siguiendo las referencias [2, 28, 29]. Para el caso de dimensión infinita el lector in-
teresado puede consultar las referencias [12, 17]. A la fecha no existe una solución
del correspondiente problema de control para sistemas abiertos. En esta dirección, en
la Sección 4 revisamos un resultado sobre la controlabilidad cinemática, formulamos
el problema de control dinámico y damos condiciones suficientes para la existencia y
unicidad de la solución para la ecuación de control, que en este caso es una ecuación
de Lindblad con coeficientes dependientes del tiempo.

La literatura en el tema es muy extensa, nuestro proposito principal es revisar y
discutir sólo algunos aspectos del problema de controlabilidad de sistemas cuánticos,
mediante una estrategia de lazo abierto (open-loop control), desarrollada con el rigor
matemático necesario. En particular hacemos notar que las ecuaciones de control (8)
y (28) tienen Hamiltoniano o generador de Lindblad y Gorini-Kossakowski-Sudarshan
dependientes del tiempo, este es un aspecto que se pasa por alto en varias de las
referencias que revisamos. Otras técnicas de control como aquellas de lazo cerrado
(closed-loop control), aśı como control estocástico y filtraje, quedan fuera de este
trabajo, el lector interesado puede consultar la referencia [8].

Para la lectura de este art́ıculo es conveniente que el lector conozca (o revise) los
conceptos de operador continuo, compacto y de traza finita en un espacio de Hilbert;
aśı como las definiciones de álgebra de Lie, grupo de Lie y tenga conocimientos básicos
de teoŕıa de ecuaciones diferenciales ordinarias.

2. Controlabilidad de sistemas cerrados

2.1. Estados.

Definicion 2.1. Un estado ρ es un operador positivo de traza uno, actuando sobre
un espacio de Hilbert complejo y separable H.

Como ρ es autoadjunto y compacto, por el teorema espectral, existe una base
ortonormal (ψn)n≥1 de H, algunas veces llamada la base de ρ, que lo diagonaliza,
i.e., tal que

ρ =
∞∑
n=1

ρn|ψn〉〈ψn|,

donde σ(ρ) = {ρn : n ≥ 1} es el espectro (valores propios) de ρ y |ψn〉〈ψn| es el
operador de rango 1 definido mediante |ψn〉〈ψn|ϕ = 〈ψn, ϕ〉ψn, ϕ ∈ H.

Definicion 2.2. Dos estados ρ0, ρ1 son cinemáticamente equivalentes si existe un
operador unitario U tal que

ρ1 = Uρ0U
∗.(1)

El siguiente resultado caracteriza a la clase de estados cinemáticamente equivalen-
tes, véase [4].

Teorema 2.1. Dos estados ρ0 y ρ1 son cinemáticamente equivalentes si y sólo si
tienen el mismo espectro: σ(ρ0) = σ(ρ1).

La evolución de un sistema cuántico cerrado se describe mediante un operador
unitario. Si ρs y ρt son estados del sistema en los tiempos s ≤ t, existe un operador
unitario U(t, s), tal que

ρt = U(t, s)ρsU(t, s)∗.(2)

En general, la familia de operadores unitarios (U(t, s))s≤t tiene la propiedad de
sistema de evolución

U(t, r)U(r, s) = U(t, s), s ≤ r ≤ t.(3)

En el caso cuando U(t, s) depende sólo de τ = t− s la familia de operadores unitarios
(U(τ))τ≥0 forman un semigrupo.
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Si la familia (U(τ))τ≥0 es un grupo unitario uniformemente continuo, su generador
infinitesimal es un operador sesquiadjunto A que se puede escribir como A = iH,
donde H es un operador autoadjunto que se llama Hamiltoniano del sistema. En este
caso (U(τ))τ≥0 satisface la ecuación de Schrödinger,

i~
dU(τ)

dτ
= HU(τ),

U(0) = I.
(4)

En el caso general, cuando el Hamiltoniano H no es constante en t, la ecuación de
Schrödinger toma la forma,

i~
dU(t, s)

dt
= H(t)U(t, s),

U(s, s) = I, s ≤ t.
(5)

Definicion 2.3. Un sistema cerrado es dinámicamente controlable en un subconjunto
S de estados si para cualquier par de estados ρ1, ρ2 ∈ S existe un tiempo finito T
y un conjunto de controles {c1(t), · · · , ck(t)} ⊂ C, tales que la solución U(t, 0) de la
ecuación de Schrödinger (5), con Hamiltoniano dependiente de los controles

H(t) = H
(
c1(t), · · · , ck(t)

)
,(6)

transforma ρ1 en ρ2, i.e.,

ρ2 = U(T, 0)ρ1U(T, 0)∗.

En la literatura es usual que se considere la ecuación de control coherente (5) con
Hamiltoniano dado por

H(t) = H0 +
n∑
j=1

cj(t)Hj .(7)

En este caso (U(τ))τ≥0 satisface la ecuación de Schrödinger,

i~
dU(t, 0)

dt
=
(
H0 +

n∑
j=1

cj(t)Hj

)
U(t, 0),

U(0, 0) =I,

(8)

donde los controles cj pertenecen a alguna de las siguientes clases:

(i) C = {f : [0,∞)→ R : localmente acotadas y continuas}.
(ii) Cb = {f : [0,∞) → R : constante a trozos con Ranf = {1,−1}}. Controles

“bang-bang”.

La existencia y unicidad locales, es decir en intervalos finitos [0, T ], 0 < T < ∞,
de la solución de la ecuación de control coherente (8), se obtiene a partir del siguiente
teorema que es una consecuencia del Teorema 5.3 de [7], véase también [4].

Teorema 2.2. Sea H una función definida sobre [0, T ], T > 0, tal que

i) Para cada t ∈ [0, T ], H(t) es un operador autoadjunto acotado sobre un espacio
de Hilbert H.

iii) La función H(t)ϕ de [0, T ] en H es continua en t para cada ϕ ∈ H.

Entonces existe una única función con valores en los operadores acotados sobre H,
U(t, s) para cada para t, s ∈ [0, T ], s ≤ t tal que

a) U(t, s) es un operador unitario y U(s, s) = I,
b) U(t, s) es fuertemente continuo en cada variable, esto es, para cada ϕ ∈ H la

función U(t, s)ϕ de ∆ = {(t, s) : s ≤ t, s, t ∈ [0, T ]} en H es continua,
c) U(t, s) = U(t, r)U(r, s) para 0 ≤ s ≤ r ≤ t ≤ T ,
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d)

d

dt
U(t, s) = −iH(t)U(t, s)(9)

La derivada es en la topoloǵıa de la norma.

Explićıtamente, para cada ϕ ∈ H y s ≤ t,

U(t, s) = ĺım
‖Pm‖→0

Um(t, s);(10)

donde Pm = {0 = r1 < r2 < · · · < rm = T} es una partición del intervalo [0, T ],
‖Pm‖ = max{∆rk = rk − rk−1 : 1 ≤ k ≤ m} es la norma de la partición,

Um(t, s) = e−iH(t)(t−rk)e−iH(rk)(rk−rk−1) · · · e−iH(rl)(rl−s),

con t ∈ [rk, rk+1] y s ∈ [rl−1, rl] y el ĺımite es en la norma de operadores.

3. El álgebra de Lie de un sistema de control

Denotaremos con L al álgebra de Lie del sistema cuántico cerrado gobernado
por la ecuación (8) (o simplemente álgebra de Lie del sistema), este es el espacio
vectorial generado por los operadores autoadjuntos H0, · · · , Hn provisto del producto
de Lie definido por el conmutador; en particular, los conmutadores [Hi, Hj ] son
combinaciones lineales de los H ′ks, i.e., existen constantes ckij ∈ C, llamadas constantes
de estructura, tales que

[Hi, Hj ] =
n∑
k=0

ckijHk, 0 ≤ i, j ≤ n.(11)

Y llamaremos grupo de Lie del sistema al grupo de Lie conexo S asociado con esta
álgebra, este es un subgrupo cerrado de Lie de U(n), el grupo de las matrices complejas
unitarias de n × n, véase el apéndice de [4]. El siguiente teorema nos asegura que la
solución 8 vive en el grupo de Lie del sistema, para su demostración usamos la fórmula
de Zassenhaus, cuya convergencia fue establecida por Susuki en [31].

Teorema 3.1. Supóngase que las funciones de control son localmente acotadas y
continuas, i.e., cada cj ∈ C, 1 ≤ j ≤ n. Entonces para cada t ∈ [0, T ], T > 0, la
solución U(t) de la ecuación de control coherente (8) pertenece al grupo cerrado de
Lie S correspondiente al álgebra de Lie L del sistema.

Demostración. La continuidad de los controles asegura que se cumplen las hipótesis
del Teorema (2.2). Tomando en cuenta la forma expĺıcita de Um(t, s) en (10) y que
S es cerrado en la topoloǵıa de B(H) inducida por la norma de operadores, bastará
demostrar que para cada k el factor e−iH(rk)(rk−rk−1) pertenece a S. Consideraremos
primero el caso cuando H(t) = c1(t)H1 + c2(t)H2 y aplicaremos la fórmula de
Zassenhaus, véase [31]. Para cada k tomemos

λk = ∆rk = (rk − rk−1), Ak = −ic1(rk)H1 y Bk = −ic2(rk)H2.

Entonces tenemos que

|λk|(‖Ak‖+ ‖Bk‖) = |∆rk|
(
|c1(rk)|‖H1‖+ |c2(rk)|‖H2‖

)
≤

|∆rk|
(

máx1≤j≤2 sup
t∈[0,T ]

|cj(t)|
)(
‖H1‖+ ‖H2‖

)
< log(2)− 1

2
,

(12)

si la norma de la partición ‖Pm‖ = máx1≤k≤m|∆rk| satisface

‖Pm‖ ≤
log 2− 1

2(
máx1≤j≤2 supt∈[0,T ] |cj(t)|

)(
‖H1‖+ ‖H2‖

) .(13)
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Entonces, bajo la condición (13), para cada k fija se satisface la hipótesis del Teorema
1 de [31] y podemos concluir que

eλk(Ak+Bk) = ĺım
l→∞

eλkAkeλkBkeλ
2
kCk,2 · · · eλ

l
kCk,l .(14)

El ĺımite es en la norma de operadores y la sucesión (Ck,l)l≥1 se define recursivamente
de la siguiente manera:

Ck,2 =
1

2

[ ∂2

∂2λk

(
e−λkAke−λkBkeλk(Ak+Bk)

)]
λk=0

=
1

2
[Bk, Ak],

Ck,3 =
1

3!

[ ∂3

∂3λk

(
e−λ

2
kCk,2e−λkAke−λkBkeλk(Ak+Bk)

)]
λk=0

=
1

3!
[Ck,2, Ak + 2Bk],

(15)

y en general

Ck,l =

1

l!

[ ∂l

∂lλk

(
e−λ

l−1
k Ck,l−1 · · · e−λkCk,2e−λkAke−λkBkeλk(Ak+Bk)

)]
λk=0

.

Cada factor en (14) pertenece al grupo de Lie S del sistema pues es la exponencial de
un commutador en el álgebra L. Entonces para cada k el elemento e−iH(rk)(rk−rk−1) =
eλk(Ak+Bk) pertenece al grupo S.

Para el caso general cuando H(t) =
∑n
j=1 cj(t)Hj aplicamos inducción sobre n.

Suponiendo que e−iH(rk)(rk−rk−1) ∈ S con H(t) =
∑n−1
j=1 cj(t)Hj , tómese λk como

antes, Ak = −i
∑n−1
j=1 cj(rk)Hj , Bk = −icn(rk)Hn. Entonces tenemos que (14) se

cumple si la norma de la partición ‖Pm‖ = máx1≤k≤m|∆rk| satisface

‖Pm‖ ≤
log 2− 1

2(
máx1≤j≤n supt∈[0,T ] |cj(t)|

)(
‖H1‖+ · · ·+ ‖Hn‖

) .
Esto demuestra que cada factor en (10) pertenece al grupo de Lie S del sistema y

con esto se termina la demostración del teorema.
�

3.1. Tipos de controlabilidad.

Definicion 3.1. Un sistema es completamente controlable si cualquier operador
unitario U es accesible desde la identidad. Esto es, si existen T > 0, un conjunto de
funciones de control {c1(t), ..., cn(t)} definidas para 0 ≤ t ≤ T y la trayectoria U(t, 0)
satisfaciendo la ecuación de Schrödinger (8) con condiciones U(0, 0) = I, U(T, 0) = U .

Definicion 3.2. Un sistema es controlable en los estados si para cualquier estado
inicial ρ0, los estados cinemáticamente equivalentes con ρ0 pueden ser alcanzados en
algún tiempo T > 0. Es decir, si dado cualquier estado ρ1 cinemáticamente equivalente
con ρ0, existen T > 0, un conjunto de controles en C, {c1(t), ..., cn(t)} definidos
0 ≤ t ≤ T y un sistema de evolución U(t, 0) satisfaciendo la ecuación (8) tales que

U(0, 0) = I, ρ1 = U(T, 0)ρ0U(T, 0)∗.

Proposición 3.2. Un sistema es controlable en los estados si es completamente
controlable.

Demostración. Si ρ0, ρ1 son dos estados cinemáticamente equivalentes, i.e., existe un
operador unitario U tal que

ρ1 = Uρ0U
∗,
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y el sistema es completamente controlable, entonces existen un tiempo T > 0, un
conjunto de controles {c1(t), · · · , cn(t)} ⊂ C y una solución U(t, 0) de la ecuación (8)
tal que U(T, 0) = U. Consecuentemente,

ρ1 = U(T, 0)ρ0U(T, 0)∗,

es decir el sistema es controlable en los estados. �

El rećıproco del resultado anterior también es cierto, pero su demostración requiere
resultados de álgebras y grupos de Lie cuya revisión queda fuera del propósito de este
trabajo, véase [2].

3.2. Controlabilidad en grupos de Lie. Tomando en cuenta el resultado del
Teorema 3.1 podemos situarnos en un contexto abstracto y plantear nuestro problema
como un problema de control en un grupo de Lie G. En nuestro caso, si dimH = N <
∞, G = U(N) es el grupo de Lie de las matrices complejas unitarias N ×N . En esta
parte seguiremos la exposición de la referencia [18]. Hemos desarrollado con mayor
detalle algunas partes de las demostraciones, con la intención de facilitar su lectura.

Si H es una n+ 1-upla de elementos del álgebra de Lie de G, que denotaremos por
L(G), H = (H0, · · · , Hn) y C la clase de controles admisibles, entonces denotaremos
por (H, C) al sistema de control

du(t)

dt
= X−iH0

(
u(t)

)
+

n∑
j=1

cj(t)X−iHj

(
u(t)

)
u(0) = e,

(16)

donde X−iHj

(
u(t)

)
denota el campo vectorial invariante a la derecha asociado con el

elemento −iHj ∈ L(G). Para una descripción de esta correspondencia véase [4]. La
acción de X−iHj

sobre los elementos u(t) ∈ U(N) está dada por

X−iHj (u(t)) = −iHju(t).

Entonces el sistema de control (H, C) coincide con el sistema de control (8).
Si u ∈ Cn y g ∈ G, denotaremos a la solución U de (8) que satisface U(0) = g

mediante π(g, u, ·), i.e.

U(t) = π(g, u, t), t ∈ [0,∞).

Lema 3.3. Sean (H, C)un sistema de control sobre G y c = (c1, · · · , cn)
∈ Cn, entonces para cada g ∈ G existe una única solución U de (8) definida para
0 ≤ t <∞ tal que U(0) = g.

Demostración. Para demostrar la existencia local, basta tomar U(t, 0) = V (t, 0)g,
donde V (t, s) es la solución de la ecuación (8) dada por el Teorema 2.2. Sea [0, T ) un
intervalo máximo donde existe una solución U(t) con U(0) = g. Demostraremos que
T =∞. Supóngase T <∞ y tómese una solución V (t) definida en T − δ < t < T + δ,
con δ > 0 y tal que V (T ) = e. Sean g′ = V (T − 1

2δ), g
′′ = U(T − 1

2δ). Def́ınase W (t)
como

W (t) =

{
U(t) si 0 ≤ t ≤ T − 1

2δ,
V (t)(g′)−1g′′ si T − 1

2δ < t ≤ T + δ.

Entonces W (t) es una solución de (8) que satisface W (0) = g y está definida para
0 ≤ t < T + δ. Esto contradice la maximalidad de [0, T ) y por lo tanto T =∞. �

Si para algún t ≥ 0, π(g, u, t) = g′, decimos que el control u manda g en g′ en t
unidades de tiempo. Si existe u ∈ Cn que manda g en g′ en t unidades de tiempo,
decimos que g′ es accesible desde g al tiempo t.

Al conjunto de todos los g′ ∈ G que son accesibles desde g al tiempo t, lo denotamos
por A(g, t), además definimos

A(g, T ) =
⋃

0≤t≤T

A(g, t) y A(g) =
⋃

0≤t≤∞

A(g, t).



CONTROL DE SISTEMAS CUÁNTICOS 73

A(g) es el conjunto accesible desde g.
Al sistema de control (H, C) sobre un grupo de Lie G le asociamos las siguientes

subálgebras

(i) La subálgebra L generada por los elementos〈H0, ...,Hm〉.
(ii) La subálgebra L de L(G) generada por 〈H1, ...,Hm〉

Denotaremos los correspondientes subgrupos de Lie conexos por S y S.

Lema 3.4. Si (H, C) es un sistema de control sobre G, entonces A(e) está contenido
en S.

Demostración. Es una consecuencia del Teorema 3.1 y del Lema 3.3. �

Enseguida obtendremos algunas propiedades topológicas elementales de los conjun-
tos alcanzables, cuyas demostracines se encuentran en [4], véase tambien [18]. Si T ≥ 0
denotaremos por C(T ) al conjunto de las restricciones de todos los elementos de C al
intervalo [0, T ].

Lema 3.5. Sea (H, C) un sistema de control sobre G, entonces para cada T > 0,
A(e, T ) está contenido en S, intA(e, T ) es denso en A(e, T ), en la topoloǵıa de S.

En particular se sigue del lema anterior que el interior de A(e) en S es no vaćıo.

Lema 3.6. Sea (H, C) un sistema de control sobre G, entonces el conjunto A(e) es
un semigrupo.

Demostración. Sean g, g′ ∈ A(e), para ciertos controles u, u′ y t, t′ ≥ 0, se tiene
g = π(e, u, t), g′ = π(e, u′, t′), definamos el control v como

v(τ) =

{
u(τ) 0 ≤ τ ≤ t,
u′(τ − t) τ > t.

Para 0 ≤ τ ≤ t tenemos que π(e, v, τ) = π(e, u, τ) y para τ > t tenemos que

π(e, v, τ) = U(τ, 0) = U(τ, t)U(t, 0) = U(τ, t)g,(17)

donde U(τ, 0) es la solución de (8) con función de control v. Ahora bien, tenemos
que U(t, t) = e = π(e, u′, 0) aśı que por la unicidad, para τ > t tenemos que
U(τ, t) = π(e, u′, τ − t). Consecuentemente de (17) se obtiene que para τ > t,

π(e, v, τ) = π(e, u′, τ − t)g.

Entonces

π(e, v, t+ t′) = π(e, u′, t′)g = g′g.

Por lo tanto g′g ∈ A(e). �

Lema 3.7. Sea (H, C) un sistema de control sobre G. Entonces los subconjuntos

A(e, T ), A(e), A(e, T ),

son arco conexos para cada T ≥ 0.

Necesitaremos el siguiente teorema general sobre grupos de Lie que se encuentra en
[19], p. 275.

Teorema 3.8. Sea G un grupo de Lie y sea H un subgrupo arco conexo de G. Entonces
H es un subgrupo de Lie de G.

Teorema 3.9. Sea (H, C) un sistema de control sobre G. Si A(e) es un subgrupo de
G, entonces A(e) = S.
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Demostración. Como A(e) es arco conexo y por hipótesis es un subgrupo, entonces
por el Teorema 3.8 se sigue que es un subgrupo de Lie de G. Sea Λ su álgebra de Lie.
Entonces Λ ⊂ L, pues A(e) ⊂ S por el Lema 3.4. Por otra parte, sea u = (a1, · · · , an) ∈
{−1, 1}n un control constante. Tenemos que u ∈ C y, consecuentemente, la trayectoria
t→ π(e, u, t), 0 ≤ t ≤ ∞ está contenida en A(e). En otras palabras, la solución U(t, 0)
de la ecuación (8) pertenece a A(e) para toda t ≥ 0. Como A(e) es un subgrupo, esto
vale para todo t ∈ R. Entonces por un resultado de [16], p. 94, podemos concluir que
H0 +

∑m
j=1 ajHj ∈ Λ. Como los elementos {H0, . . . ,Hm} generan L, concluimos que

L ⊂ Λ, consecuentemente, L = Λ y A(e) = S. �

Lema 3.10. Sea (X, C) un sistema de control sobre G. Si el conjunto accesible desde
la identidad es denso en S, entonces A(e) = S.

Demostración. Sea g ∈ en el interior de A(e) relativo a S. Sea V ⊂ A(e) un abierto
relativo en S que contiene a g. Definimos el conjunto

W = {h−1 : h ∈ V }.
Entonces, W 6= ∅ y es un abierto relativo de S. Por la hipótesis existe h ∈ W ∩ A(e),
entonces el conjunto V h = {gh : g ∈ V } es abierto relativo a S, V h ⊂ A(e), pues A(e)
es semigrupo y además e ∈ V h. Entonces A(e) contiene una vecindad de la identidad
en S. Afirmamos que S = A(e). Sean k ∈ S y (kn)n≥1 una sucesión en A(e) tal que
kn → k, entonces k−1

n k → e. Entonces existe N ∈ N tal que k−1
n k ∈ A(e) ∀n ≥ N .

Como A(e) es semigrupo kn(k−1
n k) ∈ A(e) para n ≥ N , entonces k ∈ A(e). Por lo

tanto A(e) = S. �

Teorema 3.11. Sea (H, C) un sistema de control sobre G. Supongamos que el subgrupo
S es compacto, entonces

i) A(e) = S,
ii) ∃ T > 0 tal que A(e, T ) = A(e).

Demostración. i) Sea H = A(e) en S, entonces H es semigrupo, pues por el Lema
3.6 A(e) es semigrupo y esta propiedad es heredada por H. Demostraremos que H es
grupo y por el Teorema 3.9 obtendremos que A(e) = S.

Sea h ∈ H, entonces ∀ n ∈ N, hn ∈ H. Como S es compacto la sucesión
{hn}n≥1 tiene una subsucesión convergente {hn(k)}k≥1 y podemos suponer que n(k) <
n(k + 1), ∀k. Definamos

h−1 := ĺım
k→∞

hn(k+1)−n(k)−1.

Como n(k + 1) − n(k) − 1 es no negativo, entonces hn(k+1)−n(k)−1 ∈ H, ∀k, aśı que
h−1 ∈ H pues H es cerrado. Además

hh−1 = ĺım
k→∞

hn(k+1)h−n(k) = ĺım
k→∞

hnkh−nk = e.

Por lo tanto H es grupo. Sabemos que A(e) ⊂ H, y que A(e) tiene interior no vaćıo
(por Lema 3.5), entonces H también tiene interior no vacio relativo a S. Puesto que
H es grupo y S es conexo, afirmamos que H = S. Observemos que H es arco conexo,
pues si g ∈ H y gn → g con gn ∈ A(e). Entonces (1 − t)e + tgn ∈ A(e). Por lo tanto
ĺımn→∞(1− t)e+ tgn = (1− t)e+ tg ∈ H para cada t ∈ [0, 1].

Esto demuestra que A(e) es denso en S y por el Lema 3.10 el inciso (i) queda
demostrado.

(ii) Para cada t > 0, sea W (t) = int(A(e, t)) relativo a S. Afirmamos que⋃
0<t

W (t) = S.

Sean g ∈ S entonces existe T > 0 tal que g ∈ A(e, T ). Tomemos h ∈ int(A(e, T ′)), T ′ >
0 y supóngase que h−1 ∈ A(e, T ′′), T ′′ > 0. Demostraremos que g ∈ W (T + T ′ +
T ′′) = int

(
A(e, T + T ′ + T ′′)

)
. En efecto, existen un control ug y un tiempo tg con

0 ≤ tg ≤ T , tales que π(e, ug, tg) = g. Aśı mismo existen uh y th ∈ [0, T ′] tales que
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π(e, uh, th) = h. Sea Vh una vecindad de h con Vh ⊂ A(e, T ′). Definamos el conjunto
A = {bh−1 : b ∈ Vh} = Vhh

−1 y consideremos la aplicación continua fk : S → S
definida por fk(l) = kl, ∀l ∈ S. Tenemos que(

fg−1

)−1
(A) = {x : xg−1 ∈ A} = Ag.

Entonces Ag es abierto. Aśı que Ag = Vhh
−1g es una vecindad de g.

Sea v ∈ Ag, entonces existe b ∈ Vh tal que v = bh−1g. Como Vh ⊂ A(e, T ′) existen
un control ub y un tiempo tb ∈ [0, T ′] tales que π(e, ub, tb) = b. Considérese el control

uv =

 ug(s) 0 ≤ s ≤ tg
uh−1(s− tg) tg < s ≤ tg + th−1

ub(s− tg − th−1) tg + th−1 < s ≤ tg + th−1 + tb.

Entonces tenemos que

U(s) =

 π(e, ug, s) 0 ≤ s ≤ tg
π(e, uh−1 , s− tg)g tg < s ≤ tg + th−1

π(e, ub, s− tg − th−1)h−1g tg + th−1 < s ≤ tg + th−1 + tb,

donde U(s) = π(e, uv, s) y π(e, uv, tg+th−1 +tb) = v. Como tg+th−1 +tb ≤ T+T ′+T ′′

esto demuestra que Ag ⊂ A(e, T + T ′ + T ′′). Consecuentemente g ∈W (T + T ′ + T ′′).
Puesto que la familia W (t) es creciente y S es compacto, se sigue que W (t) = S para
algún t suficientemente grande y esto completa la demostración. �

Sea (H, C) un sistema de control sobre un grupo G y g ∈ G. El sistema es controlable
desde g si A(g) = G. Y diremos que es simplemente controlable o completamente
controlable si es controlable desde cualquier g ∈ G.

Teorema 3.12. Una condición necesaria para que (H, C) sea completamente contro-
lable es que G sea conexo y L = L(G). Si G es compacto la condición es suficiente.

Demostración. La condición del teorema se satisface si y sólo si G = S. Por el Lema
3.4 la condición es necesaria. La segunda parte se sigue del Teorema 3.11 y del hecho
que A(e) = G, entonces A(g) = G para todo g. �

3.3. Controlabilidad completa. Para demostrar el Teorema de esta sección ne-
cesitamos el siguiente lema cuya demostración se pueder ver en [4].

Lema 3.13. U(N) es un grupo de Lie conexo y compacto.

Teorema 3.14. (Schirmer-Solomon-Leahy) Una condición necesaria y suficiente para
que un sistema cuántico con Hamiltoniano (7), controles en C y álgebra de Lie L sea
completamente controlable es L ∼= u(N)

Demostración. Puesto que (8) define un sistema de control invariante a la derecha
sobre el grupo de Lie compacto y conexo U(N), el Teorema 3.12 establece que el
sistema es completamente controlable si y sólo si L ' u(N). Esta condición también
es necesaria y suficiente para controlabilidad en los estados, pues las dos nociones de
controlabilidad son equivalentes. �

Ejemplo 3.15. [28] Consideremos un sistema cuántico con dos niveles (i = 1, 2) de
enerǵıa y subniveles degenerados, donde el número de subniveles del nivel i está dado
por la fórmula 2Fi + 1, Fi ∈ N, i = 1, 2.

En la figura 1 se muestra el caso trivial de transición entre dos niveles no degene-
rados, Fi = 0, i = 1, 2. El Hamiltoniano interno de este sistema es

H0 =

(
E1 0
0 E2

)
,

y el Hamiltoniano de control es

H1 =

(
0 d
d 0

)
,
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|1〉

|2〉
Fig. 1: F1 = 0/F2 = 0

|2〉

|1〉

|3〉
Fig. 2: F1 = 0/F2 = 1

|4〉

donde d 6= 0 es el momento dipolar de la transición. Nótese que iH0 y iH1 generan
u(2) si E2 6= E1. Aśı, el sistema es completamente controlable.

La figura 2 muestra un diagrama de transiciones entre subniveles de dos niveles
atómicos con F1 = 0 y F2 = 1, respectivamente. Puesto que F2 = 1 el nivel 2 tiene
tres subniveles degenerados. El Hamiltoniano del sistema con cuatro estados está dado
por

H0 =


E1 0 0 0
0 E2 0 0
0 0 E2 0
0 0 0 E2

 ,

en la base estandar. Los Hamiltonianos de control son

H1 =


0 0 d 0
0 0 0 0
d 0 0 0
0 0 0 0

 ,

H2 =


0 d 0 0
d 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

 , H3 =


0 0 0 d
0 0 0 0
0 0 0 0
d 0 0 0

 .

Notemos que iH0, iH1, iH2 y iH3 generan el álgebra de Lie u(4), entonces el sistema
es completamente controlable.

4. Controlabilidad de sistemas abiertos

En un sistema abierto, la dinámica de los estados se describe mediante un semigrupo
de transformaciones completamente positivas que preservan la traza (T∗t)t≥0 del
espacio L1(H), de los operadores de traza finita sobre H, en si mismo. De manera
que un estado inicial ρ es enviado por este semigrupo en un estado ρt al tiempo t:
ρt = T∗t(ρ). La familia de estados (ρt)t≥0 es la solución de la ecuación maestra

dρt
dt

= L∗(ρt),

ρ0 = ρ.
(18)

Donde ρ es un estado inicial y L∗ es un operador, no necesariamente acotado, del
espacio L1(H) en si mismo, al que se le llama generador de Lindblad y Gorini-
Kossakowski-Sudarshan (LGKS) en su representación predual. Se sabe, véase [10, 13],
que en el caso cuando L∗ es un operador acotado tiene la forma canónica[]

L∗(ρ) = Φ∗(ρ)−Gρ− ρG∗.(19)

donde Φ∗ es una transformación lineal completamente positiva y acotada sobre L1(H)
y G = 1

2Φ∗(I) − iH es el generador de un semigrupo uniformemente continuo sobre
H. Esta ecuación maestra es una generalización de la ecuación de Schrödinger. En el
caso Φ ≡ 0 la ecuación (18) se reduce a la ecuación de Schrödinger.

El Teorema de Schatten, véase [25], establece un isomorfismo isométrico entre el
dual L1(H)∗ de L1(H) y B(H). De manera que para cada funcional lineal continuo f
sobre L1(H) existe un elemento x ∈ B(H) tal que f(ρ) = tr(xρ) para todo ρ ∈ L1(H).
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Entonces para cada x ∈ B(H) y cada t ≥ 0 el funcional f(x, t)(ρ) = tr
(
xT∗t(ρ)

)
tiene

asociado un elemento Tt(x) ∈ B(H) tal que

f(x, t)(ρ) = tr
(
xT∗t(ρ)

)
= tr

(
Tt(x)ρ

)
.

Para cada t la aplicación x→ Tt(x) es completamente positiva. Y la familia (Tt)t≥0

define un semigrupo cuántico de Markov sobre B(H) que preserva la identidad. Si L
es el generador de este semigrupo entonces se tiene

dTt(x)

dt
= L(Tt(x)),

T0(x) = x ∈ B(H).
(20)

Esta es una ecuación en el álgebra B(H) que gobierna la evolución de las observables
del sistema cuántico abierto. En el caso cuando L es acotado, tiene la forma canónica
[22, 13],

L(x) = Φ(x)−G∗x− xG,(21)

donde Φ es una transformación lineal completamente positiva y acotada sobre B(H)
y G = 1

2Φ(I)− iH es el generador de un semigrupo uniformemente continuo sobre H.

En el caso de dimensión finita H = CN es el espacio de vectores complejos de
dimensión N y L1(H) = MN es el espacio de matrices complejas de N × N . Al
conjunto de estados o matrices de densidad (i.e., el conjunto de operadores positivos
sobre H de traza uno) lo denotamos por D(H), claramente D(H) ⊂ L1(H).

Cualquier transformación completamente positiva que preserva la traza tiene la
forma de Kraus, véase [20] y el Teorema 2.20 en [10]; es decir, es de la forma

Φ[ρ] =
n∑
i=1

KiρK
∗
i(22)

donde los Ki son operadores en B(H) que satisfacen la condición

n∑
i=1

K∗iKi = I.(23)

Esta representación no es única.
A una tranformación completamente positiva que preserva la traza la llamaremos

simplemente transformación de Kraus.

4.1. Controlabilidad cinemática. La noción de controlabilidad que discutimos en
la sección anterior necesita ser modificada para adaptarla al caso de sistemas cuánticos
abiertos, cuya dinámica no es necesariamente unitaria. La controlabilidad cinemática
se define de la siguiente manera.

Definicion 4.1. Un sistema cuántico abierto es cinemáticamente controlable en un
conjunto SK de estados si para cualquier par de estados ρ1, ρ2 ∈ SK existe una
transformación de Kraus Φ, tal que ρ2 = Φ(ρ1).

Teorema 4.1. (Wu-Pechen-Brif-Rabitz, [37]) Para cualquier estado ρf sobre el espa-
cio de Hilbert H de dimensión finita N , existe una transformación de Kraus Φf , tal
que Φf (ρ) = ρf para todos los estados ρ en H.

Demostración. Supóngase que la descomposición espectral del estado final ρf es

ρf =
N∑
i=1

pi|φi〉〈φi|,(24)
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donde (φi)1≤i≤N es la base que diagonaliza ρf y
∑N
i=1 pi = 1, pi ≥ 0. Para una base

ortonormal arbitraria {χj} en H definimos los operadores

Kij =
√
pi|φi〉〈χj | i, j = 1, ..., N.(25)

Los operadores Kij satisfacen la condición de normalización (23), pues

N∑
i,j=1

K∗ijKij =
N∑

i,j=1

pi|χj〉〈φi||φi〉〈χj | =
N∑

i,j=1

〈φi, piφi〉|χj〉〈χj |

=
N∑
j

Tr(ρf )|χj〉〈χj | = I.

Definamos la transformación de Kraus

Φf (ρ) =
N∑

i,j=1

KijρK
∗
ij .(26)

Esta transformación Φf actua sobre un estado ρ en H de la siguiente manera

Φf (ρ) =
N∑

i,j=1

pi|φi〉〈χj |ρ|χj〉〈φi| = Tr(ρ)
N∑
i=1

pi|φi〉〈φi| = ρf .

Esto demuestra el teorema. �

Corolario 4.2. Para cualquier par de estados ρ1 y ρ2 en el espacio de Hilbert H finito
dimensional, existe una transformación de Kraus Φ tal que Φ(ρ1) = ρ2.

Corolario 4.3. Un sistema cuántico abierto finito dimensional es cinemáticamente
controlable en el conjunto SK = D(H) de todos los estados sobre H.

4.2. El problema de control dinámico para sistemas abiertos. En analoǵıa
con el problema de control dinámico para sistemas cerrados, el problema de control
dinámico se formula de la siguiente manera.

Definicion 4.2. Un sistema abierto es dinámicamente controlable (o simplemen-
te controlable) en un subconjunto S de estados si para cualquier par de estados
ρ1, ρ2 ∈ S existen un tiempo finito T y un conjunto de controles admisibles
{c1(t), c2(t), · · · , ck(t)} ⊂ C, tales que la solución T∗(t,0) de la ecuación maestra (18),
con generador LGKS dependiente de los controles

L∗t = L∗
(
c1(t), · · · , ck(t)

)
,(27)

transforma ρ1 en ρ2, i.e.,

ρ2 = T∗(t,0)ρ1.

Es decir la ecuación de control en este caso tiene la forma

d

dt
ρt = L∗t(ρt),

ρ0 = ρ.
(28)

Con L∗t como en (27).
De manera similar al caso de sistemas cerrados, se puede suponer que el generador

LGKS es de la forma

L∗t = L∗0 +
n∑
j=1

cj(t)L∗j ,

considerar el álgebra de Lie generada por lo elementos {L∗0, . . . ,L∗n} y al correspon-
diente grupo de Lie, buscando aplicar el resultado de Sussman y Jurdjevic, Teorema
3.12, para obtener una condición necesaria y suficiente para controlabilidad.
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Ejemplo 4.4. [1] Consideremos un sistema cuántico de dos niveles. El espacio de Hilbert
asociado es C2. El Hamiltoniano del sistema es

HA = ε0|0〉〈0|+ ε1|1〉〈1|,

donde ε0 y ε1 son las enerǵıas de los estados base y excitado, respectivamente. Las
transiciones entre los niveles atómicos estan descritas por los operadores

σ− = |0〉〈1| =
(

0 1
0 0

)
, σ+ = |1〉〈0| =

(
0 0
1 0

)
.

El generador GKSL para este sistema tiene la forma

Φ(ρ) =2γσ−ρσ+

G =− σ+σ− + iH,

con H =∆ω|1〉〈1|+ Ω̄σ− + Ωσ+,

donde γ,∆ω y Ω son constantes. Para un estado estacionario, ρ̂st =
∑

0≤i,j≤1 ρij |i〉〈j|,
del sistema se cumplen las siguientes ecuaciones

γρ11 =Im(Ωρ01)

γωρ10 =iΩ(ρ11 − ρ00),

donde γω = γ + i∆ω. Sea α = −iΩ/γω, el estado estacionario es

ρ̂st =

(
ρ00 ρ10

ρ01 ρ11

)
=

1

1 + 2|α|2

(
1 + |α|2 α

ᾱ |α|2
)
.

El estado es puro sólo si α = 0. Nótese que con |Ω|/|γω| � 1, el sistema evoluciona
desde un estado inicial hacia un estado invariante saturado, i.e.

1

1 + 2|α|2

(
1 + |α|2 α

ᾱ |α|2
)
−→|α|→∞

(
1/2 0
0 1/2

)
,

con probabilidades iguales en los niveles superior e inferior, ρ00 = ρ11 = 1/2,
ρ01 = 0.

Con |Ω|/|γω| � 1,

1

1 + 2|α|2

(
1 + |α|2 α

ᾱ |α|2
)
−→|α|→0

(
1 0
0 0

)
.

El sistema evoluciona desde un estado inicial hacia el estado estacionario base
ρ11 = ρ01 = 0, ρ00 = 1.

4.3. Existencia y unicidad para el problema de control incoherente. En
esta sección discutimos el problema de existencia y unicidad de la solución para
el problema de control incoherente. El resultado principal, Teorema 4.5, es una
consecuencia de la existencia y unicidad de la solución para la ecuación de Lindblad con
coeficiente dependientes del tiempo, sobre el espacio B(H). Por esta razón abordaremos
el estudio de la ecuación de Lindblad en la representación directa,

(29)
d

dt
Xt = Lt(Xt),

Lt está dado por

(30) Lt(X) = Φt(X)−G∗tX −XGt.

Donde para cada t ≥ 0, Φt es una transformación completamente positiva acotada,
i.e., Φt(x) ∈ B(H) y Gt = 1

2Φt(I)− iHt, con Ht ∈ B(H) autoadjunto.
Partiendo de una motivación puramente matemática, es decir, sin conocer su

relación con el problema de control de sistemas cuánticos abiertos, la existencia y
unicidad de la solución para la ecuación de Lindblad dependiente del tiempo se
demostró en [15, 14], en un contexto general para Lt con coeficientes no acotados.
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Una consecuencia del resultados de [15, 14] es la existencia y unicidad de la solución
del problema de control incoherente. Es decir tenemos el siguiente resultado.

Teorema 4.5. Si los controles {c1(t), · · · , cn(t)} pertenecen a la clase C o Cb definidas
en el Caṕıtulo 2, entonces la ecuación de control incoherente

d

dt
Xt = L0(Xt) +

∑
1≤j≤n

cj(t)Lj(Xt), X0 = X ∈ B(H),(31)

donde cada generador Lj tiene la estructura de Lindblad y Gorini-Kossakowski-
Sudarshan con coeficientes acotados y Lj(I) = 0, j = 0, ..., n, entonces existe una
solución Xt = P (t, 0) del problema de control incoherente (31), donde {P (t, s) : (t, s) ∈
∆}, ∆ = {(t, s) : 0 ≤ s ≤ t < ∞} es la solución minimal de (31), que es única (por
ser conservativa) y satisface

(a) Para cada (t, s) ∈ ∆, P (t, s) es completamente positivo y normal.
(b) P (t, s) ≤ I ∀(t, s) ∈ ∆.
(c) Es un sistema de evolución: P (s, s) = I, P (t, s) = P (t, r)P (r, t) para 0 ≤ s ≤

r ≤ t.
(d) Para X ∈ B+(H) y s ≥ 0 fijos, t 7→ P (t, s)(X) es débilmente diferenciable.
(e) Si {Q(t, s) : (t, s) ∈ ∆} es otra familia de transformaciones lineales que

satisfacen la ecuación (31) entonces

P (t, s)(X) ≤ Q(t, s)(X) ∀X ∈ B(H).

Demostración. La continuidad de los controles y el hecho que los coeficientes del
generador, i.e., los operadores de Kraus y el Hamiltoniano, son acotados, implican
que la familia (Lt = L0 +

∑
1≤j≤n cj(t)Lj)t≥0 satisface las hipótesis del Teorema 4.1

de [15], véase también el Teorema 5.3.3 de [14]. La conservatividad se sigue de la
condición Lj(I) = 0, j = 0, ..., n. �

5. Conclusiones

Hemos revisado algunas nociones de controlabilidad para sistemas cuánticos cerra-
dos y abiertos. Revisamos un criterio para la controlabilidad completa de sistemas
cerrados, obtenido por primera vez por Schirmer-Solomon-Leahy, usando un resultado
de Sussman y Jurdjevic [18] sobre control en grupos de Lie. Incluimos un resultado de
controlabilidad cinemática para sistemas cuánticos abiertos. Formulamos el problema
de control dinámico para sistemas abiertos y obtuvimos condiciones suficientes para
la existencia y unicidad de su solución, en el caso de generadores GKSL con coefi-
cientes acotados, enfatizando que las ecuaciones de control tienen Hamiltonianos o
generadores de Gorini-Kossakowski-Sudarshan y Lindblad dependientes del tiempo.
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EL PRIMER TEOREMA FUNDAMENTAL DE VALUACIÓN DE
ACTIVOS PARA TIEMPO DISCRETO Y HORIZONTE FINITO

ALEJANDRO SÁNCHEZ PERALTA

Resumen. El Primer Teorema Fundamental de Valuación de Activos tiene una
relevancia histórica que destaca por caracterizar la relación entre no-arbitraje y la
existencia de una medida de probabilidad equivalente, bajo la cual el proceso de
precios descontado de algún derivado financiero es una martingala. En este trabajo
abordamos una de las pruebas del Primer Teorema Fundamental de Valuación de
Activos en tiempo discreto y horizonte temporal finito, pero con un espacio de
estados no necesariamente finito. Apegándonos a la referencia [3] establecemos
en detalle la demostración de este resultado usando el principio de inducción
matemática.

1. Introducción

El proceso de comprar y vender simultáneamente (o casi) un mismo instrumento
financiero en diferentes mercados, generando algún beneficio económico con base en la
diferencia de precios se denomina arbitraje financiero. Esta estrategia de mercado es
tal, que nos permite generar una ganancia libre de riesgo de manera indiscriminada.

Si en un mercado financiero algún agente logra una oportunidad de arbitraje1, dicho
agente puede ejecutar tal estrategia de manera ilimitada, basado únicamente en la idea
de que “más es mejor que menos”. No obstante, esta posición es incompatible dentro
de un mercado en el que existan otros agentes competitivos, ya que no habría un
portafolio de inversión óptimo para los otros agentes que también prefieren más por
menos.

Esto da lugar a una de las ramas más importantes dentro de las finanzas matemáti-
cas, que es la llamada valuación por arbitraje. El estudio contemporáneo del arbitraje
financiero se centra en el análisis de las implicaciones de la ausencia de las oportuni-
dades de arbitraje. Y es en esta línea que surge uno de los resultados más interesantes
en las finanzas matemáticas actuales. Este es el Primer Teorema Fundamental de
Valuación de Activos (PTFVA).

Fueron Phillip Dybvig y Stephen Ross quienes acuñaron el término Teorema Funda-
mental de las Finanzas en un diccionario de economía en 1987 (ver [2]). Sin embargo,
un primer acercamiento a este resultado fue publicado por el segundo autor (S. Ross)
once años antes. En nuestro caso comentaremos algunos aspectos del arbitraje finan-
ciero en un contexto matemático y financiero sencillo y, posteriormente desarrollamos
en detalle la demostración del PTFVA en tiempo discreto y horizonte finito. Por últi-
mo, comentaremos un ejemplo desarrollado por Stanley Pliska ([7]) para el que no se
satisface el Primer Teorema Fundamental.

2. Un caso sencillo de arbitraje financiero

A lo largo de esta sección trabajaremos en RD. Esto obedece a dos razones
principalmente. La primera de ellas es que RD es un espacio vectorial, lo cual es

2010 Mathematics Subject Classification. 91B28 .
Palabras clave. Primer Teorema Fundamental, arbitraje financiero, medida martingala

equivalente.
1De existir una oportunidad de arbitraje, ésta es tomada de manera inmediata debido a la gran

cantidad de agentes que participan en el mercado. Esto ocasiona que la ventana se cierre al momento,
haciendo que el arbitraje se desvanezca.
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ventajoso para establecer conceptos tales como el de portafolio financiero. La segunda
razón es porque varias de las hipótesis de un mercado financiero real, se satisfacen
suficientemente bien en este espacio como veremos más adelante.

Supongamos que trabajamos con un modelo de mercado en el que existen un número
finito de activos del mercado (digamos D), cuyos perfiles de pago están dados en
términos de bienes de consumo. Si xd ∈ RJ es el perfil de pago para el d-ésimo activo,
definimos la matriz de perfiles de pago o de pagos X ∈MJ×D(R) como

X = [x1, . . . , xD],

donde J es el número de escenarios del mercado (estados del mundo).
En términos generales, un portafolio es un conjunto de instrumentos financieros

en el que un determinado agente del mercado coloca sus inversiones para su posterior
intercambio. Para nosotros, un portafolio es un elemento de RD en el que cada entrada
representa las deudas ó las posesiones del agente.

Consideramos portafolios en RD, ya que esto permite tener entradas positivas, ne-
gativas o cero en el portafolio2. Además, dado que en la práctica es común intercambiar
lotes de activos, al trabajar en este espacio se satisface la condición de divisibilidad
del mercado.

Si h es un portafolio con D activos, su perfil de pago está dado como

Xh =
D∑
d=1

xdhd,

donde hd es el d-ésimo activo del portafolio y xd el perfil de pago correspondiente a
esta entrada. Con esta noción de perfil de pago de un portafolio podemos establecer
la siguiente

Definicion 2.1. (Ley de un mismo precio). Si h y h′ son dos portafolios cuyo
perfil de pago es el mismo, entonces ambos portafolios tienen el mismo precio. Es decir,
si Xh = Xh′ entonces ph = ph′, donde p ∈ RD es un vector de precios.

En este caso podemos ver que cualquier portafolio cuyo perfil de pago es cero, tiene
precio igual a cero. Veamos que si h̃ = h − h′, entonces Xh̃ = 0 implica que ph̃ = 0,
i.e.,

(1) ker(X) ⊂ ker(p̂),

donde p̂ es un vector en RD, tal que existe un portafolio h con la propiedad de que
p̂h ∈ R+.

Si bien es posible establecer diferentes nociones de arbitraje, en el contexto que
estamos trabajando es necesario introducir una definición en términos del perfil de
pago de un portafolio.

Definicion 2.2. Un arbitraje fuerte es un portafolio cuyo precio es estrictamente
negativo y que tiene un perfil de pago positivo en algún tiempo futuro.

Definicion 2.3. Un arbitraje es un portafolio que es un arbitraje fuerte o que tiene
precio igual a cero y un perfil de pago positivo, hoy o en algún estado en el futuro.

En vista de que el precio inicial para un arbitraje no es mayor que cero, no
requerimos de riqueza alguna para participar en el mercado. Sin embargo, es posible
que al término del periodo hayamos conseguido algún beneficio gracias al perfil de
pago final. Esto lo podemos conjuntar en forma de desigualdades como veremos a
continuación.

Sea h un portafolio de arbitraje, entonces

ph ≤ 0,

y su payoff siempre es positivo
Xh ≥ 0.

2Esto es a lo que se le denomina liquidez del mercado.



EL TEOREMA FUNDAMENTAL DE LAS FINANZAS 85

Cuando escribamos ≥ debemos entender mayor que o igual que en cada componente.
Por otra parte > quiere decir mayor o igual estrictamente y mayor en algunas
componentes. Por último, cuando se trate de >> estaremos hablando de estrictamente
mayor que en todas las componentes. Observemos que el arbitraje h, tiene una
desigualdad estricta en alguna de las desigualdades anteriores, al menos en una
componente. Así, una oportunidad de arbitraje puede representarse como

(2) Yh =

[
−p
X

]
h > 0,

donde Y ∈MJ+1×D(R).

Proposición 2.1. Si no hay arbitraje entonces se satisface la ley de un mismo precio.

Demostración. Sea h ∈ RD un portafolio, tal que h ∈ ker(X) y h 6∈ ker(p). De esta
manera hay dos casos para el precio del portafolio, a saber ph > 0 ó ph < 0.

Si ocurre el primer caso, entonces −ph < 0. De esta manera, con −Xh = 0 se
satisface la definición de arbitraje fuerte para el portafolio −h. Es decir, p(−h) < 0 y
en particular X(−h) ≥ 0. Por otro lado el caso ph < 0 no es posible, ya que la otra
condición para el arbitraje es que ph = 0. �

Hemos establecido uno de los supuestos financieros más usados en la práctica, como
una implicación del principio de no arbitraje en un contexto sencillo. Este hecho
además, permite adentrarse en el concepto de equilibrio de mercado y algunas otras
relaciones estructurales. Más por el momento nos limitaremos al Primer Teorema
Fundamental.

Ejemplo 2.2. Consideremos dos activos cuyos perfiles de pago son x1 = (1, 1)t y
x2 = (1, 2)t respectivamente. Supongamos que el precio de estos activos es p1 = 1 y
p2 = 2. En este caso el vector de precios p = (1, 2) pertenece a la frontera del cono
generado por los perfiles de pago, de hecho coincide con uno de ellos, tal como se
muestra en la Figura 1.

x2
x1

p=(1,2)

-3 -2 -1 0 1 2 3
ACTIVO 1

0.5

1.0

1.5

2.0

2.5

3.0
ACTIVO 2

Figura 1. El precio p coincide con una de las fronteras del cono generado
por los perfiles de pago.

La matriz de pagos es

X =

(
1 1
1 2

)
,

por lo que con el portafolio h = (1,−1/2), tenemos que z = Xh = (1/2, 0)t. Este perfil
de pago no pertenece al subespacio generado por x1 y x2. Además ph = 0, es decir, h
es un portafolio de arbitraje. Sin embargo, dado que z ≥ 0 y ph ≮ 0, se sigue que no
es un arbitraje fuerte.
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3. El PTFVA de Dalang-Morton-Willinger

El Primer Teorema Fundamental caracteriza la existencia de una medida de pro-
babilidad equivalente, bajo la cual el proceso de precios descontado de algún derivado
financiero es una martingala.

Existen varias versiones de este resultado en múltiples contextos. Muchas de ellas
de nivel elemental, y otras tantas sofisticadas y difíciles de abordar. En nuestro caso
trabajamos con una versión de nivel intermedio, conocida como la versión de Dalang-
Morton-Willinger. Vamos a proceder con el enfoque presentado en [11] y, apegándonos
a [3] construimos la prueba de este resultado mediante el principio de inducción
matemática. Tal medida martingala equivalente es importante ya que nos permite
valuar portafolios, derivados financieros, entre otras aplicaciones.

3.1. Estableciendo el teorema. Sea (Ω, (=t)Tt=0, P ) un espacio de probabili-
dad filtrado, donde
(=t)Tt=0 es la filtración finita =0  =1  . . .  =T .

Si St = (S0(t), . . . , Sd(t)) es un vector de precios de algún mercado financiero,
tenemos que la variable aleatoria Si(t) : Ω → Rd+1 denota al vector de precios que
prevalece al tiempo t. Suponemos que cada componente de S(t) representa el proceso
de precio para d+1 activos financieros distintos que son medidos en relación al primer
activo. Este activo recibe el nombre de numerario. Y dado que los precios restantes
son medidos relativos al numerario, se puede tomar S0(t) = 1.

Definicion 3.1. Sea P la mínima σ-álgebra sobre R+×Ω que contiene a los conjuntos
{0}×A,A ∈ =0 y (u, v]×B,B ∈ =u, con 0 ≤ u < v. A P se le denomina la σ-álgebra
de los conjuntos predecibles.

Definicion 3.2. Un proceso estocástico {X(t)}t≥0 es =t-predecible si es P-medible.

A continuación establecemos formalmente el concepto de portafolio financiero. Este
es uno de los conceptos que podemos considerar como universales en finanzas.

Definicion 3.3. Un portafolio es un proceso predecible (d+ 1)-dimensional denotado
por h = (h0(t), . . . , hd(t)), donde cada hi(t) es el número de activos del i-ésimo tipo
que hay en el portafolio durante el intervalo (t− 1, t].

Cuando algún agente del mercado adquiere las cantidades correspondientes a los
portafolios h(0), . . . , h(T − 1) en los instantes t = 0, 1, . . . , T − 1, para conformar
cualquier estrategia de mercado deberá usar únicamente los recursos y la información
disponibles hasta ese momento, atendiendo únicamente al pasado y al presente. Así,
podemos decir que el agente no puede ver en el futuro debido a que se consideran
estrategias predecibles.

Definicion 3.4. Sea {=t}t≥0 una familia creciente de σ-álgebras de conjuntos de Ω.
Un proceso X(t, ω) : [0,∞) × Ω → Rn se llama =t-adaptado si para cada t ≥ 0 la
variable aleatoria X(t, ω) es =t-medible.

Definicion 3.5. Si h es un portafolio, el proceso de valor de dicho portafolio es
V = (Vt)

T
t=0 y está dado como

(V h)(0) =
d∑
i=0

hi(1)Si(0) y (V h)(t) =
d∑
i=0

hi(t)Si(t− 1), t > 1.

Notemos que el proceso de valor es un proceso adaptado, debido a que tanto Si(t)
y hi(t) son =t-adaptados para toda t ≤ T − 1.

Definicion 3.6. Un portafolio h es autofinanciable si su proceso de valor V satisface

∆V =
d∑
i=1

hi(t)∆(Si(t)), ∀t ≥ 1.
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Los portafolios autofinanciables son de gran importancia pues son aquellos que no
involucran movimientos de entrada o salida de dinero después de t = 0. Es decir, que
no entran ni salen flujos de efectivo cuando t > 0. De esta manera lo que gana o pierde
un agente del mercado viene dado mediante la siguiente expresión

T−1∑
t=0

〈h(t), S(t+ 1)− S(t)〉 = (V h)(0) +
T−1∑
t=1

〈h(t),∆S(t)〉 .

Si en general denotamos

(h · S)t =
t∑

u=1

〈h(u),∆S(u)〉 , ∀t ≥ 1,

entonces
(V h)(t) = (V h)(0) + (h · S)t

para un portafolio que sea autofinanciable. Una vez establecido lo anterior pasamos a
definir el concepto de arbitraje.

Definicion 3.7. Una oportunidad de arbitraje es un portafolio autofinanciable h(t),
para el cual su proceso de valor satisface las siguientes condiciones

(i) P [(V h)(0) = 0] = 1,
(ii) ∃τ ∈ I = {0, 1, . . . , T}, tal que P [(V h)(τ) ≥ 0] ≥ 0,
(iii) P [V h(τ) > 0] > 0.

Si consideramos al conjunto

K = {
T−1∑
t=0

〈h(t),∆S(t)〉 :h(t) : Ω→ Rd es =t-adaptado para

t ∈ {0, 1, . . . , T − 1}} ,

tenemos que este es un subespacio de L0(Ω,=t, P ). Este conjunto es el espacio
de variables aleatorias real valuadas que son iguales P -casi seguramente (lo que
denotaremos en adelante como P -c.s.). Podemos entonces reescribir la definición de
arbitraje financiero en términos geométricos.

Definicion 3.8. Decimos que en un mercado financiero no hay arbitraje si

K ∩ L0
+(Ω,=, P ) = {0},

donde L0
+ es el cono de variables R-valuadas que son iguales P -c.s.

Debemos verificar entonces que con las definiciones anteriores, en efecto el subes-
pacio K es cerrado en L0(Ω,=, P ). Esto es lo que se establece en el teorema 3.2.

Definicion 3.9. Sea H ∈ L0(Ω,=0, P ;Rd). Diremos que H está en forma canónica
para (S(0), S(1)) si H ∈ HX , donde

HX = {f : Ω→ Rd | f es =0-medible y Pf = f},
aquí X = S(1)− S(0).

A continuación introducimos la notación para sucesiones de integrales estocásticas
de menos el máximo. Si S(t) es un proceso adaptado a (Ω, (=t)Tt=0, P ) y {Hn}∞n=1 una
sucesión en forma canónica perteneciente a L0(Ω,=t, P ;Rd), entonces

(H ·∆S)− = −máx{H ·∆S, 0}.

Proposición 3.1. Sea S = (S(0), S(1)) un proceso adaptado a
(Ω, (=t)1

t=0, P ) y sea {Hn}∞n=1 una sucesión en L0(Ω,=0, P ;Rd) en forma canónica.
Entonces

(i) La sucesión {Hn}∞n=1 es acotada c.s. sii {(H ·∆S)}∞n=1 es acotada.
(ii) {Hn}∞n=1 converge c.s. sii {(H ·∆S)}∞n=1 converge c.s.

Si suponemos además que el proceso S satisface la condición de no-arbitraje tenemos
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(iii) La sucesión {Hn}∞n=1 es acotada c.s. sii {(H ·∆S)−}∞n=1 es acotada.
(iv) {Hn}∞n=1 converge c.s. sii {(H ·∆S)−}∞n=1 converge c.s.

Demostración. Véase [3], Cap. 6, pp. 92-93. �

Teorema 3.2. Sea S = (S(0), S(1)) un proceso estocástico Rd-valuado a un paso
adaptado a (Ω, (=t)1

t=0, P ). Entonces
(i) El subespacio vectorial K es cerrado3 en L0(Ω,=1, P ).
(ii) Si S satisface la condición de no-arbitraje, entonces el cono

C = K − L0
+(Ω,=1, P )

es cerrado4 en L0(Ω,=, P ).

Nota. A la parte (i) del enunciado se le conoce como el Lema de Stricker.

Demostración. (i) Sea {fn} = 〈Hn,∆S〉∞n=0 una sucesión en K que converge a
f0 ∈ L0(Ω,=1, P ) con respecto a la convergencia en medida. Por simplicidad podemos
suponer que Hn está en forma canónica. Por otra parte, pasando a una subsucesión
podemos suponer que {fn}∞n=1 converge casi seguramente a f0.

La Proposición 3.1, implica que la sucesión {Hn}∞n=0 converge casi seguramente a
H0 ∈ L0(Ω,=1, P ;Rd), de modo que f0 =

〈
H0,∆S

〉
y por lo tanto f0 ∈ K.

(ii) Para probar esta afirmación supongamos que fn = gn−hn, es una sucesión que
converge en probabilidad a f0 ∈ L0(Ω,=1, P ), donde gn = 〈Hn,∆S〉 , para lo cual Hn

es un integrando en forma canónica y hn ∈ L0
+(Ω,=1, P ). Tenemos que probar entonces

que f0 ∈ C, para esto de nueva cuenta podemos suponer que {fn}∞n=1 converge casi
seguramente a f0. Como fn ≤ gn inferimos que {〈Hn,∆S〉−}∞n=1 es acotada c.s., de
tal forma que podemos concluir de la condición de no-arbitraje y de la Proposición
3.1, que {Hn}∞n=1 también es acotada c.s.

Pasando a una subsucesión parametrizada medible (ver [3], pp. 90) {τk}∞k=1 po-
demos suponer que la subsucesión gτk = 〈Hτk ,∆S〉 converge casi seguramente a〈
H0,∆S

〉
, para algún H0 ∈ E. Obsérvese que la sucesión {fτk}∞k=1 sigue conver-

giendo c.s. a f0, de modo tal que hτk = fτk − gτk converge casi seguramente a algún
h0 ≥ 0. Por lo tanto

f0 =
〈
H0,∆S

〉
− h0 ∈ K − L0

+(Ω,=1, P ) = C.

�

Antes de pasar a la demostración, debemos introducir algunos elementos adiciona-
les.

Sean p, q ∈ [1,∞], de modo tal que 1
p+ 1

q = 1, y consideremos E = Lp(Ω,=, P ), E′ =

Lq(Ω,=, P ). Vamos a denotar por

E+ = {f ∈ LP | 0 ≤ f c.s.}
al cono de variables aleatorias no-negativas en el espacio LP .

Lema 3.3. Sea C ⊂ E un cono convexo σ(E,E′)-cerrado en la topología de E (Ver
[6] u [8]) que contiene a E− y supongamos que C ∩ E+ = {0}. Entonces existe una
medida de probabilidad Q sobre =, la cual es equivalente a P, satisface dQ

dP ∈ E
′ y es

tal que para cualquier f ∈ C, tenemos que EQ[f ] ≤ 0.

Demostración. Ver [3], Cap. 5, pp. 81-82. �

Pasemos al PTFVA en una versión no-elemental. Esta es de hecho una versión que
podemos calificar como intermedia, aunque no por eso menos interesante.

3Esta parte del teorema aparece en: C. Stricker, (1990), Arbitrage et Lois de Martingale. Annales
de l’ Institute Henri Poincaré-Probabilités et Statistiques, vol 26, pp. 451-460.

4La demostración de esta afirmación es debida a Walter Schachermayer y apareció en W.
Schachermayer, (1992), A Hilbert space proof of the fundamental theorem of assets pricing in finite
discrete time. Insurance: Mathematics and Economics, vol. 11, no. 4, pp. 249-257.
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Teorema 3.4. (PTFVA). Sea (Ω,=T , P ) un espacio de probabilidad y sea (S(t))Tt=0

un proceso estocástico Rd-valuado adaptado a la filtración (=t)Tt=0. Entonces se cumple
la condición de no-arbitraje

K ∩ L0
+(Ω,=T , P ) = {0},

si y solo si existe una medida de probabilidad equivalente Q, (Q ∼ P ) tal que
(i) S(t) ∈ L1(Ω,=T , Q), t = 0, . . . , T,
(ii) (S(t))Tt=0 satisface la propiedad martingala,
(iii) dQ

dP es acotada, i.e., dQdP ∈ L
∞(Ω,=T , P ).

3.2. La base de la inducción. Vamos a establecer el enunciado del teorema para
cuando T = 1. Sea S = (S(0), S(1)) un proceso Rd-valuado, (=0,=1)-adaptado que
satisface la condición de no-arbitraje. Entonces existe una medida de probabilidad Q
equivalente a P, tal que

(i) S(0), S(1) ∈ L1(Q)
(ii) S(0) = E[S(1)|=0]

(iii) dQ
dP es acotada.

Consideremos una medida de probabilidad equivalente P1, tal que dP1

dP sea acotada y
S(0), S(1) ∈ L1(P1).

En segundo lugar vamos a considerar al conjunto

C1 = C ∩ L1(Ω,=1, P1),

donde
C = K − L0

+(Ω,=1, P ).

En vista de que C es cerrado en L0(P ), el conjunto C1 es cerrado en L1(P1).
Tenemos además que C1 es un cono convexo debido a que C es un cono convexo.

Por la condición de no-arbitraje tenemos que

C1 ∩ L1
+(Ω,=1, P1) = 0.

Denotamos como
E+ = L1

+(Ω,=1, P1, )

dado que
C1 ∩ E+ = {0},

aplicando el lema (3.3), vemos que existe una medida de probabilidad equivalente Q
en =1 tal que dQ

dP1
es acotada y EQ[f ] ≤ 0, ∀f ∈ C1.

Nota: Observemos que el hecho de que dQ
dP1

sea acotada implica que S(0), S(1) ∈
L1(Q).

Puesto que para cada coordenada j = 1, . . . , d y cada A ∈ =0 tenemos que

1A(S(1)j − S(0)j) ∈ C1 y − 1A(S(1)j − S(0)j) ∈ C1,

entonces

EQ[1A(S(1)j − S(0)j)] ≤ 0 y EQ[−1A(S(1)j − S(0)j)] ≤ 0.

Esto implica que E[1A(S(1)j − S(0)j)] = 0, con lo que queda demostrado que

EQ[1AS(1)j ] = EQ[1AS(0)j ].

Así, si usamos el hecho de que S(0)j es =0-medible para toda j, de la definición de
esperanza condicional se tiene que

S(0) = EQ[S(1)|=0].

Por otra parte, dado que P1 ∼ P se tiene que P1 es absolutamente continua
con respecto a P (y visceversa). De donde se sigue que dQ

dP = dQ
dP1

dP1

dP , usando las
propiedades de la derivada de Radon-Nikodym (ver [9]). Por consiguiente tenemos
que dQ

dP también es acotada.
Con lo anterior hemos demostrado la base de la inducción.
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3.3. El paso inductivo. Supongamos ahora que el teorema es válido para cuando
hay T − 1 periodos de tiempo y sea (S(t))Tt=1 un proceso adaptado a la filtración
(=t)Tt=1. Entonces existe una medida de probabilidad Q̃ ∼ P, definida sobre =T y tal
que

(i) dQ̃
dP está acotada

(ii) S(1), . . . , S(T ) ∈ L1(Ω,=T , Q̃)

(iii) (S(t))Tt=1 es una Q̃-martingala, es decir, que para cualquier t ≥ 1, A ∈ =t,
tenemos ∫

A

S(t)dQ̃ =

∫
A

S(t+ 1)dQ̃.

La base de la inducción aplicada a (S(t))1
t=0, al espacio de probabilidad (Ω,=1, Q̃)

y a la filtración (=)1
t=0, nos da una función acotada f1, que satisface las siguientes

condiciones: (a) La función f1 es =1-medible; (b)f1 > 0; (c) EQ̃[f1] = 1; (d)
EQ̃[|S(1)|f1] <∞; (e) EQ̃[|S(0)|f1] <∞ y (f) Para cualquier A ∈ =0 tenemos

(3)
∫
A

S(0)f1dQ̃ =

∫
A

S(1)f1dQ̃.

Sin embargo, queda por especificar quien es f1. La base de la inducción nos provee
de una medida Q equivalente a P en =1, y la hipótesis de inducción de una medida Q̃
equivalente a P en =T . De esta manera podemos definir f1 = dQ

dQ̃
, y es fácil entonces

demostrar las propiedades mencionadas en el párrafo anterior.
Si para cualquier A ∈ =T , definimos a la medida de probabilidad Q sobre la σ-

álgebra =T mediante la regla

Q(A) :=

∫
A

f1dQ̃,

entonces

(4)
dQ

dP
= f1

dQ̃

dP

es una variable aleatoria acotada, por (iii) de la base de la inducción. Por (b) tenemos la
positividad de f1 y dado que Q̃ ∼ P, se sigue que dQ̃

dP > 0 c.s., por lo tanto dQ
dP > 0 c.s.,

y así Q ∼ P.
Debemos revisar ahora las propiedades de integrabilidad y la propiedad martingala

para nuestro proceso. Así, cuando t = 1, . . . , T, tenemos∫
Ω

|St|dQ =

∫
Ω

|S(t)|dQ
dQ̃

dQ̃

=

∫
Ω

|S(t)|f1dQ̃ <∞.(5)

La propiedad martingala de (S(t))Tt=0 se obtiene de la siguiente manera. De la
ecuación (3.2) tenemos que∫

A

S(0)f1dQ̃ =

∫
A

S(1)f1dQ̃, ∀A ∈ =0.

Por otra parte, si en la ecuación (3.4) usamos t = 0 y t = 1, llegamos a que∫
A

S(0)dQ =

∫
A

S(0)f1dQ̃ =

∫
A

S(1)f1dQ̃ =

∫
A

S(1)dQ.

Si ahora consideramos A ∈ =t, cuando T ≥ 1 tenemos que

(6)
∫
A

S(t)dQ =

∫
A

S(t)f1dQ̃

y

(7)
∫
A

S(t+ 1)dQ =

∫
A

S(t+ 1)f1dQ̃.
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Lo que resta probar es que las dos ecuaciones anteriores son iguales. Recordemos que
f1 es =1-medible y acotada (Lema 3.3). Además, dado que =1 ⊂ =2 ⊂ . . . ⊂ =T , se
tiene que f1 es =t-medible para toda t = 1, . . . , T. Usando la hipótesis de inducción
tenemos que ∫

A

S(t)dQ̃ =

∫
A

S(t+ 1)dQ̃, ∀A ∈ =t, t = 1, . . . , T.

Esto implica que∫
A

S(t)dQ =

∫
A

S(t)f1dQ̃ =

∫
A

S(t+ 1)f1dQ̃ =

∫
A

S(t+ 1)dQ,

es decir, ∫
A

S(t)dQ =

∫
A

S(t+ 1)dQ, ∀A ∈ =t.

Con lo que queda demostrado que (S(t))Tt=1 es una Q-martingala.
Probamos ahora la implicación recíproca. Supongamos que existe la medida mar-

tingala equivalente Q. Si f ∈ K, se sigue que EQ[f ] = 0. Como

K ⊂ L0
+(Ω,=, Q),

se tiene que si f ∈ L0
+(Ω,=, Q), entonces

EQ[f ] = 0⇐⇒ f = 0− c.s.

Así, tenemos que K ∩ L0
+(Ω,=, Q) = {0}.

�
Hemos demostrado así la versión de Dalang-Morton-Willinger del Primer Teorema

Fundamental. Si bien esta es una prueba constructiva, también es posible establecer
este resultado en términos de la cerradura del cono convexo C (véase [11]).

Notemos además, la brevedad de esta última implicación. En general todos los desa-
rrollos giran en torno a la implicación de que si no hay arbitraje, entonces hay una
medida martingala equivalente.

4. Un contraejemplo al PTFVA

Existen gran cantidad de ejemplos de aplicación para el PTFVA en tiempo discreto
y horizonte temporal finito. No obstante cuando se considera un número infinito de
periodos de tiempo, la implicación No arbitraje implica la existencia de una MME no
se satisface. Este hecho es una consideración importante que comenta S. Pliska en [7].

Aclaremos primero a que nos referimos con horizonte infinito. Si consideramos un
modelo de mercado para el cual el índice t indica el número de periodos, así como
el tiempo transcurrido y para el cual cabe la posibilidad de que T = ∞ entonces
hablamos de un modelo con horizonte temporal infinito.

Cierto tipo de estrategias consideradas como patológicas dentro de los mercados
financieros dinámicos son los llamados “dobleteos”. Estas estrategias de mercado
acarrean arbitraje si el espacio de estados no es finito. El problema del dobleteo radica
en el hecho de que no tiene costo alguno, sin embargo dicha estrategia converge con
probabilidad 1 a algo positivo.

4.1. El modelo binomial 1-periodo. El modelo binomial 1-periodo es la herra-
mienta básica para entender los principios de la valuación por arbitraje. Y nos será de
utilidad en la construcción de una estrategia de mercado que no satisface el PTFVA.
En este modelo se considera un activo del stock cuyo precio unitario se denota por S0

al tiempo t0 = 0. Al tiempo t1 el precio de este activo puede tomar uno de dos valores
denotados como Su1 si el mercado sube, y Sd1 si el mercado baja. Existe una medida de
probabilidad asociada de tal manera que la probabilidad de que el precio de mercado
suba es p, y la probabilidad de que el precio de mercado baje es q = 1− p. Esto es lo
que se ilustra en el siguiente diagrama.
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Su1 = uS0

↗
S0

↘
Sd1 = dS0

Notemos que se introducen los factores

u =
Su1
S0

y d =
Sd1
S0
,

los cuales son ambos positivos y satisfacen la desigualdad d < u. Si ocurre que u = d
el precio del stock no es aleatorio y el modelo es completamente trivial.

Introducimos además una tasa de interés constante r. Con la cual una unidad
monetaria invertida en t0 = 0, nos produce un total de 1 + r unidades monetarias al
siguiente periodo de tiempo. Similarmente si se pide un préstamo a la tasa r, al final del
periodo se tendrá una deuda de 1 + r unidades monetarias. En particular suponemos
que la tasa de interés para un préstamo es la misma que para una inversión. Más
aún, es sencillo verificar que para este modelo la única posibilidad de que no existan
oportunidades de arbitraje es que se cumpla

0 < d < 1 + r < u.

Para el modelo binomial 1-periodo un derivado financiero es un activo del mercado
que paga cierta cantidad Su1 al tiempo uno si el mercado sube y paga una cantidad
diferente Sd1 si el precio del mercado baja. Las opciones constituyen un tipo particular
de derivados financieros. El perfil de pago de una opción de compra de tipo europeo
(call europeo) es (S1−K)+, donde K es un valor constante que corresponde al precio
de ejercicio de la opción.

En este caso la valuación por arbitraje se usa para encontrar el precio del derivado
al tiempo cero, que es cuando se introduce al mercado. La idea es replicar al derivado5

de alguna manera. Si comenzamos con una riqueza inicial de X0 y adquirimos ∆0

activos del stock al tiempo cero, el portafolio h(0) = (X0,−∆0) tiene el balance

(V h)(0) = X0 −∆0S0.

Esto implica que al tiempo uno podemos alcanzar un portafolio para el cual su balance
es

(V h)(1) = ∆0S1 + (1 + r)(X0 −∆0S0),

en vista de la adquisición de ∆0 en t0. Si elegimos las cantidades de riqueza inicial X0

y ∆0 de modo tal que Xu
1 = (V hu)(1) y Xd

1 = (V hd)(1), tenemos

X0 + ∆0

(
1

1 + r
Su1 − S0

)
=

1

1 + r
(V hu)

X0 + ∆0

(
1

1 + r
Sd1 − S0

)
=

1

1 + r
(V hd)

Una manera para resolver este sistema de ecuaciones es multiplicar la primera
ecuación por un número p̃ y la segunda por q̃ = 1 − p̃. Sumando ambas ecuaciones
llegamos a

X0 + ∆0

(
1

1 + r

[
p̃Su1 + q̃Sd1

]
− S0

)
=

1

1 + r

[
p̃V u1 + q̃V d1

]
Si

S0 =
1

1 + r

[
p̃Su1 + q̃Sd1

]
,

5La replicación financiera se refiere a igualar el valor de algún instrumento financiero mediante
otro tipo de instrumentos del mismo mercado.
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obtenemos la fórmula para la riqueza inicial necesaria en la replicación

X0 =
1

1 + r

[
p̃V u1 + q̃V d1

]
.

Más aún, podemos encontrar fácilmente los valores de p̃ y q̃, en términos de la tasa
de interés y de los factores u y d. Así

p̃ =
1 + r − d
u− d

y q̃ =
u− 1− r
u− d

.

El número de activos ∆0 que debemos adquirir al inicio está dado por la llamada
delta para la cobertura

∆0 =
V u1 − V d1
Su1 − Sd1

.

Y en vista de que queremos replicar una posición corta6 para el derivado por (V h)(1),
este activo debe tener el precio

V (0) = X0 + ∆0

(
1

1 + r

[
p̃Su1 + q̃Sd1

]
− S0

)
=

1

1 + r

[
p̃V u1 + q̃V d1

]
al tiempo cero para no acarrear arbitraje.

El objetivo del siguiente ejemplo es mostrar que cuando se trabaja con un número
infinito de periodos de tiempo, siempre es posible obtener una ganancia estrictamen-
te positiva (digamos de $1) con probabilidad uno, es decir, se logra un arbitraje.
Implícitamente aparece una medida de probabilidad asociada y se pueden calcular
explícitamente las probabilidades neutras al riesgo. Más no es lo que nos acomete en
este momento.

Ejemplo 4.1. Consideremos un modelo binomial 1-periodo. Sean u = 1.1 y d = 0.9, los
factores multiplicativos dependiendo si el precio del stock sube o baja. Supongamos
que la tasa libre de riesgo es r = 0.

Si al tiempo t = 0 conformamos el portafolio h(0) = (−10, 10) ∼ (efectivo, stock),
usando el modelo binomial tenemos el siguiente esquema

Su1 = 11

↗
S0 = 10

↘
Sd1 = 9

Con esta estrategia podemos lograr un “dobleteo”. Pidiendo un préstamo por $10 para
armar el portafolio, si el precio sube al tiempo uno podemos pagar el préstamo y
quedarnos con $1 libre. Por otro lado, si el precio del mercado baja quedamos en
deuda por $1. Sin embargo, una manera de “pararse de nuevo” es pedir un préstamo
que duplique la cantidad inicial invertida, por ejemplo $11. Así, al tiempo 1 tenemos
$1 para nuestras arcas y conformamos el portafolio h(1) = (−20, 20). De acuerdo al
modelo binomial tendríamos

Su1 = 22

↗
S0 = 20

↘
Sd1 = 18

En este caso si el mercado sube podemos pagar la deuda y retirarnos con $1. Aunque
si el mercado cae estaremos endeudados con $3, por lo que si queremos tener siempre
una ganancia de $1, tendríamos que recurrir a la misma estrategia otra vez.

6Dentro de la jerga financiera se entiende que es algo que ya no se tiene o que se debe.
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Podemos ver con este ejemplo que siempre que ocurra un movimiento de subida del
mercado durante los primeros t periodos de tiempo, habremos logrado el objetivo de
$1 para nuestro bolsillo. Si por el contrario no ocurre un solo movimiento de subida
durante los t primeros periodos, la deuda ascenderá a 1 − 2t. Con esto deberemos
11 ·2t−1−1, por encima del préstamo inicial y la inversión en el mercado es de 9 ·2t−1,
pues

1− 2t = 9 · 2t−1 − 9 · 2t−1 − 2 · 2t−1 + 1

= 9 · 2t−1 − (9 + 2) · 2t−1 + 1

= 9 · 2t−1 − [11 · 2t−1 − 1].

En esta situación al tiempo t, para mantenerse andando el préstamo debe ser de
11 · 2t−1. Con esto la inversión para este periodo de tiempo sube a 10 · 2t. Así, si
consideramos un número infinito de periodos de tiempo, la probabilidad de que el
mercado siempre esté a la baja es cero. Por lo que en algún momento podremos
realizar un arbitraje vía el “dobleteo”.

4.2. El contraejemplo de Pliska. El siguiente ejemplo es debido a Stanley Pliska
([7], pp. 246-248). En éste se muestra como en un mercado con un horizonte temporal
infinito, la versión del PTFVA que manejamos en este trabajo no se cumple.

Consideremos un modelo de mercado con un activo con riesgo denotado por S, una
tasa asociada constante r = 0 y un espacio de probabilidad contable Ω = {1, 2, . . .}.
Hagamos S0 = 1 y para cualesquiera t ≥ 1 y ω ∈ Ω sea

St(ω) =

{ (
1
2

)t , t < ω;(
ω2 + 2ω + 2

) (
1
2

)ω , t ≥ ω.
El cambio en el precio del activo con riesgo por periodo de tiempo viene dado

mediante la siguiente expresión

∆St(ω) = St(ω)− St−1(ω) =

 −( 1
2 )t , t < ω;

(ω2 + 2ω)( 1
2 )ω , t = ω;

0 , t > ω.

Intuitivamente esto quiere decir que en el estado del mundo ω, el precio cae un 50 %
por periodo para ω − 1 periodos consecutivos. Del tiempo ω − 1 al tiempo ω el precio
aumenta en (ω2 + 2ω)

(
1
2

)ω
. Es decir, si t = ω

∆St(ω) = Sω(ω)− Sω−1(ω)(8)
= (ω2 + 2ω + 2)(1/2)ω − (1/ω)ω − 1(9)
= (ω2 + 2ω)(1/2)ω + 2(1/2)ω − (1/2)ω − 1(10)
= (ω2 + 2ω)(1/2)ω.(11)

A partir de t > ω el precio permanece constante, es decir, para t > ω el valor del
portafolio no cambia.

Sea H(t) el número de activos con riesgo que se tienen del tiempo t−1 al tiempo t.
En vista de la naturaleza del proceso de precios, sin pérdida de generalidad podemos
concentrarnos en aquellas estrategias para las cuales {Ht}t≥0 ⊂ R. Algo importante
que debemos considerar es que la sucesión {Ht}t≥1 es acotada (para evitar “dobleteos”)
y que además cada estrategia de la sucesión es autofinanciable. De tal manera que
las estrategias admisibles son descritas completamente por la riqueza inicial V0 y la
sucesión acotada {Ht}t≥0.

Si consideramos la estrategia admisible (V0, {Ht}t≥0), el valor del portafolio es

Vt(ω) =

{
V0 −

∑t
s=1(1/2)sHs , t < ω;

V0 −
∑ω−1
s=1 (1/2)sHs + (ω2 + 2ω)(1/2)ωHω , t ≥ ω.

Como estamos suponiendo que la sucesión {Ht}t≥0 es acotada, entonces el proceso
para el valor del portafolio es acotado inferiormente.
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La ausencia de oportunidades de arbitraje se sigue de tres factores: La fecha en la
que el precio crecerá es impredecible; si ω es suficientemente grande el precio estará
bajo aún cuando haya habido cierto crecimiento y solamente se permiten estrategias
acotadas.

Sea Bt un factor de descuento y definamos V ∗t = Vt

Bt
, así V0 = V ∗0 . Si V0 = 0 y {Ht}

es tal que Vt → V, con V (ω),∀ω ∈ Ω, entonces

(12) −
ω−1∑
t=1

(
1

2
)tHt + (ω2 + 2ω)(

1

2
)Hω ≥ 0, ∀ω ∈ Ω.

Sea ε > 0 y supongamos que para algún k ∈ Z se cumple

(13)
k∑
t=1

(
1

2

)t
> ε.

Usando inducción matemática y la ecuación (12), llegamos a

(14) (ω2 + 2ω)

(
1

2

)ω
Hω > ε, ∀ω > k.

Sin embargo, esto no puede ocurrir dado que la sucesión {Ht}t≥0 es acotada. De esta
manera no existe ningún k ∈ Z, ni tampoco ε > 0 tales que se cumpla (13). Es decir,
debe ser

(15)
k∑
t=1

(
1

2

)t
≤ 0, ∀k ≥ 1.

Si en la ecuación (14) tomamos ω = 1 y k = 1, tenemos que H1 = 0. Y en general
cuando consideramos H1 = H2 = . . . = Hk−1 = 0, las ecuaciones (12) y (15) implican
que Hk = 0. Esto indica que nuestro candidato a oportunidad de arbitraje cumple
con la condición Ht = 0 para cualquier elección de t, con lo que se concluye que no
pueden existir oportunidades de arbitraje.

Por una parte ya verificamos que no hay arbitraje, lo que resta es ver que sucede en
relación a la posible existencia de una medida de probabilidad equivalente a la medida
neutra al riesgo. Para esto supongamos que qt−1 es la probabilidad condicional neutra
al riesgo de que se de un movimiento a la alza del tiempo t− 1 al tiempo t.

La correspondiente esperanza condicional de ∆St debe ser cero, i. e.,

qt−1(t2 + 2t)
1

2t
+ (1− qt−1)− 1

2t
= 0, ∀t ≥ 1.

La probabilidad incondicional Q(ω ≥ t) debe igualar (t+ 1)/2t, lo que converge a 1/2,
cuando t es arbitrariamente grande.

Para tener una medida de probabilidad válida, debe suceder que

ĺım
t→∞

Q(ω ≥ t) = 0,

mientras que en nuestro caso el límite es 1/2. De esta manera no existe ninguna
medida de probabilidad equivalente bajo la cual el proceso de precios descontado sea
martingala, con lo que se muestra que el PTFVA no se cumple en este caso.
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