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VARIEDADES LAGRANGIANAS Y APLICACIONES A LA FiSICA

JOAQUIN DELGADO

RESUMEN. Este articulo panordmico pretende ilustrar la importancia de las subva-
riedades Lagrangianas en la Fisica Matemaética, particularmente en aquellas ramas
de un alto contenido geométrico. En la primera seccién revisamos los conceptos
bésicos de los espacios vectoriales simplécticos y los subespacios Lagrangianos,
contrapartes de sus versiones no lineales, las variedad simpléctica y subvariedades
Lagrangianas. Presentamos dos ejemplos que muestran su relevancia: la teorfa de
las transformaciones candnicas en términos de funciones generadoras y la formu-
laciéon matemaética de la Termodinamica.

Dedicado con aprecio a Ernesto A. Lacomba en su 65 aniversario

1. FORMAS DIFERENCIALES Y DERIVADA EXTERIOR

Una 1-forma diferencial en R" con coordenadas
x = (z1,...,2T,) es una expresion formal

(1) o= Zai(x)d:ri.
i=1

Una 2—forma diferencial en R™ es una expresién formal

n

(2) w = Z Qjj (x)dz; A dx;.

1<i<j<n

Las 1-formas diferenciales se integran sobre curvas:
si C:[0,1] = R™, C(t) = (z1(¢),...,zn(t)) = x(t), es suave a trozos,

¢ 0 =1

y la integral no depende de la parametrizacién de la curva C.

Las 2-formas diferenciales se integran sobre superficies: si S: [0, 1] x
[0,1] = R™, S(u,v) = (x1(u,v),...,zk(u,v)) = z(u,v) es una superficie
parametrizada suave excepto en un conjunto de medida cero, se define

- 8(Ii,f£j)
w= E a;i(x(u,v))————= dudv
/S /[0,1]2 1<izi<n (@1, v)) d(u,v)

donde el determinante Jacobiano,

O(xi,x;) | Ou  Ov
a(U,'U) N 8.’17]‘ &vj
du v

Estas integrales son invariantes bajo reparametrizaciones de la superficie
que preservan la orientacion.

2010 Mathematics Subject Classification. 37J05, T0H03, 70H05, T0H15,
53D05, 53D12.
Palabras clave. Variedades simplécticas, Transformacién canénica, Mecdnica, Termodinamica.
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En general una k—forma diferencial es una expresiéon formal

(3) B= > Qiyigeriy ()i, Adiy A - day,

1<i1 <2< <ip<n
que se integra sobre k-superficies parametrizadas,

S(ut,uz, ..., uk) = (x1(u1,u2, ... Uk), ., Tn(Uut, Uz, ..., uk))

=z(u1,u, ..., ug), (u1,us,...,ug) € [0,1]"

/ /01 S iy () x

1<i<j<n
8 L1,L2,...,Tk
Mdulduz---duk,
8(u1,uQ7...,uk
donde
Oz Oz
Ouq Oup,
0(x1,22,...,Tk)
O(u1,uz, ... ug) . .
(ur, 2, - i) Sxp ., Oz
Ouq Ouy,

Definicién 1. Sea 8 una k—forma diferencial (3), f: R™ — R™ un cambio de
coordenadas z = f(u); el pullback de 8 bajo el cambio de coordenadas es

n

B = Z @ivig-ip (X (U1, U2, . .., UK)) X
1<i<j<n
a(xl,xg,...,wk)

dui Nduz A -+ A dug.
8(Ul,u2,...,Uk) ! 2 k

La diferencial exterior de una 1-forma (1) se define como

(5) do = Z gai (z)dx; A dx;

.
j=1 "7

y de la 2—forma (2) como

(6) dw=>" 5 8“” x) dag A da; A dzj.

k 1<’L<J<TL

En general,

Definicién 2. La diferencial exterior de la k—forma (3) es la k + 1-forma

(7) ds = Z > m(m) dzy Adxiy Adaiy A---da, .

ox;
1< <ig< - <ip<n

Definicién 3. Una k-forma  se dice cerrada, si df = 0 y ezxacta, si existe
una k — 1-forma ~ tal que 8 = dv.

El siguiente resultado se conoce como el Lema de Poincaré

Lema 1.1. Si 8 es una k-forma cerrada entonces para cada punto r € R™
existe una vecindad U C R™ de x donde B es exacta.

Observacion 1. El Lema de Poincaré depende fuertemente de la topologia del
dominio donde esté definida la forma cerrada. Por ejemplo si s6lo estd definida
en una vecindad de z en R", es suficiente que la vecindad sea estrellada respecto
de z, i.e., si y € U entonces todo el segmento Ty estd contenido en U.

Los siguientes resultados se conocen como naturalidad del pullback.

Proposicién 1.2. Se satisfacen la siguientes propiedades
1 f*(anB) = f"(a) A f(B).
2. f*(da) =d f*(a).
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2. FORMAS SIMPLECTICAS Y CAMPOS HAMILTONIANOS

Una k—forma se puede contraer con un campo vectorial resultando en una
k — 1 forma.

Definicién 4. La contraccion de la k—forma ( (3) y el campo vectorial
es la k — 1-forma
ixB = Z Z CJ,iliz,..ik(l‘))(il(QJ)/\dmi2 /\---dmik
i1 1<ig<iz<--<ip<n

Observacién 2. En terminologia tensorial se dice que @i 4,...5;, €5 un ten-
sor covariante antisimétrico y que X° es un tensor contravariante. Entonces
Giyineip, X" es la contraccién de los tensores respecto del indice i1, donde el
indice repetido ¢; indica suma.

Sea w una 2-forma y X, Y dos campos vectoriales. Entonces podemos
contraer repetidamente resultando en una funcién escalar de x

iyixw = w(X, Y)

Definicién 5. Una 2-forma se dice que es no degenerada, si w(X,Y) = 0,
para todo campo vectorial Y implica X = 0. En otras palabras, la aplicacion
de campos vectoriales a 1-formas en R™, X(R") — A'R™), X — ixw es
inyectiva.

Definicién 6. Una forma simpléctica w en R®*™ es una 2-forma cerrada no
degenerada; si ademds w = da la forma se dice exacta simpléctica. Se dice que
(R*™,w) es un espacio simpléctico.

Ejemplo 1. La 2-forma en R?" con coordenadas (¢,p):
n
w = Z dpz A dqz
=1

es una forma simpléctica exacta. Por ejemplo w = d(}_, pidg:), pero también
w=—d(3_, ¢idp;). La 1-forma

n
Z pi dg;.
=1

La formas (10) y (9) se llaman la 1-forma y la 2-forma canénicas en R?",

La forma (9) es no degenerada porque si
;0 ;0
X = Al— + B’ —>
; ( dq; Op;

entonces

n
IxWw = ZBidqi — Aidpi =0

i=1
lo cual implica A*=B*=0,i=1,2,...,n.
Observacién 3. La forma simpléctica (9) se llama la forma simpléctica
canénica de R*™. Observe que la forma (9) tiene coeficientes constantes (no
dependen de z). En este caso la 2-forma se puede identificar con una forma
bilineal antisimétrica como sigue: Sean

Xﬁ;A aQi+Bapi7 Yﬁ;Laqi_‘_M@pi

campos vectoriales, entonces (8) se reduce a

w(X,Y) =iy () _ B'dgi— A'dp;) =Y B'L' — A'M’
=1 i=1
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que se puede escribir como

w(X,Y):(L,M)< —?m IS ) ( g )

0 I
=(57)

se llama la matriz simpléctica canénica de R?". Con esto
(R?™,J) es un espacio vectorial simpléctico.

Observacién 4. El Teorema de Darboux afirma que localmente, toda forma
simpléctica es equivalente a la forma canénica bajo un cambio de coordenadas
simpléctico.

La matriz

Definicién 7. Un campo vectorial

= 0 0
X = ZAi(q,p)afq +Bila.p) -
i=1 ¢ ¢

se dice Hamiltoniano, si existe una funcién escalar H(q,p) diferenciable tal
que

ixQ=—dH
Proposicién 2.1. Sea

- 9 d
X = E Ai(g,p) 5 + Bi(g,p) 5 —
i=1 9q; Ipi

un campo vectorial con Hamiltoniano H(q,p). Entonces las componentes del

campo vectorial son

_OH 9 0H 9
o 5‘p¢ 8q¢ qu 8p¢

y las curvas integrales satisfacen las ecuaciones de Hamilton

. _ OH
i = Opi
g o= — OH
’ oq;
Demostracion. De la expresién (11) y por ser Hamiltoniano, se tiene
n n
. i i OH oOH
ZX‘*’:ZB dq; — A'dp; = — dg; + dp;
; — 0q; Opi
i=1 i=1
comparando coeficientes se sigue el resultado. O

3. FUNCIONES GENERADORAS DE TRANSFORMACIONES CANONICAS

Las transformaciones simplécticas son aquellas que preservan la forma de
las ecuaciones de Hamilton. Una clase importante se obtiene a partir de lo
que se llama una funcién generadora. En esta seccién recordamos los aspectos
mas elementales que son necesarios para desarrollar con soltura la ecuacién de
Hamilton—Jacobi.

Definicién 8. La forma simpléctica en R®*™ = R"™ x R™ con coordenadas
z = (q, p)T es la forma bilineal antisimétrica definida por la matriz

0 I,
=(500)
donde I,, denota la matriz identidad n x n, vgr.,
w(z,w) = 2L Jw, zweR™.

Observacién 5. Notese que la matriz J satisface las siguientes propiedades:
J'=—J, J? = I, J*=—J,J ' =—J.
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Definicién 9. Una transformacién lineal M : R*™ — R?" se dice simpléctica
si MTJM = J, equivalentemente w(Mz, Mw) = w(z,w). Un difeomorfismo
f:R?*™ — R® (cambio de coordenadas) se dice simpléctico (simpléctica) si
M = Df(z): R*™ — R?" es simpléctica para toda x € R*".

Lema 3.1. Si M es una matriz simpléctica, entonces M~1 = —JMTJ.

Demostracion.
(=IMT" )M = —J(M"IM) = —J* = I,
de donde se sigue el resultado. g

Proposicion 3.2. El conjunto de transformaciones lineales simplécticas for-
man un subgrupo del grupo general lineal GL(n,R).

Demostracion. Es claro que la identidad es simpléctica. Si M y N son
simplécticas entonces MTJM = Jy NTJN = J, luego

(MNY'J(MN)=NT"(MTJ)MN = N"JN = J
y por lo tanto M N es simpléctica. Para ver que M ~! es simpléctica, usaremos
el lema anterior: M~! = —JM7TJ.
(MY gM™t = (=gMT)TIM T = —(JMJ)JM !
= JMM ' =1

Lema 3.3. Sea M una matriz simpléctica; entonces |M| = +1.

Demostracion. Como MTJM = J se sigue que |MT||J||M| = |J|, luego
|M|? = 1, por lo tanto |M| = +1. O

Observacion 6. De hecho se puede probar que para una matriz simpléctica
se satisface |M| = 1. La prueba es mds elaborada y usa la idea de escribir el
polinomio caracteristico de una matriz antisimétrica como el cuadrado de un
polinomio, llamado Pfafiano.

Teorema 3.4 (del valor propio simpléctico). Si p(A) es el polinomio carac-
teristico de una matriz simpléctica M, entonces

p(A) = A*"p G) :

Demostracion. Como M~' = —JMT J se sigue que
M = —J(MT)"1J, luego
IM =X = |—=JM) T =M= |JP| = (M")™" + A
= =M AMT (M)
= [T+ AMT|[(MT)7 ) = | =T+ M|
1 1
= \"M - 171 = Ap (X) .

O

Sif:R"xR"™ — R"xR" es una transformacién de coordenadas y escribimos
f(Q,P) = (¢(Q, P),p(Q, P)), en términos de sus componentes, entonces la
matriz Jacobiana puede particionarse como

La siguiente proposicién caracteriza entonces a una transformacion simplécti-
ca, en términos de la particién (17) de su matriz Jacobiana:

Proposicién 3.5. Un cambio de coordenadas (17) es simpléctico si y sdlo si
(a) ATC y BT D son simétricas.
(b) ATD-CT"B =1,.

13
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En particular para toda j,l

8;01' 8q,— _ 8]72' qu
2 (aQy‘ oQr 0 3@;’)

i

Z api 8qi . api 8qi _ 0
— \0P; 9P, 9P, 0P, :
Z 6p,~ 6qz‘ o 6])»; 6q¢ _ 5'1
oP; 0Q,  0Q, oP; at:

i

Demostracion. La condicién MTJM = J equivale a

AT T 0 In A B\ (0 I,
BT DT —I, 0 c D) \ -I, 0 )°

Comparando bloques se tiene

ATc-ctA =

B D-D"B = 0
A"D-Cc"B = I,
BT'C-DT"A = —I,.

Las primeras dos igualdades dan la afirmacién (a); las siguientes son equiva-
lentes a la afirmacién (b).
De (17) se tiene

0qi > (8pi )
Aij) = . (Ci) =
w = (36,) ©@=(a6
N _ (O y_ (9pi
(Bs) = (g). W= (55 ).
y de la condicién (ATC' — CT A);; = 0 se sigue

dq; Opi _ Opi Oq;
0= 2 (A = Cud) = 2 (an 0Q; ~ 9Q: an) '

i i

Anélogamente la condicién BT D — DT B = 0 implica

o o aqi api api 8qi
0 = > (BuDy—DuBy) =3 <apl op, ~ 0P, op,

_ Z dq; Op; B dq; Op;
OP, 0P; 0OP; 0F,

i

que son las identidades (18) y (19). Las relacién (20) se obtiene de la identidad
(DT A — BTC),;; = 6. En efecto,
api 8qi aqi api
o = DijAq — BijCq) = -
it E,-:( s = BiyCa) Z <an 9Q,  0P; 0Q,
_ Z (9]72' (9(]7; o 8pi 8qi
OP; 0Q1  0Q,0P; )"

i

O

Corolario 3.6. El conjunto de difeomorfismos simplécticos, Symp(R*™) es un
subgrupo del grupo de difeomorfismos de R®", Dif(R*™), ambos de dimension
infinita.

Observacion 7. Para simplificar la notacién, en lo sucesivo indices repetidos
indican suma.

Proposicion 3.7. Consideremos un  cambio de  coordenadas
fiR* X R™ - R"” x R", (¢q,p) = f(Q, P) y las formas simplécticas candnicas
w=dpAdg, Q=dP AdQ. La transformacion de coordenadas es simpléctica
sty sdlo si f*(w) = Q.
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Demostracion.
*ogo \_ ( Opi L 0pi 0q; q;
f(dp: Ndgi) = (an dQ; + ap; de) A (an Qi + 9P, dPl)
Opi 0g; Op;i 0g;
= ; P; P,
20, andQ] ANdQ; + P, BPzd % N\ dP
Opi 0q; Op; 0q;
+8Q]~ aPldQJ ANdP, + ap, and i A\ dQq
api aqi 8;01' 8qi )
= — dQ; Nd
(56, 36, ~ 56,56, ) 2@ 4@

8])1' (9(]1‘ 8])1‘ 8(]1‘
— dP; A\ dP,
(apj oP, 8P, oP;) "’ !

api aqi 8p¢ 8q¢
- dP; N d
(8P]- oQr  0Qi OP; s N dQ
Los coeficientes de dQ; A dQi, dP; A dP; son cero debido a (18) y (19), por
(20) el dltimo término es

§,dP; A dQ, = dPj A dQ; = Q.

Jr

O

Consideremos ahora las 1-formas diferenciales en el contradominio R*" con
coordenadas (¢,p) y en el dominio R con
coordenadas (@, P)

a=pdg=>_ pdg, A=PdQ =Y P.dQ:.
i=1 i=1
y observe que w = da, 2 = dA, es decir las formas simplécticas son exactas.

Proposicién 3.8. Si el cambio de coordenadas f: R®™ — R?" es simpléctico;
a, A son las 1-formas (21), entonces existe una funcion W(Q, P), posible-
mente definida localmente, tal que

() — A=dw.

Demostracién. Como
d(f (@) —A)=df(a) —dA=f"(da) —Q2=Q-Q=0.

por Lema de Poincaré toda forma cerrada es localmente exacta, luego existe
una funcién W(Q, P) posiblemente localmente definida , satisfaciendo (22).
d

Observacién 8. La relacién (22) se acostumbra escribir como
pidqi — P»Lsz = dW,

“donde p; y la diferencial dg; se expresan como funciones de Q y P a través
del cambio de coordenadas” (véase por ejemplo [7], p. 67) y W es funcién de
Q. Alternativamente podemos considerar que el lado izquierdo de (23) es una
1-forma & en el espacio producto R*" x R*" de coordenadas (Q, P,q,p). De
hecho @ = dp; Adq; — dP; AdQ; es una forma simpléctica en R?” x R?" exacta
pues w = da. El espacio simpléctico (R2” X ]R%,D) contiene a la gréfica de f:

Iy ={(@, P,q,p) | (¢;p) = f(Q, P)}.

y si ipf Ty — R?™ x R?™ denota la inclusién, entonces

ir, (@) = ir, (da) = d (ir (@) = 0
Por el Lema de Poincaré

ir ; (@) = dW

para alguna funcién local W definida sobre I'y con coordenadas (@, P). La
ultima expresién es precisamente (22).
Observacién 9. La grifica de la funcién f (24) es un ejemplo de variedad

Lagrangiana en el espacio vectorial simpléctico producto R?" x R2™ con la
forma simpléctica @ = dp; A dg; — dP; A dQ;. Véase también la seccién 5.

15
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(27)

(28)
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Lema 3.9. Las siguientes 1-formas diferenciales en R?™ x R?"

Fy = prdgr — PedQr, F> = qrdpr + PrdQ,
Fs = prdge+ QrdPe, Fi = qrdpr — QrdPk,

difieren por la diferencial de una funcion escalar.

Demostracion. Se puede verificar que
Fy = —F, +d(piqi) = F5 +d(Q:P;) = —Fy + d(pigi — PiQy).

Verifiquemos la primera identidad para ilustrar el proceso conocido como
transformada de Legendre. Primero notemos que

Fi = prdgr — PrdQx = —(PrdQr — prdq)

Las variables independientes son Qk y gx; debemos sustituir gx por py como
variables independientes asi que sumamos y restamos

i = —(PedQr — prdqr + qrdpr)
—(PrdQr + qrdpr — (Prdar + qrdpr))
—(PrdQr + qrdpr — d(prqr))
—(PrdQr + qrdpr) + d(prqr)
— I + d(prgr).-

g

Corolario 3.10. Si el cambio de coordenadas f: R?*" — R?*™ es simpléctico
entonces existen funciones Wi(Q, P), i = 1,2,3,4 tales que

[ (pedqr) — PedQr = dWi, f"(qrdpr) + PrdQr = dWa,
f*(pkqu)-i-dePk = dWs, f*(qkdpk)—dePk = dWy

Teorema 3.11. Si el cambio de coordenadas f: R*™ — R®" es simpléctico
entonces:
1. Si %ﬂ # 0, entonces eziste una funcion S(q, Q) tal que

95 _ 95 _ _p
age PP 8g, T

2. Si %ﬂ # 0, entonces una funcidn S(p, Q) tal que

os s,
T

3. Si ‘?)8 # 0, entonces existe una funcién S(q, P) tal que
oS oS
8—%7% 781:’/9 = Qk.

4. Si ‘?}8 # 0, entonces existe una funcion S(p, P) tal que

o8 _ 05 _
Opn = dk, P, = k-

Demostracion. La relacién
Prdgr — PrdQr = dW1

es una relacién entre formas diferenciales sobre la variedad I'y de dimensién
2n, la cual naturalmente estd parametrizada por (Q, P), asi que W7 es funcién
de (Q, P). Si el cambio de coordenadas es ¢ = f1(Q, P), p = f2(Q, P) y se
satisface la hipétesis del {tem 1, entonces es posible despejar P = ¢g1(q,Q) v
se puede parametrizar I'y con las variables (g, Q) como sigue

Iy ={(Q,P,q,p) | P=91(q; Q) p = f2(Q,91(q, Q)) }-
Si hacemos S(q, Q) = W1(Q, g1(q, Q)) entonces
prdge — PedQr = dS(q, Q),
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con (g, @) variables independientes, implica

_ o8
P = dar
oS

—P, = .

El resto de los casos se prueba de manera similar.
d

El teorema anterior tiene una versién reciproca: Supongamos que estd
dada una funciéon S de 2n variables con las correspondientes ecuaciones de
transformacién (26), (27), (28) y (29), queremos dar condiciones suficientes
para que dichas ecuaciones definan una transformacién candnica; al menos
localmente.

Teorema 3.12. 1. Sea S(q,Q) una funcién escalar de clase C*. Las ecua-
ciones implicitas

oS
P = T%(q,Q)
08
-p = =2
k an ((L Q)?
bajo la condicion de no degeneracion
‘ 9%S
0Qr0q;

definen una transformacion de coordenadas

0= Q. P), p= %(h(@,m,@)

que es simpléctico.
2. Sea S(p, Q) una funcién escalar de clase C*. Las ecuaciones implicitas

oS
qe = %(I%Q)
oS
P = — .
bajo la condicion de no degeneracion
%S
0
‘8Qk6pj .

definen una transformacion de coordenadas

as
p:fQ(Q7P)7 q:aip(fQ(Q7P)7Q)

que es simpléctica.
3. Sea S(q, P) una funcidn escalar de clase C*. Las ecuaciones implicitas
» oS
k= 4
Oqx
oS

Qk = Tpk(q’PL

bajo la condicion de no degeneracion
%S
6Pk6qj

definen una transformacion de coordenadas

(¢, P)

0= f2(Q.P), p= %‘ZUQ(Q,P),P)

que es simpléctico.

17



18

(41)

(42)

(46)

JOAQUIN DELGADO

4. Sea S(p, P) una funcion escalar de clase C*. Las ecuaciones implicitas

oS
@ = Tpk(P,P)
oS

_Qk = TF)IC(pMF))?

bajo la condicion de no degeneracion
9%S
6Pkapj

£0

definen una transformacion de coordenadas
a8
p:fQ(Q7P)7 q:aip(fQ(Q7P)7P)

que es simpléctica.

4. LAS ECUACIONES DE HAMILTON

Si H: R™ x R™ — R es una funcién de clase C2, las ecuaciones de Hamilton
estan definidas por el sistema dindmico

_ OH
= %
. OH
po= =5, OPE R"
donde %I; = (%, e %)T, etc. que se pueden escribir como

¢=JVH(z), z=(ap)"

Proposicién 4.1. Sea f: R*™ — R?" un cambio simpléctico de coordenadas
de clase C', z = f(Z). Entonces las ecuaciones (46) se transforman en las
ecuactones de Hamilton

Z=JVH(Z), Z=(Q,P)",
con. Hamiltoniano H(Z) = H(f(Z)).
Probaremos primero el siguiente lema

Lema 4.2. VH(Z) = Df(Z)"VH(f(Z)).

Demostracion. Por definicién de gradiente, para cualquier
W € R®" se cumple,

(VH(Z),W) = DH(Z) - W = DH(f(%)) - Df(Z) - W
= (VH({(2)),Df(Z)-W) =(VDf(Z)" - H(f(2)),W),

de donde se sigue la afirmacion. O
Veamos ahora la demostracion de la Proposicién.

Demostracién. Por la regla de la cadena y con z = f(Z), de (46) se sigue

Df(Z)-Z = JVH(f(2))

Z = Df(Z)'IVH({(2))
= —JDf(2)" J*VH(f(Z))
= IDf(2)"VH({(Z))
= JVH(Z).
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5. ESPACIOS VECTORIALES SIMPLECTICOS

En esta seccién veremos la geometria que subyace en la formulacién de
los sistemas Hamiltonianos, tal como se ha definido en la seccién anterior.
Posteriormente veremos que es posible globalizar estos conceptos al considerar
una variedad simpléctica. Recuerde que una aplicaciéon multilineal es una

k—wveces
aplicacion w: V xV x..-xV— R que es lineal en cada argumento por
separado, manteniendo el resto constantes. Se reserva el término forma cuando

la aplicacién multilineal es simétrica o antisimétrica, vgr., cuando

WVoy,Vagy Vo) = w(v1,v2, -+ ,Vk) (simétrica)
WMoy, Vag, 3 Ve,,) = sgn(o)w(vi,ve, - ,vx) (antisimétrica)
para cualquier permutacién (o1,02,...,0k) y sgn(o) el signo de la permuta-

cion.
Definicién 10. Un espacio vectorial simpléctico es un espacio vectorial sobre

R equipado con una forma bilineal w: V x V — R, antisimétrica y no
degenerada. Esto ultimo significa:

w(u,v) =0, YweV=u=0.

Observacion 10. La condicién de no degeneraciéon obliga a que el espacio
vectorial, en caso de ser de dimensién finita, tenga dimensién par. Esto se sigue
del hecho de que el determinante de una matriz antisimétrica de dimension
impar es cero. En lo sucesivo denotamos por d = dim(V'), la dimensién del
espacio vectorial simpléctico. La forma simpléctica define un isomorfismo de
espacios vectoriales V' — V™, mediante la férmula u — v, u*(v) = w(u,v).

El Teorema de Darboux afirma que es posible escoger una base en la cual
la matriz asociada a la forma simpléctica toma la forma candnica (13).

Teorema 5.1. SiV es un espacio vectorial simpléctico y w la forma simplécti-
ca, entonces existe una base de V', e;, fi, i =1,2,...,d tal que

w(eisej) = w(fi, f3) =0, wlei, fj) = di-

es decir la matriz asociada a w en esta base es precisamente la matriz simplécti-
ca (13).

Definicién 11. Si W es un subespacio del espacio vectorial simpléctico (V,w)
denotamos por ijyw la restriccion de w a W x W, es decir ijpw = w|wxw.
Decimos que W es un subespacio:

a) Simpléctico, si iyyw es no degenerada.

b) Isotrépico, si ijyw = 0.

¢) Lagrangiano, si es isotrépico y dim(W) = 1dim(V/).
5.1. Variedades simplécticas. La versién global o “no lineal”de los espa-
cios vectoriales simplécticos son las variedades simplécticas. Recuerde que una
variedad diferenciable M de dimensién n es un espacio topolégico Hausdorff
dotado de un atlas de cartas coordenadas (V;, ¢i)icr, donde V; es un abierto
en M, tales que M = U;erV; y ¢i: Vi — R™ es una funcién continua con la
propiedad de que si V; NV, # () entonces el cambio de coordenadas

dio¢; ' ¢i(VinVy) = ¢;(VinVj)

es una funcién diferenciable (C°°) entre abiertos de R™. En lo sucesivo denota-
mos por ¢(z) = (q1(x),. .., qn(x)), las funciones coordenadas. En una variedad
tiene sentido hablar de funciones (reales) diferenciables y curvas diferenciables.
Decimos que una funcién f: M — R" es diferenciable, si para cualquier carta
coordenada (U, ¢), fop*: ¢(U) — R™ es diferenciable como funcién definida
en el abierto ¢(U) C R™. Sean c1, c2 gérmenes de curvas alrededor del origen
que pasan por el mismo punto x € M. Decimos que son equivalentes, si pa-
ra cualquier carta coordenada (U, ¢) tal que z € U y ¢(x) = p, se satisface
L(poci)(0) = L(¢oc2)(0). Una clase de equivalencia de curvas se llama
un vector tangente en x y la coleccién de vectores tangentes forma el espa-
cio tangente T, M con la siguiente estructura natural de espacio vectorial: Si

19
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v; = 2(¢o¢;)(0), con ¢; curvas como antes, entonces cs = ¢~ (p+t(v1 +v2))
es un germen de curva que define la suma de clases: [cs] = [c1] + [c2]. Andlo-
gamente la diferencial de f: M — R es una funcién lineal en cada fibra:
dfz: ToM — R, donde df, - v = w se define como sigue: para una curva c
representante del vector tangente v € T, M entonces df, - v = <% (f 0 ¢)(0). Sea
(U, ¢) una carta coordenada como antes; entonces ¢~ '(p + te;) es una curva

cuya clase se denota por -2 ().

9q;

Fibra a fibra, los espacios tangente y cotangente (el dual) pueden agruparse
en el haz tangente y cotangente:
™ = |J oM, T"M = | J TuM". Sean 7: TM — M, X\: T*M — M

zeM zeM

las proyecciones. Tanto T'M como T*M son variedades diferenciables. Por
ejemplo, dada una carta (U,¢) en M, 771 (U) es un abierto en TM y para
¢ € 71 (U) existen funciones ¢;: 7' (U) — R tales que £ = 5, q'i(f)a%i(x).
Entonces T¢: 71 (U) — R" xR™, T'¢ = (qom, §) es una carta coordenada. La
base dual de B%i se denota por dg; y permite definir una carta coordenada en
A"HU) € T*M, asociando a o € Ty M las coordenadas a = 3 p;(a)dq;, de
modo que T*¢ = (qo A, p) es una carta coordenada. Un campo vectorial es una
seccion de TM es decir X: M — TM y mo X = ida. Una forma diferencial
es una seccién de T M.

Definicién 12. Una wvariedad simpléctica es una variedad P dotada de una
2-forma w € A%(P) es cerrada y no degenerada.

En otras palabras dw = 0 y para cada z € P, wg(u,v) = 0 para toda
v € T, P implicau=0¢€ T, P.

El ejemplo candnico de variedad simpléctica es el haz cotangente a una
variedad T* M. La forma simpléctica candnica es la derivada exerior de la 1—
forma candnica definida como sigue: La aplicacién tangente de la proyeccién
ANT*M—>MesTA: T(T*"M) — TM, luego si & € To(T*M), con a € T* M,
sea entonces z = A(a), luego TA-€ € T, M y podemos aplicar{a, TA-£), donde
(,) denota el apareamiento natural T, M x T,M — R. Como la aplicacién
& — (o, TXA- &) depende linealmente de £ € T, (T M) se ha definido una forma
diferencial I' en T* M. La forma simpléctica es w = dI".

Observacién 11. Tomando coordenadas (g o A, p) no es dificil ver que w y T’
coinciden con la 2-forma y 1-forma canénicas en R?™ del Ejemplo 1, (10) y

(9).

El Teorema de Darboux se extiende al caso de variedades

Teorema 5.2. Si (P,w) es una variedad simpléctica, para cada x € P existe
una carta coordenada (U, ¢) con coordenadas ¢(x) = (q1,G2,- -, qnsD1,D2s - - -, Dn)
tal que

w\U = del A dqi.
i=1
Definicién 13. Una variedad L de una variedad simpléctica (P,w) se dice
Lagrangiana, si dim(L) = dim(P)/2 e izw = 0. En otras palabras T, L C T, P
es un subespacio Lagrangiano para cada x.

Como w es cerrada entonces es exacta, al menos localmente digamos
w = da. Si L es Lagrangiana, entonces i;a es una forma cerrada, luego
existe una funcién posiblemente definida sélo localmente, tal que i; o = dF.
Llamamos a F' una funcién generadora de la variedad Lagrangiana.

Usando el Teorema de Darboux, se puede obtener una forma candénica local
de una variedad Lagrangiana, ya que p; dg; = dF', implica

L= {(q,p) | pi = g;(q,p)}-

En la primera parte de este trabajo se han visto multiples ejemplos de fun-
ciones generadoras de variedades Lagrangianas dadas por graficas de transfor-
maciones canénicas en la variedad simpléctica producto R*® x R*".
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6. SISTEMAS HAMILTONIANOS

Definicién 14. Sea (P,w) una variedad simpléctica. Un campo vectorial
X: P — TP se dice Hamiltoniano, si existe una funcién H € C*(P) tal
que

ixw = —dH.

Recuerde que si X es un campo vectorial y « una k—forma entonces ix« es
una k — 1 forma definida como

(ixa)z(ur,uz, ..., ur) = az (X (), u1,u2, ..., ug).

Asi, ixw es una 1-forma globalmente exacta, si el campo es Hamiltoniano.

Observacion 12. En una carta de Darboux, si

1o} 0

8qi 8pi
entonces
. OH OH
ixw = —Ai(q,p)dpi + Bi(q,p)dq; = _T%in - aT)idp"
lo cual implica A; = g—g, B, = fg—g. Luego, a lo largo de una curva solucién

del campo se satisfacen las ecuaciones de Hamilton

W~ Ada0p0) =5 = Ada().p0) =5

7. PRINCIPIOS VARIACIONALES

Consideremos el siguiente problema variacional: sea L(t,x,v) una funcién
definida para t € [t1,t2], (z,v) € D x R? y D C R? un abierto, L de clase C",
con r > 2. Definamos el funcional definido para una curva z: [t1,t2] — D por

t2 dx
10) = [ Lisale)is) ds. =00
t dt
Analicemos primero la existencia de minimales en el espacio de curvas de clase
C' con extremos fijos
F:{Iecl[tl,t2] |£E(t1) =1, x(tg):xz}.
Definicién 15. Decimos que z* € I' es minimal en T, si
I(z™) < I(x), Vzel.

Observacion 13. El infimo puede existir, sin que se alcance.

Considere por ejemplo d = 1, L(t,z,v) = t%0°, [t1,t2] = [0,1] 21 = 0,
x2 = 1. Para la familia de curvas z,(t) = t™ se tiene

I(mm) = por lo que T};Iéfll\]](wm) = 05

m+3

pero I(z) > 0 para toda z € I.
Sin embargo se tiene el siguiente resultado:

Proposicién 7.1. Si z es minimal en T' entonces « € C? [t1,t2] ¥

oL ) 2 gL )
a—vj(t,ac,m) =, @(s,x(s),az(s))ds = const.

para toda t € [t1,ts2].

Las ecuaciones (50) se llaman las ecuaciones integrales de
FEuler-Lagrange.

Definicién 16. Una curva minimal 2* € T" se dice regular, si det (Lui,v].) #0
a lo largo de =™, v = ™.

El siguiente resultado de regularidad aplica a curvas minimales.
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Proposicién 7.2. Si x* € T' es una curva minimal regular, entonces ™ €
C?[t1,t2] y se satisface

dfoLy_oL | _dr

dt 81)j - 8£Ej7 - dt ’

Definicién 17. Una curva ™ que satisfaga las ecuaciones de Euler-Lagrange
(51) se dice extremal en T'.

Observacion 14. La teoria detras de los métodos variacionales es muy extensa
y referimos al lector a la referencia [6] donde se caracterizan las propiedades
topolégicas de las curvas minimales y en particular los conjuntos de Mather.

8. LA TRANSFORMADA DE LEGENDRE

En secciones anteriores hemos introducido la tansformada de Legendre en
el contexto de pasar de una funcién generadora de un tipo a otro bajo hipétesis
locales de convexidad. Aqui supondremos hipdtesis suficientes para que la
transformada de Legendre pueda definirse globalmente, lo cual nos permitird
relacionar la formulacién Lagrangiana y Hamiltoniana de la Mecénica.

Definicién 18. Un Lagrangiano L(q,v) se dice de Tonelli, si la aplicacién
L(z,-) es de crecimiento superlineal y estrictamente convexa, es decir

L(z,v) 9°L

|[v]—o0 |U|

z,v)

es estrictamente definida positiva. Andlogamente un Hamiltoniano H (z,p)
se dice de Tonelli, si la aplicacién H(z,-) es de crecimiento superlineal y
estrictamente convexa, es decir
H(z,p) o*H
lim —— =400 y ——(z,p
lpl—oo  [p| op? (=.p)

es estrictamente definida positiva.

Observacién 15. Si L(z, v) es un Lagrangiano de Tonelli de clase C?, entonces
la transformacién

oL
pP= %(1‘77))

es invertible globalmente de manera continuamente diferenciable respecto de
v y continuamente respecto de x. La demostracién del siguiente resultado se
deja al lector.

Proposicién 8.1. Sea L(x,v) un Lagrangiano de Tonelli. Defina el Hamilto-
niano asociado

H(z,p) =v-p—L(z,v)

donde, v = v(z,p) de acuerdo a la ultima observacidon, entonces H(x,p) es un
Hamiltoniano de Tonelli. Viceversa, si H(x,p) es un Hamiltoniano de Tonelli
y L(z,v) =v-p—H(x,p) donde p = p(z,v) de acuerdo a la itima observacion,
entonces L(z,v) es de Tonelli.

Teorema 8.2. Sea L(z,v) un Lagrangiano de Tonelli de clase C* en x € D
abierto de R, v € R®. Entonces la aplicacion
L:DxRY— D xRY,

(z,v) — (:E,p = %(m’v))

es un difeomorfismo global, con inversa
(z,p) = (z,v = 8—H(:v )
7p ’ - 8p 7p .

Demostracion. Sea v(g,p) la funcién implicitamente definida por la primera
relacién en (53). Derivando H respecto de p,
OH _ . ov 9L ov_ . ( 9L\ &v_
op p op v Op p ov op

de la definicién de p. O
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Teorema 8.3. Bajo las mismas hipdtesis que el Teorema anterior. La trans-
formada de Legendre (53) manda las ecuaciones de Euler-Lagrange en las
ecuaciones de Hamilton y viceversa:

d(aL) OL _ . do _0H dp _ _0H

a\ov) o "T @ pat T 0w
Demostracion. Nétese que de la definicién (52) se satisface
OH  OL
dr Oz
Ahora, partiendo de las ecuaciones de Lagrange, de la definicién de p (ver 53)
se tiene
i(@),@: _ dp_ _OH
dt \ Ov Ox dt ox’
que es la segunda ecuaciéon de Hamilton. Por otro lado,
dx OH Oov 0L 0Ov OH
=" ey o

donde se ha derivando (52) respecto de p, suponiendo v = v(z, p). El reciproco
se muestra de manera similar y se deja como ejercicio. O

9. TERMODINAMICA DE SISTEMAS QUIMICOS

Las variables medibles de los sistemas macroscopicos cuando son pertur-

bados, evolucionan de manera complicada y pueden variar de punto a punto
(variables distribuidas). En muchos casos tienden a estabilizarse con el tiem-
po en valores determinados independientemente del punto donde son medidas
(variables conglomeradas). Decimos que se ha alcanzado el equlibrio termo-
dindmico. Los efectos disipativos pueden atenuarse perturbando poco a poco y
ligeramente el sistema, esperando un tiempo suficiente a que los valores de las
variables se hayan estabilizado. Un proceso de este tipo se llama quasiestatico
y se representa por una curva en el espacio de estas variables. El pardmetro
de esta curva no es el tiempo, sino que simplemente indica el orden en el que
el proceso se lleva a cabo. De las variables conglomeradas se distinguen las de
tipo extensivo que dependen proporcionalmente del volumen del sistema, vgr.,
si 7 —1 del total de r son aumentadas por un factor A, entonces la variable res-
tante varia en la misma proporcion; las del tipo intensivo son independientes
de esta transformacién de escalal.
Postulado I. En los sistemas simples existen estados particulares, llama-
dos estados de equilibrio termodindmico que estan caracterizados macroscopi-
camente por la energia interna U, el volumen V y las cantidades molares
Ni, Na, ..., N, de los componentes quimicos.

Las variables a las que se hace referencia en el Postulado I son del tipo
extensivo. Méas adelante veremos que las variables intensivas estan determi-
nadas a partir de la relacién funcional entre estas variables y otra mads, la
entropia S que serd introducida més adelante, de modo que se puede suponer
una relacién funcional U = U(S,V, N1, ..., N,); veremos que los valores de las
variables intensivas estan completamente determinados por las derivadas de
primer orden de esta relacién funcional. Equivalentemente se puede suponer
una relacién funcional S = S(U,V, Ni,...,N,) en igual circunstancia. Mds
aun, veremos que mas que la relacién funcional de un tipo u otro, el contenido
geométrico de la termodindmica estd resumido en la suposicién (postulado) de
que los estados de equilibrio termodindmico estan caracterizados por los valo-
res de sus variables extensivas e intensivas, las cuales forman una subvariedad
Lagrangiana.

La primera ley reconoce el calor como una forma de energia que aunque
no es una variable de estado, el cambio en la energia interna se debe al calor
suminstrado al sistema menos el trabajo realizado por éste.

(55) AU = 6Q — §W,

ICaratheodory llama a las variables extensivas wvariables de forma y las variables intensivas,
variables de estado.. Nosotros usaremos el término variables de estado para referirnos a ambas.
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donde 6@ representa el calor suministrado al sistema, una 1—forma diferencial
y W el trabajo producido por el sistema.

El trabajo W = —pdV + Y, pidN;. En general las 1-formas de calor y

trabajo 6@, §W no son exactas por lo que el calor o el trabajo total dado por la
integral sobre una trayectoria que especifica el proceso que siguen las variables
extensivas 7(t) en general depende de ésta. Un proceso se dice adiabdtico, si
6Q(7(t)) = 0.
Segunda ley. Alrededor de cualquier punto P y cualquier vecindad de éste,
existen estados que no pueden ser alcanzados por un proceso adiabatico. En
particular, existen funciones T, S de las coordenadas extensivas V, N1, ..., N,
tales que 6QQ =T dS.

Caratheodory muestra que la condiciéon de la existencia de puntos inal-
canzables por procesos adiabdticos es equivalente a pedir que la distribucion
definida por 6Q = 0 (ecuacién de Pfaff) sea integrable en el sentido de Fro-
benius, de lo cual se sigue la existencia de un factor integrante 1/7" que hace
que 6(Q) sea exacta:
dq
-

Para una sola sustancia quimica, de las tres variables V, U, N s6lo dos son
independientes, debido a la propiedad de homogeneidad, luego 5@ es una 2—
forma en un espacio de dimensién 2 y por lo tanto es integrable. Sin embargo,
para mas de una sustancia, la integrabilidad no es automadtica, por ello la
segunda ley no se trata de un enunciado matemaético, sino de una ley fisica,

La primera (55) y segunda leyes pueden enunciarse en el solo apartado

TdS =dU —pdV + > s dN;.

ds =

La definicién precisa de estados de equilibrio termodindmico es la siguiente:
Consideremos el espacio vectorial simpléctico de pares de variables extensivas—
intensivas y dentro de éste, el cono abierto

u:(va7N17"->NC7T7_p7u/17“'7//LC)7 S:‘/,N1>O
con la forma simpléctica w = da, con

a="TdS+pdV - u;dN;

Los estados de equilibrio termodindmico forman una variedad Lagrangiana L:
0 =iiw = d(i1a), lo cual implica que i} = dU para alguna funcién escalar
U. Cuando L se puede parametrizar por (S,V, Ni,...,N.) y entonces L es la
gréfica de dU es decir a« = dU con U = U(S,V, Nu, ..., N.); explicitamente

p_o __ov _ 90U
“oas PTTav M7 oNy

Asi, la variedad Lagrangiana L se identifica con los estados de equilibrio
termodindmico y sélo para ellos las variables extensivas toman valores bien
definidos.
Postulado II. Los estados de equilibrio de un sistema termodinamico forman
una subvariedad Lagrangiana.

Para una séla especie se tiene que U = U(S,V, N) y la propiedad extensiva
de la energia interna implica que U es una funcién homogénea de grado 1.
Comunmente se fija la cantidad molar N o el volumen V' y se habla de la
entropia o energia interna molares U = Nu, S = Ns, V = Nv o especificas
U=Vu, S=Vs, N =Vn En este caso el potencial quimico es yu = g—][\], =0
y (57) se reduce a @ = T'ds + pdv. En este caso la condicién de integrabilidad
para « es satisfecha automaticamente, ya que da es una 2-forma en un abierto
de R*(s,v).

Para dos sustancias quimicas que no reaccionan hay un potencial quimico
por cada fase de la sustancia p o, H?yg, ..., p1 2. El equilibrio termodindmico

i=1,2,...,c

de las v fases se describe por las igualdades /L{ = ,ué para j = 1,2,...,v; asi
las condiciones de equilibrio dan v restricciones entre las c+ 2 variables, dando
un total de r = ¢ 4+ 2 — v grados de libertad.
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9.1. Potenciales termodindmicos. Larelacién de estado U = U(S,V, N1, Na, ...

no es sino una parametrizaciéon de la variedad Lagrangiana L, de ahi que en
muchos casos sea conveniente usar otras coordenadas u otros potenciales, en
vez de U, para describir mejor determinados procesos o propiedades.

Un cambio de coordenadas para el potencial U se lleva a cabo mediante un
transformacién de Legendre parcial. Por ejemplo, para una sustancia habiendo
fijado el ntimero de moles, U = U(S,V). Si queremos expresar a U como
funcién de T'y V entonces hacemos G = U — T'S, donde se supone que

oU
T=22(5V)

permite expresar a S = S(T,V), luego G = G(T,V), ahora
dG =dU —TdS — SdT' =TdS — pdV — TdS — SdT' = —pdV — SdT,

de donde se obtiene

oG oG

=55, —S= .

ov oT
El  potencial termodindmico G se llama el potencial de
Helmholtz. Vemos que el cambio de coordenadas se lleva a cabo agregando
un término que es el producto de la variable extensiva que se quiere sustituir
por su correspondiente variable extensiva (S-T en el caso de la funcién de
Helmholtz). Para el estudio de reacciones quimicas que generalmente se lle-
van a cabo a presién constante es méds conveniente usar p y V' como variables
independientes; se define entonces la entalpia como H = U + pV, de donde

dH = dU + pdV + Vdp = TdS — pdV + pdV + Vdp = TdS + Vdp,

de donde la variedad Lagrangiana se describe por

OH OH
=%, v=2"
a8’ Op

La energia libre de Gibbs es el potencial G = U + PV — TS en el que se
sustituyen (S, V') por variables intensivas (P,T'). Se tiene dG = —SdT + Vdp.

Alternativamente, se puede expresar U = U(T, V) al despejar S = S(T,V)
de la relacién T' = 2Y(S, V), luego U(T, V) = U(S(T,V), V). Esta parametri-
zacion se usard explicitamente en el caso del gas ideal.

9.2. Relaciones de Maxwell. Son consecuencia de la exactitud de la
forma i} «. Por ejemplo, tomando T,p como variables independientes para
el potencial de Gibbs, dG = —SdT + Vdp es una diferencial exacta, luego

_95 _ov
op oT’
Otras relaciones entre derivadas parciales pueden derivarse de manera pareci-

da, por ejemplo para los potenciales quimicos

Opi _ Opy
ON; — ON;’

9.3. Ejemplo el gas ideal. Para un sistema PVT de una sola sustancia
la capacidad calorifica se define como el nimero de calorias necesarias para
elevar en un grado su temperatura. Es una cantidad extensiva que depende
del proceso. La capacidad calorifica a volumen constante se define a partir de
U =U(T,V) como se mostré antes

oU
Cv= (ﬁ)v

aunque hemos usado la notacion clasica que enfatiza que en el proceso el
volumen se mantiene constante, esto es innecesario.

La capacidad calorifica a presién constante se define a partir de H =
H(T, P) como se mencioné antes, luego

o0H

=57

s Ne)
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(63)

(64)

(66)

(67)
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El uso de la energia interna en el primer caso y de la entalpia en el segundo
es consistente con la definicién fisica, ya que Q) = dU si dV = 0 en el primer
casoy 0QQ = dH, si dp = 0.

Para un gas ideal la ecuacién de estado es

pV = NRT
donde R es la constante de los gases ideales.

Proposicion 9.1. Para un gas ideal la energia interna sélo depende de la
energia.

Demostracién. Consideremos U = U(T, V), luego

ou ou
De la seguna ley y usando la ecuacién de estado se tiene
dU NR
ds = T + TdV

Sustituyendo (63) en (64) se tiene

10U 10U NR
Sin embargo usando S = S(T,V) y comparando con dS = %dT —+ %dv se
tiene de inmediato

o5 _ 1o
or T oT
95 _ 10U NR
oV ToV v
Usando la igualdad de las parciales mixtas
L(OUN__1U 10
T\oVOoT ) T2V ' TOTOV
cancelando las derivadas mixtas se obtiene finalmente
oUu
= —o.
aV
a
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LA TEORIA ZF-

JUAN CARLOS AGUILAR FRANCO

RESUMEN. En esta nota daremos una definicién en la teoria ZFFE de la nocién
de encaje elemental entre modelos de ZF'E, aun si éstos son clases propias. Lo
realizamos mediante la definicién de estructura décil.

1. INTRODUCCION Y PRELIMINARES

Los conceptos e ideas que se desarrollan en esta nota estan basados en un resultado
que el Dr. Ronald Jensen plante6 hace tiempo para poder generalizar algunas de las
ideas mas importantes en la teoria de modelos.

Una de las herramientas fundamentales en la teoria de conjuntos moderna es la de
encaje elemental. Este tipo de funciones son bien conocidas en la teoria de modelos.

En la teoria moderna de conjuntos encontraremos frecuentemente “modelos” de la
teoria de conjuntos que no son conjuntos sino clases propias. También es frecuente la
necesidad de “definir” en ZF'FE encaje elemental. El propdsito de esta nota es presen-
tar una forma de definir encaje elemental en ZFFE, aun si los modelos involucrados
son clases propias.

A continuacién se proporcionan algunas definiciones 1tiles; consideraremos como el
universo a la clase de todos los conjuntos V, el cual se define como V = {z : = z}.
Las clases que se trabajan, se les llama términos clase y son aquellas clases que se
pueden caracterizar mediante una férmula del lenguaje: A = {z|¢(x)}.

Las estructuras que consideraremos son €-estructuras, es decir, la estructura inter-
preta el simbolo de relacién binaria €.

Para poder construir la teoria de conjuntos, es necesario hacer algunas precisiones,
como por ejemplo, los axiomas en los cuales se basa la teoria ademéas del lenguaje en
el cual trabajaremos.

Respondiendo a lo mencionado en el parrafo anterior, se establece que nuestro
lenguaje formal serd el de la teorfa de conjuntos (LT'C) que consiste en lo siguiente:

1. Relaciones de igualdad y pertenecia (=, €).

2. Conectivos légicos: A (y), V (0), = (no), 3 (existe), V (para todo), — (implica)
y > (siy sélo si).

3. Variables: w,v,2,y, 2,00,V1,...,VUn,... (un conjunto numerable de simbolos
para variables.

4. Paréntesis: ( izquierdo, ) derecho y “,” coma.

Al utilizar la relaciéon de igualdad implicitamente estan incluidos los siguientes
axiomas (de igualdad):

1. Reflexividad Vz(z = z).
2. Transitividad VaVyVz(z =y Ay =z =z = 2).

2010 Mathematics Subject Classification. 03C30, 03C55, 03C62 .
Palabras clave. Teoria de conjuntos, Teoria de modelos, ZF E~, encaje elemental, estructura décil.
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3. Simetria VaVy(z =y — y = z).
La teorfa de Zermelo-Fraenkel-Axioma de eleccién (ZF'E) consiste en los siguientes
axiomas:

Ezistencia: Existe un conjunto que no tiene elementos. En sfmbolos: JxVy—(y €
Eztensionalidad: Dos conjuntos son iguales si contienen los mismos elementos.
En simbolos: VaVy(Vz(z € z <> z € y) = = = y).

Parejas: Para cada dos conjuntos existe un tercero que tiene exactamente a los
dos conjuntos originales como elementos.

En simbolos: VaVy3zVu(u € z < (u=a Vu =1y)).

Union: La unién de un conjunto es un conjunto.

En simbolos: VxIyVz(z € y <> Ju(u € z A z € u)).

Comprension: Para cada conjunto a y para cada férmula de LTC ¢, posible-
mente con pardmetros, existe un conjunto b que contiene exactamente a aquellos
elementos de a que satisfacen ¢:

VoVzIyVz(z € y < (z € . A p(z,7))).
Potencia: Para cada conjunto a existe un conjunto b, cuyos elementos son
precisamente los subconjuntos de a:

VadyVz(z € y <> Vu(u € z = u € z)).

Infinito: Existe un conjunto que contiene al conjunto vacio y es cerrado respecto
a la operacién sucesor: z — x U {z}. En simbolos:

Jz(Fy(y € x AVz(z € y))A

Vydz(yex = (zex AVulu€ez e (ueyVu=y))))).

Reemplazo: Si se sustituye cada elemento de un conjunto a por su imagen
respecto a una relacién funcional ¢ se obtiene un conjunto. En simbolos:

Vi(VavyYz((e(z,y,7) Ap(z,2,0) =y =2) =
VyVzVw(w € z «» Ju(u € y A ¢(u, w, 0)))).
Fundacion: Si una propiedad es cierta para al menos un conjunto, entonces la
propiedad se cumple para algin conjunto y no lo hace para los elementos de

este conjunto. En particular, si p(x,y) es la féormula x € y, se asegura que todo
conjunto tiene un elemento €-minimo. En simbolos:

Vi(Jzp(z, V) = Jy(p(y, ) AVz(z € y = —p(z,7))).

Azxioma de eleccion Para cada conjunto no vacio a formado de conjuntos ajenos
entre si, existe un conjunto b que intersecta a cada elemento de a en exactamente
un elemento. En simbolos:

Va3y((Vz(z € x — Juu € 2)A

YoVw((v ez Aw € z A—w =w) = ~Fu(u EvAu € w)))A
Vz(z € x — Ju(u € z Au € yA
Yo(v € zAv €y) = v=mu)))).

Definicién 1.1. Un €-término es una variable o un término clase.

Definicién 1.2. Sean W un &€-término y ¢ una férmula de LTC tales que ¢ y W
no tienen variables libres en comun. Definimos la relativizacion de ¢ con respecto a
W, denotada por ", mediante recursién sobre la construccién de férmulas de LTC
como sigue:

1.

W N

(vi _UJ)W =V =V
vlevj) =v; €V

- (
- ( ) ="
(¥

)W ,(/)W W
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5. (VX)W =W v

6. (v =) =9V =W

7. (V’UHZJ)W = V’Ui(’l}i eW — "LZ)W)
8. (H’Uﬂb)w = 3’[)7;(’01' ewW — wW)

Si ¥ es un conjunto de férmulas, entonces ¥" denota el conjunto {y" |y € W}.

Definicién 1.3. Se escribe 7 : M —x, N, la preservacion de validez de ¥q-formulas
entre M y N, siy sélo si para cualquier Xg-férmula ¢ del lenguaje ocurre que

M E ¢) & N | o(n(a)).

Definicién 1.4. Sean W, W’ e&-términos con W C W' y o(z1,...,2,) una LTC
férmula que no tiene variables en comiin con W ni con W’. Decimos que ¢ es W-W'-
absoluta si

Yy .. Ve, € W(eW (x1,...,2,) & @W/(xl,...,mn)).

En particular, a las férmulas W-V -absolutas se les llama simplemente W-absolutas.

La férmula ¢ es W-absoluta si y sélo si
Vo, € W.. .V, € W(p" & ).

Lema 1.1. Las Xo-férmulas son W-W'-absolutas para cualesquiera W y W' modelos
transitivos con W C W'.

Demostracion. Sean (%) una Xp-férmula, y W, W’ modelos transitivos con W C W',

Supongamos que W | (%) con x1,...,2, € W y debemos mostrar que W’ |=
o(Z).
Procedemos por induccién en la construccién de .

Sea o(x1,...,2,) = x; € x;.

Dado que se satisface W = z; € z; y que W C W' se concluye que se satisface
w’ ': Ti € Ty.

Ahora si W' |= ¢(z1,...,2;), es decir si W/ |= z; € x; habrd que demostrar que
W = z; € zj, pero esto es inmediato, pues los testigos estdn en W, por lo tanto,
w ): T € T .

Sea p(z1,...,2,) = z; = ;.
Por hipétesis y dado que W C W’ se obtiene que W' = z; = z;.

Si W' k= z; = x; dado que x;,2; € W, se concluye que
W=z =z

Sea ¢ = 11 Ao, donde 1 y 12 son W-W'-absolutas.

Se supone W = ¢ <> W [ 1 A 19, entonces, por definicién de conjuncién se
obtiene que W = 91 y W [ 19, aplicando la hipétesis se deduce que W’ = ¢ y
W' |= 12, de donde se concluye que W' = 1)1 A 1)g, es decir W' |= .

Dado que z1,...,x, € Wy si W' = ¢ entonces W’ = 41 A 19 por definicién de la
conjuncién, se obtiene W’ = ¢ y W’ |= 19, porque los z; € W, para todo 1 < i <mn,
se satisface que W = o1 y W =)o, es decir, W = 11 A iha.
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Sea ¢ = —) con 1) una férmula W-W/'-absoluta.

Si W E ¢ entonces W |= =), por hipétesis W' = =), es decir W' = .

Aqui si W’ = =) se sigue que W = —), pues x; € W C W',

Sea ¢(z, %) = 3z € uw(z, &), donde ¥ es W-W'-absoluta.

Si W = 3z € wip(z,T), es decir existe un testigo en W, tal que W | ¢(a, £), por
hipétesis y dado que W C W’ se concluye que W' = ¢(a, &), es decir,

W' E 3z € (2, 7).

Aqui, al igual que en los casos anteriores, el testigo estd en W, por lo tanto en W
se satisface . O

Lema 1.2. Las siguientes expresiones son definibles en ZFE':

1. u es transitivo.

2. <u7€> ':Qo[a17'~~aan]'
3.V =W

4. w[V].

Demostracion. 1. w es transitivo <> Vo € uVy € x(y € u) es una férmula en ZFE.
2. (u, €) = glay, ..., ay,] significa que:

Sip=ux; € x; existen a;,a; € u tal que a; € a;.

Si ¢ = x; = x; existen a;,a; € u tal que a; = a;.

Si ¢ = 11 A 19 entonces existen ay,...,a, € u tal que
1[11[0,1, e ,an] N 1/)2[a1, e ,an].
Si ¢ =) entonces para todo aq,...,a,€u ocurre —ay, ..., a,].
Para ¢ = Jxv) significa que existen b, aq,...,a, € u con
wlb,a, ..., an].

3. m: VoW VeeViyeW((x,y)) €.
4. V] ={n(v)lv e V}. _

Definicién 1.5. Sea ¢ una Yo-féormula, la relacion de satisfaccion para ¥g-formulas
se define como
=20 play, ..., a,] <> Ju(u es transitivo A
a1, .., 0n € U (U, €) = @la, ..., an]).
Esto se justifica por la absolutez de las Yp-formulas.

Definicién 1.6. Sean m, W términos clase. La expresion m: V —s, W cofinal es la
férmula:
W es transitivo A m: V. — W AW = [Jw[V]A para toda Eo-férmula ¢ y cualesquiera
ai,...,a, se cample =0 pla] «=>0 o[r(a)].
Por lo demostrado en el Lema anterior, se observa que tanto la relacién de satis-

facciéon como 7 cofinal, se pueden definir en ZF E, pues cada parte que compone a las
expresiones que las definen son definibles en ZF FE.

Definicién 1.7. Sean 7, W términos clase. 7 es un encaje elemental se define mediante
el siguiente esquema:

7:V — W AW es transitivo AVT(¢(7) < oW (7(7)))
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para toda L-férmula ¢.

No es evidente como definir este esquema en ZFE dada la presencia de ¢".

Con ZF~ se denota a la teoria que contiene a los axiomas de ZF sin el axioma de
potencia, ademéas de cambiar el esquema de reemplazo por:

(1) VaIyp(z,y) = YuoVe € udy € ve(x, y).

2. ESTRUCTURAS DOCILES

En esta seccién se hace un estudio de las estructuras déciles, herramienta indispen-
sable para lograr el objetivo planteado.

A partir de ahora se considerard L(A) el lenguaje que se obtiene al agregar
A ={A44,...,A,}, un conjunto de nuevos predicados, al lenguaje L. Es importante
senalar que la apariciéon de nuevos simbolos de predicado modifica la definicién de
Yo-férmula, la cual es entonces la siguiente:

Definicién 2.1. Una Xg-férmula de L(A) es una férmula en donde todos sus cuanti-
ficadores son acotados, en la férmula pueden aparecer simbolos de predicado.

Definicién 2.2. Sea N transitivo, A C N. Se dice que (N, A) es ddcil si y sélo si
rNA€E N para todo z € N.

Si A es un simbolo de predicado, A C N, por lo que puede ocurrir z N A ¢ N
para algin (o todo) x € N. Lo cual no se cumple si (N, A) es décil. La estructura
(N, Aq,...,An) es dbcil si (N, A),..., (N, A,) lo son.

En lo que sigue se considera a (N, Ay,...,A,) un ZF~-modelo, donde los axiomas
de ZFE consideran ahora férmulas en L(A).

Definicién 2.3. Se escribird 7 : (N, A) —y, (N’,A’) si y solo si para toda L(A)-
férmula Xg, ¢ y para toda z1,...,z, € N se satisface:

-,

(N,A) = play, ... x0] & (N, A |= gln(a1), ..., m(xn)].

Lema 2.1. Sean 7 : (N, A) —x, (N',A"), donde N’ es transitivo y (N, Ay,..., A,)
docil. Para 1 <14 <n suponga que A; C N'. Entonces las siguientes afirmaciones son
equivalentes:

7 (N,A) —

b. 7T(£L' n Al)
Demostracién. (a) — (b) Supongamos 7 : (N, A) —5, (N’,A") y lo que queremos
demostrar es que m(x N A;) = w(z) N A, paraxz € N, 1 <i < n.

Yo <N/7A,/>:'
m(x) N A, paraz € N, 1 <i<n.

Sean A; C N para algin ¢ y z € N arbitrario.

-,

Dado que (N, A) es décil se deduce que (N, A;) es décil, por lo tanto x N A; € N.

Por otro lado se sabe que N’ es transitivo y que A} C N, con esta informacién se
demuestran las dos contenciones.

(C) Sea z € m(x N 4;). Dado que N es transitivo y 7 preserva LTC férmulas debe
ser el colapso de Mostowski, en consecuencia z = w(y) para algin y € x N A;. Se sigue
que z € w(z). Como 7 preserva Xo-férmulas se tiene que si (N, A) = Az entonces
(N, A"y = A'm(z), ahora y € x N A;, por lo que w(y) € AL, asi que z € A].

(D) Sea z € m(x) N A}. Entonces z = w(y) para algin y € z y (N, A") = A}z, es
decir, (N’ A") = Aln(y), se deduce que (N, A) = A;y, asi que y € x N A;, por lo que
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z €m(xNA;).

(b) — (a) Por simplicidad en la notacién, la demostracién se realiza para n = 1,
consideremos A = Aj.

Sean M transitivo, w C M también transitivo y x1,...,x, € u tales que satisfacen
lo siguiente:

(2) (M, A) E olz1,...,xn] < (u,ANu) E @lr1,..., 2]

Para Y-férmulas ¢, lo anterior se satisface por la absolutez de Yp-férmulas, pues
(u, AN wu) es una subestructura de (M, A) y los testigos estdn en el universo de la
estructura menor.

Sig = p(v1,...,v,) es una férmula del lenguaje de (N, A), sea @ = @(u, a, vy, ...,v,) =
©{®a) | es decir se obtiene al realizar la relativizacién de todos los cuantificadores de

@ a uy de la sustitucién de todas las férmulas primitivas Az por x € a.

Entonces ¢ es una Yo-férmula en el lenguaje L y para toda u,a € N, z1,...,T, €u
se cumple que:

(N, A) E ¢lu,a,7] < (u,a) = o[
Sean x1,...,x, € N arbitrarios y u € N transitivo, tal que z1,...,z, € u.

Sea ¢ es una Xp-féormula. Entonces:

(N,A) E olx1,...,zn] < (u, A ﬂ H:ga[xl,.. s T
© <N7 ') (), (Amu),...,yr(xn)}
& (m(u), m(ANu) = e(r(@1),. .. m(2n))
o (NLA) Eelr(),. .. m(en)]
por (2) y por m(ANu) = A" N7(u). O

Lema 2.2. Sea 7 : N —x, N’ cofinal. Entonces N' es cerrado respecto a x Ny, x Uy,
(z,y).

Demostracion. Para demostrar x Ny € N’ supongamos que x,y € N'.

Por estar x y y en N’ se sabe que = € m(x0) y y € m(yo), con zg,yo € N, pues 7 es
cofinal. Sea z = {z1|21 € xg A 21 € Yo }.

La Yp-férmula

Vz1 € x0Vz1 € yoIz1 € 2(21 €T Nz € Y)

se satisface en (N, A), por lo tanto es valida en (N’, A") con

7-‘-(930)7 ﬂ'(y())v 71'(2)7

en particular z Ny € N'.

Para observar que Uy € N’ supongamos que z,y € N'.

Por estar x y y en N’ se sabe que « € m(x0) y y € m(yo), con g, yo € N, pues 7 es
cofinal. Sea z = {z1|z1 € 20 V 21 € Yo }.

La Xo-formula

Vz1 € xgV21 € yodz1 € Z(Zl cxVz € y)

se satisface en (IV, A), por lo tanto es vélida en (N’, A’) con 7(xg), 7(yo), 7(z), en
particular x Uy € N'.

Si se demuestra que: z1,...,2, € N' = (21,...,2,) € N parai = 1,...,n sea
x; € m(u;),u; € N (7 es cofinal).
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/
Sea v’ = {(z1,...,2n)|71 € U1, ..., 2n € Up}.
La Yp-férmula

Vo, € u1Vas € us ... Vo, € uydy €'y = (z1,...,2,)
se satisface en (N, A), por lo tanto también es verdadero en (N'; A’) con m(uq), ...,
m(uy), m(u’). En particular (x1,...,2,) € N'.
O

Lema 2.3. Sea 7 : (N, A) —x, (N',A") cofinal, donde (N, A) es décil. Entonces
existe un dnico A" tal que w: (N, A) =5, (N, A"). (N, A’) es entonces también ddcil.

Demostracion. Se demuestra primero la existencia.
Sea A" = U ey Tz N A).

Afirmacién 1. 7 : (N, A) =5, (N', A")

Demostracion. Por el Lema 2.1 se debe de mostrar que: m(z N A) = w(x) N A’ para
todo x € N.
(C) Es inmediato pues w(z N A) C A’ que es la unién de los 7(x N A) para todo
xz € N.
(2) Sea z € w(z) N A’. Entonces z € w(y N A) para algin y € N. Por lo tanto
zem(@)Nm(yNA) =n(zxNynNA) Cw(xnA).
O

Afirmacién 2. (N', A") es décil.

Demostracion. Sea x € N', x € 7w(u), suponga, sin pérdida de generalidad, que u
es transitivo (pues los ZF~-modelos son cerrados respecto a CT). Entonces m(u) es
transitivo, asi que x C 7(u). Por lo tanto, se satisface que

zNA =znnu)NA =znn(unA) e N
(]

Para demostrar la unicidad suponga que existen dos conjuntos, sean A} y A} y se
demostrarda que son iguales.

Sea z € N'. Por ser déciles (N, A}) y (N’, A})se tiene que z N A} € N’ y que
zNAL € N’  ahora, dado que (2)NA} = w(2NA;1) y que w(2)NA, = w(2NAs) siempre
que 7 : (N, A) —x, (N, A"), entonces existen z,w € N tal que z = 7(z) = 7(w), se
concluye que = w, de aqui se deduce que A; = Ay y por lo tanto A] = A}, pues 7
es el colapso de Mostowski. O

Lema 2.4. (N, A) es un ZF~-modelo.

Demostracion. Los axiomas de ZFE que no involucran férmulas se cumplen pues
N es un modelo de ZFF, entonces sélo debemos probar los axiomas que involucran
L(A)-férmulas.

s Comprensién: Sea ¢ una L(A) férmula. Entonces se cumple lo siguiente
(N, A) EVoVzIyVz(z € y < (2 € z A p(z,v))).
Es decir debemos mostrar que
Yo € NVz € NIy € NVz € N(z €y« (2 € x A" (2,0))).

Caso 1: Si en ¢ no aparece A, no hay nada que probar, pues N es modelo
de ZFE.
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Caso 2: Si en ¢ aparece A, se hace la relativizacion a N de todos los
cuantificadores y la sustitucién de toda apariciéon de Ax por x € a. Ahora,
dado que el axioma es valido en V', el conjunto y existe y sélo basta mostrar
que y € N, pero éste estd pues x € N y por transitividad de N, implica que
x C N, es decir, si z € x, entonces z € N y ademads dado que ¢ estd relativizado
a IV, todo se queda en IV, por lo tanto y € N.

= Reemplazo:

Vi € N(Vz € NVy € NVz € N((oN (x,y,7) A" (z,2,7))
—Sy=2z2)>VyeNVze NVvwe NwezNW +
Jue NucynW A (u,w,)))).

Al igual que en el axioma anterior existen dos casos:

Caso 1: Si en ¢ no aparece A, no hay nada que probar, pues el axioma se
satisface en V y por lo tanto en N, pues N es modelo de ZFE.

Caso 2: Si en ¢ aparece A, realizamos la relativizacién de ¢ a N y toda
aparicién de Ax la sustituimos por z € a, ademaés por ser vélido el axioma en
V', s6lo basta mostrar que u € N.

Para eso, se observa que y N N = y y que por la transitividad de N, si
u € yN N entonces u € N y por estar ¢ relativizada a IV, todo estd en N.

O

Hasta aqui se ha utilizado muy poco el hecho de que N es un ZF~-modelo, pero
en el siguiente lema se utilizard fuertemente.

Lema 2.5. Sea m : N —yx, N’ cofinal. Entonces m : N < N'. Por lo tanto N’ es
también un ZF~ -modelo.

Demostracion. Para cada férmula ¢ = ¢(vy,...,v,) del lenguaje de N sea

A, ={{z1,...,z0) (N, A) E @lz1,...,20]}
Afirmacién: (N, A,,) es décil.

Demostracion. Sea x € N. Por demostrar que x N A,, € N.

Basta mostrar que {y € z|(N, A) = ¢(y)} es un conjunto, y lo es por el axioma de
comprensién el cual es vélido en (N, A), pues se mostr6 en el Lema 2.4 que (N, A) es
un ZF~-modelo. O

Dado que cada (N, A,,) es décil para todo i, entonces
(N,Ag,, ..., Ap,)
es décil y por lo tanto es un ZF'~-modelo. Sea 7 : (N, Ay) —rs, (N, AL).

Entonces por el Lema 2.3 Al es tinico y (N', A},) es décil.
Ahora lo que falta demostrar es que es un encaje elemental y eso se hace por in-
duccién en la construccion de férmulas.

Afirmacién 1. Sea ¢ = ¢(v1,...,v,). Entonces A:o C N'™,

Demostracion. Sea z € A, z € m(u), con u transitivo. Entonces se satisface en (N, Ay)
que Yy € u(Ayy — Fx1,..., 2, € uy = (x1,...2%y)), es decir, se satisface la misma
Yo-formula pero con 7(u) en (N', A(,). d

Afirmacién 2. Alw = {{x1,..., o) (N, A") E olx1,..., 2]}
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Demostracion. La prueba se sigue por induccién en la construccién de formulas.
Sea ¢ una férmula atémica, por ejemplo ¢(v1,...,v,) = v; € v;.
Entonces para 1, ...,z, € 7(u), con u transitivo se satisface en N que

Vzeu(Apz < Jx1, ..., 20 €ulz = (21,...,20) AN T; € Tj)).

Es decir se satisface la misma Yo-férmula con 7(u) en (N', A7,).

Sea ¢(v1,...,v,) = (v; = v;). Entonces para x1,...,z, € m(u), con u transitivo se
satisface en N que
Vz € uw(Apz <> 31,20 €ulz = (T1,...,20) Ay = T5)).

Es decir, se satisface la misma ¥o-férmula con m(u) en (N', A)).
Ahora sea ¢ = ¢ V ¢1. Se debe mostrar que

!/ !/ !/
Az > (ALyz V Ay, 2).
Sea z € m(u) con u transitivo. Entonces

T <N’ A¢07A¢17A<P> 3 <N’,AZPO,A;1,A:@>

yen (N, Ay, As, Ay) se satisface:
Vz € u(Apz & (AL 2V Ay, 2)).
Y por lo tanto se satisface la misma férmula con 7(u) en

(N', AL AL ALY

Yo Tp1?
Sea ¢ = @y A 1. Se debe mostrar que

! ! !/
ALz & (AL z NAL 2).
Sea z € m(u) con u transitivo. Entonces

T (N, Apy, Apy s Ap) =3 (N/,A;O,A;l,

A7)

yen (N, Ay, Ap,, Ay) se satisface:

Vz € u(Apz < (AL 2 N Ay, 2)).

Yoy “TP1

Y por lo tanto se satisface la misma férmula con 7(u) en

(N', AL AL AG).

Sea ¢ = —). Se debe mostrar que
ALz = (Al2).
Sea z € m(u) con u transitivo. Entonces
I <N, Aw,A¢> —3 <N/, ilnAZp>
yen (N, Ay, A,) se satisface:
Vz € u(Ayz < —(Ay2)).

Y por lo tanto se satisface la misma férmula con 7(u) en (N, Aj,, AG).

Ahora sea ¢ = Jwip, v = Y(w,v1,...,v,). Entonces
T <N7 va A<,0> % <N/7 2[;7 Aip>

Afirmacién 3. Al (z1,...,z,) ¢ HyAiMy, XlyeenyTp).
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Demostracion. Para (<) sea Aj(y,21,...,2n), con (Y, 21,...,2n) € m(u) y u tran-
sitivo. Considere v = {(z1,...,zn)|T1,...,2n, € wu}. Entonces se satisface en
<N, Aw, A<p> .

Vz € uVyzy ... xp € u((z = (y,21,...,2n) N Ayz) —
32 e (2 = (@1,...,20) N Ay2")),
es decir la misma Yo-formula se satisface en (N', Aj;, AQ) con m(u) y w(u).

Para (=) se debe mostrar que si A,(z1,...,7,) entonces

ElyA;p@,fla cee axn>‘
Sean Al (x1,...,T,) con (x1,...,T,) € m(u)y u transitivo. Entonces en (N, Ay, Ay)
se satisface:
Vz € uVyVey ...z, € u(32' € u(z' = (@1,...,2p) N Ay2') =
z2=(Y,x1,...,Zn) N Ayz).
Por lo tanto se satisface la misma Yo-férmula con 7(u) en
(N, Ay, AL).

Una vez realizado lo anterior se inicia la prueba de encaje:

Sea ¢(z1,...,2,) = x; € x; una Yop-férmula. Por la preservacién de Xo-férmulas se
tiene que (N, A) = x; € z; entonces (N', A’) = 7(z;) € w(x;).

—

Sea () = 11 (L) A h2(Z) con (N, A) [= i(T) < (N', A') |= ¢i(w(x)) parai=1,2.

Suponga (N, A) = 11 A s por definicién de la conjuncién se obtiene (N, A) = i1
y (N, A) [ 19; por hipétesis se obtiene (N', A") E 91 y N’ E 45 por lo tanto
(N, A") | 1 A

Sea ¢ = —), suponga que (N, A) = ¢. Entonces (N, A) E — por lo tanto
(N', A"Y = =), se concluye que (N’ A’) | .

Sea ¢ = Jz)(a,x) con
(N, A) | ¥(a,2) < (N, A) = )(n(a), m()).
Suponga que (N, A) | Jxip(a,x). Sea
Ay = {z[(N, A) |= ¢(a,2)} C N.
Habré que demostrar que (N, Ay) es ddcil.

Sea y € N. Por demostrar que y N Ay € N. Basta mostrar que {z € y|(N,A4) =
¥(a,z)} es un conjunto y lo es por el axioma de comprensién pues (N, A) = ZF~,
por lo tanto es ddcil.

=) Dado que (N, A) | Jz)(a, x) se tiene que existe b € N tal que (N, A) = ¥(a,b)
por lo tanto b € Ay, es decir 7(b) € Aj de donde se obtiene que (N',A’) =
Y(m(a), m(b)) se concluye que (N, A") &= Jz)(w(a), x).

<) Suponga (N', A) | Jarp(m(a), ), entonces (N', A) |= Jo € w(b)A),(n(a), )
por lo tanto
(N',A") =3z e m(b) A}y (n(a), x)
(N,A) =3z € bAy(a,2)
(N, A) =3z € by(a,x)
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(N, A) | z¢(a, x).
Con lo que la demostracién se acaba. O
Como resultados adicionales se tienen los siguientes:
Lema 2.6. Sea 7 : M —x, N-cofinal. Entonces se satisface m: M —s5, N.

Demostracion. Sea ¢ una 31-férmula, ¢ = dxtp(z, §) con § € M, y ¥ una Xp-férmula.
Se debe mostrar que M |= ¢ <+ N = .
=) Se supone cierto

ME ¢,
es decir
M = 3zip(z, ),
entonces existe a € M tal que
M E ¥(a, 1),

por hipétesis se obtiene
N = (n(a), 7(%))
por lo tanto
N = zp(z, 7 (7))
<) Se supone que
N = Jzp(z, 7 (7)),
entonces existe b € IV tal que
N = ¢ (b,7()),
por definicién de cofinal existe u € M (b € 7(u))), por lo tanto
N | 3z € m(u)¥(z, 7(¥)),
por hipétesis se obtiene
M 3z € ui(z, ),
de donde se deduce
M = 309(z, 7).
O

Lema 2.7. Sean (N, A) y (N', A’) dos L-estructuras. Suponga que ¢ es una 3 -
formula y (N, A) |= ¢[Z] ocurre si y sdlo si ocurre (N', A") = ¢[Z]. Entonces para
¥ una I, -férmula se cumple que (N, A) = Y[Z] ocurre si y sélo si (N', A" | ¢[7]
ocurre.

Demostracion. Supongamos que la conclusién no es cierta, es decir existe una IT,-
férmula ¢ tal que (N, A) =y (N, A") E .

Sea ¥ = Yupg una II,-férmula. Entonces ¢y debe de ser una 3, _;-férmula.

Se aplica la hipdtesis a ¢g y se obtiene que (N, A) = g si y sdlo si (N, A’) E o,
pues es una %, _-férmula.

Ademds por hipétesis se sabe que (N’ A") ¥ 1, lo que es equivalente a (N A") |
—1p, es decir
<N/7 Al> = —Vupo
por lo tanto
(N', A') | Fupo
observe que el lado derecho es una X,,-férmula y por hipodtesis se obtiene
(N, A) = Ju=go

es decir
<N? A> ': _\V’U’QOO
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que es equivalente a
(N, A) )

lo cual es una contradiccion. O
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PRODUCCION DE ENTROPIA EN CADENAS DE MARKOV

JORGE BOLANOS SERVIN

REsUMEN. La descomposicién en ciclos de cadenas de Markov finitas y de la tasa
de producciéon de entropia debida a Qian-Kalpazidou es expuesta brevemente.
Ademas se obtenien condiciones equivalentes a la reversibilidad de la cadena en
términos de los ciclos.

1. INTRODUCCION

Las Cadenas de Markov (C.M.), llamadas asi en honor al matematico Andrey
Markov —quien sent6 la base teérica de las mismas—, son ampliamente usadas para
modelar fenémenos tanto fisicos como sociales, desde la actividad enziméatica, para
la cual se emplea la cinematica de Michaelis - Menten - Henri, ver [4], hasta mas
recientemente la manera en que Google cataloga una pagina electréonica mediante su
sistema PageRank desarrollado en la universidad de Standford, ver 2] y [3].

Siguiendo el trabajo de Kalpazidou en [5], la escuela china de los Qian da una
descripcion de la tasa de produccion entropia de una C.M. en términos de los ciclos
formados, ver [6]. El presente trabajo es una breve exposicion de la construccion de
esta teoria para una C.M. finita, rellenando detalles y presentando los teoremas de
mayor importancia junto con un ejemplo nuevo. (Una exposicién autocontenida con
todas las demostraciones y una aplicacion, que no dan los Qian, a una clase de sistemas
cu anticos abiertos puede encontrarse en [1].)

La nocién de circuito dirigido y ciclo es el punto de partida de la teoria. Estos con-
ceptos son introducidos en la Seccion 2. En la Seccion 3, se estudia la cadena derivada
y su distribucién invariante con la cual se obtiene una representaciéon probabilistica y
una descripcion de la tasa de produccion entropia en términos de los ciclos. Finalmen-
te, en la Secciéon 3 se extienden los resultados al caso de tiempo continuo. También se
presenta un ejemplo discreto y un ejemplo continuo en su respectiva Seccion.

2. CIRCUITOS

Un circuito o ciclo es un concepto topologico que puede definirse geométricamente
o algebraicamente. Desde el punto de vista geométrico, un circuito de puntos distintos
es la imagen, bajo cierta funcién, de un circulo o de cualquier curva homeomorfa a
un circulo, mientras que la definicién algebraica requiere la nocién de orientacion, es
decir, distinguir un punto inicial y un punto final en cada arco. Cuando los arcos de
un circuito tienen la misma orientacién lo llamaremos circuito dirigido.

Una propiedad que poseen los circuitos dirigidos es que regresan peridédica- mente
a sus puntos, esto motiva una definicién que exprese dicha periodicidad.

Definicion 2.1. Una funcidn de circuito dirigido en un conjunto numerable S es una
funcioén periodica ¢, ¢: Z — S.

A las parejas (¢(n),c(n + 1)), n € Z, les llamamos aristas, mientras que al menor
entero p = p. > 1 que satisface la ecuacion ¢(n + p) = ¢(n) para todo n € Z le
llamaremos periodo de c.

Con cada funcién de circuito dirigido ¢ podemos asociar una clase de funciones de
circuito dirigido ¢/, construida a partir de ¢ mediante el grupo de translaciones en Z de

2010 Mathematics Subject Classification. 60J99.
Palabras clave. Cadenas de Markov, entropia, ciclos, Qian, Kalpazidou, reversibilidad.
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la siguiente manera: para cualquier i € Z fijo, definimos la funcion ¢;(n) := n+i,n € Z.
Con ello obtenemos una nueva funcién de circuito dirigido ¢’ mediante la composicion
¢ =coty, es decir, ¢'(n) =c¢(n+1), n €Z.

El hecho de que ¢ y ¢ no difieren escencialmente motiva definir la siguiente relacion.

Definicion 2.2. Decimos que dos funciones de circuito dirigido c y ¢’ estdn relacio-
nadas, denotandolo por ¢ ~ ¢/, si y solo si existe ¢ € Z tal que ¢’ = cot;.

Esta relacion es de equivalencia sobre la clase de todos los circuitos dirigidos:

1) Reflexiva Una funcion de circuito dirigido ¢ satisface ¢ ~ ¢, pues ¢ = c o ty.
I1) Simétrica Supongamos que ¢ ~ ¢/, es decir existe i € Z tal que ¢/(n) = ¢(n + 7).
A partir de ello vemos que —i satisface ¢(n) = ¢/(n + (—4)). Por lo tanto ¢’ ~ c.
1) Transitiva Sic~ ¢ y ¢ ~ ¢, entonces existen ¢,j € Z tales que ¢'(n) = ¢(n + i)
y c’(n) =c(n+j). De donde ¢’(n) = (n+j) =c(n+i+j). Asi que c ~ .

Definicion 2.3. Le llamamos circuito dirigido a cada una de las clases de equivalencia
inducidas por ~.

Un circuito dirigido ¢ esta completamente determinado por

= El periodo p,

» Cualquier (p. + 1)-tupla (i1,42,...,%p,,%p.+1) CON ip, 11 = 41 O cualesquiera
pe parejas ordenadas (i1,12), (i2,3), - -, (ip,,ip,+1) CON ip,+1 = i1 donde i; =
c(n+1-1),1<1<p. para algin n € Z.

Definicion 2.4. El ciclo dirigido asociado con un circuito dirigido dado ¢ =
(41,92, ...,1p,01), p > 1, con puntos distintos i1,42,...,4,, es la sucesién ordenada
¢=(i1,...,10p).

Como consecuencia de las definiciones anteriores, un ciclo dirigido es invariante

respecto a permutaciones ciclicas.

Definicion 2.5. Dado un circuito dirigido ¢ = (41,42, .. .,1p, ¢1) definimos el circuito
en reversa como c_ = (i1,4p, ip—1, ..., 92,%1).

2.1. Funciones de pasaje. Dado un conjunto finito S y un circuito dirigido ¢ en
S, para el estudio de sus propiedades es ttil saber cuando un circuito pasa a través
de un punto. La manera mas sencilla de hacerlo es usar una idea similar a la funcién
indicadora de dicho evento.

Definicion 2.6. Dado un circuito dirigido ¢ = (i1, . .., 4,41 ), definimos la funcidn de
pasaje de ¢ denotada por J, como

Je(k) =card{l € Z : iy11 = k,0< 1 <p.—1}
Decimos que ¢ pasa por k si 'y solo si J.(k) # 0. J.(k) es el namero de veces que ¢
pasa por k.

Proposicion 2.1. Si ¢ es un circuito dirigido entonces Jeot;(k) = Jo(k) para todo

jEZ.

Demostracion. Como c o t; es una permutacion ciclica de c es claro que Jeot, (k) =
Jo(k). O
Definicion 2.7. Dados ki,...,k. € S con r > 1 y un circuito dirigido ¢ en S con
periodo p, definimos J.(k1,...,k,) como

Je(k1,y ... kr) =card{l €Z : coty(m) = km,m=1,2,...,7,0 <1 <p.—1}

Decimos que ¢ pasa através de (ki, ..., kr) siy solosi Je(ki,. .., kr) #0. Je(k1,... k) es
el namero de veces que ¢ pasa por (ki,..., k).

En particular para r = 2 en la definicién anterior se tiene que

.. 1 si(4,7) es arista de c¢;
Je(i, ) { 0 otr(o. :
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3. CADENAS DE MARKOV TIEMPO DISCRETO

Sea ¢ = {&.(w)}nez es una cadena de Markov a tiempo discreto irreducible,
positiva recurrente y estacionaria en un espacio de probabilidad (£2, F,P), con espacio
de estados S finito, matriz de transicion P = (p; ;)i jes y distribucion invariante
IT = {m;};cs. Pensaremos a (2, F,P) como el espacio canonico dado por el Teorema
de Extension de Kolmogorov para £, es decir,

Q:Szz{w:(wk)kez:wkeS, Vk e Z}
con &, (w) = wy.
Supongamos que la orbita w de & es
(3,4,7,3,1,2,5,2,4,1,...}
En cada tiempo n, sea m,(w) la orbita de la cadena original hasta el tiempo n,

respetando el orden en que aparecen los estados, pero descartando los ciclos formados
hasta dicho tiempo. Es decir,

n 0 1 2 3 4 5 6
&n(w) 3 4 7 3 1 2 1
mw) B B4 B4 Bl B 31,2 31
Ciclos

descartados (3,4,7) (1,2)

En la siguiente seccion se definifa {n,(w)}, de manera rigurosa.
3.1. La cadena derivada.

Definicion 3.1. Definimos a [S] como el conjunto de sucesiones finitas ordenadas de
elementos distintos de S. En simbolos

[S] = {[i1, 42, -, ir] : 41,12,...,ir € Sy son distintos, r > 1}.
La concatenaciéon de dos elementos de [S] estd bien definida siempre y cuando no
tengan puntos en comin, i.e.
[[E1s -y tr)s [ty - oy brtnl] = (01 s frfrtty ooy brtn)-
Claramente [S] es finito. Tomaremos la o-algebra [%] = 251

Definicion 3.2. Definimos una operacion binaria
CHEEEEIE

mediante

o o [inyi . yieyd] sii @ {in,..., 00}

(1,02, i [ = { [i1,42,...,%k], sii=1ig,paraalginl <k <r
Definicion 3.3. Definimos el proceso estocdstico {n,(w) tnez, nn : @ — [S] recursiva-
mente como sigue:

no(w) = [§o(w)] N (W) = Nn-1(w) L—H&n(w) para n > 1.

Proposicion 3.1. El proceso estocdstico {n,(w)}nez estd adaptado a la filtracion
{Fntn>0 donde F,, = (& : 0 < k <n).

Demostracion. Tenemos que ver que 7, es JF,-medible para cada n. Usaremos induc-
cion. Sea A cualquier medible de [S].

Paran =0,

(A ={weQ: [GW)]=mw eat= J & {m}) e Fo.

[n1]eA

Supongamos que el resultado es valido para n. La funcion [ : [S] x § — [S] es
trivialmente medible al ser S finito. Por otro lado para (n,,&,+1) : @ — [S] x S
tomamos un conjunto rectangular A x B en [S] x S.
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(nnagn-i-l)il(A X B) = 77;1(14) mgn__qu(B) € Fn+1 pues Fp, C Fryp

La familia de conjuntos rectangulares medibles es una algebra, por tanto es 7-
sistema contenido en la familia .Z

&L ={C€[S] xS (M, &n+1) " (C) € Fry1}

Es facil ver que .Z es un A-sistema. Por el lema de Dynkin (1,,,&,+1) es medible.

Usando la relacion de recurrencia 7,+1 = | o(1n, Ent1) concluimos que 1,41 es Fpi1
medible. O

Definicion 3.4. Definimos [S]; como el conjunto de elementos [i1,..., ir], 7 > 1 de
[S] tales que i1 =iy piy i, >0VI<E<T

De acuerdo a la manera en que esta definida 7, si 79(w) = [i] entonces 7, (w) € [S];
para todo n.

Lema 3.2. n = {n,}n>0 es una cadena de Markov con espacio de estados [S] y
distribucion inicial

1esS

otro

Pon =) = { §

Cada [S]; es una clase irreducible y positiva recurrente de 1. Ademds para cualquier
par de estados y1 = [i1,...,is|,Y2 = [j1,---,Jr] € [S]i la probabilidad de transicion en
un solo paso viene dada por

Diyj. ST <S8 Yl =71, 92 = Jo,. .. ,lr = Jp
Py1,y2 = 6r:3+1y21:]1;12:]27"';'Ls:]sv
0 otro caso

Y la distribucion invariante tnica II* de n en cada clase irreducible [S); satisface

I ([i]) = m
La propiedad de Markov y la descripcion de las probabilidades de transicion es clara
pues para transiciones permitidas yo = [y1,jr] 0 y1 = [y2, [ir+1,-- -, is]] ¥ cualesquiera
21, ... 2n—1 € [S]; adecuados, tenemos que

P(nnt1(w) = yalmm(w) = y1,1m-1(w) = 2n-1,...,m0(w) = [i])

Pnt1(w) = Y2, €n1(wW) = Jrl€n(w) = is, M (w) = y1,-. ., mo(w) = [i])
P(Ent1(w) = Jrlén (W) =5, (W) = Y1, -1 (W) = 2Zn—1,- ., M0(w) = [i])
P(Ent1(w) = jrlén(w) =is)

Pis,ir>

donde hemos usado la propiedad de Markov de €.

La irreducibilidad no es dificil de verificar mientras que al ser [S]; finito la cadena es
recurrente positiva. Como consecuencia de un hecho bien conocido de las cadenas de Markov
irreducibles y positivas reccurrentes se tiene que

TE) = dim SR = il = B

n—1

Tim ST PG = fillgo = i) = m
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3.2. Distribucién estacionaria de 7. En esta seccién se probaran algunos resultados
necesarios para dar la forma explicita la distribucion estacionaria, IT*, de 7, en términos de
las entradas de la matriz de transicion P de €.

Definicion 3.5. Dado un conjunto indice H = {hi,...,hx}, definimos D(H) como el
subdeterminante de la matriz D = I — P tomando como renglones y columnas a los elementos
de H, es decir,

dhlvhl dhlvh2 T dhl»hk

dha,hy  Ahoshy dh27hk
D(H) =

dhjhy Ahyhy o digny,

Si H = () definimos a D(H) = 1.

Lema 3.3. La distribucion estacionaria dnica Il = (m;)ics de la cadena de Markov & puede
expresarse como

(1) Sl -
>,es D)
Demostracion. Sabemos que 11 existe, es Gnica y satisface
npP=P TI1=1,
equivalentemente,
D=0, II1=1.

Como la suma de cada renglon de D es cero, el anterior sistema de ecuaciones es equivalente
al sistema

1 dig di2 -+ dij—1 dij+1 - din
1 dog dao -+ doj1 daji1 -+ don
(7r1, ey 7I'N) . . i
1 dN,l dN,2 dNyjfl dN,j+1 dN,N
= (1,0,...,0),

para cada j € S.
Llamaremos D; a la matriz del sistema anterior. Como consecuencia del teorema de
Perron-Frobenius se tiene que det D; # 0. Resolviendo el sistema obtenemos,

II=(1,0,...,0)D;"
= (vector de cofactores de la primera columna de Dj).

La j-ésima entrada de II es

D({j})
2 j = N a4 a4 o .
2) T = (C1)i+1 det D,
Recordando que Zz diyg = 0 = —dix = E#k d;; para toda k, sumamos todas las

columnas, excepto la primera, a la segunda columna. Como el intercambio de columas dentro
de un determinante sé6lo le cambian el signo, obtenemos que si 2 < j < N

det DJ =
1 —di; di2 -+ dij—1 dijy1 -+ din
1 —do; dop -+ doj1 dojt1 - don
= det . )
1 —dn,; dn2 -+ dnj-1 dnj+1 - dnnN

= (—1)"" det D,
Por otro lado dado que } . g7 =1y que mj(=1)7 T det D; = D({j1}°)

detDy =detDy » ;=Y m;(—1)"""det D; = > D({;j}°)

JES JjES JjES
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Finalmente combinando lo anterior

D{i})  _ D) _ _ D{i})

= . = = —.
(=1)**tdet D, det D, ZjeS D({7})
O
Lema 3.4.
D({i1,42,...,15s-1}°)
=di.i. D({ir, ..., is}°)
- Z Pis.itPitsga " Pir_1,50Piris DHG15 s Gryin, o446 1),
r>0,51,.-,Jr
en donde la suma se toma sobre todas las elecciones distintas de ji,...,5r € {i1,...,1s}".
Lema 3.5. Para todo j € {i1,...,1s}° fijo tenemos que
D({i1,...,is}%)
= Z Z Pj.j1Pjr,g2 " 'pj7-,ikD({j>jl> cey Jry By 7i5}c)7
k=1 r>0
J1sedr
donde la suma estd tomada sobre las distintas elecciones
j17' "a.jT € {jvi17"' 7iS}C'
Lema 3.6. Para cualquier i €
SOUAY) = S paaa P D)),
JjES [i1,.-sis]€[S];
Para el caso s =1, entendemos a pi, iy =+ Piy_q,i5 COMO 1.
Demostracion. Usando el lema anterior y sumando
SDW) = 30N peapis o piea D10 1) + DY)
jes jes r>0
JFLI15--5dr
= Y pase P D i) + DU
8§2>2,i9,...,1g
1=
= > Piie P D630
[i1,--i5]€[S];
O

Finalmente con la ayuda de los lemas anteriores podemos dar una descripcion de la
distribucién invanriante de la cadena derivada 7,

Teorema 3.7. Si & es una cadena de Markov estacionaria con matriz de transicion P =
(pi,j)ijes, trreducible, positiva recurrente con espacio de estados S finito y distribucion
estacionaria I1 = (m;)ics, entonces su cadena derivada n es recurrente positiva en cada [S];
con distribucion invariante II* dada por

D({ir, ...,is}")
> D({3}%)

JjES

(3) l:[i([z‘h,,,’is]) = Piy,iaPisyiz """ Pig_1,is

Ademds se tiene que
S

(4) ﬁi([il,uwis])pis,il :Z Z ﬁjl([jh"~7j7‘,ik7ik+17"'7ik+5*1])pik—1vis’

k=1 r>1
J2sedr

donde j1 es fijo en {i1,...,is}°, la suma es sobre las distintas elecciones ja,...,jr €
{j1,%1,...,is}° y las sumas donde aparece k se entienden modulo s.
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Demostracion. Solo resta demostrar las ecuaciones (3) y (4). Como 7 es recurrente positiva
en la clase irreducible [S]; entonces II' es la tinica solucion del sistema de ecuaciones
M =i

=1.

Z 0 ([i1, ... ,is)

[i1,..,is]€[S]s

~

Por el lema anterior se sigue que IT* dado por (3) satisface la segunda ecuacion. Recordando
que d; ; =1 —pj,; y usando el lema (3.4) obtenemos que

D({in, ... ,is}°)
> D)

JjES

ﬁi([ilr cee 7iS]) = DPiy,igPig,iz """ Pig_1,is

D({é1,...,1s—1}°)
S D))
JES
D({ir, .. is}%)
S D))

JES

=Piy,ioPig,iz " " Pig_1,is

+Diy,igPig,is * Pig_1,isPis,is

D({j1,. -+ dr i1,...,1s}°)

+ § : PiyiaPig,iz =" Pis_1,isPis,j1Pj1,52 * " Pir—1,5rPir,is

=1 > " D{i}9)
J1s-eesdr jES
=Piy_yio W01, is—1]) 4 pig,in T ([i1, .- - ds])
N—— N——
c) b)

+ Z p ﬁi([ilv---7isvj17---7jr])

j'r'ViS
r>1 v
J1seendr @)

Veamos que esto es exactamente la primera ecuacién. Recordemos que si z = [z1,...,2Zn],y =

Y1, ..,Ym] € [S]; entonces Pz y # 0 sélo cuando
a) m<n
b) m=n
c) m=n+1
y en los tres casos Pz,y = Pay, ,ym -

= ﬁz’,y HZ([i17'~~aiS—1])+ ﬁz”,y H’L([ilw'wis])

—~— ——
o' =[i1,...,i5—1] ' =y=[i1,...,is]
y=[z’ is] b)
c)
+ Z ﬁm,y HZ([ilv---7i37j17---7jr])
r>1 ~

G1sesdir T=[E1500085,5150007r]
y=[i1,-..,is]
a

= Z ﬁi(x)ﬁz,[il,“.,is]~
z€[S];

Esto demuestra (3). Usando la descripcion de IT? junto con el lema (3.5), fijando un j1 € {i1,...,is}°
se concluye la validez de (4).

3.3. Representacion probabilistica en ciclos.

Definicion 3.6. Le llamamos Cy,(w) a la clase de todos los ciclos que ocurren hasta el tiempo
n a lo largo de la orbita {&(w)}i>o0

Definicion 3.7. Para un ciclo ¢, definimos
wen() = 2 15, 65 moa(@) = (@), i, inre- ]

Es claro que we,»(w) cuenta el nimero de veces que aparece el ciclo ¢ 6 alguna permutacion
ciclica en la érbita {&(w)}i>0 hasta el tiempo n.
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Buscamos obtener una familia de ciclos, a la que llamaremos Co, que no dependa de w
y que contenga a todos los ciclos posibles de la cadena £. Esto se hace mediante un proceso
estocéstico auxiliar v

Yn 12— S xS
Yn(w) = (§n-1(w), &n(w))

Proposicion 3.8. El proceso estocdstico v es una cadena de Markov positiva recurrente e
irreducible con distribucion estacionaria unica dada por

1, (4, 5) = mipi,;j

Definicion 3.8. Denotamos por o, (w;1,j) al nimero promedio de transiciones de i a j en
la drbita de {&(w)}i > 0 hasta el tiempo n.
En simbolos

1
on(w;i,j) = - card{m : 0 <m < n,&m(w) =i, &mt1(w) =5}
Proposicién 3.9. Para todo i,5 € S

lim on(w;i,j) = mipi; c.s.
n— oo

Demostracion. Es consecuencia de la ley de los grandes niimeros para cadenas de Markov

aplicada al proceso 7. O
Proposicién 3.10. Para cada ciclo ¢ = (i1,...,1s) el siguiente limite existe

lim w = w. c.S.,

n—oo n
donde

D({i1,...,is}°)
We = Piy,igPisyiz ** Pig_1,isPisrit =9 P7yo1e)
1,12112,13 1 1 ZjeSD({]}l)

Es importante notar que el limite w. no depende de w.

Por otro parte la sucesion (Cn(w)), converge casi seguramente a una clase de ciclos que
denotamos por Co. Esto es claro observando que los Cp, (w) forman una sucesion es creciente.
El limite es la unién de todos ellos.

Para ver que no depende de la trayectoria, sean wi,ws fuera del conjunto de probabilidad
cero dado por la proposicion anterior. Entonces para cada ¢ € Coo(w1)

We,n (UJI) wc,n(w2)

lim —™mE gy, = lfm —em2)
n— 00 n n— oo n

y asi ¢ € Coo(w2).

Definicion 3.9. La clase de ciclos Co dada por la proposicion anterior es la coleccion de
ciclos que ocurren en casi todas las 6rbitas {£{n(w)}n. Al conjunto de pesos {w. : ¢ € Co } de
las proposiciones anteriores se les llama distribucion circulatoria de &.

Finalmente podemos obtener una representaciéon probabilistica en ciclos, siendo esto la
mitad del trabajo para obtener una descripcién en ciclos de la entropia.

Teorema 3.11. (Representacién Probabilistica en Ciclos) Si £ es una cadena de
Markov estacionaria con matriz de transicion P = (psj)s,jes, irreducible, positiva recurrente
con espacio de estados S finito y distribucion estacionaria I = (7;)ics, entonces

mipi; = lim > wc%wt]n(i,j) c.s
c€Coo

= Z chc(ivj) Vlh] €S

c€Coo
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Demostracion. Para esta demostracion definimos la funcion €, (w;1, 7,) como

1 sila dltima transicién de ¢ a j pertenece
en(w;i,j) = a algun ciclo de Cp(w)
0 otro.

Con ello vemos que

. We,n (W . en(w;1, ]
O'n(w;7'7.7): Z #Jc(la])+¥
c€Cp (w)

Tomando limite cuando n — oo en ambos lados y usando la Proposicion 3.9, obtenemos

mipig = Y wede(i, j).

c€Coo

O

3.4. Produccion de entropia. Sea r la transformacion medible que invierte el tiempo,
r:(Q,F) = (Q,F)
rw(n) =w(-n) n€Z.
Definicion 3.10. Definimos el proceso estocdstico £~ como
€n (w) = &n(rw) = &n(w)
y la medida P~ = rP sobre (2, F), en donde

P~ (A) = rP(A) =P(r '(A)) VA€ F.
& es el proceso £ con el tiempo en reversa, y su distribucién viene dada por P~.
El proceso £~ es una cadena de Markov estacionaria en (2, 7, P) con matriz de transicion
N B Tipji
P = (Pi,j)i,jes = (7J ] ) )
T/ ijes
y distribucién invariante II™ = II. Es bien sabdico que & es reversible si y solo si P = P~

A continuacion definimos entropia relativa de medidas de probabilidad.

Definicion 3.11. Supongamos que p y A son dos medidas de probabilidad sobre un espacio
medible (M, A), la entropia relativa de p respecto a A se define como

dp . d
log — log 2k € L
oy = d [ Tor @uds) sin< Ay log % € Law)
+0o0 otro
En adelante usaremos la siguiente notacion para la sub o-algebra generada por un ntamero

finito de variables aleatorias sucesivas y para las medidas restringidas a dichas sub o-algebras
Fom =0l :m <k<n)
Pim.ny = Plry,
p-

(mn] = P |7p,-

Definicion 3.12. La tasa de produccion de entropia de la cadena de Markov estacionaria &
se define por

.1 _
ep = nlggoﬁH(P[O’n] ) P[O,n])
donde H (P, .1, IP‘[B n]) es la entropia relativa de P con respecto a P~ restringidas a la o-algebra
Fo.

Lema 3.12. Si la matriz de transicion P de £ satisface

pij >0<=p;; >0 Vi,jeS

entonces para todo m,n € Z las medidas Py myn) ¥y P son equivalentes, es decir,

[m,m+n]

]P)['”%m"’"] < ]P)[:n,r‘n«l»n] Y ]p[_’m,m+n] < ]P)['”%m"’"] :
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Ademds la derivada de Radon-Nikodym viene dada por

demn TrmW m(W),&m w) T m+n—1(wW),E&m4n (W
(5) [7, +](w): Em (W) Pém (w),€m 41 (w) Pt gn—1(w),&min (@) P—ecs
Ul — T o () P (@), —1 (@) * Pl g1(w0),Em (@)

Demostracion. La medida de un conjunto generador B x SZ~% de la o-algebra F'T", es
decir, de un conjunto de la forma {im} X - - {imsn} X SZ es

P, (B X 8°7) = P(em (W), .- -, €m+n(w) € B)

= TimPimyimt1 " Pimin—1vimin-
Similarmente
P

[m,m+n](B X SZ N) =T

’me'bm imt1 Pimin—1imin
= TiminPiminsimin—1 """ Pipi1(w),im-

Y usando la relacién entre P y P~ obtenemos que

P mtn) (B x S©7N) =

Tim Pimimt1 """ Pimtn—1im+tn Z—N
P (BxS )
[m,m+n]

TimtnPimtnsimin—1 """ Pimi1

Asi bajo la hipotesis de la proposicion las medidas son equivalentes.
Recordemos que los conjuntos cilindricos forman un algebra, por lo que forman un =-
sistema contenido en el siguiente conjunto

L ={A€ F" : Plnmin (4) = /A fdP, iy}

donde f es la funcién dada por (5). Es facil verificar que .Z es un A-sistema y por el lema de
Dynkin . = F*t™. Por la unicidad de la derivada de Radon-Nikodym se concluye (5). O

Teorema 3.13. La tasa de producion de entropia e, de la cadena de Markov estacionaria &
puede expresarse como

zpz,
(6) €p =3 Z TiPi,j — T5Dj,i) log =~
Z es TjPj,i
w
(7) == Z —w._)log o
CECoo -

Demostracion. Basta considerar el caso en que
pij >0<=p;: >0 Vi,j€S,

de lo contrario e, = 400 mientras que en el lado derecho de (6) ningtan término puede ser
—0o0 y por lo menos uno de ellos es +co0. En dicho caso (6) se cumple.
Asi pues, bajo la hip(’)tesis del lema anterior,

ep = lim H(POn]vp[?),n])

n—oo N

TigPio,i1 " Pin_1,in

Tin Pigin—1 """ Pi1,io

.1
lim — E TioPigsi1 ** " Din_1,in 108
n—o0 M -
10,.-,in €S

y utilizando propiedades del logaritmo para separar productos en sumas,

n—1
.1 Tk Dig,igt1
h_)m - E E TkDiging1 log —
k=0ip ip 11 €S i1 Piggrsin

= E mipi,; lo Tibirj , pues la suma interna no depende de n
ijes TjPj,i
_ TiPi,j
= 2 E szz,j — T;Pj, l) log ——= D
ieS TiPj,i

Esto demuestra el primer renglon. Para el segundo renglén se tiene que
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e = > > (w Je(i, j) log “Ph1

T
i,jE€Sc€Coo iPj;i
TiPi,j
= E E —we_)Je(i,7) log —% -
CGCooz,jES iPjyi
iy Pig iy
— % E E — We_ logiJr
ccCu g1 Pigr,ik
e=(eousifg gt 1see )

S
Tip Pigsig 41
= 32 (we—we )log [ [t
c€Coo k=1 k1 Pkt

1 (we — we_ ) log

w
c€Coo ¢-

O

Hemos encontrado condiciones equivalentes para la reversibilidad de una cadena de Markov
en términos de los ciclos ¢ distribucién circulatoria:

1) La cadena deMarkov & es reversible.
2) La cadena de Markov esta en balance detallado, esto es,

Tipij = Tipji Vi, j € 5.
3) La cadena de Markov satisface el criterio de Kolmogorov,

Piy,iaDisyiz """ Pis_1,is = Pisyis—1 " " Piz,iaPia,irs

para cualquier coleccion finita {i1,...,4s} de elementos distintos de S.
4) Los elementos de la distribucion circulatoria {w. : ¢ € C} satisfacen la condiciéon de
simetria

We = We_ Ve € Coo
5) La tasa de produccion de entropia es cero
ep =10
Ejemplo 3.14.

El caso mas simple no trivial es cuando el espacio de estados es S = {1,2,3} y matriz de
transicion
0 p ¢
P=|4q¢ 0 p |,
p g 0
donde p,q > 0y p+ g = 1. La distribucion invariante es I = (%, %, %)
Los ciclos que aparecen en casi todas las trayectorias son
Coo = {(17 27 3)7 (37 27 1)7 (17 2)7 (27 3)7 (37 1)}

Recordemos que un ciclo es equivalente a sus permutaciones ciclicas. Los pesos asociados a
cada ciclo en virtud de la proposicion (3.10) son

Wiz = P1,2P2,3P3,1 __ b
o Lo |t 2| |1 -» 3(1 — pq)
-q 1 -q 1 —-q 1
_ ¢
1O = 5T )
Pq

W) T W) T We T g

Es importante notar que para cada ciclo ¢ de longitud 2, se tiene que c_ es la tunica
permutaciéon ciclica de ¢, y por la equivalencia conocida entonces w. = w._. Esto y la
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ecuacion (7) muestra que los ciclos que contribuyen a la tasa de produccion de entropia son
aquellos de longitud 3 o més.
En nuestro ejemplo la tasa de produccion de entropia es

ep = (W(,2,3) — W,2,1)) log ,

3
wozs _ 0 od (13) _p = P
w2 3(1—pg) q 1-pg “gq

2 2
p—q) (P +pg+gq p p
o )(1 )1og*=(p—q)log<
—pq q q

Pues si p + ¢ = 1, entonces (p+ ¢q)?> =1y con ello p* +pg +¢*> =1 — pq.
1

De lo anterior vemos que la cadena de Markov § es reversible si y s6lo si p =g = 3.

4. CADENAS DE MARKOV TIEMPO CONTINUO

Para el caso cuando £ = {&;}+cr es una cadena de Markov a tiempo continuo, irreducible,
recurrente y estacionaria con espacio de estados finito S = {1,...,N} y distribucion
invariante IT = {m; };cs sobre el espacio de probabilidad canoénico (2, F,P) de . Denotaremos
a su matriz de intensidades de transicion, o generador infinitesimal, por @ = (¢i,;)i,jcs donde

qi = Z Gij = —Qi,i <00 Vi€ES.
JES,F#1

Denotaremos por fN a la cadena de Markov encajada, y II su distribucién invariante.

Proposicion 4.1. Las distribuciones invariantes de € y € satisfacen las siguientes relaciones

L DAY DU g
SoY S DU e
JES JES
o H({i}) /
T = D~ic = M Vi S.
S D)) Swle
JES JES

Demostracion. Las primeras igualdades en (8) se siguen del Lema 3.3 de la seccién anterior
y del hecho de que I1Q = 0.

Para obtener la ultima igualdad para 7; bastard ver que para i # j se tiene que
D({j}°)D({i}*)qi = D({i}*)D({j}°)g;. En efecto, utilizando la relacién entre los elementos
de matriz de Q y D y propiedades de los determinantes

DUHIIDU e = DUIDUN e[ =2

D({j}cm({iman_iql
1£i
DU} DH{i})gs.

A partir de esta relacion se ve que la ultima igualdad para m; es inmediata pues,

b(ij}c)qj D Y,
S b |

les

D({j}*)q; 7

i D({i})qi-
O
Aplicando los resultados de la seccién anterior a la cadena encajada obtenemos la descom-

posicion en ciclos de la cadena continua. Sin embargo, hay algunas consideraciones técnicas
que hay que tratar con cuidado, las cuales abordaremos a continuacion.
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4.1. Representaciéon Probabilistica.
Definicion 4.1. Definimos n:(w) como
ne(w) =sup{n >0:T,(w) <t}

De la definicion se ve que nt(w) es el nimero de transiciones en la drbita w hasta el tiempo
t de la cadena §.

Definicion 4.2. Para la cadena & definimos
@c,t(w) = We,ny(w)

Es claro que e, (w) es el nimero de veces que se completa el ciclo ¢ en la érbita w hasta el
tiempo t.

., . . . s w, w
La seccion anterior establece la existencia de lim, oo ein(w)

, mientras que para el caso
continuo buscamos la existencia de lim;—, o wc%(“’) El siguiente lema nos proporciona el paso
intermedio para lograrlo.

Lema 4.2. Para P-casi todo w €

ZD({Z}C)%

Tlt(w) i€S

lim = -
totee > D)
icS
Proposicién 4.3. Para cada ciclo ¢ = (i1,...,1s) el siguiente limite existe
lim M =w, CcC.S.,
t—o0 t
donde
_ ST
we = (=1)" 7" G i2Gisis - M

“Qig_1,i5Gis,i
' 'Y es DU

Demostracion. Para cada ciclo ¢ por la Proposicién 3.10, aplicada a la cadena encajada &,
obtenemos que casi seguramente

1 We,n (W) DW{i1,...,is}%)

:pz )1 p'L ,i3 ° p’L; 774§p745‘77'
n— oo n et ! ' § D {]} )
JES

I S0}

_ Ginin | Qisyin 1E{in is}c —
N | E DIRUELES
les jGS

- 11 iz i D({i1, ..., is})
1e{i1,..yis} i 9is Z_QJD({j}C)

jES

({11,...,25} )

= (_1)371%1,1’2‘11’2&3' “Qig_q,isqis,iy
Z(IJ ({319

JjES
Y usando el lema anterior
. ch,t("-’)
we = lim ————~
t—o00 t

= lim ne(w) 7wc’nt(w)(w)
t—oo nt(w)
s— 1, .-
(=1 1q11ﬂ2q12722' Qi 1,qu1<,llu'
> D)%)
i€S
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Al igual que en caso discreto, la sucesion {C;(w)}+>0 converge casi seguramente a una clase
de ciclos que denotaremos por Coo

Teorema 4.4. (Representacion Probabilistica en Ciclos) Si& es una cadena de Markov
estacionaria con generador Q, irreducible, recurrente positiva con espacio de estados S finito
y distribucion estacionaria 11, entonces

Ty = wede(i,j) Vi,j €S i#j.
c€Coo

. . . Wen(w
Demostracion. Para cada ¢ € Coo denotamos w. = lim We,n (W)
n— 00 n

c.s, entonces claramente

{We : ¢ € Cx} es la distribuciéon circulatoria de la cadena encajada é, ain mas por la
Proposicion 4.3 sabemos que

> D{i)

i€S

Z‘Z] ({519

JES

We = We e

Utilizando la representacién probabilistica en ciclos de la cadena encajada 5 dada por el

Teorema 3.11,
TiDi,j = Z WeJe(i, 5)
c€Coo

las relaciones entre las distribuciones invariantes I y 1:I, de la Proposicion 4.1 obtenemos que

Migig = Y wede(i,]).

c€Coo

4.2. Produccion de entropia. Mediante la transformacién que invierte el tiempo,
r:(Q,F) = (Q,F),
rw(t) = Sl}}rgw(s), vVt € R,
definimos el proceso estocéstico £~ como sigue.
Definicion 4.3. Sea
& (w) =&(rw),
y P~ = rP una medida sobre (2, F), en donde

P~ (A) = rP(A) = P(r~'(A)), VA€ F.
&7 es la cadena en reversa de £ y su distribucién viene dada por P~.

El proceso £~ es una cadena de Markov estacionaria en (€2, F,P) con generador

- Tig;.i
Q" = (¢i,)ijes = (7J “) ,
T /)ijes

y distribucién invariante I1~ = II.
En adelante usamos la siguiente notacioén, para cualquier s < ¢t denotamos por F: a la sub
o-algebra generada por {£, : s < u < y}, es decir,

Fl=o(t,:s<u<t)
IP>[s,t] = IP)']:‘:

]P[;,t] = ]Pi ‘}‘é .
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Definicion 4.4. La tasa de produccion de entropia de una cadena de Markov estacionaria
& se define por

, 1 _
ep = lim gH(P[o,t],P[w]),

t—oo
donde H (P 4, IP’[B’ t]) es la entropia relativa de P con respecto a P~ restringidas a la o-algebra
Fi.
Definicion 4.5. Para cualquier ¢ > 0, n > 0y [io, i1, ..., in] € [S], denotamos por
Aig g, in(t) ={w € Q:ni(w) =n, & () (W) =ir, k=0,1,...,n},
al conjunto de trayectorias w que hasta el tiempo ¢t contienen n transiciones sobre el conjunto
10,01y v s ln.

Lema 4.5. Si la Q-matriz de € satisface

Gij >0<=1¢q;i >0 Vi,jeSs,

entonces para todo s,t € R, t > 0 las medidas P 14 y ]P[S st1]
Pl s < P[;,.a-!—t] Yy P[;,s+t] L P44

son equivalentes, es decir,

Demostracion. Para t > 0, n > 0, [i0,41,...,in] € [S], 0 < t1 < ... < t, <ty
suficientemente pequefio para que no haya traslapes escribimos

A={we€ Aiiy,..int) 1 t1 <T1(w) <t1+6t1, - ,tn < Trh(w) < tn+0tn}.

Con esto,

t1+8t1 to+dto—s1
_ ~ S —qigS1 —q;, 52 =~
P(A) = Wiopio,n/ qioe” 0 Pz'm'z/ @irq T Py qin

t1 ta—sy

o+t =01 s oo
—a: s —qi, S
/ Qi1 € Tin—1 "/ Qi€ T ntids, L 1dsy, - - - dsadsy
t t

n—1 P
n_zkzl Sk k.

T 2ik=1 %k
-1
t1+6t1 tnt8tn =33 71 sk oo
= e N TigQioyi1 * Qi _1inQin
t1 tn =331 Sk t=20

k=1 Sk

n
H e_(“’ksk+1d8n+1 -o.dsy.
k=0

De manera similar calculando P~ (A) tenemos que

P(A) =0 <=dig,i1 =+ Gin_1inTin_1,in =0
—
=0<=P (4)=0.

Qig,iy " Qip_qinDin_1,in

Atin mas, para P(A) > 0 usando la relacién entre g;,; y ¢, ;

P(A) = TigQigin " Qip_1inQin_1,in P (A).

TinQin,in_1 """ Qiayi1di1,i0
Como F§ C o(nt, &0, Tiy €1y, - - - s Tw,é1,, . - .), esta ultima siendo generada por conjuntos
del tipo de A, entonces tenemos que P < P~ y P~ < P en F¢, en donde si w € Ayq,...i, (1)
d]P’[O’t] Teo(w)9eo(w), &y (@) """ Déq, | (w) & (W) Der,, | (W) €Ty, (@)
—— (w) = P—c.s.
dPp 4 Ten (@) den (@) b, () " Gy ()€1, (@) DT, (0),ET (@)
O

Teorema 4.6. Si & es una cadena de Markov estacionaria con generador Q = (¢i ;)i jes,
irreducible, positiva recurrente con espacio de estados S finito, y con distribucion estacionaria
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IT = (mi)ies, entonces su tasa de produccion de entropia puede ser expresada como

1 Tiqi,5
) ep = 5 Z (miqi,; — 7iq5,i) log 7J
s 545,
1 w
(10) =5 2 (we—we )log .
c€Coo o

Al igual que en el caso discreto tenemos condiciones equivalentes a la reversibilidad de a
cadena de Markov en términos de su distribuciéon circulatoria:

1) La cadena de Markov estacionaria £ es reversible.
2) La cadena de Markov estacionaria £ esta en balance detallado, esto es,

TiGi,j = Tjqji Vi,j €S
3) La cadena de Markov estacionaria satisface el criterio de Kolmogorov
Qiy,inGinyiz " Qis_q1,is = Qisyis_q " Qiz,iaGiz,in

para cualquier coleccién finita {i1,...,4s} de elementos distintos de S.
4) Los elementos de la distribucion circulatoria {we : ¢ € Cs} satisfacen la condicion de
simetria

we = we_ Ve € Coo-
5) La tasa de produccion de entropia de £ es cero
ep =0.
Ejemplo 4.7.

Consideremos la cadena de Markov estacionaria, irreducible y recurrente £ sobre el espacio
de estados S = {0,1, 2,3} con generador

—(go,1 + qo,2) qo1 qo,2 0
Q= q1,0 —(q1,0 +q1,3) 0 q1,3
B q2,0 0 —(g2,0 + ¢2,3) q2,3 ’
0 q3,1 q3,2 —(g3,1 + g3,2)

donde las entradas indicadas son no nulas, y distribucién invariante II.
Los ciclos que aparecen en casi todas las trayectorias son

Cs ={(0,1,2,3),(0,1,3,2),(0,2,1,3),(0,2,3,1), (0, 3,1,2),(0,3,2,1),
(07 17 2)7 (07 27 1)7 (07 17 3)7 (07 37 1)7 (17 27 3)7 (17 3, 2)7 (07 27 3)7
(0,3,2),(0,1),(0,2),(0,3),(1,2),(1,3),(2,3)}.

Sabemos que los ciclos que contribuyen son aquellos de longitud 3 6 més, pues si ¢ = (i1, i2)
entonces c— = (i2,%1), es decir, ¢ y c— son equivalentes en Co al ser c— una permutacion
ciclica de ¢ y con ello we = we_ .

Calculando los pesos vemos que todos ellos se anulan excepto los correspondientes a los

ciclos {(0,1,3,2),(0,2,3,1)}, de modo que en este ejemplo la tasa de produccion de entropia
es

W(0,2,3,1)
ep = (W(0,2,3,1) — W(0,1,3,2)) log —=——
W(0,1,3,2)

_ _ 90,292,3¢3,141,0 — 40,141,393,242,0 o q0,292,393,191,0
LA 90.141,343,2G2,0
> D)
=0

Y la cadena £ es reversible si y s6lo si go,2¢2,393,191,0 = §0,191,3¢3,292,0-
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PROPIEDADES RELACIONADAS A LA COMPACIDAD
DEFINIDAS POR REDES

MAIRA MADRIZ MENDOZA

RESUMEN. Se definen y se estudian propiedades relativas a la compacidad secuen-
cial.

1. INTRODUCCION

En este articulo consideramos la relacién entre las propiedades de convergencia y
puntos de acumulacién de sucesiones, redes y x-redes. Se brindan generalizaciones de
los espacios de Fréchet y secuenciales, con el fin de hacer algunas observaciones. Como
las propiedades de tipo compacidad se definen usualmente en términos de cubiertas
mas que en términos de sucesiones y redes, para un cardinal arbitrario x se prueban
k-generalizaciones de varios teoremas famosos sobre los espacios numerablemente com-
pactos y secuencialemente compactos. Se muestra, entre otras cosas, que el producto
finito de espacios fuertemente k-compactos es fuertemente k-compacto; mejor ain, se
enuncia que el producto numerable de espacios fuertemente x-compactos es fuerte-
mente k-compacto; el producto de un espacio inicialmente x-compacto con un espacio
fuertemente x-compacto es inicialmente k-compacto y, el producto de un espacio x-red
con un espacio k-red, T3 y localmente fuertemente x-compacto es un espacio xk-red.

Una parte muy importante de muchas areas de las matematicas es la aplicacién
e investigacién de la convergencia. Por ejemplo, en el andlisis cldsico se estudia la
convergencia de series y sucesiones, en analisis funcional la convergencia de funciones
y operadores; mientras que, en el andlisis real, la convergencia sirve para expresar la
continuidad de una funcién o para expresar el hecho de que un punto esté cerca de un
conjunto. Todas las aplicaciones anteriores estan estrechamente ligadas al concepto de
sucesiéon. No obstante, para la topologia general las sucesiones suelen ser insuficientes,
como se ilustra en [4], [6], [7], [13] y [19], debido a que normalmente una topologia no
se determina por sus sucesiones convergentes, pero si por sus sucesiones generalizadas,
mejor conocidas como redes. Las redes fueron introducidas en 1922 por Moore y Smith
en [17], pero no fue sino hasta 1937 que la convergencia en topologia general fue descrita
en términos de redes, por Birkhoff en [4].

Cabe mencionar que en la literatura, algunos topélogos las llaman supersucesiones
debido a que dejan el nombre castellano de red para el concepto de network. Para evitar
posibles confusiones, daremos la definicién de lo que entendemos en este trabajo por
red. Para tal efecto, sea D un conjunto no vacio y < una relacién binaria en D. Se
dice que (D, <) es un conjunto dirigido si < es reflexivo, transitivo y dirigido (para
todos d,d’ € D existe un d* € D tal que d < d* y d’ < d*¥).

Definicion 1.1. Sea X un espacio topoldgico. Una red f en X es un mapeo f: D —
X, donde D es un conjunto dirigido.

Obsérvese que, si el conjunto dirigido es el conjunto de los niimeros naturales con
el orden usual, entonces f se llama sucesion.

Hodel ha mostrado recientemente en [10] la utilidad de una cierta clase de redes, a
las que denomina k-redes. Una aproximacién similar fue empleada por Meyer en [16].

2010 Mathematics Subject Classification. 60J99 .
Palabras clave. Espacio k-red, k-Fréchet, fuertemente k-compacto, inicialmente k-compacto,
Fréchet, secuencial, Whyburn, espacio disperso T3.
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En el presente trabajo, todos los espacios son de Hausdorff y x denotara un cardinal
infinito y, en particular, diremos que una red tiene cardinalidad x si su dominio tiene
cardinalidad k.

Definicion 1.2. Una k-red en X es una funcién f:x<¥ — X, donde <% = {F :
F es un subconjunto finito de s} y es dirigido por C. La k-red f también se denota
por (xp : F € k<%), donde zr = f(F) para cada F' € x<%.

Nétese que una k-red tiene cardinalidad k.

Definicion 1.3. Sea X un espacio, ¢ € X y f:x<“ — X una k-red en X.
a) El punto ¢ es un punto de acumulacion de f si dada cualquier vecindad abierta
V de z y cualquier F' € k<% existe G € k<% talque F C G y f(G) e V.
b) Decimos que una k-red f converge a x, si para cualquier vecindad abierta V/
de z existe F' € k<% tal que f(G) € V para todo G € k<% con F C G.

Sea X un espacio topolégico. El cardcter en un punto p € X, denotado por x(p, X),
es la minima cardinalidad de una base local para p.

Lema 1.1 ([10]). Sean X un espacio y p € X.
1. Si f esuna k-red en X y f converge a p, entonces p es un punto de acumulacion
de f.
2. Six(X,p) <k yp€clA, entonces existe una r-red g en A tal que g converge
a p.
Definicion 1.4. Se dice que g : (D1,<1) — X es una emphsubred de f : (D, <2
) — X si existe p: D1 — D5 tal que g = f op y para cada dy € D5 existe ey € Dy
tal que si e >1 eg, entonces p(e) >9 dy. Si D1 = Dy = <, un mapeo p con las
propiedades anteriores sera llamado un mapeo k-red.

Lema 1.2 ([10]). Sea X un espacio. Si f es una red de cardinalidad k en X y p es
un punto de acumulacion de f, entonces existe una A-subred g de f que converge a p
(para alguna ).

Lema 1.3. Sean X un espacio, f una red en X y g una subred de f; entonces se
satisfacen las siguientes:
1. St f converge a p, entonces g converge a p.

2. Sip es un punto de acumulacion de g, entonces p es un punto de acumulacion
de f.

2. EspacioS k-FRECHET Y k-RED

En este apartado consideramos la relacion entre las propiedades de convergencia y
puntos de acumulacién de sucesiones, redes y k-redes.

Teorema 2.1 ([10]). Sean X un espacioy p € X. Para cualquier w-red f : w<¥ —
X existe una sucesion g : w — X que es una subred de f y que satisface lo siguiente:
(1) Si f — p, entonces g — p;
(2) Sip es un punto de acumulacion de g, entonces p es un punto de acumulacion

de f.
Demostracion. Definimos ¢ : w — w<¥ por ¢(n) = {0,1,...,n} para cada n € w.
Entonces g = f o ¢ es una subred de f. En efecto, sea F' = {ag,a1,...,a,} € w<¥
donde a; < ajt1 si j € {0,...,m — 1}. Obsérvese que k > a,, implica que

o(k) ={0,1,...,k} D {ap,a1,...,am}.

Las propiedades (1) y (2) son consecuencia de que g es una subred de f. O
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Los espacios de Fréchet y secuenciales pertenecen al folklore casi desde los origenes
de la topologia general. Sin embargo, tales espacios fueron estudiados por primera vez
como los conocemos actualmente a partir de 1965 por Franklin en [8] y [9]. Los espacios
de Fréchet y secuenciales son generalizaciones de los espacios primero numerables y
han sido objeto de estudio en distintas areas de las mateméticas. A continuacién,
veamos que se pueden utilizar w-redes en el lugar de sucesiones en su definicién.

e X es de Fréchet siy sélo si para cualquier subconjunto A C X y para cualquier
x € cl A existe una w-red {(xp) C A que converge a x.

e X es secuencial siy sblo si para cualquier subconjunto no cerrado A C X existe
una w-red (zr) C A que converge a algin x € c1 A\ A.

Ahora analizaremos hasta que punto las redes se pueden limitar a k-redes en una
teoria general de convergencia y puntos de acumulacién. Sea (D, <) un conjunto
dirigido; nétese que la relacion < no es necesariamente antisimétrica y en tal caso,
se puede definir la relacion de equivalencia ~ en D x D como sigue:

drvesd<eye<d.

Entonces (D/ ~, =) definido por [d] < [¢] & d < e es un conjunto dirigido en que
< es antisimétrico.

Lema 2.2 ([10]). Sea f : (D, <) — X una red en X; para cada [d] € D/~ escogemos
eq € [d] y definimos ¢ : D/ ~— D por ¢([d]) = eq. Entonces, f o ¢ es una subred de
f-

Demostracion. Dado dy € D, si [c] > [dp] entonces ¢([c]) = e. > do. Por tanto, f o ¢
es una subred de f. O

Lema 2.3. Sea [ : (D,<) — X una red en X tal que |D| = Kk y < es antisimétrico.
Entonces existe una k-subred g : k<% — X de f.

Lema 2.4 ([10]). (Propiedad de expansién) Sea X cualquier espacio; si ¢ : X<¥ —»
X es una A-red en X, entonces para cada k > X, existe una k-subred ¢ : k<% — X
de .

Como consecuencia de los Lemas 2.2, 2.3 y 2.4, se tiene que para cualquier cardinal
infinito , las siguientes son equivalentes:
e cada k-red en X tiene un punto de acumulacién;
e cada A-red en X con A < k tiene un punto de acumulacién;
e cadared (x4 :d € D) en X con |D| < k tiene un punto de acumulacién.

Las siguientes definiciones brindan generalizaciones de los conceptos de los espacios
de Fréchet y secuenciales. Esto ya fue hecho por Meyer en [16], con redes cuyos
conjuntos dirigidos tienen cardinalidad a lo mas k.

Definicion 2.1. Un espacio X es k-Fréchet, si para cada subconjunto A C X y para
cualquier x € cl A\ A existe una red de cardinalidad a lo més k -o equivalentemente,
para alguna A < k existe una A-red -en A que converge a .

Definicion 2.2. Un espacio X es k-red, si para cualquier subconjunto no cerrado
A C X y para algin z € clA\ A existe una red de cardinalidad a lo mds k -o
equivalentemente, para alguna A < k existe una A-red -en A que converge a .

Un ejemplo clésico de un espacio secuencial que no es de Fréchet, es el espacio de
Arens-Franklin. Una generalizaciéon de tal ejemplo se describe a continuacion.
Sea X = [k x (kU {k})] U {p}, para cada o < K sean Co = {(a,5) : 0 < 8 < K}
una columna en X y C. = C, U{(, x)}. La topologia en X se describe como sigue:
1. Cada punto («, ) con 0 < f < k es aislado;
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2. {CI\A:ACC, y|A| <k} es una base local para («, K);
3. La topologia de p es la mas fina para que {(o, k) : @ < Kk} converja a p.

Analizando varios casos, se concluye que X es un espacio k-red que no es x-Fréchet.

El conjunto A junto con los limites de todas las redes cuyo rango estd en A es
llamado la cerradura k-red de A, denotada por cl*(A).

Hagamos algunas observaciones y recapitulemos.

1. Para cada A C X, se tiene que A C ¢l"(A) C cl A.

2. A es k-red cerrado si y sélo si cl®(A) = A.

3. Un espacio X es k-red siempre que un conjunto A es cerrado si y sélo si
A= cl®(A).

4. Un espacio X es k-Fréchet si y sélo si para cada A C X, cl*(A) = cl A.

5. Para todo k, x(X) < k implica que X es k-Fréchet, de manera que, X es un
espacio k-red y, por tanto, t(X) < k (ver [11] y [12]).

6. Si X es un espacio A-Fréchet (respectivamente, un espacio A-red) y A < &,

entonces X es k-Fréchet (respectivamente, un espacio k-red).

X es un espacio de Fréchet si y sélo si X es un espacio w-Fréchet.

8. X es un espacio secuencial si y s6lo si X es un espacio w-red.

=

3. TIPOS DE COMPACIDAD

En esta seccién nos enfocamos a estudiar dos clases de espacios afines a la compa-
cidad, llamados espacios inicialmente x-compactos y fuertemente x-compactos.

Para empezar, diremos que un espacio X es compacto si cualquier cubierta abierta
de X tiene una subcubierta finita. En términos de x-redes, este concepto equivale
a decir que para toda k, cualquier k-red tiene un punto de acumulacién. Entre los
resultados importantes que se siguen cumpliendo en este contexto, encontramos el
Teorema de Tychonoff, que dice que cualquier producto de espacios compactos es
compacto.

Un espacio X es numerablemente compacto si cualquier cubierta abierta numerable
de X tiene una subcubierta finita. Asi cualquier espacio compacto es numerablemente
compacto. Dicho esto, un espacio numerablemente compacto se puede generalizar a
cardinales superiores a través de la siguiente definicién.

Definicion 3.1. Un espacio topoldgico X es inicialmente k-compacto si cualquier
cubierta abierta U de X con || <  tiene una subcubierta finita.

Teorema 3.1 ([18]). Las siguientes condiciones son equivalentes:

i) Un espacio X es inicialmente k-compacto.
i) Cualquier k-red (o equivalentemente, cualquier red de cardina-lidad k) tiene un
punto de acumulacion.
ili) Cada k-red (o bien, cada red de cardinalidad k) tiene una A-subred convergente
para algin cardinal X.

En la compactacién de Stone-Cech de los naturales, Sw, A es necesariamente
més grande que w. Este hecho, motiva la siguiente definicién, la cual es un caso
especial del concepto de secuencialmente compacto (esto es, cualquier sucesién tiene
una subsucesién convergente).

Definicion 3.2. Un espacio es fuertemente k-compacto si para toda A < k, cada red
de cardinalidad A tiene una subred convergente de cardinalidad a lo méas A.

Por tanto, por un argumento muy similar al del Teorema 2.4, la red tiene una
subred convergente de cardinalidad igual a A.
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Teorema 3.2. Un espacio es fuertemente k-compacto si y solo si para cada \ < K,
cualquier A\-red tiene una A-subred convergente.

Demostracion. Es consecuencia inmediata del Lema 1.2 y de la definicién de fuerte-
mente k-compacto.
O

Como cualquier red numerable tiene una subred que es una sucesion, un espacio es
fuertemente w-compacto si y sélo si es secuencialmente compacto.

Lema 3.3 ([14]). Si X es un espacio inicialmente k-compacto y x(X) < k, entonces
cada red en X de cardinalidad a lo mds k tiene una subred convergente de cardinalidad
a lo mds k.

Un corolario inmediato del lema previo es el conocido resultado de que cada espacio
primero numerable y numerablemente compacto es secuencialmente compacto. Sin
embargo, si k es no numerable no se puede concluir del lema previo que X es
fuertemente k-compacto. Un importante contraejemplo es el espacio Sw, pues es
numerablemente compacto, tiene caracter ¢ y no es fuertemente s-compacto para
ninguna k.

Lema 3.4. Cualquier subespacio cerrado de un espacio fuertemente k-compacto es
fuertemente k-compacto.

Demostracion. Sean X fuertemente k-compacto y Y un subconjunto cerrado de X. Si
A<kyf:D—Y esunared en Y con |D| = ), se tiene por hipStesis que existe
una subred foH : F — Y de f, donde H : E — D y |E| < )\, que converge a un
punto p. Como Y es cerrado en X, tenemos que p € Y. Por tanto, Y es fuertemente
K-compacto. O

Lema 3.5. Imdgenes continuas de espacios fuertemente k-compactos son fuertemente
K-compactas.

Demostracion. Sean X y Y espacios topoldgicos, H : X — Y una funcién continua
y suprayectiva. Para A < k, sea g : D — H(X) una red de cardinalidad A\ en
Y y definida por g(d) = yq para cada d € D. Como H es suprayectiva, para cada
d € D existe x4 € X tal que H(zy4) = yq y definimos f : D — X por f(d) = z4.
Por hipoétesis, existe una subred foJ : E — X donde J : E — D, definida por
fold(d) = Zj(d) para cada d € D que converge a un punto z € X. Luego, como
H es continua, (H(x;q)))ser converge a H(x) € Y. Por tanto, Y es fuertemente
K-compacto. |

Dados dos espacios X y Y de Hausdorfl, una funcién continua y suprayectiva
f : X — Y se llama pseudoabierta, si para todo y € Y y U abierto en X tal
que U D f~1(y) se tiene que y € int[Y]f(U).

Lema 3.6. Sea H : X — Y una funcion pseudoabierta entre espacios topoldgicos.
Siy€eY y BCY son tales que y € cl[Y]B, entonces H 1 (y) Ncl H~Y(B) # 0.

Demostracién. Supongamos lo contrario; entonces, para el conjunto U = X \
cl H1(B) tenemos que U N H~Y(B) = § y, en consecuencia, H '(y) C U. Como
H es pseudoabierta, se tiene que y € int[Y](H(U)). Luego, como y € cl[Y]B se sigue
que int[Y]H(U)N B # 0, implica que H(U) N B # ), lo que es una contradiccién. Por
tanto, H =1 (y) Ncl[X]H~1(B) # 0. O

Teorema 3.7. Si X es un espacio k-Fréchet y H : X — Y wuna funcion pseudo-
abierta, entonces el espacio Y es k-Fréchet.

Demostracion. Sean y € Yy B C Y tales que y € cl[Y]B. Por el Lema 3.6, podemos
tomar un punto z € H~!(y) Ncl H~1(B). Considerando que X es k-Fréchet, existe
una red de cardinalidad a lo més x, f : D — H~!(B) definida por f(d) = x4 para
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cada d € D en H~!(B), que converge a x. Luego, por la continuidad de H, se tiene
que (H(z4))aep C B converge a H(x) = y. Por tanto, Y es s-Fréchet. O

Definicion 3.3. Un espacio X es Cy-cerrado si cualquier subconjunto fuertemente
k-compacto de X es cerrado.

Proposicion 3.8. Si X es fuertemente k-compacto y Cy-cerrado, entonces X es un
espacio k-red.

Demostracion. Sea A un subconjunto no cerrado de X. Por hipétesis, A no es
fuertemente k-compacto, asi que existe una red f en A de cardinalidad A < k que
no tiene subredes convergentes de cardinalidad a lo mds A\. Como un cerrado en un
fuertemente k-compacto es fuertemente x-compacto, cl A es fuertemente k-compacto.
De manera que, existe una subred g de f de cardinalidad a lo mas A que converge a
algin x € cl A\ A, esto se debe a que f no tiene subredes convergentes de cardinalidad
a lo méas A en A. Por tanto, X es un espacio k-red. (I

Un espacio X es de Whyburn siempre que para cualquier conjunto no cerrado A C X
y para todo z € cl A\ A existe un subconjunto B C A tal que c1 B\ A = {z}.

Proposicion 3.9. Si X es un espacio de Hausdorff, Whyburn e inicialmente k-
compacto y cualquier subconjunto inicialmente k-compacto de X es cerrado, entonces
X es un espacio k-Fréchet.

Demostracion. Sea A C X y x € clA\ A. Como X es de Whyburn, existe B C A tal
que ¢l B\ A = {z}. Luego, C = cl B\ {z} no es cerrado y, por tanto, no es inicialmente
k-compacto. Entonces existe una red f : D — C de cardinalidad a lo més x en C
que no tiene puntos de acumulacién en C'. Como X es inicialmente k-compacto, cl B
es inicialmente x-compacto, por ser cerrado en X. Asi que la red f tiene un punto de
acumulacion en cl B. En consecuencia, x es el unico punto de acumulacién de f en
cl B.

Ahora, sélo falta corroborar que f converge a x. Supongamos lo contrario. Entonces
existe una vecindad abierta V de z en X tal que f no estd eventualmente en V.
Obsérvese que cl B\ V es inicialmente k-compacto, por ser cerrado en cl B. As{ que
existe una A-subred convergente g de f tal que Im(g) C cl B\ V. Luego, = no es punto
de acumulacién de g. Puesto que g es una A-subred de f y z es el tinico punto de
acumulacion de f en cl B, se sigue que g no tiene puntos de acumulacién en cl B. Esto
contradice la definicién de g y por lo tanto, X es x-Fréchet. (I

En lo sucesivo, las funciones 7y : X XY — X y 7wy : X XY — Y representaran
las proyecciones naturales sobre X y Y, respectivamente.

Teorema 3.10. El producto finito de espacios fuertemente k-compactos es fuertemen-
te k-compacto.

Demostracion. Supongamos que X y Y son espacios fuertemente k-compactos. Sea
f A 5> X XY una Ared en X X Y para alguna A < k, definida por f(F) =
{(zF,yr)}Fer<w, entonces mx o f es una A-red en X, que tiene por hipétesis, una
A-subred mx o fo : AS¥ — X que converge a un punto € X, donde 1) es un mapeo
A-red.

Para cada F' € A<¥ sea (mx o f o )(F) = xyp) y elegimos yy,p) € Y. Puesto
que Y es fuertemente s-compacto, la A-subred (y,r))rer<e de (Yyr)rer<e tiene
una A-subred (yyog(r))Fex<e que converge a un punto y € Y. Luego, la A-red
§: A% — X x Y definida por {(G) = (Tyop(@)s Ypos(c)) €5 una A-subred de f
que converge a (z,y). O

El teorema anterior se puede mejorar con estrategias mas elaboradas, a saber:

Teorema 3.11 ([14]). El producto numerable de espacios fuertemente k-compactos es
fuertemente k-compacto.
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Teorema 3.12 ([14]). SiY es un espacio inicialmente k-compacto y X es fuertemente
Kk-compacto, entonces X XY es inicialmente k-compacto.

Demostracion. Supongamos que f : D — X XY es una red de cardinalidad A < x en
X xY. Como X es fuertemente k-compacto, existe una subred 7x o fo¢p: F — X
de mx o f, donde |E| < X\ que converge, digamos a € X. Como Y es inicialmente
k-compacto, la subred correspondiente my o fo¢: E — Y (de cardinalidad a lo més
k) de my o f tiene un punto de acumulacién y € Y. Puesto que = y y son puntos de
acumulacién de sus respectivas coordenadas, se puede concluir que el punto (z,y) es
un punto de acumulacion de la red f. Por tanto, X XY es inicialmente xk-compacto. [J

Definicion 3.4. Un espacio X es localmente fuertemente k-compacto si cada punto
tiene una vecindad cerrada que es fuertemente k-compacta.

En un espacio T3 que es localmente fuertemente k-compacto, cada punto tiene una
base local de vecindades cerradas que son fuertemente k-compactas. Ademds, en un
espacio k-red, un subespacio inicialmente k-compacto, es necesariamente cerrado.

El producto de un abanico de Fréchet y una sucesién convergente no es de Fréchet
y, por tanto, el producto de dos espacios w-Fréchet donde uno de ellos es compacto
y secuencialmente compacto no necesariamente es w-Fréchet. Sin embargo, se tiene el
siguiente resultado:

Teorema 3.13 ([14]). El producto de un espacio k-red X con un espacio k-red, Tz y
localmente fuertemente k-compacto Y, es un espacio k-red.

Como corolarios se obtienen dos resultados de Boehme (ver [5]). El primero de
ellos dice que, el producto de espacios secuenciales, donde uno de ellos es localmente
secuencialmente compacto, es secuencial. El segundo afirma que el producto de es-
pacios secuenciales, donde uno de ellos es localmente numerablemente compacto, es
secuencial.

Problema abierto 1. ;La condicién de ser localmente fuertemente k-compacto puede
ser reemplazado por localmente compacto en el Teorema 3.137
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CONTROL DE SISTEMAS CUANTICOS

MARCO ANTONIO CRUZ DE LA ROSA

RESUMEN. Revisamos algunas nociones de controlabilidad para sistemas cudnticos
cerrados de dimesién finita y discutimos condiciones necesarias y suficientes
para su controlabilidad completa en términos del grupo de Lie del sistema.
Formulamos la ecuacién de control dindmico para sistemas cudnticos abiertos
y damos condiciones suficientes para la existencia y unicidad de su solucién.
Desarrollamos dos ejemplos que ilustran los conceptos estudiados.

1. INTRODUCCION

Desde la primera realizacién del laser en 1960, los fisicos, quimicos e ingenieros
vislumbraron la posibilidad de usarlo para controlar sistemas cudnticos. Desde el punto
de vista tecnoldgico, en las ultimas tres décadas los progresos en esta direccién han
sido notables en fisico quimica [24, 26, 30, 6], fisica atémica y molecular [3], y éptica
cudntica [36, 32], véanse también las referencias [8, 21]. Pero los avances tecnolégicos no
son suficientes. En los aos recientes se ha reconocido que el desarrollo de los principios
matematicos generales de una teoria de control de sistemas cudnticos es un requisito
esencial para futuras aplicaciones de las tecnologias cudnticas, véase [23]. Esto ha
motivado que muchos fisicos, quimicos, matemédticos e ingenieros se interesen por
desarrollar una teoria de control de sistemas cuanticos que resuelva, entre otras, dos
preguntas fundamentales.

= Controlabilidad. Dado un cierto sistema cudntico: jes posible alcanzar el
objetivo de control?

= En caso de que el sistema sea controlable: encontrar la manera 6ptima de
alcanzar el objetivo de control.

Esta informacién tedrica es crucial, contribuye al conocimiento del proceso de
control y puede ayudar a determinar pardmetros experimentales importantes para
el diseno de los controles.

El objetivo general de un proceso de control consiste en aplicar una accién externa al
sistema para alcanzar el objetivo de control, [5, 11, 26, 30, 35]. En el caso de sistemas
cuanticos, tal accién externa se puede realizar mediante un control coherente, por
ejemplo, un campo de luz que permita controlar la dindmica unitaria de un sistema
cerrado, ver [1, 8, 28]. En el caso de sistemas cudnticos abiertos, tal accién externa se
puede realizar confeccionando adecuadamente el entorno del sistema para inducir un
control incoherente, de la dindmica no-unitaria (disipativa) del sistema, [1, 37, 27, 9].

El control coherente se aplica a sistemas cuanticos aislados, que no interaccionan
con su entorno y cuya dinamica se describe mediante transformaciones unitarias. No
obstante, en la practica todos los sistemas cuanticos son abiertos e interaccionan con
su entorno, de tal manera que su dindmica es disipativa.

En la Seccién 2 se plantea el problema de control para sistemas cerrados y se dan
condiciones suficientes para la existencia y unicidad de la solucién de la ecuacién
de control. En la Seccién 3 se revisan varias nociones de controlabilidad de sistemas
cuanticos cerrados y, en dimensién finita, se describen condiciones necesarias y su-
ficientes para la controlabilidad completa en términos del grupo de Lie del sistema,
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siguiendo las referencias [2, 28, 29]. Para el caso de dimensién infinita el lector in-
teresado puede consultar las referencias [12, 17]. A la fecha no existe una solucién
del correspondiente problema de control para sistemas abiertos. En esta direccién, en
la Seccion 4 revisamos un resultado sobre la controlabilidad cinemética, formulamos
el problema de control dindmico y damos condiciones suficientes para la existencia y
unicidad de la solucién para la ecuacién de control, que en este caso es una ecuacién
de Lindblad con coeficientes dependientes del tiempo.

La literatura en el tema es muy extensa, nuestro proposito principal es revisar y
discutir sélo algunos aspectos del problema de controlabilidad de sistemas cuanticos,
mediante una estrategia de lazo abierto (open-loop control), desarrollada con el rigor
matemdtico necesario. En particular hacemos notar que las ecuaciones de control (8)
y (28) tienen Hamiltoniano o generador de Lindblad y Gorini-Kossakowski-Sudarshan
dependientes del tiempo, este es un aspecto que se pasa por alto en varias de las
referencias que revisamos. Otras técnicas de control como aquellas de lazo cerrado
(closed-loop control), asi como control estocdstico y filtraje, quedan fuera de este
trabajo, el lector interesado puede consultar la referencia [8].

Para la lectura de este articulo es conveniente que el lector conozca (o revise) los
conceptos de operador continuo, compacto y de traza finita en un espacio de Hilbert;
asi como las definiciones de algebra de Lie, grupo de Lie y tenga conocimientos basicos
de teoria de ecuaciones diferenciales ordinarias.

2. CONTROLABILIDAD DE SISTEMAS CERRADOS

2.1. Estados.

Definicion 2.1. Un estado p es un operador positivo de traza uno, actuando sobre
un espacio de Hilbert complejo y separable H.

Como p es autoadjunto y compacto, por el teorema espectral, existe una base
ortonormal (¢,,),>1 de H, algunas veces llamada la base de p, que lo diagonaliza,
i.e., tal que

p= an‘¢n><wn|7

n=1
donde o(p) = {pn : n > 1} es el espectro (valores propios) de p y |tn) (¥, es el
operador de rango 1 definido mediante |¥,)(¥n|e = (Yn, ©)n, @ € H.

Definicion 2.2. Dos estados pg, p1 son cinemdticamente equivalentes si existe un
operador unitario U tal que

(1) pP1 = UpoU*.

El siguiente resultado caracteriza a la clase de estados cineméaticamente equivalen-
tes, véase [4].

Teorema 2.1. Dos estados py y p1 son cinemdticamente equivalentes si y solo si
tienen el mismo espectro: o(po) = o(p1).

La evoluciéon de un sistema cudntico cerrado se describe mediante un operador
unitario. Si ps y p: son estados del sistema en los tiempos s < ¢, existe un operador
unitario U(t, s), tal que
(2) pe =U(t,s)psU(t,5)".

En general, la familia de operadores unitarios (U(t,s))s<: tiene la propiedad de
sistema de evolucién

(3) U(t,r)U(r,s) =Ul(t,s), s<r<t.

En el caso cuando U(t, s) depende s6lo de 7 =t — s la familia de operadores unitarios
(U(7))r>0 forman un semigrupo.
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Si la familia (U(7))r>0 es un grupo unitario uniformemente continuo, su generador
infinitesimal es un operador sesquiadjunto A que se puede escribir como A = iH,
donde H es un operador autoadjunto que se llama Hamiltoniano del sistema. En este
caso (U(7))r>0 satisface la ecuacién de Schrodinger,

L dU(T)
” ih " = HU(r),
U)=1.

En el caso general, cuando el Hamiltoniano H no es constante en t, la ecuacién de
Schrédinger toma la forma,

L dU(t,s)
(5) th =H)U(t,s),

U(s,s)=1, s<t.

Definicion 2.3. Un sistema cerrado es dindmicamente controlable en un subconjunto
S de estados si para cualquier par de estados p1, p2 € S existe un tiempo finito T'
y un conjunto de controles {c1(¢),---,ck(t)} C C, tales que la solucién U(¢,0) de la
ecuacién de Schrodinger (5), con Hamiltoniano dependiente de los controles

(6) H(t) :H(Cl(t)ﬂ"' 7Ck(t))7

transforma p; en po, i.e.,
p2 =U(T,0)pU(T,0)".

En la literatura es usual que se considere la ecuacién de control coherente (5) con
Hamiltoniano dado por

(7) H(t) = Ho+ ) _¢;(t)H
j=1
En este caso (U(7)),>0 satisface la ecuacién de Schrédinger,

hdU(t 0) (HOJ’_ZCJ ) (t,0),

(®) d
U(0,0) =I,
donde los controles c¢; pertenecen a alguna de las siguientes clases:
(i) C={f:[0,00) —> R : localmente acotadas y continuas}.
(ii) Cp = {f : [0,00) — R : constante a trozos con Ranf = {1,—1}}. Controles
“bang-bang”.

La existencia y unicidad locales, es decir en intervalos finitos [0,7], 0 < T < oo,
de la solucién de la ecuacién de control coherente (8), se obtiene a partir del siguiente
teorema que es una consecuencia del Teorema 5.3 de [7], véase también [4].

Teorema 2.2. Sea H una funcién definida sobre [0,T), T > 0, tal que

i) Para cadat € [0,T], H(t) es un operador autoadjunto acotado sobre un espacio
de Hilbert H.
iii) La funcidn H(t)e de [0,T] en H es continua en t para cada ¢ € H.

Entonces existe una unica funcion con valores en los operadores acotados sobre H,
U(t,s) para cada para t,s € [0,T), s <t tal que
a) U(t,s) es un operador unitario y U(s,s) =1,
b) U(t,s) es fuertemente continuo en cada variable, esto es, para cada ¢ € H la
funcion U(t,s)p de A ={(t,s): s <t, s,t €[0,T]} en H es continua,
c) Ult,s) =U(t,r)U(r,s) para0 < s <r <t<T,
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d)
d .
(9) LU, s) = —iHOU(t, s)

dt
La derivada es en la topologia de la norma.

Explicitamente, para cada ¢ € H y s <,

U(t,s)= 1i Un(t,s);
(10) (t,5) = Jm Un(ts)
donde P, = {0 =r; < re < --- < 1y, = T} es una particién del intervalo [0,T],
| P || = max{Ary =7 —1rp—1 : 1 <k < m} es la norma de la particion,

Um(t, S) — e—iH(t)(t—rk)e—iH(rk)(rk—rk,l) . e—z’H(m)(m—s)7

con t € [rg,Tkt1] v 8 € [r—1,7] v el limite es en la norma de operadores.

3. EL ALGEBRA DE LIE DE UN SISTEMA DE CONTROL

Denotaremos con L al dlgebra de Lie del sistema cudntico cerrado gobernado
por la ecuacion (8) (o simplemente dlgebra de Lie del sistema), este es el espacio
vectorial generado por los operadores autoadjuntos Hy, - - - , H,, provisto del producto
de Lie definido por el conmutador; en particular, los conmutadores [H;, H;] son
combinaciones lineales de los H} s, i.e., existen constantes cfj € C, llamadas constantes
de estructura, tales que

n
(11) [Hi, Hj] =Y cfHy, 0<i,j<n.
k=0

Y llamaremos grupo de Lie del sistema al grupo de Lie conexo S asociado con esta
algebra, este es un subgrupo cerrado de Lie de U(n), el grupo de las matrices complejas
unitarias de n x n, véase el apéndice de [4]. El siguiente teorema nos asegura que la
solucién 8 vive en el grupo de Lie del sistema, para su demostracién usamos la férmula
de Zassenhaus, cuya convergencia fue establecida por Susuki en [31].

Teorema 3.1. Supdngase que las funciones de control son localmente acotadas y
continuas, i.e., cada ¢; € C, 1 < j < n. Entonces para cada t € [0,T], T > 0, la
solucion U(t) de la ecuacion de control coherente (8) pertenece al grupo cerrado de
Lie S correspondiente al dlgebra de Lie L del sistema.

Demostracion. La continuidad de los controles asegura que se cumplen las hipdtesis
del Teorema (2.2). Tomando en cuenta la forma explicita de U, (¢, s) en (10) y que
S es cerrado en la topologia de B(H) inducida por la norma de operadores, bastard
demostrar que para cada k el factor e~ (")("k=m-1) pertenece a S. Consideraremos
primero el caso cuando H(t) = c1(t)Hy + co(t)H2 y aplicaremos la férmula de
Zassenhaus, véase [31]. Para cada k tomemos

/\k = ATk = (rk — Tk—1)7 Ak = —iC1(Tk)H1 y Bk = —iCQ(Tk)HQ.

Entonces tenemos que

Nl (AR + 1Bxl) = [Are|(Jes (ri) L + lea(ri) | Hl) <
1

12 ,
U2 oy (miayea sup ey (o)) (R + 1 ) < log(2) — 2,
t€[0,7]
si la norma de la particién ||Pp, || = méx; <x<m|Ary| satisface
log2 — %
(13) [Pl < 2

(s <52 spepo,y g (O]) (1 | + 1 )



CONTROL DE SISTEMAS CUANTICOS 71

Entonces, bajo la condicién (13), para cada k fija se satisface la hipétesis del Teorema
1 de [31] y podemos concluir que

(14) e M (Ax+Br) — 1{m eAkAke/\kBkeAickz .. ekick,z.

l—o0
El limite es en la norma de operadores y la sucesién (Cj;);>1 se define recursivamente
de la siguiente manera:

11 62 Ak Ak ,—AxBr Ak (Ar+Bg) 1
Ck,2 *5 {62)\]@ (6 e (& )}Ak:O - §[Bk7Ak]a
(15) s :l[ o ( ﬂzck,zefAkAkefAkBkeMAka))}
RERETRGER Ae=0

1
:g[ck,QaAk + 2By],

y en general

Cri =

l
l { 9 ( Ao e—AkC'k,ze—AkAke—)\kBke/\k(Ak-‘er))}
1LOEN,

Cada factor en (14) pertenece al grupo de Lie S del sistema pues es la exponencial de
un commutador en el dlgebra L. Entonces para cada k el elemento e~ ("6)(rk=rr—1) —
e (A tBE) pertenece al grupo S.

Para el caso general cuando H(t) = Z?zl ¢;(t)H; aplicamos induccién sobre n.

Suponiendo que e *H)(me=rr-1) € S con H(t) = Z;:ll ¢;(t)H;, témese A\ como

Ae=0"

antes, Ay = —1i Z;l;ll ¢j(ri)H;, By = —icy(ry)H,. Entonces tenemos que (14) se
cumple si la norma de la particién ||P,, || = maxi<g<m|Arg| satisface
log2 — 1
[Pl < 2

(s <5< suDse o,y o3 (O]) (LE 4 -+ + | Ha )

Esto demuestra que cada factor en (10) pertenece al grupo de Lie S del sistema y
con esto se termina la demostracién del teorema.

O
3.1. Tipos de controlabilidad.

Definicion 3.1. Un sistema es completamente controlable si cualquier operador
unitario U es accesible desde la identidad. Esto es, si existen T" > 0, un conjunto de
funciones de control {c(t), ..., c,(t)} definidas para 0 < ¢t < T y la trayectoria U(t, 0)
satisfaciendo la ecuacién de Schrodinger (8) con condiciones U(0,0) = I, U(T,0) = U.

Definicion 3.2. Un sistema es controlable en los estados si para cualquier estado
inicial pg, los estados cineméticamente equivalentes con py pueden ser alcanzados en
algin tiempo T > 0. Es decir, si dado cualquier estado p; cineméaticamente equivalente
con pg, existen T > 0, un conjunto de controles en C, {c1(t),...,cn(t)} definidos
0 <t < T y un sistema de evolucién U(t,0) satisfaciendo la ecuacién (8) tales que

U(0,0) =1, p1 =U(T,0)poU(T,0)".

Proposiciéon 3.2. Un sistema es controlable en los estados si es completamente
controlable.

Demostracion. Si pg, p1 son dos estados cinematicamente equivalentes, i.e., existe un
operador unitario U tal que

p1=UpoU",
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y el sistema es completamente controlable, entonces existen un tiempo 7" > 0, un
conjunto de controles {ci(t),--- ,¢,(t)} C C y una solucién U(t,0) de la ecuacién (8)
tal que U(T,0) = U. Consecuentemente,

p1 =U(T,0)poU(T,0)",
es decir el sistema es controlable en los estados. O

El reciproco del resultado anterior también es cierto, pero su demostraciéon requiere
resultados de algebras y grupos de Lie cuya revisién queda fuera del propdsito de este
trabajo, véase [2].

3.2. Controlabilidad en grupos de Lie. Tomando en cuenta el resultado del
Teorema 3.1 podemos situarnos en un contexto abstracto y plantear nuestro problema
como un problema de control en un grupo de Lie G. En nuestro caso, si dimH = N <
oo, G =U(N) es el grupo de Lie de las matrices complejas unitarias N x N. En esta
parte seguiremos la exposicién de la referencia [18]. Hemos desarrollado con mayor
detalle algunas partes de las demostraciones, con la intencién de facilitar su lectura.
Si H es una n + 1-upla de elementos del algebra de Lie de G, que denotaremos por

L(G), H = (Hy, -+, H,) y C la clase de controles admisibles, entonces denotaremos
por (H,C) al sistema de control
du(t) =
= X_im, (u(t)) + ) _ ¢ () Xim, (u(t)
(16) dt 0( ) = J ( )
u(0) = e,

donde X _;p; (u(t)) denota el campo vectorial invariante a la derecha asociado con el
elemento —iH; € L(G). Para una descripcién de esta correspondencia véase [4]. La
accién de X _;p, sobre los elementos u(t) € U(N) esta dada por

X i, (ult)) = —iHju(t).

Entonces el sistema de control (H,C) coincide con el sistema de control (8).
Siu e C"yg € G, denotaremos a la solucién U de (8) que satisface U(0) = ¢
mediante 7(g, u,-), i.e.

U(t) = m(g,u,t), t€[0,00).

Lema 3.3. Sean (H,C)un sistema de control sobre G y ¢ = (c1,--+ ,¢y)
€ C", entonces para cada g € G existe una Unica solucién U de (8) definida para
0 <t < oo tal que U(0) = g.

Demostracion. Para demostrar la existencia local, basta tomar U(t,0) = V(¢,0)g,
donde V' (¢, s) es la solucién de la ecuacién (8) dada por el Teorema 2.2. Sea [0,7") un
intervalo maximo donde existe una solucién U(t) con U(0) = g. Demostraremos que
T = co. Supéngase T' < oo y témese una solucién V(t) definidaen T'—§ < t < T+,
con § > 0y tal que V(T) =e. Sean ¢’ = V(T — 16), g = U(T — 16). Definase W (t)

como

U@ si0<t<T— 16,
wit) = { V(t)g) g siT—36<t<T+5.
Entonces W (t) es una solucién de (8) que satisface W(0) = g y estd definida para
0 <t < T+ 4. Esto contradice la maximalidad de [0,7T) y por lo tanto T' = co. ([

Si para algun t > 0, 7(g,u,t) = ¢, decimos que el control v manda g en ¢’ en ¢
unidades de tiempo. Si existe v € C" que manda g en ¢’ en t unidades de tiempo,
decimos que g’ es accesible desde g al tiempo t.

Al conjunto de todos los g’ € G que son accesibles desde g al tiempo t, lo denotamos
por A(g,t), ademds definimos

AgT)= |J Algt) v Alg)= |J Alg1).

0<t<T 0<t<oo
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A(g) es el conjunto accesible desde g.
Al sistema de control (H,C) sobre un grupo de Lie G le asociamos las siguientes
subalgebras

(i) La subdlgebra L generada por los elementos(Hy, ..., Hp,).
(ii) La subdlgebra L de L(G) generada por (Hy, ..., Hp)

Denotaremos los correspondientes subgrupos de Lie conexos por S y S.

Lema 3.4. Si (H,C) es un sistema de control sobre G, entonces A(e) estd contenido
en S.

Demostracion. Es una consecuencia del Teorema 3.1 y del Lema 3.3. (|

Enseguida obtendremos algunas propiedades topoldgicas elementales de los conjun-
tos alcanzables, cuyas demostracines se encuentran en [4], véase tambien [18]. SiT > 0
denotaremos por C(T') al conjunto de las restricciones de todos los elementos de C al
intervalo [0, T7.

Lema 3.5. Sea (H,C) un sistema de control sobre G, entonces para cada T > 0,
A(e,T) estd contenido en S, intA(e,T) es denso en A(e,T), en la topologia de S.

En particular se sigue del lema anterior que el interior de A(e) en S es no vacio.

Lema 3.6. Sea (H,C) un sistema de control sobre G, entonces el conjunto A(e) es
un Semigrupo.

Demostracion. Sean g, g’ € A(e), para ciertos controles u, v’ y t, ' > 0, se tiene
g=mn(e,u,t), ¢ =m(e,u,t'), definamos el control v como

0<7<t,

_f u(7)
U(T){ uw(r—t) 7>t

Para 0 < 7 < ¢ tenemos que 7(e,v,7) = w(e,u,7) y para 7 > t tenemos que

(17) m(e,v,7) =U(7,0) = U(r,t)U(t,0) = U(r,1)g,

donde U(r,0) es la solucién de (8) con funcién de control v. Ahora bien, tenemos
que U(t,t) = e = 7(e,u,0) asi que por la unicidad, para 7 > t tenemos que
U(r,t) = w(e,u',7 — t). Consecuentemente de (17) se obtiene que para 7 > t,

e, v,7) = mle,u', 7 —t)g.
Entonces
m(e,v,t +t') =w(e,u',t)g=g'g.
Por lo tanto g'g € A(e). O
Lema 3.7. Sea (H,C) un sistema de control sobre G. Entonces los subconjuntos
Ale,T), A(e), Ale,T),
son arco conexos para cada T > 0.

Necesitaremos el siguiente teorema general sobre grupos de Lie que se encuentra en
[19], p. 275.

Teorema 3.8. Sea G un grupo de Lie y sea H un subgrupo arco conexo de G. Entonces
H es un subgrupo de Lie de G.

Teorema 3.9. Sea (H,C) un sistema de control sobre G. Si A(e) es un subgrupo de
G, entonces Ae) = S.
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Demostracion. Como A(e) es arco conexo y por hipdtesis es un subgrupo, entonces
por el Teorema 3.8 se sigue que es un subgrupo de Lie de G. Sea A su dlgebra de Lie.
Entonces A C L, pues A(e) C S por el Lema 3.4. Por otra parte, seau = (a1, ,a,) €
{=1,1}" un control constante. Tenemos que u € C y, consecuentemente, la trayectoria
t — m(e,u,t), 0 <t < oo estd contenida en A(e). En otras palabras, la solucién U(t, 0)
de la ecuacién (8) pertenece a A(e) para toda t > 0. Como A(e) es un subgrupo, esto
vale para todo t € R. Entonces por un resultado de [16], p. 94, podemos concluir que
Hy + Z;n:l a;Hj € A. Como los elementos {Hy, ..., Hy,} generan L, concluimos que
L C A, consecuentemente, L = A y A(e) = S. O

Lema 3.10. Sea (X,C) un sistema de control sobre G. Si el conjunto accesible desde
la identidad es denso en S, entonces A(e) = S.

Demostracion. Sea g € en el interior de A(e) relativo a S. Sea V' C A(e) un abierto
relativo en S que contiene a g. Definimos el conjunto

W={h"': heV}

Entonces, W # () y es un abierto relativo de S. Por la hipdtesis existe h € W N A(e),
entonces el conjunto Vh = {gh : g € V'} es abierto relativo a S, Vh C A(e), pues A(e)
es semigrupo y ademds e € Vh. Entonces A(e) contiene una vecindad de la identidad
en S. Afirmamos que S = A(e). Sean k € S y (ky)n>1 una sucesién en A(e) tal que
k., — k, entonces k; 'k — e. Entonces existe N € N tal que k, 'k € A(e) Vn > N.
Como A(e) es semigrupo k,(k,'k) € A(e) para n > N, entonces k € A(e). Por lo
tanto A(e) = S. O

Teorema 3.11. Sea (H,C) un sisterna de control sobre G. Supongamos que el subgrupo
S es compacto, entonces

i) Ale) =S,

it) 3T >0 tal que Ale,T) = Ale).

Demostracion. i) Sea H = A(e) en S, entonces H es semigrupo, pues por el Lema
3.6 A(e) es semigrupo y esta propiedad es heredada por H. Demostraremos que H es
grupo y por el Teorema 3.9 obtendremos que A(e) = S.

Sea h € H, entonces V n € N, h" € H. Como S es compacto la sucesién
{h"},>1 tiene una subsucesién convergente {h"¥)};~; y podemos suponer que n(k) <
n(k + 1), Vk. Definamos

h—l -— lim hn(k-}-l)—n(k)—l.
k—o0
Como n(k 4+ 1) — n(k) — 1 es no negativo, entonces h**+1)=7k)=1 ¢ H Vk asi que
h~' € H pues H es cerrado. Ademas

b~ = lm hn(kJrl)hfn(k) — lm AR — .
k—o0 k—o0

Por lo tanto H es grupo. Sabemos que A(e) C H, y que A(e) tiene interior no vacio
(por Lema 3.5), entonces H también tiene interior no vacio relativo a S. Puesto que
H es grupo y S es conexo, afirmamos que H = S. Observemos que H es arco conexo,
puessig € Hy g, — g con g, € A(e). Entonces (1 — t)e + tg, € A(e). Por lo tanto
lim, oo (1 —t)e +tg, = (1 —t)e +tg € H para cada t € [0,1].

Esto demuestra que A(e) es denso en S y por el Lema 3.10 el inciso (i) queda
demostrado.

(ii) Para cada t > 0, sea W (t) = int(A(e, t)) relativo a S. Afirmamos que

Uw =s.

0<t
Sean g € S entonces existe T' > 0 tal que g € A(e, T'). Tomemos h € int(A(e,T7)), T" >
0 y supéngase que h=! € A(e, "), T"” > 0. Demostraremos que g € W (T + T +
T") = int(A(e,T +T" + T")). En efecto, existen un control u, y un tiempo t, con
0 <ty <T, tales que (e, uy,ty) = g. Asi mismo existen uy, y t, € [0,7"] tales que
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(e, up,ty) = h. Sea Vj, una vecindad de h con V;, C A(e,T”). Definamos el conjunto
A=1{bh™t: be V,} = Vh~! y consideremos la aplicacién continua fr : S — S
definida por fi(l) = kl,Vl € S. Tenemos que

-1 _
(fg1) (A ={z: 297" € A} = Ag.
Entonces Ag es abierto. Asi que Ag = V;,h~'g es una vecindad de g.
Sea v € A, entonces existe b € Vj, tal que v = bh~'g. Como Vj, C A(e,T”) existen
un control uy, y un tiempo ¢, € [0,T"] tales que (e, up, tp) = b. Considérese el control

ug(s) 0<s<t,
Uy =4 up-1(s—1tg) lg <s<tg+tp—
ub(s—tg—thfl) ty +tp-1 <8<ty +itp-1 +1tp.
Entonces tenemos que

ﬂ-(evugvs) OSSStg
U(S) = ﬂ-(evuh_lvs - tg)g tg <s< tg + th_l
mle,up, s —tg —th-1)h g tg+tp-1 <s<tg+tp-1+ty,

donde U(s) = (e, uy, s) y m(e, Uy, tg+tp-1+tp) = v. Como ty+tp-1+t, < T+T'+T"
esto demuestra que Ag C A(e, T +T' 4+ T"). Consecuentemente g € W (T +T" +T").
Puesto que la familia W (t) es creciente y S es compacto, se sigue que W (t) = S para
algun ¢ suficientemente grande y esto completa la demostracién. O

Sea (H,C) un sistema de control sobre un grupo G 'y g € G. El sistema es controlable
desde g si A(g) = G. Y diremos que es simplemente controlable o completamente
controlable si es controlable desde cualquier g € G.

Teorema 3.12. Una condicién necesaria para que (H,C) sea completamente contro-
lable es que G sea conexo y L = L(G). Si G es compacto la condicion es suficiente.

Demostracion. La condicién del teorema se satisface si y sélo si G = S. Por el Lema
3.4 la condicién es necesaria. La segunda parte se sigue del Teorema 3.11 y del hecho
que A(e) = G, entonces A(g) = G para todo g. O

3.3. Controlabilidad completa. Para demostrar el Teorema de esta seccién ne-
cesitamos el siguiente lema cuya demostracién se pueder ver en [4].

Lema 3.13. U(N) es un grupo de Lie conexo y compacto.

Teorema 3.14. (Schirmer-Solomon-Leahy) Una condicidn necesaria y suficiente para
que un sistema cudntico con Hamiltoniano (7), controles en C y dlgebra de Lie L sea
completamente controlable es L = u(N)

Demostracion. Puesto que (8) define un sistema de control invariante a la derecha
sobre el grupo de Lie compacto y conexo U(N), el Teorema 3.12 establece que el
sistema es completamente controlable si y sélo si L ~ u(N). Esta condicién también
es necesaria y suficiente para controlabilidad en los estados, pues las dos nociones de
controlabilidad son equivalentes. O

Ejemplo 3.15. [28] Consideremos un sistema cudntico con dos niveles (i = 1,2) de
energia y subniveles degenerados, donde el niimero de subniveles del nivel ¢ esta dado
por la féormula 2F; + 1, F; € N, i =1,2.

En la figura 1 se muestra el caso trivial de transicién entre dos niveles no degene-
rados, F; = 0, ¢« = 1,2. El Hamiltoniano interno de este sistema es

([ E 0
Ho(o E2>’

0 d
Hl:(d O)a

y el Hamiltoniano de control es
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2 B 4

1 N%

)

donde d # 0 es el momento dipolar de la transicién. Nétese que iHy y ¢H; generan
u(2) si Ey # Eq. Asi, el sistema es completamente controlable.

La figura 2 muestra un diagrama de transiciones entre subniveles de dos niveles
atémicos con F; = 0y Fy = 1, respectivamente. Puesto que F, = 1 el nivel 2 tiene
tres subniveles degenerados. El Hamiltoniano del sistema con cuatro estados estd dado
por

E,2 0 0 0

0 Ey, 0 O
Ho=| 9 0 B o |

0 0 0 E;

en la base estandar. Los Hamiltonianos de control son

0 0 4 0
0 0 0 O
Hi=1 4000
0 0 0 O
0 d 0 0 0 0 0 d
d 0 0 0 00 0 O
=19 000 =000 o0
0 0 0 O d 0 0 0
Notemos que iHy,iHq,iHs y iHj generan el dlgebra de Lie u(4), entonces el sistema

es completamente controlable.

4. CONTROLABILIDAD DE SISTEMAS ABIERTOS

En un sistema abierto, la dindmica de los estados se describe mediante un semigrupo
de transformaciones completamente positivas que preservan la traza (T.¢)i>o0 del
espacio L1 (H), de los operadores de traza finita sobre H, en si mismo. De manera
que un estado inicial p es enviado por este semigrupo en un estado p; al tiempo ¢:
pt = Tu(p). La familia de estados (p;)¢>0 es la solucién de la ecuacién maestra

dpt -
Po = p-

Donde p es un estado inicial y L, es un operador, no necesariamente acotado, del
espacio Lq(H) en si mismo, al que se le llama generador de Lindblad y Gorini-
Kossakowski-Sudarshan (LGKS) en su representacién predual. Se sabe, véase [10, 13],
que en el caso cuando L, es un operador acotado tiene la forma canénical|

(19) L.(p) = P.(p) — Gp— pG™.

donde @, es una transformacion lineal completamente positiva y acotada sobre L (H)
y G = %Q*(I ) —iH es el generador de un semigrupo uniformemente continuo sobre
‘H. Esta ecuaciéon maestra es una generalizacion de la ecuacién de Schrodinger. En el
caso ® = 0 la ecuacién (18) se reduce a la ecuacién de Schrodinger.

El Teorema de Schatten, véase [25], establece un isomorfismo isométrico entre el
dual L1(H)* de L1(H) y B(H). De manera que para cada funcional lineal continuo f
sobre L1 (H) existe un elemento x € B(H) tal que f(p) = tr(zp) para todo p € L1(H).
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Entonces para cada x € B(H) y cada t > 0 el funcional f(xz,t)(p) = tr (xﬁt(p)) tiene
asociado un elemento T;(x) € B(H) tal que

F(.8)(p) = tr (eToa(p)) = tr(Ti(@)p).

Para cada t la aplicacién x — T;(z) es completamente positiva. Y la familia (7;):>0
define un semigrupo cudntico de Markov sobre B(H) que preserva la identidad. Si £
es el generador de este semigrupo entonces se tiene

dTi(z) _

To(r) = x € B(H).

Esta es una ecuacién en el dlgebra B(H) que gobierna la evolucién de las observables
del sistema cuéntico abierto. En el caso cuando L es acotado, tiene la forma canénica
[22, 13],

(21) L(z) =P(z) — Gz — zG,

donde ® es una transformacion lineal completamente positiva y acotada sobre B(H)
y G = %CD(I ) —iH es el generador de un semigrupo uniformemente continuo sobre H.

En el caso de dimensién finita H = CV es el espacio de vectores complejos de
dimensiéon N y Li(H) = My es el espacio de matrices complejas de N x N. Al
conjunto de estados o matrices de densidad (i.e., el conjunto de operadores positivos
sobre H de traza uno) lo denotamos por D(H), claramente D(H) C L1 (H).

Cualquier transformacién completamente positiva que preserva la traza tiene la
forma de Kraus, véase [20] y el Teorema 2.20 en [10]; es decir, es de la forma

(22 Byl = 3 KipK:

donde los K; son operadores en B(H) que satisfacen la condicién

n

(23) KiK;=1.
=1

1=

Esta representacién no es tnica.
A una tranformacién completamente positiva que preserva la traza la llamaremos
simplemente transformacién de Kraus.

4.1. Controlabilidad cinematica. La nocién de controlabilidad que discutimos en
la seccién anterior necesita ser modificada para adaptarla al caso de sistemas cuanticos
abiertos, cuya dindmica no es necesariamente unitaria. La controlabilidad cinematica
se define de la siguiente manera.

Definicion 4.1. Un sistema cuantico abierto es cinemdticamente controlable en un
conjunto Sk de estados si para cualquier par de estados p;, p2 € Sk existe una
transformacién de Kraus @, tal que ps = ®(p1).

Teorema 4.1. (Wu-Pechen-Brif-Rabitz, [37]) Para cualquier estado py sobre el espa-
cio de Hilbert H de dimension finita N, existe una transformacion de Kraus ®¢, tal
que ®¢(p) = py para todos los estados p en H.

Demostracion. Supéngase que la descomposicién espectral del estado final py es

N
(24) pr=Y_pile:) (i,

i=1
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donde (¢;)1<i<n es la base que diagonaliza p; y Zfil p; = 1, p; > 0. Para una base
ortonormal arbitraria {x;} en A definimos los operadores

(25) Kij = /piloi)(x;1 i,5=1,...,N.

Los operadores K;; satisfacen la condicién de normalizacién (23), pues

N N N
SNokpKy =Y pila)@illed Ol = S (b pidn) ) (]
i,j=1 i,j=1 i,j=1

N

= Y Treho)ool = 1

J
Definamos la transformaciéon de Kraus

N
(26) Op(p) = Y KijpKy;.

4,J=1

Esta transformacién ® actua sobre un estado p en H de la siguiente manera

N N
Or(p) =Y pildd)(xslelxs) (@il = Tr(p) D pildi) (il = py-

ij=1 i=1

Esto demuestra el teorema. O

Corolario 4.2. Para cualquier par de estados p1 y p2 en el espacio de Hilbert H finito
dimensional, existe una transformacion de Kraus ® tal que ®(p1) = pa.

Corolario 4.3. Un sistema cudntico abierto finito dimensional es cinemdticamente
controlable en el conjunto Sk = D(H) de todos los estados sobre H.

4.2. El problema de control dindmico para sistemas abiertos. En analogia
con el problema de control dindmico para sistemas cerrados, el problema de control
dindmico se formula de la siguiente manera.

Definicion 4.2. Un sistema abierto es dindmicamente controlable (o simplemen-
te controlable) en un subconjunto S de estados si para cualquier par de estados
p1, p2 € S existen un tiempo finito 7' y un conjunto de controles admisibles

{ea(t), ca(t), -+, en(t)} C C, tales que la solucion T,y de la ecuacién maestra (18),
con generador LGKS dependiente de los controles
(27) ﬁ*t = L* (Cl (t)7 e ,Ck(t)),

transforma p; en po, i.e.,
p2 = Tu(t,0)P1-

Es decir la ecuacién de control en este caso tiene la forma

(28) aﬂt = Lut(p1),
Po = p-

Con L, como en (27).
De manera similar al caso de sistemas cerrados, se puede suponer que el generador
LGKS es de la forma

L= Lo+ Z Cj (t)ﬁ*j,
=1

considerar el dlgebra de Lie generada por lo elementos {L.o, ..., L} v al correspon-
diente grupo de Lie, buscando aplicar el resultado de Sussman y Jurdjevic, Teorema
3.12, para obtener una condicién necesaria y suficiente para controlabilidad.
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Ejemplo 4.4. [1] Consideremos un sistema cudntico de dos niveles. El espacio de Hilbert
asociado es C?. El Hamiltoniano del sistema es

Ha = £0/|0)(0] + &1 |1)(1],

donde €y y €1 son las energias de los estados base y excitado, respectivamente. Las
transiciones entre los niveles atémicos estan descritas por los operadores

o=10=( g g ). oe=moi=(7 7).

El generador GKSL para este sistema tiene la forma
®(p) =2v0_poy
G=—-o040_+iH,
con H =Aw|1){(1|+ Qo_ + Qo

donde v, Aw y § son constantes. Para un estado estacionario, pg = Y o<, <1 Pij ) (4],
<ij<
del sistema se cumplen las siguientes ecuaciones

YP11 :Im(me)
Ywp1o =i82(p11 — poo),

donde 7, = v + iAw. Sea a = —if)/~,, el estado estacionario es

b= [P0 P10 1 L+ a
* por P11 14 2|af? Q la|? )~

El estado es puro sélo si a = 0. Nétese que con |Q/|7,| > 1, el sistema evoluciona
desde un estado inicial hacia un estado invariante saturado, i.e.

1 L+ « . 1/2 0
1+ 2]al? a |a|? lel=ee \ 0 172 )7

con probabilidades iguales en los niveles superior e inferior, poo = p11 = 1/2,

po1 = 0.
Con [Q]/]1.] < 1,

1 1+a? « . 10
1+ 2]af? a |a? =0\ 0 '

El sistema evoluciona desde un estado inicial hacia el estado estacionario base
p11 = po1 =0, poo = 1.

4.3. Existencia y unicidad para el problema de control incoherente. En
esta seccién discutimos el problema de existencia y unicidad de la soluciéon para
el problema de control incoherente. El resultado principal, Teorema 4.5, es una
consecuencia de la existencia y unicidad de la solucién para la ecuacién de Lindblad con
coeficiente dependientes del tiempo, sobre el espacio B(H). Por esta razén abordaremos
el estudio de la ecuacién de Lindblad en la representacién directa,

d

(29) %Xt == Et(Xt),
L; estd dado por
(30) Li(X) =P(X) — G} X — XG4

Donde para cada t > 0, ®; es una transformacién completamente positiva acotada,
Le., ®i(z) € B(H) y Gy = $®,(I) — iH,, con H; € B(H) autoadjunto.

Partiendo de una motivacién puramente matemadtica, es decir, sin conocer su
relacion con el problema de control de sistemas cudnticos abiertos, la existencia y
unicidad de la soluciéon para la ecuacién de Lindblad dependiente del tiempo se
demostré en [15, 14], en un contexto general para L; con coeficientes no acotados.
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Una consecuencia del resultados de [15, 14] es la existencia y unicidad de la solucién
del problema de control incoherente. Es decir tenemos el siguiente resultado.

Teorema 4.5. Si los controles {c1(t), - ,cn(t)} pertenecen a la clase C o Cy definidas
en el Capitulo 2, entonces la ecuacion de control incoherente

(31) %Xt — LX)+ Y e(0L(X), Xo= X € BH),
1<j<n
donde cada generador L; tiene la estructura de Lindblad y Gorini-Kossakowski-
Sudarshan con coeficientes acotados y L;(I) = 0, j = 0,...,n, entonces eziste una
solucion Xy = P(t,0) del problema de control incoherente (31), donde {P(t,s) : (t,s) €
A}, A ={(t,s):0<s<t< oo} esla solucion minimal de (31), que es dnica (por
ser conservativa) y satisface
(a) Para cada (t,s) € A, P(t,s) es completamente positivo y normal.
(b) P(t,s) <I V(t,s) € A.
(¢) Es un sistema de evolucion: P(s,s) =1, P(t,s) = P(t,r)P(r,t) para 0 < s <
r<t.
(d) Para X € By (H) y s >0 fijos, t — P(t,s)(X) es débilmente diferenciable.
(e) Si {Q(t,s) : (t,s) € A} es otra familia de transformaciones lineales que
satisfacen la ecuacion (31) entonces

P(t,s)(X) < Q(t, 5)(X) VX € B(H).

Demostracion. La continuidad de los controles y el hecho que los coeficientes del
generador, i.e., los operadores de Kraus y el Hamiltoniano, son acotados, implican
que la familia (£; = Lo + 32 <<, ¢j(t)L5)e>0 satisface las hipétesis del Teorema 4.1
de [15], véase también el Teorema 5.3.3 de [14]. La conservatividad se sigue de la
condicién £;(I) =0, j=0,...,n. O

5. CONCLUSIONES

Hemos revisado algunas nociones de controlabilidad para sistemas cuanticos cerra-
dos y abiertos. Revisamos un criterio para la controlabilidad completa de sistemas
cerrados, obtenido por primera vez por Schirmer-Solomon-Leahy, usando un resultado
de Sussman y Jurdjevic [18] sobre control en grupos de Lie. Incluimos un resultado de
controlabilidad cinematica para sistemas cudnticos abiertos. Formulamos el problema
de control dindmico para sistemas abiertos y obtuvimos condiciones suficientes para
la existencia y unicidad de su solucion, en el caso de generadores GKSL con coefi-
cientes acotados, enfatizando que las ecuaciones de control tienen Hamiltonianos o
generadores de Gorini-Kossakowski-Sudarshan y Lindblad dependientes del tiempo.
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EL PRIMER TEOREMA FUNDAMENTAL DE VALUACION DE
ACTIVOS PARA TIEMPO DISCRETO Y HORIZONTE FINITO

ALEJANDRO SANCHEZ PERALTA

ResuMEN. El Primer Teorema Fundamental de Valuacién de Activos tiene una
relevancia historica que destaca por caracterizar la relaciéon entre no-arbitraje y la
existencia de una medida de probabilidad equivalente, bajo la cual el proceso de
precios descontado de algun derivado financiero es una martingala. En este trabajo
abordamos una de las pruebas del Primer Teorema Fundamental de Valuacién de
Activos en tiempo discreto y horizonte temporal finito, pero con un espacio de
estados no necesariamente finito. Apegandonos a la referencia [3] establecemos
en detalle la demostracién de este resultado usando el principio de induccién
matematica.

1. INTRODUCCION

El proceso de comprar y vender simultaneamente (o casi) un mismo instrumento
financiero en diferentes mercados, generando algtin beneficio econémico con base en la
diferencia de precios se denomina arbitraje financiero. Esta estrategia de mercado es
tal, que nos permite generar una ganancia libre de riesgo de manera indiscriminada.

Si en un mercado financiero algtin agente logra una oportunidad de arbitraje, dicho
agente puede ejecutar tal estrategia de manera ilimitada, basado inicamente en la idea
de que “més es mejor que menos”. No obstante, esta posicién es incompatible dentro
de un mercado en el que existan otros agentes competitivos, ya que no habria un
portafolio de inversién optimo para los otros agentes que también prefieren més por
menos.

Esto da lugar a una de las ramas méas importantes dentro de las finanzas matemati-
cas, que es la llamada valuaciéon por arbitraje. El estudio contemporaneo del arbitraje
financiero se centra en el anélisis de las implicaciones de la ausencia de las oportuni-
dades de arbitraje. Y es en esta linea que surge uno de los resultados mas interesantes
en las finanzas matematicas actuales. Este es el Primer Teorema Fundamental de
Valuacion de Activos (PTFVA).

Fueron Phillip Dybvig y Stephen Ross quienes acunaron el término Teorema Funda-
mental de las Finanzas en un diccionario de economia en 1987 (ver [2]). Sin embargo,
un primer acercamiento a este resultado fue publicado por el segundo autor (S. Ross)
once anos antes. En nuestro caso comentaremos algunos aspectos del arbitraje finan-
ciero en un contexto matematico y financiero sencillo y, posteriormente desarrollamos
en detalle la demostracion del PTFVA en tiempo discreto y horizonte finito. Por lti-
mo, comentaremos un ejemplo desarrollado por Stanley Pliska ([7]) para el que no se
satisface el Primer Teorema Fundamental.

2. UN CASO SENCILLO DE ARBITRAJE FINANCIERO

A lo largo de esta seccion trabajaremos en RP. Esto obedece a dos razones
principalmente. La primera de ellas es que RP es un espacio vectorial, lo cual es

2010 Mathematics Subject Classification. 91B28 .

Palabras clave. Primer Teorema Fundamental, arbitraje financiero, medida martingala
equivalente.

IDe existir una oportunidad de arbitraje, ésta es tomada de manera inmediata debido a la gran
cantidad de agentes que participan en el mercado. Esto ocasiona que la ventana se cierre al momento,
haciendo que el arbitraje se desvanezca.
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ventajoso para establecer conceptos tales como el de portafolio financiero. La segunda
razon es porque varias de las hipotesis de un mercado financiero real, se satisfacen
suficientemente bien en este espacio como veremos méas adelante.

Supongamos que trabajamos con un modelo de mercado en el que existen un nimero
finito de activos del mercado (digamos D), cuyos perfiles de pago estan dados en
términos de bienes de consumo. Si g € R” es el perfil de pago para el d-ésimo activo,
definimos la matriz de perfiles de pago o de pagos X € M j«p(R) como

X =[Z1,...,Tp],

donde J es el namero de escenarios del mercado (estados del mundo).

En términos generales, un portafolio es un conjunto de instrumentos financieros
en el que un determinado agente del mercado coloca sus inversiones para su posterior
intercambio. Para nosotros, un portafolio es un elemento de R” en el que cada entrada
representa las deudas 6 las posesiones del agente.

Consideramos portafolios en R”, ya que esto permite tener entradas positivas, ne-
gativas o cero en el portafolio?. Ademas, dado que en la practica es comtn intercambiar
lotes de activos, al trabajar en este espacio se satisface la condicién de divisibilidad
del mercado.

Si h es un portafolio con D activos, su perfil de pago esta dado como

D
Xh= Zfdh(h
d=1
donde hg es el d-ésimo activo del portafolio y T4 el perfil de pago correspondiente a
esta entrada. Con esta nocion de perfil de pago de un portafolio podemos establecer
la siguiente

Definicion 2.1. (Ley de un mismo precio). Si h y A’ son dos portafolios cuyo
perfil de pago es el mismo, entonces ambos portafolios tienen el mismo precio. Es decir,
si Xh = Xh' entonces ph = ph/, donde p € R es un vector de precios.

En este caso podemos ver que cualquier portafolio cuyo perfil de pago es cero, tiene
precio igual a cero. Veamos que si h = h — h/, entonces Xh = 0 implica que ph = 0,
ie.,

(1) ker(X) C ker(p),
donde p es un vector en R”, tal que existe un portafolio h con la propiedad de que
ph € Ry.

Si bien es posible establecer diferentes nociones de arbitraje, en el contexto que
estamos trabajando es necesario introducir una definicién en términos del perfil de
pago de un portafolio.

Definicion 2.2. Un arbitraje fuerte es un portafolio cuyo precio es estrictamente
negativo y que tiene un perfil de pago positivo en algun tiempo futuro.

Definicion 2.3. Un arbitraje es un portafolio que es un arbitraje fuerte o que tiene
precio igual a cero y un perfil de pago positivo, hoy o en algin estado en el futuro.

En vista de que el precio inicial para un arbitraje no es mayor que cero, no
requerimos de riqueza alguna para participar en el mercado. Sin embargo, es posible
que al término del periodo hayamos conseguido algin beneficio gracias al perfil de
pago final. Esto lo podemos conjuntar en forma de desigualdades como veremos a
continuacion.

Sea h un portafolio de arbitraje, entonces

ph <0,
y su payoff siempre es positivo
Xh >0.

2Esto es a lo que se le denomina liquidez del mercado.
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Cuando escribamos > debemos entender mayor que o igual que en cada componente.
Por otra parte > quiere decir mayor o igual estrictamente y mayor en algunas
componentes. Por ultimo, cuando se trate de >> estaremos hablando de estrictamente
mayor que en todas las componentes. Observemos que el arbitraje h, tiene una
desigualdad estricta en alguna de las desigualdades anteriores, al menos en una
componente. Asi, una oportunidad de arbitraje puede representarse como

(2) yh:[;ﬂmo,

donde Y € Mji1xp(R).
Proposicion 2.1. Si no hay arbitraje entonces se satisface la ley de un mismo precio.

Demostracion. Sea h € RP un portafolio, tal que h € ker(X) y h ¢ ker(p). De esta
manera hay dos casos para el precio del portafolio, a saber ph > 0 6 ph < 0.

Si ocurre el primer caso, entonces —ph < 0. De esta manera, con —Xh = 0 se
satisface la definicion de arbitraje fuerte para el portafolio —h. Es decir, p(—h) < 0y
en particular X (—h) > 0. Por otro lado el caso ph < 0 no es posible, ya que la otra
condicién para el arbitraje es que ph = 0. (]

Hemos establecido uno de los supuestos financieros mas usados en la practica, como
una implicaciéon del principio de no arbitraje en un contexto sencillo. Este hecho
ademés, permite adentrarse en el concepto de equilibrio de mercado y algunas otras
relaciones estructurales. Mas por el momento nos limitaremos al Primer Teorema
Fundamental.

Ejemplo 2.2. Consideremos dos activos cuyos perfiles de pago son z; = (1,1)! y
xo = (1,2)! respectivamente. Supongamos que el precio de estos activos es p; = 1y
p2 = 2. En este caso el vector de precios p = (1,2) pertenece a la frontera del cono
generado por los perfiles de pago, de hecho coincide con uno de ellos, tal como se
muestra en la Figura 1.

ACTIVO 2
30(

25
2of
15f
1of

0.5F

T T e L, Acmvoul

F1cauraA 1. El precio p coincide con una de las fronteras del cono generado

por los perfiles de pago.
1 1
(12)

por lo que con el portafolio h = (1, —1/2), tenemos que z = Xh = (1/2,0)!. Este perfil
de pago no pertenece al subespacio generado por z1 y 3. Ademéas ph = 0, es decir, h
es un portafolio de arbitraje. Sin embargo, dado que z > 0y ph £ 0, se sigue que no
es un arbitraje fuerte.

La matriz de pagos es
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3. EL PTFVA DE DALANG-MORTON-WILLINGER

El Primer Teorema Fundamental caracteriza la existencia de una medida de pro-
babilidad equivalente, bajo la cual el proceso de precios descontado de algtn derivado
financiero es una martingala.

Existen varias versiones de este resultado en multiples contextos. Muchas de ellas
de nivel elemental, y otras tantas sofisticadas y dificiles de abordar. En nuestro caso
trabajamos con una version de nivel intermedio, conocida como la versiéon de Dalang-
Morton-Willinger. Vamos a proceder con el enfoque presentado en [11] y, apegandonos
a [3] construimos la prueba de este resultado mediante el principio de induccion
matematica. Tal medida martingala equivalente es importante ya que nos permite
valuar portafolios, derivados financieros, entre otras aplicaciones.

3.1. Estableciendo el teorema. Sea (£, (S;)l_,, P) un espacio de probabili-
dad filtrado, donde
(3¢)L, es la filtracion finita So & 1 & ... & Sr.

Si Sy = (So(t),...,Sa(t)) es un vector de precios de algin mercado financiero,
tenemos que la variable aleatoria S;(t) : 2 — R9*! denota al vector de precios que
prevalece al tiempo ¢. Suponemos que cada componente de S(t) representa el proceso
de precio para d+ 1 activos financieros distintos que son medidos en relacion al primer
activo. Este activo recibe el nombre de numerario. Y dado que los precios restantes
son medidos relativos al numerario, se puede tomar Sy(t) = 1.

Definicion 3.1. Sea P la minima o-algebra sobre R x 2 que contiene a los conjuntos
{0} x A, A €Sy (u,v] x B,B €Sy, con 0 <u<wv. AP seledenomina la o-dlgebra
de los conjuntos predecibles.

Definicion 3.2. Un proceso estocastico {X (¢)}1>0 es S¢-predecible si es P-medible.

A continuacién establecemos formalmente el concepto de portafolio financiero. Este
es uno de los conceptos que podemos considerar como universales en finanzas.

Definicion 3.3. Un portafolio es un proceso predecible (d + 1)-dimensional denotado
por h = (hg(t),...,hq(t)), donde cada h;(t) es el namero de activos del i-ésimo tipo
que hay en el portafolio durante el intervalo (¢t — 1,¢].

Cuando algtn agente del mercado adquiere las cantidades correspondientes a los
portafolios h(0),...,A(T — 1) en los instantes ¢ = 0,1,...,T — 1, para conformar
cualquier estrategia de mercado debera usar tnicamente los recursos y la informacién
disponibles hasta ese momento, atendiendo tnicamente al pasado y al presente. Asi,
podemos decir que el agente no puede ver en el futuro debido a que se consideran
estrategias predecibles.

Definicion 3.4. Sea {S}:>0 una familia creciente de o-algebras de conjuntos de .
Un proceso X (t,w) : [0,00) x @ — R™ se llama S¢-adaptado si para cada t > 0 la
variable aleatoria X (¢, w) es S-medible.

Definicion 3.5. Si h es un portafolio, el proceso de wvalor de dicho portafolio es
V = (V)L y esta dado como

d d
(VRYO) = > hi(Si(0) y (VA)(®) = D h()Sit—1), t>1

Notemos que el proceso de valor es un proceso adaptado, debido a que tanto S;(t)
y h;(t) son Si-adaptados para toda ¢ < T — 1.

Definicion 3.6. Un portafolio h es autofinanciable si su proceso de valor V satisface

d
AV =Y " hi(H)A(Si(t), Vt=> 1.
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Los portafolios autofinanciables son de gran importancia pues son aquellos que no
involucran movimientos de entrada o salida de dinero después de ¢t = 0. Es decir, que
no entran ni salen flujos de efectivo cuando ¢ > 0. De esta manera lo que gana o pierde
un agente del mercado viene dado mediante la siguiente expresion

T-1 T—1
D (h(1), S(t+1) = S(1)) = (VA)(0) + Y (h(t), AS(t)) .
t=0 t=1

Si en general denotamos

(h-8)e = (h(u),AS(w)), Vt>1,

entonces

(VR)(t) = (VR)(0) + (h - S):
para un portafolio que sea autofinanciable. Una vez establecido lo anterior pasamos a
definir el concepto de arbitraje.

Definicion 3.7. Una oportunidad de arbitraje es un portafolio autofinanciable h(t),
para el cual su proceso de valor satisface las siguientes condiciones
(1) P[(Vh)(0) =0] =1,
(i) 3r e I ={0,1,...,T}, tal que P[(Vh)(r) > 0] > 0,
(iii) P[Vh(r) > 0] > 0.

Si consideramos al conjunto
T—1
K=/ Z (h(t),AS(t)) :h(t) : @ — R es Jy-adaptado para
t=0

tef{0,1,...,T—1}},

tenemos que este es un subespacio de L°(£, 3y, P). Este conjunto es el espacio
de variables aleatorias real valuadas que son iguales P-casi seguramente (lo que
denotaremos en adelante como P-c.s.). Podemos entonces reescribir la definicion de
arbitraje financiero en términos geométricos.

Definicion 3.8. Decimos que en un mercado financiero no hay arbitraje si
KN L399, P) = {0},
donde LY es el cono de variables R-valuadas que son iguales P-c.s.

Debemos verificar entonces que con las definiciones anteriores, en efecto el subes-
pacio K es cerrado en L°(£2, 3, P). Esto es lo que se establece en el teorema 3.2.

Definicion 3.9. Sea H € L°(Q, o, P;R?%). Diremos que H estd en forma candnica
para (S(0),5(1)) si H € HX, donde
HY ={f:Q—>R?| f es Sp-medible y Pf = f},
aqui X = S(1) — S(0).
A continuacién introducimos la notacion para sucesiones de integrales estocésticas
de menos el maximo. Si S(¢) es un proceso adaptado a (2, ($¢)L,, P) y {H"}2, una
sucesion en forma canénica perteneciente a L°(Q, Sy, P; R?), entonces

(H-AS)_ = —mix{H - AS,0}.
Proposicion  3.1. Sea S = (5(0),5(1)) wun proceso adaptado a

Q,(3)} g, P) y sea {H"}>2 | una sucesion en L°(Q2, 3o, P;RY) en forma candnica.
t=0 n=1
Entonces

(i) La sucesion {H™}22, es acotada c.s. sii {(H - AS)}>2, es acotada.
(i) {H"}>2, converge c.s. sii {(H - AS)}52, converge c.s.

Si suponemos ademds que el proceso S satisface la condicion de no-arbitraje tenemos
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(iil) La sucesion {H™}S2 ; es acotada c.s. sii {(H - AS)_}>2, es acotada.
(iv) {H™}2, converge c.s. sii {(H - AS)_}52, converge c.s.

Demostracion. Véase [3], Cap. 6, pp. 92-93. O

Teorema 3.2. Sea S = (5(0),S(1)) un proceso estocdstico R%-valuado a un paso
adaptado a (2, (S¢)i_g, P). Entonces

(i) EI subespacio vectorial K es cerrado® en L°(Q, 31, P).

(i1) Si S satisface la condicion de no-arbitraje, entonces el cono

C=K-L(2S,P)
es cerrado® en L°(Q, S, P).
Nota. A la parte (i) del enunciado se le conoce como el Lema de Stricker.

Demostracion. (i) Sea {f,} = (H,,AS),>, una sucesién en K que converge a
fo € L°(Q,S1, P) con respecto a la convergencia en medida. Por simplicidad podemos
suponer que H™ estd en forma canénica. Por otra parte, pasando a una subsucesion
podemos suponer que {f,}32; converge casi seguramente a fo.

La Proposicion 3.1, implica que la sucesion {H™}22, converge casi seguramente a
H° € L9(Q, S, P;RY), de modo que fy = <HO,AS> y por lo tanto fy € K.

(ii) Para probar esta afirmacion supongamos que f,, = g, — hy, €s una sucesion que
converge en probabilidad a fo € L%(£2, 3y, P), donde g, = (H", AS), para lo cual H"
es un integrando en forma canénica y h,, € Lg_ (Q, 1, P). Tenemos que probar entonces
que fo € C, para esto de nueva cuenta podemos suponer que {f,}22; converge casi
seguramente a fy. Como f,, < g, inferimos que {(H™, AS)_1}2°; es acotada c.s., de
tal forma que podemos concluir de la condicién de no-arbitraje y de la Proposicion
3.1, que {H™}52,; también es acotada c.s.

Pasando a una subsucesion parametrizada medible (ver [3], pp. 90) {7x}%>, po-
demos suponer que la subsucesion g, = (H™,AS) converge casi seguramente a
<H 0,AS>, para algin H° € E. Obsérvese que la sucesion {f,, }32, sigue conver-
giendo c.s. a fy, de modo tal que h,, = f, — g, converge casi seguramente a algin
ho > 0. Por lo tanto

fo=(H°,AS) —hg € K — LY (2,31, P) =C.
O

Antes de pasar a la demostracion, debemos introducir algunos elementos adiciona-
les.

Sean p, q € [1, 0], de modo tal que %+% =1, y consideremos F = LP(Q), 3, P), E' =
L1(Q, S, P). Vamos a denotar por

E,={feL?|0< fecs)
al cono de variables aleatorias no-negativas en el espacio L.

Lema 3.3. Sea C C E un cono convezo o(E, E')-cerrado en la topologia de E (Ver
[6] w [8]) que contiene a E_ y supongamos que C' N Ey = {0}. Entonces existe una
medida de probabilidad @ sobre ¥, la cual es equivalente a P, satisface % €EFE yes

tal que para cualquier f € C, tenemos que Eq[f] < 0.
Demostracion. Ver [3], Cap. 5, pp. 81-82. O

Pasemos al PTFVA en una version no-elemental. Esta es de hecho una versiéon que
podemos calificar como intermedia, aunque no por eso menos interesante.

3Esta parte del teorema aparece en: C. Stricker, (1990), Arbitrage et Lois de Martingale. Annales
de I’ Institute Henri Poincaré-Probabilités et Statistiques, vol 26, pp. 451-460.

4La demostracién de esta afirmacién es debida a Walter Schachermayer y aparecié en W.
Schachermayer, (1992), A Hilbert space proof of the fundamental theorem of assets pricing in finite
discrete time. Insurance: Mathematics and Economics, vol. 11, no. 4, pp. 249-257.
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Teorema 3.4. (PTFVA). Sea (2, 37, P) un espacio de probabilidad y sea (S(t))L,
un proceso estocdstico R?-valuado adaptado a la filtracion (3;)1_,. Entonces se cumple
la condicion de no-arbitrage

KLY, S, P) = {0},
sty solo si existe una medida de probabilidad equivalente Q, (Q ~ P) tal que
(i) S(t) € LY9,S7,Q), t=0,...,T,
(ii) (S(t))L, satisface la propiedad martingala,

(iii) ‘;—g es acotada, i.c., Z% € L>(Q, S, P).

3.2. La base de la inducciéon. Vamos a establecer el enunciado del teorema para
cuando T' = 1. Sea S = (5(0),5(1)) un proceso Ré%-valuado, (3¢, S1)-adaptado que
satisface la condicién de no-arbitraje. Entonces existe una medida de probabilidad @
equivalente a P, tal que

(i) S(0),5(1) € LY(Q)

(i) S(0) = E[S(1)[S0]

(iii) % es acotada.
Consideremos una medida de probabilidad equivalente Py, tal que % sea acotada y
S(0),8(1) € LY(Py).

En segundo lugar vamos a considerar al conjunto

Cl = C N LI(Q, %1, Pl),

donde
C=K-L\(S,P).
En vista de que C es cerrado en L°(P), el conjunto C; es cerrado en L(Py).
Tenemos ademés que C; es un cono convexo debido a que C' es un cono convexo.
Por la condicién de no-arbitraje tenemos que

i n Li(ﬂ, Fq, Pl) =0.
Denotamos como
E. =LY (S, P,)
dado que
Cy N EL ={0},
aplicando el lema (3.3), vemos que existe una medida de probabilidad equivalente @

en & tal que % es acotada y Eg[f] <0, Vf € Cy.

Nota: Observemos que el hecho de que ;—}?1 sea acotada implica que S(0), S(1) €
L(Q).
Puesto que para cada coordenada j =1,...,d y cada A € &) tenemos que
14(S(1)7 —=S(0)Y) ey y —14(S(1) —S(0)7) € Cy,
entonces

Eq[1a(S(1)! = S(0))] <0y Eq[-14(S(1)! - S(0))] < 0.
Esto implica que E[14(S(1)? — S(0)7)] = 0, con lo que queda demostrado que
Eq[1a8(1)] = Eq[145(0)’].

Asi, si usamos el hecho de que S(0)7 es Sp-medible para toda j, de la definicién de
esperanza condicional se tiene que

5(0) = EQ[S(1)|S0]-

Por otra parte, dado que P; ~ P se tiene que P; es absolutamente continua
con respecto a P (y visceversa). De donde se sigue que % = 5—2%7 usando las
propiedades de la derivada de Radon-Nikodym (ver [9]). Por consiguiente tenemos
que % también es acotada.

Con lo anterior hemos demostrado la base de la induccion.
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3.3. El paso inductivo. Supongamos ahora que el teorema es valido para cuando
hay 7' — 1 periodos de tiempo y sea (S(t))Z_; un proceso adaptado a la filtracién
(3¢)L_,. Entonces existe una medida de probabilidad @ ~ P, definida sobre 37 y tal
que

(i) ‘;Q esta acotada

(iii) (S(t))I_; es una @Q-martingala, es decir, que para cualquier t > 1,4 € Sy,

tenemos
/Suméz/ﬁw+4mQ
A A

La base de la induccién aplicada a (S(t))}_,, al espacio de probabilidad (£2, 37, Q)

y a la filtracién (S)}_,, nos da una funcién acotada fi, que satisface las siguientes

condiciones: (a) La funcién f; es G- medible (b)fi > 0; (c) Eglfa] = 1; (d)
EsIS(D)|f1] < 00; (e) Eg[IS(0)[f1] < ooy (f) Para cualquier A € o tenemos

(3) / S(0)f1dQ = /S ) F1d0.

Sin embargo, queda por especificar quien es f1. La base de la induccién nos provee
de una medida @ equivalente a P en &, y la hipotesis de inducciéon de una medida Q
equivalente a P en . De esta manera podemos definir f; = %, y es facil entonces
demostrar las propiedades mencionadas en el parrafo anterior.

Si para cualquier A € Sp, definimos a la medida de probabilidad @ sobre la o-
algebra Sp mediante la regla

= / fldQv
A

dQ

entonces

(4) = f1

es una variable aleatoria acotada, por (111) de la base de la induccion. Por (b) tenemos la

dQ

positividad de f; y dado que Q ~ P, se sigue que dP 49 > 0c. S.y
y asi Q ~ P.
Debemos revisar ahora las propiedades de integrabilidad y la propiedad martingala
para nuestro proceso. Asi, cuando ¢t = 1,...,7T, tenemos
d
[1sdae = [1s@15

Q Q

(5) = / 1S(t)| f1dQ < .
Q

La propiedad martingala de (S(t))Z_, se obtiene de la siguiente manera. De la
ecuacion (3.2) tenemos que

/S(O)fld():/ S(1)f1dQ, YA€ .

Por otra parte, si en la ecuacion (3.4) usamos t =0y t = 1, llegamos a que

/S )dQ = /5 )f1dQ = /S )f1dQ = /s

Si ahora consideramos A € ¢, cuando 7' > 1 tenemos que

(6) /A S(t)dQ = /A S(t)f1dQ

(1) AS(t+1)dQ:AS(t+l)f1dQ.
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Lo que resta probar es que las dos ecuaciones anteriores son iguales. Recordemos que
f1 es $p-medible y acotada (Lema 3.3). Ademés, dado que & C Sy C ... C S, se
tiene que f; es $p-medible para toda ¢t = 1,...,T. Usando la hipotesis de induccion
tenemos que

/S@@:/ﬂHﬂw,Me%J:LWT
A A

Esto implica que

/A S(t)dQ = /A S(t)£1dQ = /A S(t+1)f1d = /A S(t+1)dQ,
es decir,

/SW@:/&HUM,ME%
A A

Con lo que queda demostrado que (S(t))]_; es una Q-martingala.

Probamos ahora la implicaciéon reciproca. Supongamos que existe la medida mar-
tingala equivalente Q. Si f € K, se sigue que Eqg[f] = 0. Como

K CL}(92,3Q),
se tiene que si f € Li(Q, S, @), entonces
Eglf]l=0< f=0—c.s.

Asi, tenemos que K N LY (2,3, Q) = {0}
O

Hemos demostrado asi la version de Dalang-Morton-Willinger del Primer Teorema
Fundamental. Si bien esta es una prueba constructiva, también es posible establecer
este resultado en términos de la cerradura del cono convexo C' (véase [11]).

Notemos ademés, la brevedad de esta ultima implicacién. En general todos los desa-
rrollos giran en torno a la implicacién de que si no hay arbitraje, entonces hay una
medida martingala equivalente.

4. UN CONTRAEJEMPLO AL PTFVA

Existen gran cantidad de ejemplos de aplicaciéon para el PTFVA en tiempo discreto
y horizonte temporal finito. No obstante cuando se considera un ntmero infinito de
periodos de tiempo, la implicacion No arbitraje implica la existencia de una MMFE no
se satisface. Este hecho es una consideracion importante que comenta S. Pliska en [7].

Aclaremos primero a que nos referimos con horizonte infinito. Si consideramos un
modelo de mercado para el cual el indice ¢ indica el nimero de periodos, asi como
el tiempo transcurrido y para el cual cabe la posibilidad de que T = oo entonces
hablamos de un modelo con horizonte temporal infinito.

Cierto tipo de estrategias consideradas como patologicas dentro de los mercados
financieros dindmicos son los llamados “dobleteos”. Estas estrategias de mercado
acarrean arbitraje si el espacio de estados no es finito. El problema del dobleteo radica
en el hecho de que no tiene costo alguno, sin embargo dicha estrategia converge con
probabilidad 1 a algo positivo.

4.1. El modelo binomial 1-periodo. El modelo binomial 1-periodo es la herra-
mienta basica para entender los principios de la valuacion por arbitraje. Y nos seré de
utilidad en la construccion de una estrategia de mercado que no satisface el PTFVA.
En este modelo se considera un activo del stock cuyo precio unitario se denota por Sy
al tiempo tg = 0. Al tiempo ¢ el precio de este activo puede tomar uno de dos valores
denotados como S} si el mercado sube, y S{ si el mercado baja. Existe una medida de
probabilidad asociada de tal manera que la probabilidad de que el precio de mercado
suba es p, y la probabilidad de que el precio de mercado baje es ¢ =1 — p. Esto es lo
que se ilustra en el siguiente diagrama.
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ST = uSy
/
So
hY
S = dS,
Notemos que se introducen los factores
St Si
=21 g g="2L
R

los cuales son ambos positivos y satisfacen la desigualdad d < u. Si ocurre que u = d
el precio del stock no es aleatorio y el modelo es completamente trivial.

Introducimos ademés una tasa de interés constante r. Con la cual una unidad
monetaria invertida en ty = 0, nos produce un total de 1 + r unidades monetarias al
siguiente periodo de tiempo. Similarmente si se pide un préstamo a la tasa r, al final del
periodo se tendra una deuda de 1 + r unidades monetarias. En particular suponemos
que la tasa de interés para un préstamo es la misma que para una inversion. Méas
aun, es sencillo verificar que para este modelo la tinica posibilidad de que no existan
oportunidades de arbitraje es que se cumpla

O<d<l+r<u.

Para el modelo binomial 1-periodo un derivado financiero es un activo del mercado
que paga cierta cantidad ST al tiempo uno si el mercado sube y paga una cantidad
diferente S¢ si el precio del mercado baja. Las opciones constituyen un tipo particular
de derivados financieros. El perfil de pago de una opcién de compra de tipo europeo
(call europeo) es (S; — K)™T, donde K es un valor constante que corresponde al precio
de ejercicio de la opcion.

En este caso la valuaciéon por arbitraje se usa para encontrar el precio del derivado
al tiempo cero, que es cuando se introduce al mercado. La idea es replicar al derivado®
de alguna manera. Si comenzamos con una riqueza inicial de Xy y adquirimos Ag
activos del stock al tiempo cero, el portafolio h(0) = (Xo, —Ag) tiene el balance

(Vh)(0) = Xo — Ao So.
Esto implica que al tiempo uno podemos alcanzar un portafolio para el cual su balance
es
(Vh)(].) = A()Sl + (1 + T’)(Xo — Aoso),
en vista de la adquisicion de Ag en ty. Si elegimos las cantidades de riqueza inicial Xg
y Ag de modo tal que X¥ = (VA*)(1) y X{ = (Vh?)(1), tenemos

1 1
Xo+ g | —— S — = u
ot °<1+r51 SO) T+
1 1
Xo+ A ([ ——S¢ - = d
0+ 0<1+T5'1 So) = (VhY)

Una manera para resolver este sistema de ecuaciones es multiplicar la primera
ecuacion por un namero p y la segunda por ¢ = 1 — p. Sumando ambas ecuaciones
llegamos a

Xo+ Ao [ —— (pSY +dS{] — So | = L [V + Vi
1tr 1 1 1tr 1 1
Si )
So = —— [pS} + ¢St
11r [P 174 1] )

5La replicacién financiera se refiere a igualar el valor de algtin instrumento financiero mediante

otro tipo de instrumentos del mismo mercado.
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obtenemos la formula para la riqueza inicial necesaria en la replicacion
Xo =1 Jlr [PV + vy

Maés atn, podemos encontrar facilmente los valores de p y ¢, en términos de la tasa
de interés y de los factores u y d. Asi
1+4r—d . u—-1-7r

w—d 9T Tu"a

El namero de activos Ag que debemos adquirir al inicio estd dado por la llamada
delta para la cobertura

p:

Vi — vy

St — 5¢ Su 5

Y en vista de que queremos replicar una posicién cortal para el derivado por (Vh)(1),
este activo debe tener el precio

Ag =

VO = X+ 8o (s 350 +51) — 80) = 1 [V + )
al tiempo cero para no acarrear arbitraje.

El objetivo del siguiente ejemplo es mostrar que cuando se trabaja con un ntimero
infinito de periodos de tiempo, siempre es posible obtener una ganancia estrictamen-
te positiva (digamos de $1) con probabilidad uno, es decir, se logra un arbitraje.
Implicitamente aparece una medida de probabilidad asociada y se pueden calcular
explicitamente las probabilidades neutras al riesgo. Més no es lo que nos acomete en

este momento.

Ejemplo 4.1. Consideremos un modelo binomial 1-periodo. Sean v = 1.1 y d = 0.9, los
factores multiplicativos dependiendo si el precio del stock sube o baja. Supongamos
que la tasa libre de riesgo es r = 0.

Si al tiempo t = 0 conformamos el portafolio h(0) = (—10,10) ~ (efectivo, stock),
usando el modelo binomial tenemos el siguiente esquema
SP =11
e
Sp =10
N\
Sd=9

Con esta estrategia podemos lograr un “dobleteo”. Pidiendo un préstamo por $10 para
armar el portafolio, si el precio sube al tiempo uno podemos pagar el préstamo y
quedarnos con $1 libre. Por otro lado, si el precio del mercado baja quedamos en
deuda por $1. Sin embargo, una manera de “pararse de nuevo” es pedir un préstamo
que duplique la cantidad inicial invertida, por ejemplo $11. Asi, al tiempo 1 tenemos
$1 para nuestras arcas y conformamos el portafolio h(1) = (—20,20). De acuerdo al
modelo binomial tendriamos

St =22
/
So =20
pY
St =18

En este caso si el mercado sube podemos pagar la deuda y retirarnos con $1. Aunque
si el mercado cae estaremos endeudados con $3, por lo que si queremos tener siempre
una ganancia de $1, tendriamos que recurrir a la misma estrategia otra vez.

SDentro de la jerga financiera se entiende que es algo que ya no se tiene o que se debe.
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Podemos ver con este ejemplo que siempre que ocurra un movimiento de subida del
mercado durante los primeros ¢ periodos de tiempo, habremos logrado el objetivo de
$1 para nuestro bolsillo. Si por el contrario no ocurre un solo movimiento de subida
durante los ¢ primeros periodos, la deuda ascenders a 1 — 2!. Con esto deberemos
11-2t=1 —1, por encima del préstamo inicial y la inversién en el mercado es de 9-2¢~1,
pues

1-2 = 9.2071 9.9t 9. 9t71 1
= 9.2t —(9+2).27t 41
= 9.2 —[11.2071 —1].

En esta situacion al tiempo ¢, para mantenerse andando el préstamo debe ser de
11 - 2=1. Con esto la inversiéon para este periodo de tiempo sube a 10 - 2¢. Asi, si
consideramos un numero infinito de periodos de tiempo, la probabilidad de que el
mercado siempre esté a la baja es cero. Por lo que en algin momento podremos
realizar un arbitraje via el “dobleteo”.

4.2. El contraejemplo de Pliska. El siguiente ejemplo es debido a Stanley Pliska
([7], pp. 246-248). En éste se muestra como en un mercado con un horizonte temporal
infinito, la version del PTFVA que manejamos en este trabajo no se cumple.

Consideremos un modelo de mercado con un activo con riesgo denotado por S, una
tasa asociada constante r = 0 y un espacio de probabilidad contable Q = {1,2,...}.
Hagamos Sy = 1 y para cualesquiera t > 1y w € € sea

1\t .
5 , < ws

Si(w) = 2
) { P2 +2) (D) L t>w

El cambio en el precio del activo con riesgo por periodo de tiempo viene dado
mediante la siguiente expresiéon

7(%)t ) t < w3
ASy(w) = Sp(w) = S—1(w) = § (W +20)(5)° t=uw;
0 , > w.

Intuitivamente esto quiere decir que en el estado del mundo w, el precio cae un 50 %
por periodo para w — 1 periodos consecutivos. Del tiempo w — 1 al tiempo w el precio
aumenta en (w? + 2w) (%)w . Es decir, sit =w

(8) ASiw) = Su(w) = Su-1(w)
(9) = (W +2w+2)(1/2)% - (1/w)* —
(10) = (0 +2w)(1/2)% +2(1/2) — (1/2)* —

(11) = (w? +2w)(1/2)".
A partir de t > w el precio permanece constante, es decir, para ¢ > w el valor del
portafolio no cambia.

Sea H (t) el nimero de activos con riesgo que se tienen del tiempo ¢ — 1 al tiempo ¢.
En vista de la naturaleza del proceso de precios, sin pérdida de generalidad podemos
concentrarnos en aquellas estrategias para las cuales {H;};>9 C R. Algo importante
que debemos considerar es que la sucesion { H; }+>1 es acotada (para evitar “dobleteos”)
y que ademés cada estrategia de la sucesion es autofinanciable. De tal manera que
las estrategias admisibles son descritas completamente por la riqueza inicial Vg y la
sucesion acotada {H;}i>o.

Si consideramos la estrategia admisible (Vy, {H;}>0), el valor del portafolio es

= { &Sy
Vo— > (1/2)°Hy + (w? 4+ 2w)(1/2)“H, ,t > w.
Como estamos suponiendo que la sucesion {H, }1>0 es acotada, entonces el proceso
para el valor del portafolio es acotado inferiormente.
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La ausencia de oportunidades de arbitraje se sigue de tres factores: La fecha en la
que el precio crecera es impredecible; si w es suficientemente grande el precio estaré
bajo aiin cuando haya habido cierto crecimiento y solamente se permiten estrategias
acotadas.

Sea B, un factor de descuento y definamos V;* = Bltt, ast Vo = V5. SiVp =0y {H:}
es tal que V; — V, con V(w),Vw € Q, entonces

w—1
1 1
(12) - Z(i)th + (W? + 2w)(5)Ho 2 0, Yw € Q.
t=1

Sea € > 0 y supongamos que para algiun k € Z se cumple

(13) é (;)t > e

Usando induccion matematica y la ecuacion (12), llegamos a
1 w
(14) (w? + 2w) (2) H, > e, Yo > k.

Sin embargo, esto no puede ocurrir dado que la sucesion {H;},>¢ es acotada. De esta
manera no existe ningtn &k € Z, ni tampoco € > 0 tales que se cumpla (13). Es decir,
debe ser

(15) Xk: <;>t <0, Vk > 1.

t=1

Si en la ecuacion (14) tomamos w = 1y k = 1, tenemos que H; = 0. Y en general
cuando consideramos Hy = Hy = ... = Hy_1 = 0, las ecuaciones (12) y (15) implican
que Hj = 0. Esto indica que nuestro candidato a oportunidad de arbitraje cumple
con la condicion H; = 0 para cualquier eleccién de ¢, con lo que se concluye que no
pueden existir oportunidades de arbitraje.

Por una parte ya verificamos que no hay arbitraje, lo que resta es ver que sucede en
relacion a la posible existencia de una medida de probabilidad equivalente a la medida
neutra al riesgo. Para esto supongamos que ¢;_1 es la probabilidad condicional neutra
al riesgo de que se de un movimiento a la alza del tiempo ¢ — 1 al tiempo t.

La correspondiente esperanza condicional de AS; debe ser cero, i. e.,

1 1
g1 (t* + 2) g + (1= 1) = 5; =0, ¥t > 1.

La probabilidad incondicional Q(w > t) debe igualar (¢t +1)/2t, lo que converge a 1/2,
cuando t es arbitrariamente grande.
Para tener una medida de probabilidad valida, debe suceder que

tllgloQ(w 2t) =0,

mientras que en nuestro caso el limite es 1/2. De esta manera no existe ninguna
medida de probabilidad equivalente bajo la cual el proceso de precios descontado sea
martingala, con lo que se muestra que el PTFVA no se cumple en este caso.
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