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CAMPOS CUADRATICOS REALES CON NUMERO DE CLASE
PAR

JANETH A. MAGANA-ZAPATA MARIO PINEDA-RUELAS

RESUMEN. En la clase de un ideal de un anillo de enteros Ar de una extensién
cuadrética @(\/&) de Q mostramos que existe al menos un ideal primitivo y uno
reducido. Involucrando las fracciones continuas con los ideales de Ap, para
cierta clase de enteros d aseguramos la existencia de un divisor del nimero de
clase de Q(\/&) Como una aplicacién obtenemos una familia infinita de campos
cuadraticos con numero de clase par.

1. INTRODUCCION

Una célebre conjetura de Gauss afirma que existe una infinidad de campos
cuadraticos reales cuyo anillo de enteros es de ideales principales. Sélo se conocen
resultados parciales. Por ejemplo, Bir6 [1], [2] determiné todos los campos cuadraticos
reales de la forma Q(vn2?+1) yv Q(vn?+4) con nimero de clase 1. También,
Byeon, Kim y Lee [3] determinaron todos los campos cuadréticos reales de la forma
Q(v/n? —4) con nimero de clase 1, sélo por mencionar algunos de ellos.

El objetivo de este articulo consiste en estudiar la ecuacion diofantina

d= 02am 4 b2
por medio de la teoria de los nimeros algebraicos y la teoria de las fracciones continuas.
Mostraremos que, bajo ciertas suposiciones sobre el entero d, el campo cuadratico real
) b

Q(vo%a™ + b?) tiene nimero de clase par.
2. PRELIMINARES

Un subcampo F' de los ntimeros complejos lo llamaremos campo de nimeros si
[F': Q] < oo. Sies el anillo de enteros algebraicos, entonces el conjunto Ap = FNQ
es un anillo el cual llamaremos el anillo de enteros de F. Las extensiones que
estudiaremos en este trabajo son de la forma F' = Q(v/d) con d > 0 libre de cuadrados.
Sid=2,3 (mod 4), entonces una base entera de F es {1,1/d} y el discrimante tiene la
M} ¢ o —d

2
En la familia de ideales # 0 de A definimos la relacién: I ~ J siy sélo si existen

a,f € Ap \ {0} tales que ()] = (f5)J, donde (), () representa el ideal principal
generado por « 'y [ respectivamente. La relacién ~ es de equivalencia. Denotamos por
Cr = {I : Tesideal # 0 de Ar}. Se sabe que Cr es finito y la operacién en Cr definida
por I.J = I.J, impone en Cr una estructura de grupo abeliano, en donde el neutro
es precisamente la clase m = Ar que representa a la familia de ideales principales
de Ap. El grupo CF es conocido como el grupo de clases de ideales del campo F'y
el orden del grupo Cp, que se denota como hp, es conocido como el niimero de clase
del campo F'. Un resultado conocido en teoria de niimeros algebraicos asegura que la
factorizacién de elementos de Ap en irreducibles es tnica si y sélo si Cg es el grupo

forma 6 = 4d. En el caso d =1 (mod 4) una base entera es {1,
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trivial, i.e., si y sélo si hp = 1 (Theorem 5.2.1, [11]). Equivalentemente, hp > 1 siy
sélo si el anillo Ap no es de factorizacién tnica. Justamente el interés de éste trabajo
es que, con la ayuda de una ecuacién diofantina, construiremos una familia infinita
de campos cuadraticos reales tales que el orden del grupo Cpg es par. No se sabe si
cualquier grupo de clases de ideales con nimero de clase par se obtiene de esta forma.

3. FRACCIONES CONTINUAS SIMPLES

Sid="2 € Q, entonces calculando el med(a, b) a través del algoritmo de Euclides,

se puede mostrar facilmente que:

ai
g_qo+ 1
q + 1
q2 + I
q3 +

. 1
Q-1+ —
dk

donde gy € Z y q; € N para i > 1. Este es un ejemplo de fracciéon continua finita, de
hecho d € Q si y sdlo si la fraccién continua de d es finita. El caso que nos interesa
ahora es cuando d € R\ Q. Las fracciones continuas de nimeros irracionales son las
conocidas como fracciones continuas simples y tienen la forma

1
qo + I

Gt

q2 + 71

g3+ —
donde gy € Z y q; € N para i > 1. Denotaremos por [qo;q1,---,qn,-- -] a la fraccién
continua simple. Si cortamos en la (n+ 1)-ésima entrada, entonces el nimero racional

o =2

q0;415---54n| = Bn7

llamado el n-ésimo convergente, satisface las siguientes relaciones recursivas:

TEOREMA 1. Sea [qo;q1,---,qn] €l n-ésimo convergente de la fraccion continua
[90;q1,- -+, qn,--.]. Paran € Z,n > —2 definimos

Ay = 0, A= 1, A, = QnAn—l +A,

B y,=1 B_1=0, B,=¢.By,_1+B, o

FEntonces
An _ QnAn—l + An—2

(g0 1] = o =

Demostracion. La prueba es por induccién sobre n y usando

1
(90501, @y @n1] = |Q03G15 -+ Gn—1,qn +
In+1
U
COROLARIO 2. St =[q0;q1s---sqnsntlyr---) Y T = [Gn+1; Gnt2, - -], entonces

Q= TA, + Ap_q
B mBn + anl .
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Demostracion. Del Teorema 1, obtenemos el resultado puesto que:

[ } An+1 xAn+An—1
a=190;q1,---,qn,T] = = .
903 Q1 q Boes 2B, 1 By

Observamos que:

1. Sin=—1, entonces A_1B_—A_sB_1=1.
2. Sin= 0, entonces AOB—I — A_lBQ =-1 y A()B_Q — A_QBO = qo-

En general tenemos:

TEOREMA 3. Paran > 1, A, y B, satisfacen las siguientes propiedades:
1. A,B,_1—A,_1B, = (_1)n—1.

ﬁ An—l _ (_1)n—1
Bn anl B Banfl.

3. Aan—Q - An—ZBn = Qn(*l)n

An An—2 (71)nQn
4, — — —F = > 2.
Bn Bn72 Ban72’ parat =

Demostracion. La prueba es facil. Ver por ejemplo el Teorema 2.1.10 de [7], o el
Teorema 5.1.2 de [9]. O

A
Si C, = =" denota el n-ésimo convergente de la fracciéon [qo; q1,---,qn,-- -], en-
n
tonces la afirmacion 2 del Teorema 3 la podemos escribir como:
(_1)2m72
Bom—1Bam—2

Com—1—Com—_2 = > 0.

Asf las cosas, cualquier convergente impar es mayor que cualquier convergente par.
COROLARIO 4. Las sucesiones {Cap} y {Cony1} convergen.

Demostracion. Esto es consecuencia de que {Cs,} estd acotada superiormente
por cualquier convergente impar. Andlogamente, la sucesién {Ca,11} estd acotada
inferiormente por cualquier convergente par. O

Como consecuencia de la afirmacién 2 del Teorema 3 tenemos:
A, 1 1

An+1
Crsr — Col = _ Ao .
Coir =Gl = |5 = B = BB ~nt n

Por lo tanto lim,,_, o, Co,, = lim,, oo Copy1 = limy, o0 Chy.

TEOREMA 5. Cualquier fraccion continua simple infinita [qo; q1, .-, Gn,-.-] €S un
numero irracional.

Demostracion. Ver [7] Teorema 2.1.15. O

El siguiente resultado es el reciproco del Teorema 5 y describe un algoritmo para
calcular la fraccién continua simple infinita que representa a un nimero irracional.

TEOREMA 6. (Algoritmo de las fracciones continuas) Si o ¢ Q, entonces o
estd representada por una fraccion continua simple infinita.

Demostracion. Sea gy = |a, donde || denota el mayor entero < o. Como «a # |/,
existe un tinico a; € R tal que
1

a=qy+ —.
o
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1
Nétese que 0 < — < 1. Sea ¢1 = |aq]; es claro que ¢1 # a3 ya que de lo contrario
aq

1
a € Q. Entonces a; = ¢q1 + o’ para algiun as > 1. Hasta aqui se tiene

Este proceso es infinito, pues si para alguna i, ¢; = «;, entonces « seria un numero
racional. Solo falta probar que este proceso infinito produce la fraccién continua simple

[90; 91, -, qn, - - -] que converge a . Claramente o = [qo; q1, - - -, ¢n, @nt1]. Puesto que
Gnt1 = |@nt+1]| < @ni1, entonces @ > [qo; q1, - - - Gn, gn+1] Para cualquier n impar, y
a < [qo;q1,- -+ qn,qn+1] Para n par. Si C; son los i-ésimos convergentes, entonces:

Co<(Cy <+ <Oy < <a< <Oy << (O3 <Y,
lo cual obviamente implica que « = [qo; q1,-- -, qny- - - - O

3.1. Irracionales Cuadraticos y Fracciones Continuas Periédicas. Aplicando
el Teorema 6 a los nimeros irracionales /7 y 7, se puede verificar ficilmente que:

VT=12;1,1,1,4,1,1,1,4,1,1,1,4,...]
r=1[3;7,15,1,192,1,1,1,2,1,3,...]

Observamos que en la fraccién continua de /7 se repite el bloque 1,1,1,4 y en la
fraccién continua de 7 no se puede observar el mismo fenémeno. Estudiaremos una
clase de ntimeros irracionales en cuya representacién en fraccién continua simple se
repite algiin bloque de ntimeros.

Definicién 7. Si @ = [q0;q1,---,qn,--.] es una fraccién continua simple infinita,
diremos que es periddica si existen k > 0y [ € N tales que g, = ¢4 para todo n > k.
Al menor entero [ que satisface la condicién anterior lo llamaremos la longitud del
periodo de « y lo denotaremos como | = I(«).

La notacién que usaremos es la siguiente:

o =[q05q1, - ks Dot 15 - - - Thtl)-

Observemos que si @ = [Go;q1,---,0n), entonces a es raiz de algin polinomio
cuadrético en Z[z]. Esto es asi porque si escribimos a = [go; ¢1, - - -, qn, @], entonces
tenemos que

aAn + Anfl

“= aBn + Bn—l7
y por lo tanto o?B,, + a(B,_1 — A,) — A1 = 0.

Definicion 8. Un irracional cuadratico o es un numero irracional que es raiz de
algiin polinomio cuadrético con coeficientes en Q.

TEOREMA 9. (Lagrange) Un nimero real « es un irracional cuadrdtico si y sdlo si
la fraccion continua simple que representa a « es periddica.

Demostracion. Ver el Teorema 5.3.1 de [9] pagina 240. O

En seguida veremos cémo expresar un irracional cuadrédtico o involucrando los
coeficientes del polinomio del cual « es raiz.

Supongamos que o es un irracional cuadratico, es decir, aa® 4+ ba + ¢ = 0, para
ciertos a,b,c € Z (a # 0). Entonces

oo —b+Vb? — dac
D Pa—
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Asi que podemos escribir
_A+VB AC+VBC? P+Vd
T T e T T aqQ ¢
donde P = AC, d = BC? y Q = C?. Entonces un irracional cuadritico o se puede
escribir en la forma
P+d
o= —-"

1) o
para ciertos P,Q € Z (@ # 0) y tal que d > 1 no es un cuadrado perfecto. La otra
P—Vd

o

Definicién 10. Si a = A+ Bvd con A, B € Q, definimos el conjugado de a como
o = A— BV/d.

raiz de ax? + bx + c es

El siguiente resultado describe un algoritmo para encontrar la representacion en
fraccién continua simple de un irracional cuadrético a.

LEMA 11. Sean d > 1 un entero que no es un cuadrado perfecto y

P+ Vd
Qo

un irracional cuadrdtico, donde Py = P, Qo = Q como en (1). Definimos lo siguiente
para k >0

a = Qp

P, +d
ap = ————, qr = |ou]
Qx
d — P2
Popi=qQr — Py Qiy1 = #

Entonces Py, Qy € Z, Q| P2 — d, Qi # 0 y o, = [qr; qet1, - - | para k > 0.

Demostracion. Ver el Lema 2.2.8 de [7], o el ejercicio 5.3.6 de [9]. O
3.2. Fracciones Continuas Puramente Periédicas. Nuestro propésito ahora es
encontrar la forma explicita de la fraccién continua del nimero irracional v/d, donde d

es un entero positivo libre de cuadrados. Para esto, estudiaremos una fraccién continua
simple cuyo periodo empieza desde la primera entrada.

Definicién 12. Una fraccién continua simple infinita o es llamada puramente
periddica si @ = [go; q1,-- -, @i—1) con longitud del periodo I = I(«).

Definicién 13. Un irracional cuadrético a lo llamaremos reducido si @« > 1y
-1<a <.

El siguiente teorema relaciona los irracionales cuadréticos reducidos y las fracciones
continuas simples puramente periédicas.

TEOREMA 14. La representacion en fraccion continua simple de un irracional
cuadrdtico o es puramente periodica si y solo si a es reducido.

Demostracion. Ver Teorema 2.2.13 [7] o Teorema 5.3.1 [9]. O

El siguiente resultado es un caso especial del Teorema 14.

COROLARIO 15. Sea d > 1 un entero que no es un cuadrado perfecto. Entonces
Vd = [q0:q1,-- - -1, 240,
donde q¢; = qi—; para j=1,2,...,1 -1y q = |Vd].
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Demostracion. Consideremos o = [V/d] + v/d. Se tiene que « es reducido y por el
Teorema 14 su representacion en fraccién continua simple es puramente periddica, asi
que

I 1

a = lao;a’lanu"';alflJ-
Luego Vd = o — [Vd] = L\/gJ;GhGQ,-n,al—l,QL\/EJ} , donde qo = |Vd],q1 =
Alye ey Qo1 = Q—1,q = 2L\/&J = 2qp. Si definimos v = [@;_1;a;_3, ..., o). Entonces
1

1
- = :[0;al—17a’l—25"'7a17a0]'
v [a—1;a—2, ..., ao)

/
—a =

Por lo anterior

—a' =Vd—|Vd| =[0;a1,a0,...,a_1,2|Vd]].

Asi concluimos que ¢j = a; = aj—; = q—j para j=1,...,[ -1 O

4. DIVISORES DEL NUMERO DE CLASE EN CAMPOS CUADRATICOS REALES

El objetivo de esta seccién y de este trabajo es involucrar las fracciones continuas
simples con el generador irracional de un ideal de un anillo cuadratico, con la finalidad
de estudiar una familia especial de campos cuadraticos reales con nimero de clase
par. Asi que estudiaremos dos tipos de ideales: Primitivos y Reducidos. El teorema
principal de este trabajo describe todos los ideales reducidos que son equivalentes a un
ideal primitivo. Usando este resultado se tiene un criterio de divisibilidad por 2 para
el nimero de clases de una familia de campos cuadraticos reales. Aplicando dichos
criterios se obtienen anillos de enteros que no son de factorizacién tunica.

4.1. El Orden Oa. A continuacién introducimos la nocién de discriminante y radi-
cando asociado a un entero libre de cuadrados dy. Sea

Ao — dy sidyp=1 (mod 4)
7Y 4dy sido=2,3 (mod 4)

El entero Ag es llamado discriminante fundamental con radicando fundamental dy. El
irracional fundamental principal asociado a A es

1+ doy

wo = 2
Vdy  si do=2,3 (mod 4)

Sea fa € Ny escribamos A = f2Ay. Entonces el nimero

dp=1 (mod 4)

A d sidy=1 (mod4)y faesimpar
| 4d de otra forma,

donde

d—= (fa/2)%dy sidp=1 (mod 4)y faes par
B fAdo de otra forma.

El entero A es un discriminante con conductor fa y d es el radicando asociado a
dicho discriminante.

Sea A un discriminante con radicando d. Entonces el irracional principal asociado
a A es

1+Vd
WA = 2
Vd si A=0 (mod 4)
Sea F' = Q(v/A) = Q(v/dy) y «a, 8 € F. Escribiremos
[, fl={ax+ By : 2,y €Z} = Za+ 73

si A=d=1 (mod4)
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para denotar al Z-médulo generado por a, . Observe que [, £] es un anillo.

Definicién 16. Si a, 8 son Q-linealmente independientes, entonces diremos que el
Z-médulo [« 5] es un orden en F' = Q(v/dp).

En particular, si escribimos Oa = [1,wa], entonces Oa es un orden en F' = Q(+1/dp).
Se puede probar que wa = fawg + h, para cierta h € Z, de ahi que

Op = [1,UJA] = [1,wa0].

El indice [Oa, : Oa] = fa es precisamente el conductor asociado a A, donde Oa, es
el orden maximal de F' que coincide con lo que conocemos como el anillo de enteros de
F. Notese que si fa = 1, entonces Oa es el anillo de enteros de F, es decir, Op = Ap.

El siguiente resultado nos ayuda a distinguir Z-submoddulos de ideales en Oa.

TEOREMA 17. (Criterio para ideales) Sea A un discriminante y (0) # I un Z-
submodulo de Oa. Entonces I tiene una representacion de la forma

I=la,b+ cwal,
para ciertos a,c € N y b € Z. Ademdas I es un ideal de Oa si y solo si esta

representacion satisface que ¢ | a,c|b y ac| N(b+ cwa).

Demostracion. Como I C Op = [1l,wa] = Z + Zwa, entonces I = [ay, as], donde
a1,as € Oa. Observar que I NZ # (0). Sea a € I el menor entero racional positivo.
Es facil ver que

a=(z1a1 + y1a2) + (211 + y1b2)wa,
donde x1b1 +y1b2 =0, x1,y1 € Z y al menos uno de ellos es distinto de cero. Elegimos
1, y1 minimos en valor absoluto con la propiedad anterior. De todos los elementos en

1, elijamos 8 = b+ cwa € I tales que b € Z, ¢ € N con ¢ minimo. Luego, se concluye
que [a,p] = 1. O

Definicién 18. A un ideal en O que satisface las condiciones del Teorema 17 le
llamaremos Oa-ideal.

Observemos que si I = [a,b+ cwa] es un Oa-ideal, entonces b se puede elegir de
tal forma que 0 < b < a.

1+/17
2

14+ V17
2

Ejemplo 1. Sea O17 = Ap = |1, . Entonces por el Teorema 17

4 T+ V17
’ 2

7+\/ﬁ> 4
——=s

I=14,3+

es un Ojr-ideal, donde a =4,b=3,c=1y N (

4.2. Ideales Primitivos. Si A es un discriminante, I = [a,b+ cwa] un Oa-ideal, el
entero positivo ac tiene la siguiente propiedad importante:

TEOREMA 19. Sea I = [a,b + cwa] un Oa-ideal. Entonces |Oa/I| = ac.

Demostracion. Sea (z1 + zowa) +1 € Oa/I. Puesto que zo = cq1 +r; con 0 <7 < ¢
y (b+ cwa € I, tenemos

(z1 + z2wa) + I = (21 + (eq1 +11)wa) — (b+ cwa)gr + I = (21 — bq1) + riwa + 1.
Luego z1 —bg1 = aga + 12 con 0 <7y < ay ya que ags € I se tiene que
(21 + z2wa) + I = (ro + rywa) + 1.

Por lo tanto, hay a lo més ac elementos en Oa/I. El resultado se sigue en virtud
de que todos los elementos son distintos. O
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Definicién 20. Sea I = [a,b+ cwa] un Oa-ideal. Definimos la norma de I como
N(I) = ac. En particular si ¢ = 1, entonces N(I) = a y en este caso diremos que I es
un Oa-ideal primitivo.

Observemos que si I = [a,b + cwa] un Oa-ideal, entonces podemos escribir
a b
I = (C) |:7—|-’LUA:| .
c'c

b
Asi que el Oa-ideal J = [a’ -+ wA] es primitivo y satisface J ~ I. Recordamos
c’ ¢

este hecho sobresaliente como:

TEOREMA 21. Si I es un Oa-ideal, entonces existe un Oa-ideal primitivo J tal que
J~ 1.

4.3. Fracciones Continuas Aplicadas a Campos Cuadraticos Reales. Ahora
relacionaremos las fracciones continuas simples con el generador irracional de un Oa-
ideal Primitivo. Para esto, veremos que uno de sus generadores es un irracional
cuadratico de los cuales ya sabemos exactamente como es su fraccién continua simple.
De aqui en adelante A = Ay, es decir, On = Oa, = Ar es el anillo de enteros de
F =Q(V/dy). Sea I = [a,b+ wa] un Oa-ideal primitivo y

[ 2 si d=1 (mod4)
9T\ 1 si d=263 (mod4)

P-1
—— s o=2
Escribimos ca = Q y b = 2
P si o=1,
donde P € Z 'y @ € N. Luego,
P d
(2) I = 97 l )
o o
14+ /33
Ejemplo 2. Sea Ap = Op = |1, 1TV y consideremos el Oa-ideal I =

2

Puesto que 33 = 1 (mod 4), tenemos que ¢ = 2, Q = ca =

8 7+33

2’ 2

1+ /33
l4’3++2\ﬁ .

2-4=8y P=2b+1=7. Por lo tanto I =

Con las definiciones de o, P y @@ que hemos establecido y el ejemplo anterior,
tenemos una pregunta inmediata: si escribimos un Z-médulo I como en (2) jpodemos
identificar si es un Oa-ideal primitivo?.

P d
TEOREMA 22. El Oa-ideal I = Q, l es primitivo si y solo si P? = d
o o
(mod 0@).
Demostracion. El resultado se sigue del Teorema 17. (I
P+Vd o e P
Observemos que ———— es un irracional cuadratico si y sélo si T es un
o

irracional cuadrético. Asi que por (1) de la Seccién 3.1, el Teorema 22 y la observacién
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P+d
oQ

Q P++d

)
g g

anterior tenemos que [ = es un Oa-ideal primitivo si y sélo si

es un irracional cuadratico.

es un irracional cuadratico si y sélo si 0
8 7T++v33
L

Ejemplo 3. Por el Ejemplo 2 podemos ver que I = es un Oa-ideal

2 2
14+ +v33 7T+V33
primitivo de Oa = |1, % . Entonces a = % es un irracional cuadratico
. . 2 1
que por cierto, es raiz de z= — i + 1

4.4. Ideales Reducidos. Hemos visto que cualquier Oa-ideal es equivalente a un
Oa-ideal primitivo. Mas adelante veremos que todo Oa-ideal primitivo es equivalente
a un ideal que llamaremos reducido. Asi que a continuacién daremos algunos criterios
para saber cuando un Oa-ideal es reducido.

b+ VA
2

Un Oa-ideal primitivo I se puede escribir como I = [N(I),a], donde a =
para algin b € Z.

Definicién 23. Sea A > 0 un discriminante, I = [N(I), &) un Oa-ideal primitivo.
Diremos que I es reducido si no existe v € I distinto de cero, tal que

<N y  WI<NU).

TEOREMA 24. Sea A > 0 un discriminante y sea I un Oa-ideal primitivo. Entonces
I es reducido si y solo si existe 8 € I tal que

[=[N(D),8, B>N({I) y -N(I)<g <o

Demostracion. Ver [7] o [9], Teorema 3.3.7 o Theorem 5.5.1 respectivamente. O

14145
2

Ejemplo 4. Sea Oa = |1, . El Oa-ideal

=43+ Y7

b

4 7+ V145
2

1+ \/145] B
| =

] = [N(D), 8],

es reducido puesto que 8 > N(I)y —4 < ' < 0.

P+d

COROLARIO 25. 81 o = 0 es un irracional cuadrdtico reducido, donde
, P++vd
PecZ, QeNyd>1 es un entero libre de cuadrados, entonces I = | —, vd
o o
es reducido.
Demostracion. Es consecuencia inmediata del Teorema 24. O

Los siguientes resultados también son consecuencia del Teorema 24 y nos hacen ver
mas facilmente cudndo un Oa-ideal es reducido en términos de la norma del ideal.

COROLARIO 26. Sean A > 0 un discriminante, I un Oa-ideal. Si I es reducido,
entonces N(I) < VA, O

COROLARIO 27. Sean A > 0 un discriminante, I un Oa-ideal primitivo. Si

A
N(I) < g, entonces I es reducido.

Demostracion. Ver el Corolario 3.3.12 de [7] o el Corolario 5.5.2 de [9]. O
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_vA

= . Entonces por el

Ejemplo 5. En el Ejemplo 4 tenemos N(I) =4 < 5

N | —
E
ot

Corolario 27, I es reducido.

4.5. Ciclos de Ideales Reducidos y Divisores del Nimero de Clase. En
esta seccién presentamos un teorema que muestra que todo Oa-ideal primitivo es
equivalente a un ideal reducido, dicho teorema es muy importante puesto que lo
aplicaremos para estudiar una familia de campos cuadraticos reales a partir de una
ecuacion diofantina en donde el nimero de clase es par. Finalmente, daremos ejemplos
de anillos cuadraticos que no son de factorizacién tnica.

P d
LEMA 28. Sea A > 0 un discriminante, I = I; = @,ﬂ un Oa-ideal
o
P d
primitivo. St o = oy = 05\[ y P, Q, ar y qx para k > 0 son definidos como en
0

el Lema 11, entonces

I =

Qr-1 Pp1+Vd
o’ o

es un Oa-ideal primitivo para toda k € N.

Demostracion. Ver [7], pagina 73, Lema 3.3.22. O

El siguiente teorema identifica todos los ideales reducidos equivalentes a un Oa-
ideal primitivo dado.

P d
TEOREMA 29. Sea A > 0 un discriminante, I = I} = @, M un Oa-ideal
o o
P d
primitivo. Sea o = g = 022_\[ y Pr, Qr, ax y qx para k > 0, definidos como en
0

el Lema 11. S

Qr_1 Po_1+Vd
0_ b

g

I, =

)

entonces Iy ~ I, para toda k € N. Ademds, existe un valor minimo ng € N tal
que Iny4; es reducido para toda j > 0. FEstos Ip,4; son todos los ideales reducidos
equivalentes a 1.

Demostracion. Ver el Teorema 3.3.23 de [7] o el Teorema 5.5.2 de [9]. D

La siguiente proposicién es consecuencia del Teorema 29 y relaciona la longitud
del periodo de la fraccién continua simple del generador irracional de un Oa-ideal
primitivo con el nimero de ideales reducidos que son equivalentes a dicho ideal.

PROPOSICION 30. Sea A > 0 un discriminante. Consideremos I = I; =
Qo Po+Vd . . Py +Vd )
—, ——— | un ideal primitivo en Op y ag = T Entonces el numero
g g 0

de ideales reducidos equivalentes a I es menor o igual que l(ag), donde l(ag) es la
longitud del periodo de la fraccion continua de «y.

Demostracion. Ver [7], pagina 84, Proposicién 3.3.24. O

14++2
Ejemplo 6. Si A = 233, entonces Ap = Op = |1, —‘_331 Sea

2

I=1 = |14,8 + =

1+\/233] lM 17+\/233]
2 T
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un Oa-ideal primitivo. Entonces

_17+/233

Qo

28
Por el Teorema 29 tenemos que
1 V2 11+ /2 1 V2
I, = 14)M ~ Ty = 27+733 ~ I3 = S,M
2 2 2
[ V2 11++/2
~ I = 7’M ~Is = 47+733
2 2
[ 13+ /233 11+ /233
~lg= 4, ———— |~ = |1, ———
2 2
[ 3+ /233 13+ 1/233
NI8 = 877 NIg = 2’7
2 2
1 2 1 2
< o= [1, 155 V28 Vﬂ <y = [z, 155V w%] L

Nétese que

2.14-n+1 2
11:[147 n+ 174/ 33]7

2
para toda n € Z. Si n > 0, siempre se cumple que

2-14-n+17—+/233

B > 0.

Si n < 0, siempre se cumple que

2-14-n4+17+v233

5 < N(I) = 14.

Entonces por la contrapositiva del Teorema 24, I1 no es un ideal reducido. Es fécil ver
que I, con r = 2,3,...,10 son ideales reducidos. Por otro lado la fraccién continua
simple de aq es:

ap =[1;6,1,1,3,3,1,1,7,15,7],

de donde observamos que [(ag) = 9. En nuestro caso, como afirma la Proposicién 30,
el nimero de ideales reducidos equivalentes a I; coincide con la longitud del periodo
de ap.

El siguiente resultado es una aplicacién de todo lo antes visto que nos asegura la
existencia de un divisor para el nimero de clase de cierta familia de campos cuadraticos
reales.

TEOREMA 31. Sea A = Ag > 0 un discriminante fundamental con radicando
d = dy = oc%a™ + b2, tal que a > 1 y m > 1. Entonces existe un divisor n de m
log, (d/o?)
l+1
de wa y ha es el nimero de clase de Q(+/dp).

tal que nlha yn > , donde | = l(wa) es el periodo de la fraccion continua
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b+d b++d
g

g

Demostracion. Sea I = |a,

un ideal en Oa. Entonces I™ = [am,
_ (bt Vd) | Vd-b
N o o’

1
€ Z. Por lo que

b+1 d—>b
b1, Vd ]

Luego

o 27

_ (b Va) |, Vd-b
N o oo '
Si 0 = 2, entonces b es impar. Asi que
o (bHVAN | Vd-bl (b4 Vd
B 2 T2 - 2
b+ Vd

Si o =1, entonces
1 = (b4 Va) [1,Vd 8] = (b+ V) [1b+ Vd—b] = (b+ Vi) [1,wa].

Por lo tanto I™ ~ Oa = Ap. Asi que I"™ es un ideal principal.
Si n es el orden de la clase de I en el grupo de clases de ideales de Oa, entonces

g g

. [mbﬂ/«?
I =|a™,

B lde b+Vd

1
T2 2

b—+d
nlha. Como I™ ~ Oa, tenemos que njm. Si I' = la, \f], entonces ['™ =
o
b—+vd 1 d/o? . )
lam, vd ~ Oa. Sear = LOga;/U)J. Entonces {I7",I7"}"_, son 2r + 1
o n

ideales principales distintos, tales que

N(I™) <a™ < vd _ @ N(I7™) < @.
g

Por el Corolario 27, tenemos que I’" y I'’™ son reducidos para 0 < j < r. Asi que

1 d/o?
por la Proposicién 30 se tiene que | = [(wa) > 2r + 1, de donde n > %.
1+4++/65

Ejemplo 7. Sea d = 65 = 1 (mod 4). Entonces Ap = Op = 1,% .
Observemos que ¢ = 2 y 65 = 22 - 22 4 72, Siguiendo el Teorema 31, tenemos que
a = 2,b =7y m = 2. Entonces los divisores de m son 1 6 2. Por otro lado

14+ S 1 d/o?

wa = %65 — [4;T,1,7], por lo que [ = l(wa) = 3 y asi % — 1.0056. Por

el Teorema 31 se sigue que n = 2y que 2|ha, es decir, ha es par. Entonces ha > 1y

1465
2

por tanto Ap = Oa = |1, no es de factorizacién tnica.

COROLARIO 32. Sid = o2aP + b? es un radicando fundamental donde p es primo
y l < p, entonces plha.

d
Demostracion. Puesto que | < p, se tiene [ < p —1 < log, (2> — 1. Por lo que
o

1 < loga (o%)

[+1

Por dltimo daremos algunos ejemplos del Corolario 32, que muestran familias de
anillos de enteros en campos cuadraticos reales que no son de factorizacién tnica.

. Por el Teorema 31, p|lha. O
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El siguiente lema clasifica a los nimeros irracionales con representacién en fraccion
continua periddica con longitud 1.

LEMA 33. Sean € N libre de cuadrados. Entonces l(v/n) =1 siy slo sin =a%+1
para algin a € N.

Demostracion. Ver [7], pagina 91, Lema 3.3.29. O

Ejemplo 8. Sea d = a? + 1 libre de cuadrados y a > 1. Siguiendo el Corolario 32,
vemos que 0 = 1, p =2y b = 1. Puesto que o = 1, se tiene que d =2 0 3 (mod 4). Si
a fuera par, se tendria que d =1 (mod 4) y ese no es el caso para d. Asi que a tiene
que ser impar y por tanto d = 2 (mod 4). Por el Lema 33, tenemos que I(v/d) = 1.
Entonces por el Corolario 32, se tiene que 2|ha. Luego, ha > 1 y por tanto

Ap =0a =[1,Va? + 1]
no es de factorizacién unica.

Sean d = a® + 1 con a impar (a > 1) y d libre de cuadrados, ha el nimero de clase
de Q(va? +1). A continuacién presentamos algunos ejemplos que fueron calculados
utilizando el programa Mathematica V. 5.2.

Ejemplos de campos cuadraticos con ha par

| a|d=a?+1]|ha i a |d=a>+1| ha
113 10 2 26 | 61 3722 10
2|5 26 2 27 | 63 3970 20
319 82 4 28 | 65 4226 8
4 |11 122 2 29 | 67 4490 8
5 |13 170 4 30| 69 4762 22
6 |15 226 8 31| 71 5042 12
717 290 4 32| 73 5330 8
8 |19 362 2 33| 75 5626 28
9 |21 442 8 34| 77 5930 12
10 | 23 530 4 351 79 6242 8
11 | 25 626 4 36 | 81 6562 16
12 | 27 730 12 37| 83 6890 16
13129 842 6 38| 85 7226 18
14 | 31 962 4 39 | 87 7570 20
15| 33 1090 12 40 | 89 7922 8
16 | 35 1226 10 41 91 8282 12
17 | 37 1370 4 421 95 9026 16
18 | 39 1522 12 43 | 97 9410 20
19 | 45 2026 14 44 | 101 10202 14
20 | 47 2210 8 45 | 103 10610 12
21 | 49 2402 8 46 | 105 11026 44
22151 2602 10 47 | 109 11882 12
23 | 53 2810 8 48 | 111 12322 20
24 | 55 3026 16 49 [ 113 12770 12
25 | 59 3482 6 50 | 115 13226 16
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Ejemplo 9. Sean d = t5+1 = (¢?)3+1 libre de cuadrados y ¢ > 1. Por el Corolario
32,0 =1,p=3yb=1. Andlogamente al Ejemplo 8, tenemos que t debe ser impar
y por tanto d = 2 (mod 4). También v/d = /(t3)2 +1 y por el Lema 33 se tiene
Vd = [t3,2t3], es decir, | = 1. Entonces por el Corolario 32, 3|ha. Luego, ha > 1y
por tanto

Ap = 0a =[1,/(?)? + 1]
no es de factorizacién unica.

Observemos que si ahora escribimos d = (¢3)? + 1, andlogamente a lo anterior se
tiene que 2 | ha y por tanto 6 | ha.

Nétemos que d = t5 4+ 1 con las condiciones del Ejemplo 9, estd incluida en el
Ejemplo 8.

Sean d = (#?) 4+ 1 con t impar (¢ > 1) y d libre de cuadrados, ha el nimero
de clase de Q(1/(¢?)3 + 1). A continuacién presentamos algunos ejemplos que fueron
calculados utilizando el programa Mathematica V. 5.2.

Caso particular de la tabla anterior

gl 2 |d=?)>+1| ha g 2 (23 +1 ha

119 730 12 11| 729 | 387420490 | 2520
2| 25 15626 24 12| 841 | 594823322 | 1632
3| 81 531442 120 13| 961 | 887503682 | 1968
4 121 | 1771562 120 14| 1089 | 1291467970 | 5664
5 169 | 4826810 216 15| 1225 | 1838265626 | 4200
6 | 225 | 11390626 | 792 16| 1369 | 2565726410 | 3984
7 289 | 24137570 | 432 17| 1521 | 3518743762 | 6216
8 | 441 | 85766122 | 1008 | | 18] 2025 | 8303765626 | 15552
9 | 529 | 148035890 | 1008 | | 19| 2209 | 10779215330 | 7104
10| 625 | 244140626 | 1248 | | 20| 2401 | 13841287202 | 5184

Agradecemos las valiosas sugerencias del arbitro las cuales mejoraron la pre-
sentacion de este trabajo.
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