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SOLUCION DE ECUACIONES DIOFANTINAS A TRAVES DE LA
FACTORIZACION UNICA

ALEJANDRO AGUILAR-ZAVOZNIK

RESUMEN. Estudiaremos algunas diferencias entre anillos de factorizacién tnica y
anillos que no lo son. Veremos qué podemos hacer cuando no se tiene factorizacién
Gnica para recuperar algunas de las propiedades que perdemos cuando no se tiene
esta propiedad. Usaremos estos resultados para decidir si algunas ecuaciones
diofantinas no son solubles y, en el caso contrario, para encontrar todas sus
soluciones.

1. INTRODUCCION

Un problema que frecuentemente encontramos en las mateméticas es expresar un
elemento en términos de otros mas sencillos, por ejemplo, si a € Z podemos factorizar
a como producto de nimeros primos; si V' es un espacio vectorial de dimensién finita,
podemos expresar v € V en términos de los elementos de una base; si A C R es un
conjunto abierto, es posible expresarlo como unién de intervalos abiertos, etc.

Usando la factorizacién en Z como modelo, han surgido muchas teorias similares
en una gran variedad de anillos, por ejemplo, es comun hablar de la factorizaciéon en
conjuntos de polinomios o matrices. En la actualidad, los principales problemas de
factorizacién se plantean en términos de los anillos de enteros de campos de nimeros,
campos de funciones o campos p-adicos. Incluso hay casos en los que se ha prescindido
de la suma, estudiando la factorizacién de los elementos de algunos monoides [2].

A continuacién veremos algunos ejemplos de anillos o monoides donde tenemos
factorizacién tnica y otros en los que no se tiene esta propiedad. Estudiaremos
c¢6mo los ideales se pueden usar para recuperar la factorizacién unica y daremos una
aplicacién de esta idea para resolver algunas ecuaciones diofantinas.

2. FACTORIZACION UNICA

Existen dos dominios de factorizacién tnica (DFU) ampliamente estudiados: los
enteros y los anillos de polinomios con coeficientes de un campo K. El Teorema
Fundamental de la Aritmética afirma que todo nimero a € Z\{0, £1} se puede escribir
de forma tunica como producto de primos a = p; - p2---ps. Es necesario aclarar lo
que significa que dos factorizaciones sean iguales. En primer lugar, el orden de los
factores no es relevante, por ejemplo, 6 = (2)(3) = (3)(2) son la misma factorizacion.
Segundo, dos factorizaciones que difieren por asociados son la misma, por ejemplo
(2)(3) y (—2)(—3) son la misma factorizacién. En esta seccién vamos a aclarar lo que
significan estos conceptos. A lo largo de este trabajo, la palabra anillo significa anillo

conmutativo con unidad 1. Si A C B son anillos y b1, ...,b; € B, entonces A[by, ..., b]
es el subanillo més pequenio de B que contiene a A y a todos los elementos by, ..., b;.
Si F C K son campos y by,...,b € K, entonces F(by,...,b;) es el menor subcampo
de K que contiene tanto a F como a los elementos by, ...,b;. Denotaremos U(A) al

grupo de unidades de A. Por ejemplo, U(Z) = {1,—1}; si F es un campo entonces
UFl)) = UF) =F\{0}.

El Teorema Fundamental del Algebra es el andlogo al Teorema Fundamental de la
Aritmética en el anillo Clz]. Este afirma que todo polinomio no constante en C[z] se
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factoriza de forma tinica como producto de polinomios irreducibles de la forma ax + b,
salvo por el orden y los asociados.

En Z es comun utilizar las palabras “primo” e “irreducible” como si fueran
sinénimos. Aunque en este caso son conceptos equivalentes, veremos que no siem-
pre es asf.

Definicion 1. Un elemento a € A es irreducible si, siempre que a = by by, entonces
b, € U(A) 6 by € U(A)

En un curso elemental de algebra se demuestra la siguiente propiedad:
PROPOSICION 2. Sip € Z es primo y p | a; az, entones p| ay 6 p|as. O
A partir del resultado anterior surge la definicién de primo:

Definicién 3. Un elemento p € Z es primo si p | a; az implica p | a1 6 p | as.

En la siguiente tabla proporcionamos definiciones equivalentes de primo e irre-
ducible para poder compararlas:

Primo Irreducible
Para todo d € Z, pd = ayas | p = ayas implica
implica p | a1 6 p | as. plar éplas.

Podemos observar que, si un elemento es primo, también tiene que ser irreducible pues
la definicion de irreducible es la de primo con d = 1. Més adelante veremos ejemplos
en los que estas definiciones no son equivalentes.

Ahora veamos un ejemplo de monoide de factorizacién tnica con una operacién
no conmutativa. Sea A un conjunto finito al que llamaremos alfabeto. Una sucesion
finita de elementos de A la llamaremos una palabra de A y al conjunto de palabras de
A lo denotaremos A*. Este conjunto es un monoide con la operacién concatenacion,
es decir,

(a1y... ag) % (b1y...,b.) = (a1,...,as,b1,...,b.).
Cuando no hay confusién, es comtin denotar la palabra (a1, as, ..., a;) como aj as - - - as.
Claramente A* es asociativo y el elemento neutro es la sucesién vacia, a la que lla-
maremos 1. Este monoide es de factorizacion unica donde los elementos irreducibles
son las letras del alfabeto A y U(A*) = {1}. El conjunto de las palabras no vacias de
A* la denotaremos At = A* — {1}.

Si adicionalmente A es totalmente ordenado, podemos usar esta propiedad para
ordenar A* por medio del orden lexicografico, que es el que usa el diccionario. Formal-

mente esto se escribe como sigue: sean p; = (a1, as,...,at), pa = (b1, b2,...,b,) € AT,
Diremos que p; > po si existe i < min(t,r) tal que a; = bj para j < iy a; > b;o
bien sit > ry a; =b; para todo j <r. Si A= {a,b,c,...,z} es el alfabeto con vein-
tisiete letras (incluyendo la 1) donde a < b < ¢ < --- < z, entonces: campo > anillo,

campo > cambio y cartagena > carta. En particular, una palabra p € A" es de
Lyndon si p = p; * pa, con p1,ps € AT implica que p < py *p1. Si A = {a,b}, las
primeras palabras de Lyndon son:

{a, b, ab, aab, abb, aaab, aabb, abbb, aaaab, aaabb, aabab, . . .}.

TEOREMA 4. Toda palabra en A' se puede escribir de forma tinica como producto
de una cadena no creciente de palabras de Lyndon.

Demostracién. Ver [4], p.p. 64. O
Por ejemplo, la palabra aababaaaabaab se factoriza como producto no creciente de
palabras de Lyndon como:

aababaaaabaab = aabab *x aaaabaab.

Notemos que aabab * aaaab * aab también es una factorizacién, pero aaaab < aab.
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Los anillos de enteros son una de las familias de anillos donde mas se ha estudiado
la factorizacién. Trataremos el caso de los campos cuadraticos. Sugerimos al lector
interesado consultar [1], [3], [8] y [10] para profundizar en el tema.

Sea d un entero libre de cuadrados. El campo cuadratico con radicando d es el
campo F = Q(v/d). Definimos el anillo de enteros de F como:

Qg4 = {a1—|—a2\/a:a1,a2 €7} sid=2,3 (mod 4),
14+Vd

04 ={a1 +as tay,a2 €Z} sid=1 (mod 4).

Para algunos valores de d, Q4 es un DFU. Carl Friedrich Gauss conjeturé que sola-
mente hay un nimero finito de valores negativos d para los que Q4 es de factorizacién
tnica. En 1967 Harlold Stark [9] probé que estos valores son d = —1, —2, —3, =7, —11,
—19, —43, —67, —163. Una observacién interesante es el hecho de que tnicamente los
primeros cinco anillos son dominios euclideanos, los 1ltimos cuatro son ejemplos de
anillos que son DFU pero no euclideanos. En el caso d > 0, también fue Gauss quien
conjeturd que existe una infinidad de Q4’s que son DFU. Esta célebre conjetura aun
no ha sido probada.

Antes de continuar vamos a definir algunas herramientas que nos ayudardn a
estudiar la factorizacién en los anillos de enteros. La funcién norma N : Q(vd) — Z
se define como N(a; + agx/a) = a? — da?. Algunas propiedades importantes de la
norma son las siguientes:

(1) Un elemento « € Q4 es unidad si y sélo si |N(a)| = 1.
(2) Sia,pB € Q4 son asociados, entonces |N ()| = |[N(5)].
(3) Siy = ap, entonces N(v) = N(a)N(B).
Usando la afirmacion 1, es fécil verificar que:
(1) Sid=-1,U(0_y) = {£1, +i}.
1+4+v/-3  1—+-3
(2) Sid= -3, U0_3) = {il,ﬁ: +2 S }
(3) Sid<0,d# —1,-3, entonces U(Qy4) = {+1}.
(4) Sid > 0, existe una unidad u tal que U(Qy) = {£u* : k € Z}.
Lo anterior nos indica que si d < 0, entonces U(Qy) es finito y en el caso d > 0 hay
una infinidad de unidades en Q.
Al igual que en el caso de Z, si Oy es DFU, entonces primo e irreducible son
conceptos equivalentes. En la siguiente seccién vamos a ver ejemplos de irreducibles
que no son primos.

3. ANILLOS DE ENTEROS SIN FACTORIZACION UNICA

Consideremos el anillo @qg. El elemento 10 € Oy tiene dos factorizaciones

distintas:
10 = (2)(5) = (V10)%

Usando la propiedad 2 de la norma podemos ver que estas dos factorizaciones son
esencialmente distintas, es decir, que no podemos ir de una factorizaciéon a la otra
cambiando el orden de los factores o cambiando algunos de ellos por elementos
asociados. Notemos que N(2) = 22 —10(0)2 = 4, N(5) = 52 —10(0)> = 25 y
N(V10) = 0* = 10(1)> = —10. Como |N(2)| # [N(V10)| y [N(5)] # [N(V10)],
entonces 2 y 5 no son asociados de /10 en Q4. Falta demostrar que 2, 5 y v/10 son
elementos irreducibles. Para esto utilizamos la propiedad 3 de la norma. Por ejemplo,
si 2 no es irreducible, entonces 2 = a1 ag para algunos ag, as € Q19 no unidades. Por
la propiedad 3, |N(a1)| = |N(az)| = 2, ya que la norma es un entero y es £1 si y sélo
si el elemento es una unidad. Vamos a demostrar que no hay ningtin elemento con
norma £2 en @15. Con célculos sencillos se puede observar que los cuadrados médulo
10 son 0,1,4,5,6,9. Como

N(ay + aaV10) = a? — 10a3 = a? (mod 10),
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entonces la norma de cualquier elemento tiene que ser congruente con alguno de los
valores 0,1,4,5,6,9, asi que 2 y —2 no son norma de ningin elemento, por lo tanto,
no pueden existir a1, as € Q19 no unidades tales que 2 = «ay as. Por lo tanto 2 es
irreducible. De forma anéloga se puede demostrar que v/10 es irreducible. Para probar
que 5 es irreducible hay que usar un procedimiento similar médulo 40. Por tanto, Oqq
no es DFU.

Ya vimos que para algunos d € Z se tiene que Q4 no es un DFU, ;esto es algo grave?
La respuesta es si, pues perdemos algunas propiedades. Por ejemplo, consideremos la
siguiente proposicién:

PROPOSICION 5. Sea a,b,c € Z tales que a™ = bc y m.c.d. (b,c) = 1. Entonces
existen by, c1 € Z tales que b =10 y c = cT.

Si revisamos la demostracién de la proposicién anterior, se usa el hecho de que Z es
un dominio de factorizacién tnica. Si esta propiedad no se tiene el resultado puede no
ser cierto. Observemos que en Oy, (v/10)? = (2)(5), donde 2 y 5 son primos relativos,
sin embargo, 2 y 5 no son cuadrados, pues de hecho son irreducibles. En este ejemplo
no se cumple la proposicién anterior.

JEntonces qué hacemos para resolver el problema de no tener la factorizacion tinica?
Kummer propuso el uso de los ntimeros ideales. Lo que debemos de hacer es agrandar
el campo de tal forma que ahora si se tenga la factorizacién tnica. Por ejemplo, si
agregamos los elementos V2 y \/5, entonces

(2)(5) = (V2)*(v5)? = (V2V5)? = (V10)*.

Podemos ver que en este caso las dos factorizaciones son la misma. Los nimeros
ideales tienen la desventaja de que hay varias opciones para recuperar la factorizaciéon
Unica.

Basdndose en esta idea, Dedekind propuso sustituir los nuimeros ideales por los
ideales. En el caso de los anillos de enteros usaremos la notacion

(a1,...,oq)y ={a1B1+ -+ b : B1,..., 0 € Og}

para denotar al ideal generado por los elementos ag,...,a;. En particular, todo
ideal de @4 se puede describir con a lo méas dos elementos ([10], Theorem 5.20).
Por ejemplo, en Z, (ay,az,...,a;) = (m.c.d.(a,az,...,ax)). En el anillo Oy,

<44 + 710,17 + /10,11 + 4\/E> = <3, 2+ \/E> y los ideales <2, \/E) y <5, \/E>
no se pueden expresar usando un solo elemento. Cuando un ideal I se puede escribir
usando s6lo un generador diremos que I = () es el ideal principal generado por a.
Si no es posible escribir al ideal usando solamente un elemento, diremos que I es un
ideal no principal.

La idea de Dedekind era usar los ideales principales como los elementos del anillo
y los ideales no principales como los nimeros ideales de Kummer. De esta forma, el
ejemplo /10 se puede escribir en términos de ideales como:

(/) - (/) (3.0

donde el ideal <2, \/10> juega el papel de v/2 en el ejemplo con niimeros ideales y

<5, \/E> juega el papel de v/5. Sin importar si Q4 es un DFU o no, el monoide de los
ideales no cero de Q4 siempre es de factorizacién tnica.

Como ya vimos, (v/10)2 = (2)(5) donde 2,5 no son cuadrados en Qyq. Si ahora
consideramos la factorizacion en ideales tenemos:

<2>=<2,m>2 y <5>:<5,\/ﬁ>2,

por lo que ahora si (2) es un cuadrado y (5) es un cuadrado. De esta forma, si usamos
ideales, podemos dar un resultado analogo a la Proposiciéon 5.

PROPOSICION 6. Sean «, 3,7 € Qq tales que o™ = B~ y {a) + (8) = Q4. Entonces
existen ideales I,J C Qg tales que (B) = I™ y (y) = J™.
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Demostracién. Es similar a la de la Proposicién 5. U

Si Q4 es de factorizacién unica, entonces el andlogo a la Proposicién 5 seria:

COROLARIO 7. Sean a, 3,7 € Qg tales que o™ = B~ y {a) + (B) = Q4. Entonces
existen B1,71 € Oq y p1, p2 € U(Qa) tales que B = BT 1 y v =7 pa- O

Existen otros ejemplos de anillos o monoides sin factorizacién tunica, algunos
ejemplos de esto se pueden consultar en [7].

En cualquier anillo donde sea posible la factorizacién en irreducibles (por ejemplo
04), cualquier elemento primo es irreducible pero no necesariamente irreducible
implica primo. Asi tenemos:

TEOREMA 8. En un dominio entero en donde la factorizacion en irreducibles es
posible, la factorizacion es unica si y solo si los elementos irreducibles son primos.

Demostracién.Ver Teorema 4.13 [10]. O
Mas adelante estudiaremos esto con mas detalle

4. SOLUCION DE ECUACIONES DIOFANTINAS

4.1. Ecuaciéon de Catalan. En 1844 el matematico belga Eugene Catalan, en una
carta enviada al editor de la revista alemana Journal fir die reine und angewandte
Mathematik, se preguntaba sobre la posibilidad de que dos numeros consecutivos
pudieran ser potencias perfectas. En otras palabras, el afirmaba que las tunicas
soluciones enteras de la ecuacién:
¥ -y ==1

son z = 3,y = 2,u = 2,w = 3. Este problema quedd sin resolver durante muchos
anos. Ahora sabemos que el matemdtico rumano Prida Mih&ilescu ha resuelto esta
importante conjetura ([5] y [6]). Si suponemos que los exponentes son u =2y w = 3,
tenemos una version débil de la ecuacién de Catalan.

Usando argumentos de divisibilidad se puede mostrar que la ecuacién 22 —y3 =1
tiene una tnica solucién en los enteros positivos: x = 3, y = 2. En efecto, pues si x
es par, entonces m.c.d. (z — 1,2 + 1) = 1 y podemos escribir (z — 1)(z + 1) = y3. Por
tanto

r—1=a> y z+1=0%
De lo anterior se sigue que b®> —a® = (b—a)(b? + ab+b?) =2 y asi b> +ab+b* | 2, lo
cual es imposible. Por lo tanto, si existiera solucién, xt =2t + 1y y = 2q con t,q > 1.
Es claro que t = 1 implica * = 3 y y = 2. Si t > 1, tendrfamos t(t + 1) = (2¢)?, un
numero triangular que es un cubo, lo cual no es posible.

Ahora consideremos la ecuacién 22 —y> = —1, la cual afirmamos, tiene como tnica
solucién entera y = 1 y x = 0. En efecto, tenemos la factorizacién:

y® = (z+14)(z —1)

lo que nos sugiere trabajar en el anillo de los enteros gaussianos Z[i] = O_, el cual
es de factorizacién tnica y como ya mencionamos, U(Z[i]) = {+£1,+i}. Primero
notemos que m.c.d. (z +i,x —i) = 1. Asi que x+i = (a+bi)3 y 2 —i = (a — bi)?,
salvo unidades. Se observa que x + i = (a® — 3ab?) + (3a?b — b3)i y por tanto
r —i = (a® — 3ab?) — (3a®b — b3)i. Igualando parte real e imaginaria tenemos
3a%b — b®> = b(3a®> —b?) =1, de donde b | 1 y asi b= £1. El caso b = 1 claramente no
es posible. El caso b= —1 conduce a y =1 y x = 0. En suma, la tactica consistié en
ir a otro anillo en dénde la aritmética es mas apropiada para encontrar la solucion.
;Cual es la mas apropiada? Es dificil saberlo, simplemente reconocer un anillo con
factorizacién tinica es un problema que ocupa parte de las investigaciones en teoria de
nimeros.
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4.2. Ecuacién de Bachet. Antes de Catalan, el matemético francés Claude Gaspar
Bachet (1581-1638) se preguntaba cudntas soluciones enteras tiene la ecuacién z? —
y3 = k con k € Z. Existen técnicas elementales para dar respuesta a la existencia
de soluciones para ciertos valores de k. El caso que sirve para nuestro propdsito es
2% — y3 = —19. Debido a la factorizacién 2% + 19 = (z + v/—19)(z — /—=19) = 33,
podriamos trabajar en el anillo Z[v/—19] = {a + bv/—19 : a,b € Z}, el cudl es un
subanillo de indice 2 en el anillo Q_19. Es conocido que el anillo @_19 tiene la
propiedad de la factorizacién unica por la clasificaciéon de H. Stark que ya comentamos.
Tenemos las siguientes consideraciones:
1. U(Z[V-19]) = {£1} pues N(a+by/—19) =a? + 190> = 1siy sélosib=0y
a = +1. Notemos que cualquier unidad es un cubo.
2. Si 19 | y, entonces 19 | y> y 19 | z. Asf 22 — y® = 19%¢ = —19. Por tanto
191y.
3. Si 2|y, entonces z es impar y 8 | 4°. Por tanto 22 = y> — 19 = —1 (mod 8),
lo cual es imposible.
4. Sea m € Z[v/—19] un divisor irreducible comin de x + /=19 y x — /—19.
Entonces m | 24/—19 y por tanto m | 2/—19+/—19. Asi, = | (2)(19)
y 7| y3 Como 1 = ry® + (2)(19)s en Z, entonces m | 1 y por tanto
m.c.d. (z++v-19,z — v/=19) = 1 en Z[/—19].
5. De la factorizacién y> = (z + /—19)(x — v/—19) y usando el Corolario 7
podemos suponer que z++/—19 y £ —1/—19 son cubos, salvo por una unidad.
Supongamos que x + v/—19 = (a + by/—19)? para ciertos a, b € Z. Igualando parte
real e imaginaria tenemos el sistema
r=a®—57ab?
1=3a%b- 190"
La primera ecuacién no aporta mucho; sin embargo la segunda ecuacién nos indica
que b | 1y asi b = £1. Cualquiera que sea el valor de b implica que a ¢ Z. Con
todo lo anterior podemos concluir que la ecuacién 22 — y3 = —19 no es soluble en Z.
Pero observemos que 182 — 72 = —19. ; Qué hicimos mal? ;cémo explicamos esto?
Bueno, parte de la respuesta es que es falso que si el anillo Q4 es de factorizacién
Unica, entonces cualquier subanillo debe tener la misma propiedad. Asi, el subanillo
Z[v/—19] no es de factorizacién tinica. Por ejemplo

3/%5=5-7T=4+v-19)(4 — v-19).
Se puede probar sin mucha dificultad y con la ayuda de la funcién norma que los
ntmeros 5,7,4 + /—19,4 — /—19 son irreducibles en Z[/—19] y no son primos ni
asociados dos a dos. Por ejemplo, 5 es irreducible y no primo. Si 5 = « 3, entonces
25 = N(a)N(p)

y por tanto N(a) = N(8) =56 N(a) =25y N(B) = 1. El primer caso no es posible
pues obviamente la ecuacién a? + 196 = 5 no tiene solucién en Z. En el segundo caso
tenemos que 5 € U(Z[v/—19]) y 5 es irreducible. ;jPor qué 5 no es primo en Z[/—19]?
Claramente 5 | (4 ++/—19)(4 — v/—19). Si 5| 4+ /—19, entonces

44 V=19 = 5(a + byv/—19) = 5a + 5by/—10.

Por tanto 5 | 4 en Z lo cual es imposible. Similarmente 514 —+/—19 y 5 no es primo.
Este ejemplo es testimonio del Teorema 8.

byv/—19\3
Si escribimos z 4+ v/ —19 = (%)
concluir que las soluciones de z? — 3 = —19 son = 48,y = 7. Notemos que ahora
estamos trabajando en el anillo O_19 en lugar de Z[/—19].
Como dato histérico, Bachet es més conocido por su traduccién al latin del texto

griego de Diofanto en 1621. Esta versién es la que utilizé6 Fermat como libro de notas
en donde escribié su famosa afirmacion.

y seguimos las mismas ideas se puede
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5. EL GRUPO DE CLASES DE IDEALES Y SOLUCION DE ECUACIONES DIOFANTINAS

Cuando no se tiene la factorizacién unica se puede recurrir a la factorizacién tnica
con respecto a ideales. Consideremos el anillo Q4 y el monoide:

G={I#0:TIesideal deQg}.
Definimos la siguiente relacién ~ en G: Para I, J € G, I ~ J si existen «, 8 € Qg \ {0}

tal que ()l = (B)J, donde («) es el ideal principal generado por a. Se sabe que:

1.- ~ es de equivalencia.
2.- El conjunto de clases de equivalencia es finito.
3.- El conjunto de clases de equivalencia tiene estructura de grupo abeliano, el
cual denotamos por G. La operacién es la natural: [I][J] = [I.]].
4.- El orden hg del grupo G satisface: hg = 1 si y sélo si Q4 es de factorizacion
Unica.
Obviamente cualquier ideal principal estd relacionado con el ideal Qg = (1) y en
particular, el neutro del grupo G es la clase [(1)]. Asi por ejemplo, el grupo de clases
de ideales de O _5 es:

G ={[(V],[(3, 1+ V=5)]}.

El grupo de clases de ideales del anillo Q_14 es:

G = {[(V] (2, —vV=149.[(3, 1 + V=14].[(3,1 — vV=14)]},

y en los anillos O_5 y O_14 no hay factorizacién unica. La pregunta que nos hacemos
ahora es jcémo se calcula el orden de éstos grupos? La respuesta es que es muy
dificil encontrar hy y la razén es porque algunas férmulas que se conocen involucran
a la funcién ¢ de Riemann y otras involucran el cdlculo de unidades fundamentales
(€q4, d > 0), como en nuestro caso. Por ejemplo, para calcular la unidad fundamental
se debe resolver la ecuacién z2 — dy? = +1 y esto requiere de las fracciones continuas.
Una vez encontrada la unidad fundamental, se puede recurrir por ejemplo, a la férmula

Vd
hg=—L(1
d 2€d (aXd)7

donde L es una L-serie de Dirichlet.
También existen formulas explicitas para el caso cuadréatico. Por ejemplo Dirichlet
descubrié que si p =3 (mod 4) es un primo y F = Q(,/—p), entonces

1
= (- Xw)
donde Y 7; es la suma de los residuos cuadréticos y > s; es la suma de los residuos

no cuadraticos en F,,.
El producto de dos ideales principales es principal y si I satisface

()] = (B)
para ciertos «, 8 € Q4 \ {0}, entonces I también es un ideal principal.

Para cualquier anillo cuadratico consideremos el monoide G de ideales # 0 de Q.
Como sabemos, G tiene la propiedad de la factorizacién unica en términos de ideales
primos. Usaremos esta cualidad para decidir si cierta clase de ecuaciones diofantinas
es soluble en Z.

TEOREMA 9. Sean d > 1 un entero que no es un cuadrado, d = 1,2 (mod 4),
F = (@(\/jd) con anillo de enteros O_y y el orden de las clases de ideales de QO_4 es
igual a h_q. Si p*™ {d para todo primo p | d y n > 2m con n,m € 7Z, de tal forma
que m.c.d. (n,h_g) =1 y m.c.d. (d,n) # 1, entonces

(1) yn — l,2m +d



36 ALEJANDRO AGUILAR-ZAVOZNIK

no tiene solucion en los enteros x,y.

Demostracién. Supongamos que x,y es una solucién de la ecuacién (1). Sid = dyd3
con d; libre de cuadrados, O_g = Z[v/—d;]. En este anillo, la ecuacién (1) se puede

reescribir como

y" = (@™ + V=d) (@™ - V=d).
La factorizacién tnica no se cumple en O_; a menos que h_g = 1, asi que la
transformaremos en una ecuacién de ideales:

(2) ()" = (™ + V—=d) (™ — V/—d).

Primero demostremos que (z™ + v/—d) y (z™ — \/—d) son ideales primos relativos
entre si, esto es, no existe un ideal primo en O_; que los divida a ambos.

El primer paso para probar la afirmacién anterior es ver que x y d son primos
relativos en Z. Supongamos que existe un primo p tal que p | x y p | d. Como
y" = x?™+d, entonces p | y" y asi p | y. De lo anterior, tenemos que p" | y" = 2> +d.
p?™ | 22™ y p?™ | 22™+4d implica que p?™ | d, lo que es una contradiccién, pues p>™ ¢ d.
Por lo tanto m.c.d. (z,d) = 1.

Ahora demostraremos que z2™ 4 d y 2™ — d son primos relativos en Z. Si existiera
un primo p tal que p | m.c.d. (;va +d, 2™ — d), entonces

P | 2w2m _ ($2m +d) + ($2m _ d) y
p|2d= (2™ +d) — (z*™ - d).
Como m.c.d. (z,d) = 1, entonces p = 2. Observemos que = y d deben ser impares,
pues 2 | z?™ +d y m.c.d. (x,d) =1, y como d = 1 (mod 4) tendremos que z*™ +d = 2
(mod 4). Pero entonces y es par, lo que implica que y™ = 0 (mod 4); y asi no existe
el primo p. Por lo tanto m.c.d. (xzm +d, x> — d) =1.

Finalmente, tenemos que ver que (™ + v/ —d) + (™ — /—d) = O_4, para concluir
que efectivamente son primos relativos.
Sean a, ¢ € Z tales que a(z*™ — d) + c¢(x®™ +d) = 1. Si b= az™ + ca™, entonces

(aV—=d)(z™ +vV—=d)+ (b+ cvV—d)(a™ — V—=d) =
(avV—=d)(z™ + V—=d) + (az™ + ca™ + eV —=d) (2™ — vV —d) =
ax™V—d — ad + az®™ + cx®™ + ca™V—d — ax™V—d — cx™V/—d + cd =
a(x®™ —d) + c(z*™ 4+ d) = 1.
Como
(aV=d)(@™ + V=d) € (™ +V=d) y
b+ cvV—=d) (2™ — vV —=d) € (™ — V—d),

entonces efectivamente los ideales son primos relativos. Con esto concluimos nuestra
primera afirmacién.

Como los ideales se factorizan de forma unica, el hecho de que (2™ + +/—d) y
(™ — v/—d) son primos relativos junto con (2), implica que existen I y J, ideales de
O_g4, tales que

"= @+ V=d) y
JT = (2™ — v =d).

Por hipétesis, m.c.d.(n,h_4) = 1, por lo que existe k € Z tal que kn = 1

(mod h_g4). Sea r tal que kn = h_qr + 1. Entonces

IFn = h=am T = ()] = (2™ + V=d)* = (=™ + V—d)").
Por esto, I debe de ser un ideal principal, digamos I = (a + by/—d). De lo anterior,
(@™ +V=d) =I" = ((a+bvV=d)"),

y entonces 2™ + v/—d debe de ser un asociado de (a + by/—d)™ en O_4. El grupo de
unidades es {1}, pues d; # 1,3, as{ que:
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™ 4+ v/ —=d = (a+bvV—d)" Z() HbV=d)' = d' + b Vd.

Como 1 # m.c.d. (d,n) | para 1 < i < n y d divide al dltimo término de la

suma (pues n > 2), entonces m.c.d. (d,n) | ¥'. Pero & = 1; por lo que tenemos una
contradiccién, que significa que la suposicién de que existen z,y € Z es falsa, asi que
la ecuacién (1) no tiene solucién. O

Nota: Si n es par, el n-ésimo término de la suma corresponde a a’, por lo que la
condicién de que m.c.d. (d,n) # 1 no es necesaria; en este caso, lo inico que cambia
es que en lugar de afirmar que d | b’ (en el tdltimo pérrafo de la demostracién) diremos
que n | b'. Por lo tanto, también es cierto que:

TEOREMA 10. Sean d > 1 un entero que no es un cuadrado, d = 1,2 (mod 4) y
F = Q(v/—d) con anillo de enteros QO_q4. Si p>™ {d para todo primo p | d y 2n > 2m
es un entero que cumple m.c.d. (2n,h_q) = 1, con n,m € Z, entonces

y2n _ x2m + d

no tiene solucion. O

Estas ideas también pueden usarse cuando hay soluciones, por ejemplo, resolvamos
la siguiente ecuacién:

VP =t dd = (22 4+ VI (2® — V=) = (2 + 2V/—TT)(22 — 2v/—T1),.

Escribiendo la ecuacién como ideales de Q_1; tenemos:
(4)* = (2 + 21T (a® — 2/11).
Por la factorizacién unica de ideales, existen I, J C OQ_q; tales que
(2T =1 y (2% —2y/T0) = J°

Como O_1; es uno de los anillos de la lista de H. Stark, entonces I y J son principales.
< a+by/—11 >

2

Supongamos I = con a,b € Z, a=b (mod 2), entonces

_ 2 — 2y 3
33ab)+\/8 11(3a2b 11b):i(x2+2\/_711)'

Igualando términos, la ecuacion anterior nos indica que tenemos que resolver el sistema
4o _ 3a2b; 1163 _ b(3 a? ; 11b2)’
(3) a® —33ab?

=00
8

de donde la primera ecuacién se puede reescribir como 16 = b(3a? — 115?). Como
en cualquier caso b | 16, entonces las posibilidades para b son +1, +2, +4, £8, +16.
En cada uno de estos casos se obtiene:

(a+b;m>3: (a3

b=1 +16 = (1)(3a2 — 11)
b=—1 +16 = (—1)(3a2 — 11)
b=2 +16 = (2)(3a2 — 44)
b= —2 +16 = (— 2)(3a — 44)
b=4 +16 = (4)(3 a? —176)
b= — +16 = (— 4)(3a — 176)
b=38 +16 = (8)(3a2 — 704)
b= -8 +16 = (—8)(3a% — 704)
b=16 +16 = (16)(3 a2 — 2816)
b=—16 +16 = (—16)(3a® — 2816).
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De esta forma, resolver la ecuacién diofantina se convierte en resolver veinte polinomios
cuadraticos con una variable, lo que es mucho mas sencillo. Ademés, observemos que
los dos polinomios del primer renglén son los negativos de los dos polinomios del
segundo renglén y asi sucesivamente, de tal forma que inicamente hay que encontrar
las soluciones de diez polinomios cuadraticos: 0 = 3a? — 27 con soluciones +3 y
0=3a2+5,0=3a?-52,0=30a%2-36,0=3a2-180,0=3a>-172,0 = 3a>— 706,
0=3a%-702,0 = 3a?—2817, 0 = 3 a? — 2815, cuyas soluciones no son enteras. Como
podemos ver, los Unicos valores en Z que puede tomar a son 3, y esto solamente
sucede si b = 1. Regresando a la ecuacion (3),
27— 99
8
de donde z solamente puede ser £3. Sin importar el signo, y* = z* + 44 =
81+44 = 125. De esta forma, vemos que la ecuacién tiene exactamente dos soluciones:
r=3,y=5yx=-3,y=>5.

422 =+ =49,
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