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A LOS AUTORES

Mixba’al es una publicacion del Departamento de Matematicas de la Universi-
dad Auténoma Metropolitana, Unidad Iztapalapa. FEsta dirigida a la comunidad
matematica.

Los articulos pueden ser articulos de investigacion o trabajos que presenten de ma-
nera original algin tema de las matematicas; por ejemplo, demostraciones nuevas
de resultados conocidos, articulos panoramicos sobre un &area de investigacion, la
presentacién de una visiéon distinta de algin tema vinculado con la docencia, notas
de cursos avanzados, aplicaciones de las matematicas, historia y filosofia de las
matematicas y aspectos ludicos de las mismas, entre otros.

Los trabajos sometidos deben estar escritos en espafiol, aunque en casos excep-
cionales podran aceptarse articulos en inglés. El comité editorial tiene la responsabili-
dad de cuidar la calidad de la revista, tanto en su contenido como de su presentacion,
de acuerdo a los lineamientos, tipografia y correccion de lenguaje (ortografia, estilo,
etcétera). Asimismo, el comité editorial decidira si el trabajo es acorde a la linea
editorial de la revista, y en caso de que asi sea, lo enviara a arbitraje, sin excepcion.

La versiéon preliminar de los trabajos sometidos a la revista deberd enviarse en
formato pdf. Puesto que la presentacion final de los trabajos se hara en Latex2e,
aquellos autores, cuyos trabajos sean aceptados, deberan enviarlos con el formato
y macros que la revista proporciona en el portal http://repos.izt.uam.mx para su
publicacion final. Las fotografias o graficas que acompafnien al texto deberan ser
enviadas, por separado, en formato pdf y deberan tener la calidad y resolucién
suficientes para una buena reproduccion impresa, ademés deberan contar con los
correspondientes derechos de autor. Se recomienda que la extension de los trabajos
no exceda de 20 paginas.

Sira Htitye Tty

Coordinadora



PRESENTACION

Mixba’al es una revista de divulgacién en matematicas en el sentido més amplio,
concebida con el proposito de apoyar la comunicacién entre la comunidad matematica
de habla hispana. Entre los articulos de este ntiimero, encontraran tanto trabajos de
investigacion original como exposiciéon de resultados importantes conocidos en varias
ramas de la matemaética basica y aplicada.

En el articulo del profesor Roberto Quezada, “Sucesiones y recurrrencias”, se discute
en forma amena el proceso de descubrimiento en matematicas a través de algunas
sucesiones numéricas elementales. En este trabajo se muestra con ejemplos sencillos
como los matemaéticos realizan su trabajo. Posteriormente tenemos el trabajo del
profesor Mario Huicochea,“Conjetura de Catalan” el autor tiene dos propositos, el
primero es ver algunas de las muchas herramientas utilizadas y desarrolladas en la
basqueda de la demostracion de la Conjetura de Catalan, mientras que el segundo es
dar una muy breve idea de los principales pasos en la demostraciéon de dicha conjetura
realizada por P. Mihailescu. Finalmente, en el articulo del profesor Héctor Juarez,
“Del dlgebra lineal y las ecuaciones diferenciales ordinarias al andlisis funcional y las
ecuaciones diferenciales parciales”, el autor presenta la analogia entre dos modelos,
uno discreto y otro continuo. El modelo discreto describe el comportamiento de un
sistema de masas—resortes, y el modelo continuo describe el comportamiento de una
barra elastica, ambos bajo la acciéon de la gravedad. En los dos casos se estudia el
problema de equilibrio y el problema din&dmico, este tltimo obtenido al perturbar
el equilibrio. La analogia entre ambos problemas va desde la construccién de los
modelos, los aspectos fisicos como equilibrio, trabajo y energia, hasta los aspectos
matematicos involucrados. Estas analogias sirven como pretexto para ilustrar la
generalizacion del producto interior en R™ a los espacios de funciones en dimension
infinita, los conceptos de ortogonalidad y completitud, el anélogo de las matrices con
los operadores diferenciales, el analogo de las matrices traspuestas con los operadores
adjuntos, ecuaciones matriciales y ecuaciones funcionales, el calculo multivariado y el
calculo variacional. En consecuencia, ambos modelos (discreto y continuo) se pueden
concebir con un mismo enfoque, desde el punto de vista matematico.

La intencion es continuar con este formato y la revista invita a someter contribu-
ciones de esta indole en el idioma espanol, aunque ocasionalmente pueden aceptarse
contribuciones en inglés. Inicialmente se publicara al menos un namero al ano.

Toda comunicacion debe ser dirigida al comité editorial, al correo electronico:
mixbaal2009@gmail.com
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CUADRAGESIMO ANIVERSARIO DEL
DEPARTAMENTO DE MATEMATICAS

“La Universidad Auténoma Metropolitana inicia sus actividades con la plena participa-
cion de profesores, alumnos y administradores integrados en una comunidad que busca, por
conviccion, el intercambio libre y efectivo de ideas.

Las innovaciones que, de todo orden y en warias dreas se han planteado hasta ahora,
senalan claramente el reto al que todos nos enfrentamos: alcanzar una formacion cada vez
mejor y definir el papel que cada uno de nosotros debe desempefiar para lograr una sociedad
mads justa. Todos los aspectos de la vida universitaria: la ensenanza, la investigacion, el
aprendizaje y la difusion cultural, entre otros, requieren un esfuerzo continuo y constante
para alcanzar estos objetivos.

Dentro de este contexto académico, la comunicacion, la palabra, es el medio ideal para que
todos participemos plenamente y logremos tanto satisfacer nuestras aspiraciones individuales
como conservar los valores universales.

Al iniciar esta tarea, cada miembro de esta comunidad adquiere, por el hecho de pertenecer
a ella, un compromiso: de constituirnos en una Universidad dispuesta al cambio, a la
comunicacion y a la superacion: una Casa Abierta al Tiempo.”

e,% <95m40 (%m(?wx, %;74{&%
Rector General
30 de septiembre de 1974

Con el compromiso marcado anteriormente por el arquitecto Pedro Ramirez Vazquez,
primer Rector General de la UAM, el Departamento de Matemaéticas inicia sus labores en
octubre de 1974. A continuacién recordamos a la mayoria de los profesores y ayudantes de
mateméticas que formaron parte de dicho proceso.!

FUNDADORES DEL DEPARTAMENTO DE MATEMATICAS QUE AUN LABORAN EN EL
DEPARTAMENTO DE MATEMATICAS DE LA UAM-IZTAPALAPA:

René Benitez Alberto Castillo
Luli Gonzalez Hugo Martinez
Blanca Rosa Pérez Roberto Quezada
Patricia Saavedra Richard Wilson

FUNDADORES DEL DEPARTAMENTO DE MATEMATICAS QUE YA NO LABORAN EN EL
DEPARTAMENTO DE MATEMATICAS DE LA UAM-IZTAPALAPA:

Maria Emilia Abad Jesis Alarcon Bertolucci 1
Antonio Antolin Enrique Antoniano

Pedro Armendérizt Diego Barahona

Jorge Bourges Rodolfo Conde del Aguila
Arturo Fregosot Fernando Galaz

Edith Garcia José Carlos Gémez Larranaga
Maria Gonzélez Javier Hernandez

Ernesto Lacombaf Jorge Ludlow

Mario Magidin Hugo Mejia

Felipe de Jests Peredo Ricardo Quintero

Victor Javier Raggi Araceli Reyes

Lilia del Riego Teresa Rojano

Jorge Rossental Alberto Ruiz Moncayo
Armando Santamaria Jorge Urrutia

IPedimos una disculpa si hemos omitido a alguien, pues no hay registro histérico de nuestros
profesores fundadores.

)
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DR. RICHARD GORDON WILSON ROBERTS

Nacié el 7 de noviembre de 1944 en Liverpool, Inglaterra. Es ciudadano mexicano
por naturalizacién. Tiene el Bachelor of Science, con honores de primera clase, por
la Universidad de Liverpool, 1965, y el Doctorado en Filosofia, por la Universidad
de Texas, Austin, EUA, 1970. Es profesor fundador de la Universidad Auténoma
Metropolitana, que en este ano cumple su XL aniversario, actualmente es Profesor
Titular “C” y desde el ano 2000 es profesor distinguido de la misma. Es Investigador
Emérito del S.N.I., miembro de la Sociedad Matemédtica Mexicana y de la Academia
Mexicana de Ciencias. Sus intereses actuales de investigacién son topologia general,
espacios topoldgicos linealmente ordenados y generalizaciones tales como espacios
radiales, y espacios de Whyburn; propiedades determinadas por cubiertas estrella;
inmersiones en espacios conexos; propiedades del reticulo de topologias en un conjunto;
propiedades topolégicas determinadas por subconjuntos discretos. Por lo que este ano
celebramos su 70 aniversario. “Aprovechamos este espacio para enviar un abrazo a
Richard con motivo de su 70 aniversario”.

Una resena reciente y més extensa se encuentra en el No. 68 de la Carta Informativa
de la SMM:
http://sociedadmatematicamexicana.org.mx/doc/pdf/carta-informativa-68.pdf
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SUCESIONES Y RECURRENCIAS

ROBERTO QUEZADA

RESUMEN. Discutimos algunas recurrencias y su relacién con sucesiones numéricas
bien conocidas.

1. INTRODUCCION

En este articulo realizamos una discusion elemental de algunas sucesiones numéricas

bien conocidas, asi como algunas relaciones entre ellas. Nuestro propésito es ilustrar
con ejemplos sencillos, los procesos de descubrimiento y escritura rigurosa de resultados
matematicos. El contenido de este articulo se puede usar en un curso introductorio
para estudiantes de matematicas que, ademéas de motivarlos, muestre la manera en
que algunos matematicos realizamos nuestro trabajo.
Aunque el tema es muy popular y se presenta en muchas referencias que van desde
libros, véase por ejemplo [1] y [2], hasta presentaciones interactivas en internet, nues-
tro enfoque tiene cierta originalidad. Ademads de presentar alguna de estas sucesiones
numéricas escribiendo sus primeros términos y de inferir a partir de ellos algunas de sus
propiedades, aprovechamos la relacién de recurrencia que ella satisface, para definirla
de una forma rigurosa y demostrar sus propiedades de manera deductiva.

2. ;QUE ES UNA RECURRENCIA?

Una relacién de recurrencia (o simplemente recurrencia) es una expresién que

permite calcular los valores {a1,--- ,an, -} de una sucesién a = (a,)n>1 a partir
de uno a varios términos iniciales dados. Por ejemplo, la relacién de recurrencia
(1) ant1 + an =0,

determina una sucesién a = (a,),>1 cuyos valores son
as = —a1, a3 = —AaA =041, A4 = —a3 = a2 = —Q1, *** .
Esta sucesion depende del valor de a;. Por ejemplo, si a; = 1 la sucesion es
a=(an)nz1 = ((=1)"pz1 = {1,-1,1,-1---}.
Pero si a1 = 2, entonces la sucesion a es
{2,-2,2,-2,---}.

En otras palabras, la relacién de recurrencia (1) no determina un sola sucesién, i.e.,
la solucién de (1) no es tdnica. De hecho, existen tantas soluciones diferentes como
valores de aj.

Si queremos determinar una tnica sucesién que satisfaga la ecuacién (1), debemos
anadir una condicidén inicial como a; = i, con ¢ un valor fijo i € R. Es decir, el
problema

(2)
con i € R, un valor fijo, tiene una tnica solucién dada por:
{i,—i,4,—4,--- }.

2010 Mathematics Subject Classification. 00-01.
Palabras clave. Recurrencias, Nimeros poligonales, Sucesién de Fibonacci, Tridngulo de Pascal.

9

Ap+1 +a, = 07

G,l:i,
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FiGUurA 1. Nameros triangulares

Noétese que esta sucesién se representa de manera concisa mediante la férmula a, =
(=1)"*i, n > 1. Es claro que satisface la condicién inicial, pues a; = i. Para
demostrar que esta sucesién también satisface la ecuacién (1) basta observar que

Ang1 + ap = (—1)"%i + (=1)" i = (-1)"T(—i+i) =0.
3. NUMEROS POLIGONALES

Si a un punto se le agregan dos puntos mdas para formar un triangulo equilatero
y a su vez a este tridngulo se le agregan tres puntos més para obtener un triangulo
equildtero con tres puntos en cada lado y continuamos de esta manera agregando cua-
tro, cinco, etc. puntos. El niimero de puntos en cada tridngulo equilatero asi obtenido
define la sucesién de ntmeros triangulares, figura 1. Es decir, la sucesién de nimeros
triangulares es {1,3,6,10,15,21,--- }.

Los nuimeros cuadrados se obtienen de manera similar; empezando con un punto
se agregan tres puntos mas para formar un cuadrado y a éste se agregan cinco puntos
mas para formar un cuadrado con tres puntos en cada lado, el nimero total de puntos
de cada cuadrado corresponde con los elementos de la sucesiéon {1,4,9, 16, 25,36, - - - },
figura 2.

Los ndmeros pentagonales se obtienen empezando con un punto y agregando
cuatro, siete, diez, etc. puntos de manera que se obtienen los elementos de la sucesién
{1,5,12,22, -}, figura 3.

Los nuimeros hexagonales son los términos de la sucesién {1,6,15,28,---}, que se
obtienen iniciando con un punto agregando cinco, nueve, trece, etc. puntos en cada
etapa para formar un hexagono més grande a partir del anterior.

Para reconocer las variables de las cuales dependen los ntimeros poligonales, a par-
tir de este momento los denotaremos mediante el simbolo p,,(n), con m,n € N. El
subindice m se refiere al niimero de lados del poligono y n corresponde con el lugar
que ocupa en la correspondiente sucesién. Por ejemplo, p4(4) es el cuarto nimero cua-
drado, es decir, p4(4) = 16, mientras que p5(3) es el tercer nimero pentagonal, i.e.,
p5(3) = 12. En el cuadro 1, se muestran los primeros nimeros poligonales y la relacién
de recurrencia que satisfacen.

Con esta notacién y observando el cuadro 1, podemos inferir que para cada m € N,
los nimeros poligonales con m lados (“m-gonales”), con m > 3, satisfacen la ecuacién
en diferencias’

(3) Pm(n+1)—pp(n)=1+(m—-2)n, n>1

con la condicién inicial p,,(1) = 1.

Usaremos los resultados de nuestras observaciones e inferencias para dar una
definicién de los nimeros poligonales. Es decir, tomaremos a la ecuacion en diferencias
(3) como definicién de los ntimeros poligonales, aprovechando que, de acuerdo con

IEn este articulo usaremos el nombre de ecuacién en diferencias para referirnos a una clase
particular de relaciones de recurrencia, pero frecuentemente se usa para referirse a cualquier relacién
de recurrencia.
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FI1GURrRA 2. Numeros cuadrados

FiGurA 3. Numeros pentagonales

Numero poligonal | Primero | Segundo | Tercero Recurrencia

Triangular 1 3 6 ps(n+1)—p3(n) =1+n
Cuadrado 1 4 9 pa(n+1) —ps(n) =1+ 2n
Pentagonal 1 5 12 ps(n+1) —ps(n) =1+ 3n
Hexagonal 1 6 15 pe(n+1) —pg(n) =1+ 4n

CUADRO 1. Numeros triangulares

nuestra discusién en la seccién anterior, la soluciéon de una ecuacién en diferencias
como (3) con la condicién inicial p,,(1) = 1 es tdnica.

La existencia y unicidad de soluciones de ecuaciones en diferencias es un hecho que
a lo largo de este articulo aceptaremos sin demostracién, el lector interesado puede
consultar una demostracién en la referencia [3].

Definicién 1. El n-ésimo numero poligonal con m lados es el n-ésimo término,
Pm(n), m >3, n > 1, de la tnica sucesién que resuelve la ecuacién en diferencias (3)
con condicién inicial p,, (1) = 1.

Usando esta definicién demostraremos algunas propiedades y relaciones entre estos
nameros. El siguiente resultado se le atribuye a Teén de Esmirna, siglo 1T d.C.

PROPOSICION 2. Cualquier nimero cuadrado es suma de dos triangulares sucesivos,
mds precisamente, para cada n > 1 se tiene que

(4) pa(n) = p3(n) +ps(n —1).

Demostracion. De acuerdo con la definicién, bastara demostrar que el lado derecho
de (4) satisface la ecuacién en diferencias que determina de manera tinica a la sucesién
pa(n), es decir, la ecuacién

(5) pa(n+1) —ps(n) =1+ 2n,

con la condicién inicial ps(1) = 1.
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Obsérvese que
ps(n+ 1)+ p3(n) — (ps(n) + ps(n — 1))
(6) = (p3(n+1) = p3(n)) + (ps(n) — ps(n — 1))
=(1+n)+(1+(n-1)=1+2n.
Hemos usado que la sucesién de nimeros triangulares ps(n) satisface la ecuacién en
diferencias ps(n + 1) — p3(n) = 1 4+ n. Ahora, usando que p3(1) = 1, tenemos que
p3(1) + p3(0) = 1+ 0, pues p3(0) = 0 por ubicuidad. Esto demuestra que el lado

derecho de (4) satisface la ecuacién (5) junto con la condicién inicial, entonces por la
unicidad, podemos concluir que la identidad (4) se cumple para cada n > 1. O

PROPOSICION 3. (Nicédmaco de Geresa, alrededor de 100 d.C.) El n-ésimo
nidmero m-gonal, pm,(n), es igual a la suma del n-ésimo (m —1)-gonal, pm,—1(n), mds
el (n — 1)-ésimo triangular, es decir,

(7) pm(n) :pm—l(n) +P3(n - 1), YV n>1.

Demostracién. Bastard demostrar que el lado derecho de (7) satisface la misma
ecuacion en diferencias que p,,(n) y la correspondiente condicién inicial.

Para la condicién inicial tenemos que p,,,—1(1) + p3(0) = 1. Y, por otra parte, para
cada n > 2, tenemos que

Pm—1(n) +p3(n—1) = (pm—1(n — 1) — ps(n — 2))

®) = (pnor() =pma(n = D)+ (paln — 1) ~pa(n —2)
=(1+m=3)(n-1)+14+n-2)=1+(m-2)(n-1).
Lo cual demuestra (7). O

El siguiente resultado es una generalizacion del teorema de Tedén de Esmirna,
proposicién 2, que se atribuye a Bachet de Méziriac, siglo XVII. Como su demostracién
es esencialmente la misma que para las dos proposiciones anteriores, dejaremos que el
lector complete los detalles.

PROPOSICION 4. El n-ésimo nimero m-gonal, py(n), conm >3 yn > 1, es igual
a la suma del n-ésimo triangular mds (m — 3) veces el (n — 1)-ésimo triangular, i.e.,

9) pm(n) =p3(n) + (m —3)ps(n—1), V. m>3, n>1.

4. SucCesiON DE FIBONACCI

La sucesién de Leonardo de Pisa (Fibonacci), 1170-1250, cuyos primeros términos
son 0,1,1,2,3,5,8,13,21, 34, 55,89, 144,233, 377, - - -, fue descrita por él mismo en re-
lacién con un problema de cria de conejos: ;Cudntos pares de conejos se producirdn
en un ano si se inicia con una sola pareja que es productiva después de un mes, produ-
ciendo una sequnda pareja, que a su vez es productiva después de un mes? El cuadro
2 muestra el proceso de produccién de parejas de conejos de acuerdo con la regla
enunciada.

Observando la tabla se ve que si f(n), es el n-ésimo término, con 1 <n <7, de la
sucesion de Fibonacci, entonces se satisface la relacién de recurrencia

fn)=fln=1)+f(n=2), 2<n<T7

Usando esta relacién vemos que

f(2) = f(1) + £(0),

f3)=f(2)+ f(1) =2f(1) + £(0),
(10) f(4) = f(3)+ f(2) =3f(1) +2£(0),

f(5) = f(4)+ f(3) =5f(1) + 3/(0),

f(6) = f(5) + f(4) = 8f(1) + 5f(0),
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Mes Produccion Parejas
1 (inicio) Pareja inicial (no productiva) 1
1 (final) Pareja inicial productiva. Se cruza 1
2 (final) | Segunda pareja. Se cruza la pareja inicial 2
3 (final) Tercer pareja. Se cruzan dos parejas 3
4 (final) | Dos parejas nuevas. Se cruzan tres parejas 5
5 (final) Tres nuevas. Se cruzan cinco 8
6 (final) Cinco nuevas. Se cruzan ocho 13

CuUADRO 2. El problema de Fibonacci

Estos términos de la sucesién dependen de los valores de f(0) y f(1). Sabemos que
f(1) = 1 y para reproducir los primeros siete términos de la sucesién de Fibonacci
debemos tomar f(0) = 0.

Usaremos este resultado de nuestro razonamiento inductivo y el hecho de que una
relacion de recurrencia con condiciones iniciales tienen una y sélo una solucién, para
dar una definicién de la sucesién (completa) de Fibonacci y deducir algunas de sus
propiedades.

Definiciéon 5. La sucesién de Fibonacci es la tnica solucién de la ecuacién en
diferencias

(11) f(n)=fn—-1)+ f(n—-2), n>2
con sus dos condiciones iniciales.
f(1)=1, f(0)=0.

El siguiente resultado sobre la sucesiéon de Fibonacci se puede encontrar en la
literatura. Lo demostraremos usando nuestra definicién y el método que empleamos
en la seccién anterior.

TEOREMA 6. La sucesion de Fibonacci se puede escribir en la forma

TP —xh
12 n)=——— VYV n>0,
(12) fmy =12
donde x1 = 1+2\/g Y Ty = % son las raices de la ecuacién z2 —xz —1=0.

Demostracién. De acuerdo con nuestra definicién, bastara demostrar que la sucesion
(12) satisface la ecuacién (11) y las condiciones iniciales. Para las condiciones iniciales

tenemos que f(0) = w?\;gg = % =0,y f(1) = R = % = 1. Por otra parte,

tomando en cuenta que x1 + x5 = 1, tenemos que

(13) _ L n

1
= —(a} —28) + —=wwa(a]? —af?)

V5 V5
= f(n) +zzaf(n—=2) = f(n) - f(n - 2),

pues z1x2 = —1. Esto completa la demostracion. O

El nimero z; = 1+T‘/5 se conoce como numero aureo. Otra propiedad del nimero

aureo es la siguiente.
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1
1 1
1 2 1
1 3 3 1
1 4 6 4 1

FiGura 4. Tridngulo de Pascal

PROPOSICION 7. La sucesion g(n) = z, mn > 0, satisface la ecuacién en
diferencias (11) con las condiciones iniciales g(0) =1 y g(1) = 1.

Demostracién. Es claro que las condiciones iniciales se cumplen. Por otra parte, para
cada n > 2,

g(n—1) +g(n—2) = (277" +277%)

(14) =27}z + 1) =2}

=g(n),
pues x satisface la ecuaciéon 22 — x; — 1 = 0, es decir #; + 1 = 22. Esto completa la
demostracién. 0

Puesto que la sucesién de Fibonacci f(n) y la sucesién a7} son soluciones de la
misma ecuacién en diferencias, es de esperarse que exista alguna relacién entre ellas.
La siguiente proposicién establece explicitamente esta relacion.

PROPOSICION 8. Sea 1 el nimero dureo, entonces se satisface la identidad
(15) af = f(n)zr+ f(n—1), n>1,
donde f(n) es la sucesion de Fibonacci.
Demostracién. Bastard demostrar que el lado derecho de (15) satisface la misma
ecuacién en diferencias que 27 y las mismas condiciones iniciales dadas en la proposi-

cién anterior. Para las condiciones iniciales tenemos paran = 1 que f(1)z1+f(0) = 1,
paran =2, f(2)z1 + f(1) = 71 + 1 = 2?7 y para n > 3 tenemos que

fn =1z + f(n=2) + f(n = 2)z1 + f(n —3)

(16) =21(f(n=1)+ f(n=2)) + f(n—2) + f(n - 3)
=z1f(n) + f(n—1),
donde hemos usado (11). Esto demuestra la proposicién. O

5. EL TRIANGULO DE PASCAL

Vamos a considerar ahora una sucesién con dos indices, (@), m >0, 0 <n <m,
cuyos primeros términos aparecen en el arreglo triangular de la figura 4, llamado
tridngulo de Pascal.

A partir de este arreglo vemos que agg = 1, a9 = 1 = ay1, agg = 1, asy = 2, ags =
1,--- y observando con mas cuidado notamos que todos los términos sobre los lados
del triangulo son iguales a 1, es decir,

(17) amo=1Y amm=1, ¥V m>0.
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FigurA 5. Numeros triangulares

Ademas los términos en el interior del tridngulo satisfacen la relacién de recurrencia
(18) Umn = Gm—1,n—1 + Am—1,n, vV om > 2, 1<n<m-1

El coeficiente binomial (0 nimero combinatorio) (’:)7 m >0, 0<n<m,se
define mediante las relaciones

|
mn ZL,Vm20,0<n§m—l,
n nl(m —n)!

(m>:1, (m>=1, vV om>0.
0 m

Demostremos que el coeficiente binomial resuelve la ecuacién en diferencias (18) junto
con las condiciones (17).

(19)

PROPOSICION 9. La sucesién doble a,, = (Z’), m >0, 0<n <m satisface la
ecuacion (18) y las condiciones (17).

Demostracion. En vista de la definicién de (’:)7 es claro que esta sucesién doble
satisface las condiciones (17). Por otra parte, tenemos que

m—1 m—1
Am—1,n—1 + Um—1,n = +
n—1 n

B (m—1)! (m—1)!
C (m=DYm—-n)!  al(m-n-1)
_ (m—=Dn  (m—1!(m-—n)
(20) nl(m —n)! nl(m —n)!
min ml(m —n)

nlm(m —n)!  nlm(m—n)!

B n!(mmi n)! (% T (mn: n)) B <7:)

= Amn-

Esto demuestra la proposicién. O

Es bien conocido que varias de las sucesiones y relaciones discutidas en las secciones
anteriores se encuentran en el tridngulo de Pascal. Por ejemplo, los niimeros triangu-
lares (encerrados en recuadros) se encuentran en una diagonal del tridngulo de Pascal,
figura 5.

Una propiedad muy interesante que se observa en el tridangulo de Pascal es el
llamado patrén del palo de hockey: “la suma de todos los términos en una diagonal
que se inicia en un lado del tridngulo es igual al término que se encuentra abajo del
dltimo” . En la figura 6, ilustramos esta propiedad con varios ejemplos en el tridngulo de
Pascal, usando recuadros de diferente tipo. Ahora, formulémosla con toda generalidad
y demostrémosla.
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1
1
1 1
5

FicurA 6. Patrén del palo de hockey

TEOREMA 10. Para cada m > 1 y 1 <n < m, se satisface que

o G+ () e () =00

Demostracion. Usaremos inducciéon sobre m > 1. Si m = 1, entonces n = 1y

tenemos que
1 2
1 2

Ahora supdngase que el resultado vale para m > 1 y cada 1 < n < m; demostrémoslo
param+1lycadal <n<m+1 Sil<n<m+ 1 tenemos, por la hipétesis de
induccién y la proposicién 9,

) () G )= )+ ()
(1)

Esto demuestra el teorema. O

Revisemos algunas consecuencias de este resultado. La primera de ellas es un hecho
bien conocido.

(22)

COROLARIO 11. La suma de los primeros m nimeros naturales es igual a W

Demostracion. Para cada m > 1, tdmese n = 1 y apliquese el teorema anterior para

obtener,
1 2 m m+1
1424 ... — =
rErem (1>+(1>+ +<1> <1+1)

(m+1)! m(m—i—l).

T2Am-1) 2

(23)

O

COROLARIO 12. Eln-ésimo nimero triangular puede escribirse en la forma ps(n) =
(";1), que son los términos en la tercera diagonal del tridngulo de Pascal, y ademds

(24) p3(1) +p3(2) +--- +p3(n) = (n;—Q)

Demostracion. Para demostrar la primera afirmacién bastard demostrar que (”;rl)
satisface la ecuacién en diferencias (3) con m = 3 y la condicién inicial p3(1) = 1.
En efecto, claramente tenemos que (1‘2"1) = 1, entonces la condicién inicial se cumple.
Ademis, usando el resultado de la proposicién 9 se obtiene que,

()02 = ()=t
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1/1/2 5 8 13
1/1
1 2 1

FiGUura 7. La sucesién de Fibonacci

Entonces podemos concluir que ps(n) = (”H )

Por otra parte, para cada m > 1y n = 2 el resultado del teorema anterior implica que

(25) p3(1) +p3(2) + -+ ps(n) = (;) 1 (;) +oeee gt (”‘2"1> _ <”‘3‘)‘2>

Con lo cual queda demostrado el corolario. O
Finalmente, obsérvese que sumando los términos en las diagonales senaladas en la
figura 7, se obtiene la sucesién de Fibonacci.
En el siguiente teorema formulamos rigurosamente y demostramos esta propiedad
del triangulo de Pascal.

TEOREMA 13. Sea {f(n)}n>0 la sucesion de Fibonacci. Entonces f(0) =0 y para
n > 1 se tiene que

(i) sin es par, digamos n = 2k, k € N, entonces

(26) ren= () () ()

(ii) sin es impar, digamos n =2k + 1, k € NU {0}, entonces

(27) f2k+1)= (20k> + <2k1_ 1) 4+ (:)

Demostracion. Bastard demostrar que la sucesién definida por los términos en los
lados derechos de (26) y (27) satisfacen la ecuacién en recurrencias de Fibonacci (11)
y las condiciones iniciales.

Para las condiciones iniciales tenemos que, por definicién, f(0) =0y sin =1, i.e.,
k =0 en (27) obtenemos que (8) = 1. Entonces las condiciones iniciales se satisfacen.
Ahora, usando la recurrencia de Pascal (18) en los términos con signo positivo de la
siguiente expresion, tenemos para n = 2k con k > 1,

(5 ) ) () - () - () - ()
() e ()

Esto demuestra que la ecuacién en diferencias (11) también se satisface. El caso
n =2k+1, k > 1 se demuestra de manera similar. O

Hemos discutido sélo algunas de las propiedades de los niimeros naturales que se
encuentran en el tridngulo de Pascal. Invitamos al lector a continuar descubriendo y
demostrando otras.
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CONJETURA DE CATALAN

MARIO HUICOCHEA

RESUMEN. El siguiente texto tiene un doble propésito. El primero es ver algunas
de las muchas herramientas utilizadas y desarrolladas en la busqueda de la
demostracién de la Conjetura de Catalan. El segundo es dar una muy breve idea
de los principales pasos en la demostracién de la Conjetura de Catalan realizada
por P. Mihailescu.

1. INTRODUCCION

Si un profesor de secundaria pregunta a sus alumnos qué niimeros enteros satisfacen
la ecuacion
2t -y’ =1,
no seran pocos los que demuestren que (z,y) € {(1,0),(—1,0)}. Del mismo modo,
habra varios que demuestren que si n es un nimero natural mayor a 1, entonces la
ecuacion

" -y =1

tiene Unicamente las soluciones (z,y) € {(1,0),(—1,0)} si n es par y (x,y) €
{(1,0),(0,—1)} si n es impar. Es mds, un alumno de secundaria o bachillerato
suficientemente avispado y motivado puede demostrar que si m y m son nimeros
naturales mayores a 1 y existe un nimero natural d mayor a 1 que divide a n y m,
entonces alguno de los enteros x y y que resuelven la ecuacién

2t -y =1
es cero; en particular esto nos permite encontrar facilmente las soluciones enteras. Es
natural entonces preguntarnos qué tantas soluciones existen si n y m son nimeros

naturales mayores que 1, posiblemente sin algtin factor comiin, de la ecuacion antes
mencionada. El matemédtico belga Eugene Catalan [3] conjetur6 en 1844 lo siguiente

CONJETURA 1. (Catalan) Sin y m son nimeros naturales mayores que 1 tales que
la ecuacion

(1) 2" —ym =1
tiene solucion en los enteros distintos de 0, entoncesn =2,m =3,z =3 yy = 2.

Esta conjetura serfa una de las mas asediadas e intrigantes por méas de 150 anos;
especificamente seria hasta el ano 2003 que el matematico Preda Mihailescu daria una
demostracion completa de la Conjetura de Catalan. El propdsito de este trabajo es,
en la primera parte, dar un rapido recorrido cronolégico por los resultados parciales e
intentos fallidos, no por ello poco enriquecedores, de la demostracion de dicha conjetura
y, en la segunda parte, dar una breve explicacion de las ideas que llevaron a Mihailescu
a la demostracién de esta famosa e interesante conjetura.

Antes de concluir esta introduccién, estableceremos la notacién que utilizaremos en
adelante. Los conjuntos de los niimeros racionales, enteros y naturales seran denotados
por Q, Z y N respectivamente; consideramos que el cero no es un numero natural. El
anillo de los enteros gaussianos es Z[i] := {a+ib: a,b € Z}, dondei* = —1.Sia,b € Z,
escribimos alb si existe ¢ € Z tal que ac = b. Si aq,...,ar € Z, MCD(ay,...,ax) es su
maximo comun divisor. Si R es un anillo, entonces <a> denota el ideal generado por

2010 Mathematics Subject Classification. 11-03, 11D41 ,11D45.
Palabras clave. Conjetura de Catalan, P. Mihéilescu.
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a € Ry R* es el conjunto de elementos con inverso multiplicativo también conocidos
como unidades. Si K es una extension finita de Q, Ok el anillo de enteros de K es el
conjunto de elementos en K que son raices de polinomios moénicos con coeficientes en
Z. Ok es un anillo, ver [11, Cap. 1 Sec. 2]; I C K es un ideal fraccionario si es un
Ok —submédulo de K tal que existe un r € Og,r # 0 el cual cumple que rI C Ok,
ademds decimos que I es principal si es generado por un elemento de K. Si Ik es el
conjunto de ideales fraccionarios y Px C Ik es el subconjunto de ideales fraccionarios
principales, entonces Ix es un grupo (con la multiplicacién), Px es un subgrupo de Ig
y el nimero de clases hx := [Ix : Px] es finito, ver por ejemplo [11, Cap. 1 Sec. 6 ]. Si
n € N, ( = (, denota una rafz enésima primitiva de la unidad y Q(¢) el enésimo campo
ciclotémico; un resultado cldsico de teoria de nimeros, consulte por ejemplo [11, Cap.
1 Sec. 10], es que Og¢), el anillo de enteros de Q((), es igual a Z[(]. Finalmente, si A es

un grupo conmutativo y k € N, entonces [A]; := {x € A: zF" =1 para algin r € N}.

2. LA HISTORIA DE LA CONJETURA DE CATALAN

Antes de comenzar con el recorrido por la historia de la Conjetura de Catalan,
notemos que basta demostrar que la conjetura es cierta en el caso en el que m y n
son primos; en efecto, si encontramos una solucién ¢ = zg y y = yo de (1) cuando
Zoyo # 0 y alguno de m y n no es primo, sin pérdida de generalidad m = m’m” con
m',m"” > 1 enteros, entonces x = xgy y = y{)"” es una solucién de la ecuacién

x"—ymlzl

con x y y enteros tales que zy # 0. Por lo tanto, de ahora en adelante supondremos
que n 'y m son primos distintos.

2.1. Primeros anos. El primer avance que se tiene registrado en la demostracion
de la Conjetura de Catalan es el caso m = 2 gracias a V. A. Lebesgue [7] en 1850. La
herramienta fundamental es la estructura aritmética de Z[i].

Miés de un siglo después Ko Chao [6] demostré la Conjetura de Catalan en el caso
n = 2. También en este caso las herramientas e ideas son accesibles para cualquier
persona que haya tomado un curso béasico de teoria de niimeros o teoria algebraica de
nimeros; sin embargo, las ideas son tanto ingeniosas como ttiles para resolver otros
problemas. Cabe mencionar que el caso (n,m) = (2, 3) fue resuelto mucho antes por L.
Euler [4] en 1738 con el método del descenso infinito, a grandes rasgos esto quiere decir
que bajo ciertas hipdtesis se demuestra que si existe una solucion de nimeros naturales
a una ecuacién entonces se puede encontrar otra donde los valores son menores a los
valores de la solucién original por lo que se puede llegar a una contradicciéon suponiendo
que la solucién original era minima.

Un avance significativo fue el que obtuvo J.W.S. Cassels [2] en 1960.

LEMA 2. (Cassels) Sin ym son primos impares con x y y enteros distintos de cero
que resuelven (1), entonces nly y m|z.

De nuevo, la demostracion utiliza inicamente métodos elementales. Mas especifi-

camente
ym+1 " " —1 m
+1 -1 = ;
(?/ )(y 1) € y (m ) r—1 Y3

m|MCD ((y +1), (;;::11 ))
n[MCD ((x _ ), (2”_11));

por otro lado

MCD((y—i—l), (y; +1> =1

O~

~—
Il
—
o
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después se puede demostrar, tratando los casos por separado y notando que las
potencias de los ndmeros crecen rdpido, que n|ly™ y mlz™ de donde se deduce el
resultado.

2.2. Tijdeman cast lo logra. Se puede decir que los resultados hasta ahora men-
cionados, son obtenidos tinicamente con métodos elementales®. El siguiente resultado
de C. L. Siegel, ver [13], implica que si m y n son ndmeros fijos, entonces (1) tiene un
nimero finito de soluciones.

TEOREMA 3. (Siegel) Si K es una extension finita de Q, Ox su anillo de enteros
y C una curva suave de género positivo definida sobre K en un espacio afin, entonces
C(Ok), el conjunto de puntos de C' con coordenadas en Ok, es finito.

Sin embargo, uno de los principales problemas de esta afirmacién es que no es
efectiva; en este contexto, que no sea efectivo quiere decir que aunque sepamos que
el nimero de soluciones es finito, no sabemos desde dénde y hasta dénde buscarlas.
Algunos anos después A. Baker obtuvo uno de los resultados méas importantes de la
teorfa de nimeros del siglo XX.

TEOREMA 4. (Baker) Sean a,...,0n, Bo,...,Pn € Z, B := mixo<i<n Bi ¥

A= Bo+ Y Bilog(ai).

i=1

Ezxiste una constante ¢ independiente de (3, por ende independiente de B, ..., Bn, tal
que si A # 0, entonces

log |A| > —cmdx{log(8), 1}.

Este resultado tiene varias aplicaciones y a través de los afios se han mejorado las
cotas para ¢, consulte por ejemplo [1]. En particular, R. Tijdeman [15] encontré una
fascinante aplicacién de este resultado.

TEOREMA 5. (Tijdeman) Si existe una solucion de (1) con xy # 0, entonces existen
c1,co > 0 constantes absolutas, tales que

m < ¢ log(n)® y  n<comlog(n)?
En particular, existe cs > 0 una constante absoluta, tal que max{m,n} < cs.

Combinando una version efectiva del teorema de Siegel, al menos para las curvas
particulares definidas por (1), y el teorema de Tijdeman, se deberfa de poder concluir
la demostracion de la Conjetura de Catalan. Desgraciadamente, incluso con las mejoras
posteriores, las constantes ¢; del teorema de Tijdeman son demasiado grandes por lo
que aun con otras técnicas existen 0 < ¢4 < c3, constantes absolutas, por ejemplo
c3 = 10'7, tales que no se sabia si la Conjetura de Catalan era valida para valores de
m y n tales que ¢4 < méx{m,n} < cs.

3. DEMOSTRACION DE MIHAILESCU

Nos disponemos a dar un breve resumen de la demostraciéon de la Conjetura de
Catalan realizada por Mihailescu; pueden consultarse [8] y [12] para ver resimenes de
la demostracién més completos. Recordemos que, por lo visto anteriormente, podemos
suponer que m y n son dos primos impares distintos.

LEn mateméticas decir que algo se resuelve con métodos elementales significa que no se utilizan
resultados de andlisis o teorias sofisticadas; de cualquier modo el término nos parece ambiguo y
facilmente discutible.
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3.1. Analogias con el Ultimo Teorema de Fermat. A principio de los anos
noventa, K. Inkeri [5] tuvo la idea de realizar un trabajo similar al efectuado por
E. Kummer en su intento de resolver el ultimo teorema de Fermat. Una de las
consecuencias del lema de Cassels (Lema 2) es que

" -1 m
=nb con MCD(n,b) =1

z—1

y por otro lado n = Z;ll(l — ¢F). De lo anterior, obtenemos que
-1
—ck 7V
o 1=G
k k
No es muy dificil darse cuenta de que f:gk € Z[(,] v los ideales <gf:g,€> son primos
k

relativos por lo que existe un ideal Jj de Z[(,] tal que <f:gg> = J". Sin embargo, no

siempre Z[(,] es un dominio de ideales principales; en particular, no podemos asegurar
que Jj, es generado por un elemento de Z[(,]. En el caso en el que m es primo relativo
con el ntmero de clases de Q(¢,,) entonces Jy, si es principal; trabajando con aritmética
elemental podemos concluir en este caso que m?|n™ ! —1. De un modo muy similar se
puede demostrar que si n es primo relativo con el nimero de clases de Q((,,), entonces
n?|lm"~! —1. Recapitulando, si h,, y hy, son los niimeros de clases de los campos Q((,,)
y Q((n) respectivamente y MCD(hy,, m) = MCD(h,,,n) = 1, entonces

(2) m2nm 1t — 1 y n?lm"t — 1.

Inkeri demostré que, sujetos a las condiciones MCD(h,,, m) = MCD(h,,,n) = 1, los
primos m y n tienen que ser muy particulares; tan raros son los primos que satisfacen
(2) que sdlo se conocen siete pares de ellos cuando méax{m,n} < 10'5. Uno de los
grandes logros de Mihailescu, ver [9], fue demostrar que (2) deberfa ser cierta a pesar
de que MCD(h,,,m) > 1 6 MCD(hy,,n) > 1.

3.2. Anuladores. A partir de esta seccién, ¢ := (,, es una raiz enésima primitiva
de la unidad. Sea K := Q(¢) "R = Q(¢ + ¢™*). Uno de los conjuntos que juega un

papel fundamental en la demostracién de la Conjetura de Catalan es E :=Z [Q +C _1] *
que coincide con el conjunto de unidades de Ok. Otro conjunto que juega un papel
ko =k
fundamental es C, el subgrupo de E generado por —1 y 5= con 1 < k < "7_1
c2—C¢2
Un hecho interesante es que [E : C] no es tan sélo finito sino que ademads es igual a
hxk.
Denotamos por Gal(K/Q) al grupo de Galois de K/Q; sea G el subgrupo de
Gal(K/Q) generado por los automorfismos 73, : K — K para 1 < k < ”771, donde
7, es el automorfismo que deja fijo a Q y que satisface (¢ + (1) = ¢*F + ¢7F.

Escribimos

n—1

2 71
Z[G]::{;nkrk: nkeZparatod01§k§n2 }

n=1
el cual actia en K* de la siguiente forma: si g := ), 2, ni7, € Z[G], entonces

n—1
2

z9 = H Tk(.ﬁnk)
k=1

para todo x € K*. De manera natural, Ix/Px y E/C son Z|G]|—médulos . Para un
keN, [Ix/Pxlr y [E/C]i son submédulos de Ix/Px y E/C respectivamente.
El teorema de F. Thaine, ver [14], menciona lo siguiente
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TEOREMA 6. (Thaine)®Si m t 251, entonces un g € Z[G) que anula a [E/C],,
también anula a [Ix/Pk]m-

Otro resultado relativo a los anuladores, por muchos considerado el teorema que
llevé a Mihailescu [10] a la demostracién de su resultado, es el siguiente.

n—1
TEOREMA 7. (Mihailescu) Si g := ), 2, np7i € Z[G],
((a: =) (z — (71))g c {xm s € K*},
n—1
ym| >, 2, ni, entonces m|ny para todo 1 < k < "7_1

3.3. Conclusién de la demostraciéon. Supongamos que la conjetura es falsa.
Como en la seccién 2.1, <%> = J™ para algin ideal J de Z[¢] y de la misma
manera lo es el ideal conjugado por lo que

(.’I,'—C)(J,‘—C_l) _ —\m
<<1—<><1—<1>>‘ ()"

El teorema de Thaine implica que si g :=r Z: 7; € Z|G|] para algiin r € N satisface

E9 C C, entonces
(z = -¢ M\’ _ < >m
a-oua-¢n/ ~ V-
por lo que existe una unidad v tal que

@-OE-cHY _
®) ((1—4)(1—4—1>> =

Sin embargo ((1—¢)(1 — (’1))9 € {£1}. Es importante notar que v es inica médulo
(K*)™, en otras palabras v satisface (3) siy sélo si v’ = vb™ con b € K*. Una parte
técnica y dificil de la demostracién es probar que existe n € Cp, := {z e(C: dse
N con 2" — 1 € <m2>} tal que

(=)@ —¢h) =nA"

con A € K; si tomamos ¢’ un anulador de C,,, entonces

(&= Q)@= ¢ =pm

con u € K, de donde se puede concluir, gracias al teorema 7, que g¢g' = m7 con
7 € Z|G]. Como €2 € C para todo € € E, se puede concluir que 9" € Cy se demuestra
que ¢’ no tan sélo anula a C,, sino que también anula a C. Con lo anterior se puede
demostrar que C' = (), lo cual es imposible como demostramos a continuacién. Sea Cj
el subgrupo de Z[¢]* generado por C'y (; como C = C,, y (9™ = ( si dm = 1(méd n),
tenemos que para todo n € Cy existe p € Z[(]* tal que n — p™ € <m2>; en particular,
1+ —pme <m2> por lo que (14+¢{)™ —p™ € <m> y concluimos que

(14+Q™—1-¢" e (m?).

El polinomio P(z) = L ((1+2)™ — 1 —z™) € Z[¢]/(m)[z] tiene al menos n — 1 ceros
en Z[C]/<m>, por ejemplo ¢, ..., (" ! son soluciones de P(x), sin embargo P(z) tiene
grado m — 1 por lo que obtenemos que n — 1 < m — 1. Intercambiando los papeles de
ny m llegamos a que n — 1 > m — 1 pero esto es imposible ya que asumimos que m
y n no pueden ser iguales.

Agradecimientos. Agradezco a Pedro Luis Del Angel la motivacién e interés para
escribir este texto y al arbitro por las multiples y muy valiosas observaciones.

2Este resultado fue demostrado por primera vez antes de que Thaine lo hiciese en [14], ver [8,
p.51] para més informacién.
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DEL ALGEBRA LINEAL Y LAS ECUACIONES DIFERENCIALES
ORDINARIAS AL ANALISIS FUNCIONAL Y LAS ECUACIONES
DIFERENCIALES PARCIALES

L. HECTOR JUAREZ VALENCIA

REsUMEN. En el presente trabajo se pretende ilustrar la analogia entre dos mode-
los, uno discreto y otro continuo. El modelo discreto describe el comportamiento
de un sistema de masas—resortes, y el modelo continuo describe el comportamien-
to de una barra elastica, ambos bajo la acciéon de la gravedad. En los dos casos se
estudia el problema de equilibrio y el problema dinédmico, éste altimo obtenido al
perturbar el equilibrio. La analogia entre ambos problemas va desde la construc-
ci6n de los modelos, los aspectos fisicos como equilibrio, trabajo y energia, hasta
los aspectos matematicos involucrados. Estas analogias sirven como pretexto para
ilustrar la generalizacién del producto interior en R™ a los espacios de funciones
en dimensién infinita, los conceptos de ortogonalidad y completez, el andlogo de
las matrices con los operadores diferenciales, el andlogo de las matrices traspues-
tas con los operadores adjuntos, ecuaciones matriciales y ecuaciones funcionales,
el calculo mutivariado y el calculo variacional. En consecuencia, ambos modelos
(discreto y continuo) se pueden concebir con un mismo enfoque, desde el punto
de vista matematico.

1. INTRODUCCION

En algunos cursos de modelos mateméaticos para estudiantes de licenciatura en
la UAM-Iztapalapa, el presente autor ha utilizado parte del material del excelente
libro de Strang, Introduction to Applied Mathematics [14]. Especificamente se han
tomado dos modelos: uno discreto, el cual consiste de un sistema de masas y resortes;
y otro continuo, que describe el comportamiento de una barra elastica. En ambos
casos se estudian los problemas de equilibrio bajo la accién de la gravedad, asi como
la dinamica cuando se perturba el equilibrio. Estos problemas sirven como pretexto
para introducir al estudiante a la modelacién mateméatica y también para integrar
conocimientos adquiridos en los cursos de célculo, dlgebra lineal y anélisis. El recurso
didactico de la analogia, asi como la generalizacién, son explotados para ilustrar los
conceptos de producto interior, ortogonalidad, operador, completez, y motivar otros
maés avanzados del analisis funcional y el calculo variacional, sin pretender ser formal
y riguroso.

El algebra lineal, el calculo, el analisis funcional y el calculo de variaciones juegan
un papel central en muchos campos de la matematica aplicada como las ecuaciones
diferenciales ordinarias y parciales, asi como el anéalisis numérico, la optimizacion,
el control y los problemas inversos, por mencionar algunos. En ocasiones, es posible
auxiliarse de resultados conocidos del algebra lineal y del célculo, los cuales se utili-
zan mas frecuentemente en modelos que se pueden trabajar en dimension finita, para
desarrollar un poco de intuicién en problemas que requieren del uso de herramien-
tas matematicas maés sofisticadas. Aunque en el libro de texto mencionado arriba se
presentan algunas ideas, en el presente trabajo se profundiza en los conceptos ma-
teméaticos. Ademaés, se establece la relacion entre los dos modelos y sus propiedades
en forma detallada y minuciosa. El presente articulo es una adaptacion de las notas

2010 Mathematics Subject Classification. 34B07, 35A15, 46N20, 49K20.
Palabras clave. Ecuacién diferencial ordinaria y ecuacién diferencial parcial, funcién cuadratica y
funcional cuadratico, producto interior, ortogonalidad, operador eliptico, cédlculo de variaciones.
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del curso ofrecido en el VI Coloquio del Departamento de Matemaéticas en el Centro
Vacacional de Metepec, Puebla, en enero de 2014.

2. MODELO DE EQUILIBRIO DISCRETO. SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES

Considérese un sistema de dos masas de magnitud mjy, mq, unidas por tres resortes
con constantes de rigidez ki, ko, k3, sujetos en dos extremos opuestos fijos, como se
ilustra en la figura 1. El sistema se encuentra suspendido en equilibrio bajo la accién
de la gravedad, y se supone que los resortes tienen masa despreciable. La gravedad, de
magnitud g, provoca los desplazamientos u1, us, moviendo las masas de sus posiciones
iniciales x1 y x2 a sus nuevas posiciones x1 + u; y 2 + ug, por la deformaciéon de los
resortes. El interés es calcular los desplazamientos w1, us en términos de las fuerzas
externas fi = myg, fo = mag.

F1GurA 1. Sistema de dos masas y tres resortes en equilibrio bajo la
accion de la gravedad

Las variables involucradas son: los desplazamientos de las masas, u1 y us; las deforma-
ciones de los resortes, e1, €2 y e3; las fuerzas internas (de restitucion) de los resortes,
o1, 02 y 03; las fuerzas externas (por accion de la gravedad) sobre las masas, f1 y fa.
Para derivar el modelo de equilibrio se realizan los siguientes pasos:

= Se establece la relaciéon entre las deformaciones de los resortes y los desplaza-
mientos de las masas:

(1) € = Uj — Uj—1, 1= 1, 2, 3.

Es decir, para medir cuanto se estira o comprime un resorte, se calcula la
diferencia de los desplazamientos de las masas adyacentes. Como el primer
resorte esta fijo en la parte superior, se define vy = 0. Analogamente, como el
tercer resorte esta fijo en el extremo inferior, se define uz = 0.

= Se utiliza la ley de Hooke para establecer la relacion entre fuerzas de restitucion
de los resortes y la deformaciéon de los mismos:

(2) g; = k‘l €i, 1= 1, 2, 3.

Esta ley establece que la fuerza de restitucién sobre un resorte es proporcional
al tamano de su deformacion. Suponiendo que cada resorte i estd hecho de
material uniforme, entonces la relacién de proporcién es constante e igual a la

rigidez k;.
= Se obtiene la ecuacion de equilibrio, realizando el balance de fuerzas sobre las
masas:
(3) fi =0; — 0i+1, 1= 1, 2.

En el equilibrio, el peso f; de la masa m; es igual y en sentido opuesto a la
fuerza total que los resortes ejercen sobre ella.
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Utilizando la notacién vectorial

€1 o1
_ Uy _ _ f= fl
u= ) €= €2 ) g = 02 ) - )
U2 f2
€3 g3

las ecuaciones (1), (2) vy (3) se pueden expresar en la forma matricial

(4) e=Du, o=Ke, f=D7g,
respectivamente, en donde
1 0 kk 0 O
(5) D=| -1 11, K=|0 k 0 |,
0 -1 0 0 ks

y DT denota a la matriz traspuesta a la matriz D. De (4) se obtiene la ecuacion de
equilibrio f = DT K D u. Para simplificar la notacién, se denotara por A a la matriz
DT K D. Entonces, los desplazamientos de las masas se pueden calcular resolviendo el
sistema de ecuaciones:

ki + ko —ko my
6 Au=f A= f= .
(6) u , con ke ko + ks | g Mo
La solucion de esta ecuacion es tnica, pues la matriz A es simétrica y definida positiva.
De ahora en adelante se utilizara la notacién A7 para indicar la matriz traspuesta de
A, y A > 0 para indicar que A es definida positiva.

Generalizacion del modelo. Cuando se consideran n masas suspendidas y acopladas
por medio de n + 1 resortes, las relaciones matriciales (4) se siguen cumpliendo, s6lo
que ahora las matrices son

_1 (1) o 8 ki 0 - 0 0 my
0 kz e 0 0 mao
(M D= 0 K= =g |,

00 .. 1 . oo : :

00 - —1 0 0 - 0 kpp My,
con D € Rvtxn g ¢ ¢ ROEDX(+1) 1,65 desplazamientos w1, usg, . . . , uy se calculan
resolviendo el sistema de ecuaciones (6), con la matriz cuadrada A € R"*", dada por

k1 + ko —ko cee 0 0
—ko ko +ks --- 0 0
(®) A= A s
0 0 R N L) —ky
0 0 e -k, kn + knt1

la cual también es simétrica y definida positiva, 7], [14].

3. TRABAJO Y PRODUCTO INTERIOR. ENERGIA Y FUNCIONES CUADRATICAS

Trabajo. El sistema de masas y resortes en equilibrio satisface un principio fundamen-

tal: el trabajo interno de deformacion de los resortes debe ser igual al trabajo externo
hecho sobre las masas. Para verificarlo, calculamos ambos trabajos:
n+1

Trabajo interno sobre los resortes (por la deformacion) = Z o;e; = (0,e)gn+1.
=1

n
Trabajo externo sobre las masas (por accién de la gravedad) = Z fiu; =
=1

(f,u)gn.
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El simbolo (-,-)gn denota el producto interno en R™. Utilizando (4) se verifica que
ambos trabajos son iguales

9) (o,e)gni1 = (0, Du)gni1 = (DT o, u)pn = (f, u)pn.

Hay dos propiedades implicitas importantes que vale la pena destacar:

1. La matriz que conecta la fuerza o con f es la traspuesta de la que conecta u
con e, ver (4).

2. El producto interno es una forma adecuada para definir la traspuesta de
una matriz. Si se piensa la matriz D como una transformaciéon de R" en
R™*1, la traspuesta DT es otra transformacién de R**!' en R™ que satisface
(o, Du)gni1 = (DTo,u)gn para todo u € R" y o € R*+L.

Energia potencial. Otro principio fisico importante del sistema en equilibrio es que
los resortes buscan la posicion en la cual la energia potencial total (de masas y resortes)
es minima. Con el objeto de verificarlo, primero se calcula la energia potencial de las
masas

(10) —Zmigui:—Zfiui:—ﬁ',u)Rn.
i=1 i=1

El signo menos indica que se requiere trabajo externo para llevar a las masas a su
posicién original (es decir, a la posicién que tendrian en ausencia de gravedad). Por
otro lado, la energia potencial asociada a los resortes es
(11)

(aag] 1 1 1
Z 5]@-@? = §<Ke,e>Rn+1 = (KDu,Du)gn+1 = §<DTKDu,u>Rn = §<Au, u)gn,
=1

la cual es positiva, debido a que cuando se quitan las masas (en decir, ausencia de
gravedad) los resortes ceden trabajo. Por lo tanto, la energia potencial total es la suma
de las dos anteriores

(12) p(w) = 5 {Au w — {F, ),

la cual es una funcién cuadratica con matriz Hessiana A = A” > 0. Por condiciones
suficientes de segundo orden, se sabe que tiene un dnico minimo global u*, el cual
se encuentra resolviendo el sistema Vp(u) = Au — f = 0. Es decir, el vector de
desplazamientos de equilibrio u* minimiza p(u) si y solo si resuelve sistema de
ecuaciones A u = f. Desde el punto de vista practico este resultado es muy importante
debido a que permite encontrar la soluciéon de equilibrio de dos maneras equivalentes:

1. Resolviendo el sistema de ecuaciones Au = f (balance de fuerzas).
2. Minimizando la funcién cuadritica p(u) = 1(Au,u)rs — (f,u)r~ (energia
potencial).

Un método muy eficiente para resolver el sistema de ecuaciones es el método de
Choleski, el cual es un método directo de factorizacion [7]. Para encontrar el minimo
de la funcién cuadratica se recomienda el método iterativo de gradiente conjugado. Si
ademas, la matriz A es tridiagonal, el algoritmo més efectivo para resolver el sistema
de ecuaciones es el método de Thomas (ver [12]).

4. MODELO DINAMICO DISCRETO. VALORES Y VECTORES PROPIOS

Si se introduce una perturbacion en el sistema, las masas y los resortes buscaran
volver al equilibrio. Por ejemplo, si inicialmente se desplazan las masas la cantidad
u’ = (ud,uy...,u®)T y después se sueltan con velocidad inicial nula, el sistema
comenzara a oscilar. Se puede aplicar la segunda ley de Newton para obtener el modelo
dinadmico; para ello se denota por u;(t) el desplazamiento de la masa m; en el instante

t >0, y por 4;(t) y i;(t) su primera y segunda derivada, respectivamente.
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La fuerza total externa sobre la masa m; es f; — (0; — 0y11) = fi — (Au);, asi que
m; i;(t) = fi — (Au);, para i = 1,2,...,n. Este sistema de ecuaciones diferenciales se
complementa dando los desplazamientos iniciales u;(0) = u? y las velocidades iniciales
nulas 1;(0) = 0. Utilizando notacion vectorial, y suponiendo que todas las masas tienen
el mismo valor m, el modelo dindmico es

(13) mu(t)+ Au(t) =f,  (ecuacion diferencial)
(14) u(0) =u’, (desplazamiento inicial)
(15) u(0) =0,  (velocidad inicial)

Este sistema lineal de segundo orden tiene solucion unica [2] y consta de dos compo-
nentes naturales:

(16) u(t) =u”* + v(t),
en donde u* representa la solucion de equilibrio, y el vector v(t) = u(t) —u* representa
las desviaciones del equilibrio. Sustituyendo u(t) en el anterior sistema de ecuaciones,

y utilizando que Au* = f, se obtiene el siguiente sistema para las desviaciones del
equilibrio

(17) mv(t)+ Av(t) =0, (ecuacion diferencial)
(18) v(0) = v®, (desviacion inicial)
(19) v(0)=0 (velocidad inicial),

con desviaciones iniciales v = u®—u*. Por lo tanto, para resolver el problema debemos

de resolver dos problemas: el problema de equilibrio y el problema para las desviaciones
del equilibrio.

Soluciéon del problema de equilibrio. Esta soluciéon generalmente se encuentra
resolviendo el sistema lineal Au = f, por medio de alguno de los métodos mencionados
al final de la seccion anterior. Sin embargo, aqui se resolveré este problema utilizando
los valores y vectores propios de la matriz A. Aunque no es tipico resolver sistemas
de ecuaciones lineales de esta manera, pues el calculo de los valores y vectores propios
es considerablemente méas laborioso que resolver sistemas de ecuaciones, lo haremos
motivados por dos razones: primero, porque los problemas dindmicos generalmente
necesitan de los valores y vectores propios; otra razén es que esta técnica (método
de Fourier) es comtn en la solucion de ecuaciones diferenciales lineales que modelan
problemas en medios continuos.

Dado que la matriz A es simétrica, existen n vectores propios uy, us, ..., Uy, que se
suponen unitarios, los cuéales forman un sistema ortogonal completo en R™, es decir son
vectores mutuamente ortogonales (por tanto, linealmente independientes) que generan
R™. Asf que la solucién u* se puede expresar en la forma u* = """ | a; u;, en donde
los coeficientes a; se deben determinar. Sustituyendo u* en el sistema Au = f, y
recordando que A u; = A; u;, se obtiene

i a; /\z u; = f.
=1

Multiplicando ambos lados de esta igualdad por cada vector propio u;, y utilizando
la ortogonalidad, se obtienen los coeficientes:

_ b
A
en donde f; = (f,u;)r~ es la j—ésima coordenada de f en la base ortonormal. Los

valores propios A; son positivos debido a que A > 0. Por lo tanto, la solucién del
sistema de ecuaciones estd dada por la siguiente expresion muy simple

Qj Vj:l,Q,...n,

(20) u* = = u;.
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Solucién del problema para las desviaciones del equilibrio. Para resolver este
problema lo tipico es hacer uso de las coordenadas naturales (los vectores propios).
En cada instante ¢t > 0, v(t) es un vector en R"™, por lo que

(21) V(t) :al(t) up +a2(t) Uo +"‘+0Jn(t) u,,

en donde los coeficientes a;(t), 1 < i < n, se deben determinar. Para calcularlos se
sustituye (21) en (17)—(19) y recordando que Au; = A; u;, se obtiene:

n

Z [ma;(t) + N a;(t)] u; =0,
Zai(()) u; = v,

i=1

Utilizando la ortonormalidad de los vectores propios, se obtienen las ecuaciones
diferenciales escalares

(22) maz (t) + /\1 ai(t) = 0,
(23) a;(0) =Y, conv? = (v° u,),
para 0 < ¢ < n. Las soluciones son
i
(25) ai(t) = v? coswit, con wi= ",
m
Por lo tanto, las desviaciones del equilibrio estan dadas por
n
(26) v(t) = Z vY cosw;t u;,
i=1

y sumando la solucion de equilibrio se obtiene la solucion del problema (13)—(15)

n
f; . s
(27) u(t) = z; [)\: + oy coswit| wy, con fi = (f,w), v = (0’ —u*,w;), w; = EZ
=
Es claro que la primera parte de la suma corresponde al equilibrio y la segunda a las
desviaciones del equilibrio. Ademaés, las desviaciones del equilibrio siguen una dinamica
oscilatoria producto de la superposicién de n modos normales v cosw; t u;, con las
siguiente caracteristicas:

= Sus amplitudes v? dependen de los vectores propios u;.
= Sus frecuencias w; dependen de los valores propios ;.

En conclusion, para resolver el problema de equilibrio es necesario resolver un siste-
ma de ecuaciones lineales algebraicas, mientras que para resolver el problema dindmico
es necesario resolver un problema de valores propios. Los dos problemas son fundamen-
talmente diferentes y, desde el punto de vista computacional, es considerablemente méas
dificil resolver un problema de valores propios Av = Av que un sistema de ecuaciones
lineales Au =f.

5. MODELO DE EQUILIBRIO CONTINUO. OPERADORES DIFERENCIALES. ESPACIOS
DE FUNCIONES

Se considera una barra delgada hecha de material elastico homogéneo, que cuelga en
forma vertical bajo la accién de la gravedad. La barra esta sujeta de ambos extremos en
una posicién fija, como se ilustra en la figura 2, y se puede pensar como un caso limite
de una infinidad de masas puntuales unidas por resortes infinitesimales. El interés es
conocer la magnitud de la deformacion de la misma.
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x=0 u(0)=0

><+u>Ex) [] ue

x=L u(L)=0

F1GurA 2. Barra elastica bajo la acciéon de la gravedad

Para obtener un modelo que describa la deformacién se parte de un principio basi-
co: la magnitud de la deformacion en cada porcion (elemento) de la barra dependerd
del desplazamiento de la barra en dicha porcion por unidad de longitud. Méas especifi-
camente,

(28)

(29)

(30)

» Sea u(x) la magnitud del ‘desplazamiento’ en la posicion x € (0,L). Esta
magnitud indica cuanto se desplaza un punto x € (0, L) sobre la barra cuando
ésta se somete a la accion de la gravedad. Por supuesto que este desplazamiento
depende de las propiedades fisicas de la barra y de la fuerza externa aplicada
(‘carga’).

» La deformacion de la barra (elongacion) en el punto x se medird mediante la
variacion del desplazamiento por unidad de longitud en dicho punto, es decir

e(z) = M
dx
A mayor variacion del desplazamiento, mayor sera la elongaciéon de la barra.

= Hay dos fuerzas actuando sobre cada porcion infinitesimal Ax de la barra
ubicada en una posicion x:

1. El esfuerzo interno 6 traccion, o(z), dado por la Ley de Hooke

o(x) = k(x) e(x).
La barra internamente trata de regresar a su estado original cuando es
deformada. La funcién k(x) se denomina el modulo de elasticidad y describe
las propiedades elésticas de la barra, de manera analoga a la constante de
elasticidad en los resortes.

2. La fuerza externa por unidad de longitud f(z), debido a la accion de la
gravedad, dada por

f(x) = p(2) g,

en donde p(x) es la densidad lineal en x, y g es la aceleracion de la gravedad.

Cuando la barra cuelga en equilibrio, las dos fuerzas (la interior y la exterior) tienen
la misma magnitud, y sentido opuesto. Por lo tanto, la ecuacién de equilibrio se puede
obtener para cada pequefio elemento de la barra [x, 2 + Az] por medio de la siguiente
igualdad

(31)

Dividiendo sobre Az y tomando el limite, cuando Az — 0, se obtiene —

o(x+ Az) —o(z) + f(z) Az = 0.

D2 _ fa).

Utilizando (28) y (29)), se obtiene

(32)

f% (k(z) dz;(;)) = f(z), O0<z<L.

Esta ecuacion se complementa con las condiciones de frontera

(33)

u(0) = u(L) =0,

debido a que la barra esta sujeta en posicién fija en esos puntos.
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Trabajo. Para calcular el trabajo que las fuerzas del sistema realizan, se procede por
analogia con el caso discreto:
n+1
» El trabajo interno de los resortes en el modelo discreto es Z o€ = (0,€)gn+1.

Se aplica el mismo razonamiento a la barra elastica, ezn 1lugar de la fuerza
de restitucion o; tenemos la traccion o(z) y, en lugar de las elongaciones e;
tenemos las deformaciones por unidad de longitud e(z). Naturalmente, en lugar
de sumar productos de cantidades discretas ahora debemos integrar productos
de cantidades continuas. Por lo tanto

L
(34) Trabajo interno sobre la barra = / o(x)e(x)dx.
0

n

= El trabajo externo sobre las masas en el modelo discreto es Z fiw; = (£, 0)gn.

i=1
Para la barra eléstica, en lugar de las fuerzas de gravedad f; tenemos la fuerza
de gravedad por unidad de longitud f(z), y en lugar de los desplazamientos
discretos u; tenemos los desplazamientos continuos u(z). Por lo tanto

L
(35) Trabajo externo sobre la barra = / f(z)u(x) dx
0

En el equilibrio estos dos trabajos deben de ser iguales. Una forma de verificarlo es
sustituyendo en (34) las definiciones de o(x) y e(x), obteniendo

/OL o(z)e(x)dx = /OL (k(m)cmd(;)) d%(::) dx.

Haciendo integraciéon por partes en la integral de la derecha se obtiene

/OL o(x)e(zr)dx = — /OL % <k'(x) dl;(;:)) u(zx) dx.

El término de frontera en la integracion por partes, k(L) dz(mL) u(L) — k(0) dq;;o) u(0), se

anula debido a las condiciones de frontera «(0) = u(L) = 0. A su vez, la integral de la
derecha en la ultima expresion se puede transformar utilizando (32), obteniendo

(36) /0 ¥ (@) e(a) do = /0 " @) ule) dr.

Esta igualdad es el andlogo continuo de la expresion (9) y expresa que el trabajo total
realizado por la barra para contrarrestar la deformacion es igual al trabajo total externo
realizado por la gravedad sobre la barra.

Producto interior. Las analogias entre el problema de equilibrio de la barra elastica
y el problema estatico de masas y resortes se han basado en conceptos fisicos como
fuerza, trabajo y equilibrio. Tratando de encontrar analogias de tipo matemaético, se
observa que el trabajo externo sobre n masas se puede calcular mediante el producto
interno (f, u)gn, por lo que es natural preguntar si la forma de calcular ese trabajo
en el caso continuo también define un producto interior. Si se considera el espacio de
las funciones continuas de valores reales definidas sobre el intervalo (0, L), denotado
por C(0, L), es facil verificar que efectivamente la expresion (35) define un producto
interior sobre este espacio y se escribe

(fs e, :/0 f(z)u(z) da.

La norma inducida por este producto interior se define mediante ||ng(0 o = Pewrs

y se puede hablar de distancias entre funciones, ortogonalidad, sucesiones y series de



DEL ALGEBRA LINEAL Y LAS E.D.O AL ANALISIS FUNCIONAL Y LAS E.D.P. 33

funciones, convergencia, entre otros. En particular, la famosa desigualdad de Cauchy—
Schwartz, (u,v) < |Ju||||v] toma la forma

/OL u(z)v(z)de < (/OL u(a:)%la:) - (/OL v(x)de>

Sin embargo, es facil construir sucesiones de funciones continuas cuyo limite con esta
norma no es una funcién continua [8], [10]. En las aplicaciones es muy importante
trabajar con espacios normados completos. Al completar el espacio quedan incluidas
todas las funciones medibles sobre el intervalo (0, L) que son ‘cuadrado integrables’,
en el sentido de Lebesgue [8], [9], [13].Este espacio vectorial se denota por L?(0,L) y
esté definido por

1/2

L
(37) LQ(O,L):{U:(O,L)—)R :/ uzda:<oo}.
0

Este es un espacio de Hilbert (espacio normado completo con producto interior), es
uno de los espacios de funciones mas importantes del analisis funcional para el estudio
de las ecuaciones diferenciales [4].

Con el objeto de extraer mas analogias de corte matematico entre el caso discreto
y el caso continuo, conviene presentar una comparacion de ambos modelos, como se
indica en el cuadro 1

CASO DISCRETO CASO CONTINUO
Sistema masas-resortes Barra elastica
Desplazamientos de las masas: u | Desplazamiento de la barra: u(x)
d
Elongacion: e = Du Deformacion: e(x) = dulz)
Fuerza de restitucion: o = Ke Traccion: o(z) = k(x) e(x)
d
Equilibrio: DTe = f Equilibrio: —$ = f(z)
x

d d
Ecuacién matricial: DT K Du = f | Ec. diferencial: I (k(x) Z;(m)> = f(z)

x x
Trabajo interno: (o, €)gn+1 Trabajo interno: (o, e)LQ(O 0
Trabajo externo: (f, u)gn Trabajo externo: (f, u)L%‘L)

CuAaDRO 1. Comparacion entre los modelos discreto y continuo

El operador adjunto e integraciéon por partes. En el cuadro 1 se observa que
el operador matricial D acttia sobre el vector de desplazamientos u, mientras que el
operador diferencial % actta sobre las funciones u(z). Ademaés, la matriz traspuesta
DT actta sobre los vectores o, mientras que el operador diferencial —d% acttia sobre
las tracciones o(z). Es decir, los operadores discretos y continuos estan relacionados
d d
38 D~ —, DT~ .
(38) dx dx
El operador diferencial % puede pensarse como el limite del operador matricial D
cuando n — oo, ya que
du(x;) w(x;) — u(x;—1)
———= = lim ———————=  mientras que (Du); = u; — u;_1.
dv hiso hi ’ que (Du)i = u; =iy
Es decir, el operador diferencial es el limite continuo de la matriz D escalada, en
donde los factores de escalamiento son las longitudes h;. Estas longitudes se pueden
pensar como la separacion de las masas m; y m;_1, en el caso discreto. Para explicar



34 L. HECTOR JUAREZ VALENCIA

la analogia entre DT y —-4 denotamos por D al operador diferencial 7. Haciendo
integracion por partes se obtlene
(39)

L
d d
(Du,v) ., / &y dr = /Ou ( di) dm—< u, dz> = (U, D) a1
L2(0,L)

Los términos de frontera en la integracion por partes son cero ya que u(0) = u(L) = 0.
La igualdad (39) muestra que la ‘traspuesta’ del operador diferencial es el mismo
operador pero con signo contrario. A dicho operador se le denomina el operador
adjunto y se denota por D*. En realidad, los operadores diferenciales, definidos
sobre funciones que estan definidas sobre regiones acotadas, vienen acompanados de
condiciones de frontera. Asi que es mas adecuado definir los operadores D y D* de la
siguiente manera:

d
D se define por medio de Du = d—u, u(0) =0,
x

DT se define por medio de D*u = o u(L) =0.
Los anteriores operadores diferenciales son claramente lineales, ademas de que estan
bien definidos sobre el subconjunto de funciones en L?(0, L) cuyas derivadas generali-
zadas también pertenecen a L2(0, L), [4], [8]. Este subconjunto define un espacio que
se denota por H'(0, L), y es también un espacio de Hilbert con el siguiente producto
interior y correspondiente normas:

L
@0 (00) sy = [ @U@+ @ @) dr s, = .,
Un subespacio muy ttil en el estudio y aplicaciones de las ecuaciones diferenciales es
(41) H}(0,L) = {ve H'(0,L) : v(() =v(L)=0}.
La desigualdad de Poincaré-Friedrichs, fo )2dx < C fo |[v'(x)||?dz para toda

v € H}(0, L), implica que la seminorma

L
/ 2
(12) ol o, = / v @)1 da,

es una norma en el espacio Hi(0, L), la cudl es equivalente a la norma en H'(0,L).
Por ultimo, vale decir que las posibles soluciones de la ecuaciéon diferencial se buscan
en el espacio

H?*(0,L) = {ve L*0,L) : v/,v" € L*(0,L), }

el cuél es un espacio de Hilbert con el producto interior

L
(43) (W) a1, = / () v(@) + /() o (2) + u" (&) " ()] do.

Los espacios de funciones L(0,L), H}(0, L), H(0,L) y H?(0,L) son ejemplos de los
denominados espacios de Sobolev, los cuales son de fundamental importancia en el
estudio de las ecuaciones diferenciales y sus aplicaciones. Para un estudio mucho méas
detallado de los mismos se pueden consultar las referencias [1], [4] y [8].

6. ENERGIA POTENCIAL. FUNCIONALES CUADRATICOS Y CALCULO DE
VARIACIONES

En el caso de la barra eldstica también se satisface un principio del minimo: FEIl
desplazamiento de equilibrio es aquel en el que la energia total del sistema es minima.
En esta seccién se justificara esta aseveracion y se mostraran las analogias con el caso
discreto.

La energia potencial almacenada debido a un desplazamiento u(x) se debe a dos
factores:
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» La traccién debida a las fuerzas elasticas internas. Esta parte de la energia
potencial se calcula utilizando la expresion analoga al caso discreto (11)

;/OL k(z) e(z)’dx = ;/OL k(x) (dz(;)ydx.

= La fuerza externa debida a la gravedad. Utilizando la expresién analoga al caso
discreto (10), se obtiene

[ oty gu@rar = - [ erute an

Por lo tanto, la energia potencial total estd dada por la expresion:

(44) P(u) = % /0 " ) (dz(;)f da — OL F@) u(z) da.

Haciendo integracién por partes en la primera integral obtenemos

(45) Plu) = % /0 ! —% (k(as) d??) w(w) dz — /0 " f@) ula) dr.

Con el objeto de mostrar que esta expresion es analoga a la expresion (12), definimos el
operador K como (Ku)(z) = k(z) u(z), con k(z) > 0y acotada sobre (0, L). Utilizando
los operadores diferenciales definidos previamente, D y D*, se construye el operador
diferencial lineal

d

(46) A =D*KD, definido por (Au)(z) = (k(x) )

dr

-4 ) . u(0) = u(L) = 0.

Por lo tanto, la energia potencial se puede expresar en forma operacional por medio
del funcional cuadrdtico

(47) P(u) = %V‘“’“mw,m ~ W a0y

Las analogias més importantes entre la matriz A = DTK D en (12) y el operador
A =D*KD en (47) son:
» La matriz A es simétrica, por lo que (Au, v)gn = (u, Av)gn para todou, v €
R™.
Para verificar que el operador A es simétrico (A = A*) se utiliza integracion
por partes dos veces:

(Au,v) 5, = /OL —% (k(x)dz(xf”)) v(z) de = /OL k(x)dz(xx) dv;(;) de

- _ /OL u(x)% <k(9€) dz(;)> dr = <“’AU>L2<0,L>'

» La matriz A es definida positiva, es decir (Au,u)g= > 0 si u # 0, y es cero
sblo si u = 0.
Para verificar que el operador A es positivo, se utiliza integracion por partes
una vez:

(Au,u),,, = /OL —% (k(x)dz(xf”)) u(z)de = /OL k(z) (dz(xx))z'

Esta cantidad es no negativa, pues k(z) > 0. Ademas, es cero solo cuando u es
constante e igual a cero, pues u(0) = u(L) = 0.

La propiedad de positividad del operador diferencial A permite vislumbrar que el
funcional cuadratico (47) tiene un unico minimo global. Es posible utilizar técnicas
del céalculo de variaciones [5], [6], para ayudar a convencernos de lo anterior.
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Definiciéon 1. La primera y segunda variaciones del funcional P en u, en la
direccion v, se define por medio de

DO P(u; ) — i L€V = Plw) _ OP(ut ev)
e—0 € Oe

_ PPt e

B 0e? o

respectivamente. Se le conoce también como derivada de Gateaux.

D@ P(u;v)

Utilizando la linealidad y simetria de A, se obtiene

1
P(u+ev) = §<A(u tev)utev), o —(fiutev),
1 2
= §<-Auvu>L2(OYL) - <f7 u>L2(0,L) +e <~Au -/ U>L2(0,L) + 5<AU7U>L2<0,L)

2
= P(u) +e{Au— f, U>L2<O,L) + %(Av,w

L2(0,L)"

Obsérvese que esta expresion se puede considerar como la expansion de Taylor de P
alrededor de u. Aplicando las definiciones de la primera y segunda variacion, se obtiene

(48) DWP(u;v) = (Au — f, U>L2(0,L)’ DP P(u;v) = <AU>U>L2<0,L)7 Ve Hy0,L).
Debido a que el operador A es positivo, entonces (Av,v) > 0, para toda funcion v no

nula, y el minimo u* de P(u) seria aquel que resuelve la ecuacién variacional
(49) (Au — f,v) =0, paratoda v€ Hy(0,L).

Es un asunto delicado demostrar la existencia y unicidad de la solucién de este
problema variacional. Baste decir que u* € H}(0, L) y es posible utilizar el teorema de
Laz—Milgram para demostrarlo, [3], [4]. Ademas, si se pide que u* € H?(0, L), entonces
la solucion de (49) es aquella que resuelve el problema de equilibrio (32)—(33).

L2(0,L)

Por lo tanto para encontrar el desplazamiento de equilibrio en la barra elastica, se
tienen dos opciones:

1. Resolver el modelo de equilibrio, dado por la ecuacion diferencial (32)—(33).
2. Minimizar la energia potencial, dada por el funcional cuadratico (44) o (47).

Para resolver la ecuacion diferencial se pueden utilizar los métodos de Fourier, basados
en expansiones con funciones ortogonales, mientras que para minimizar el funcional
es posible utilizar métodos iterativos de descenso.

Existe una tercera opcién para resolver el problema, el método de Ritz—Galerkin.
Este método cousiste en resolver el problema variacional (49) de manera aproximada,
convirtiendo el operador diferencial en un operador matricial mediante la aproximaciéon
de las funciones en subespacios de dimension finita. Uno de los métodos més utilizado
de este tipo, es el método de elemento finito [3].

Para finalizar la seccién se muestra un resumen de las analogias entre el problema
discreto y el problema continuo, como se indica en el cuadro 2, el cual complementa
al cuadro 1.

7. METODO DE FOURIER. VALORES Y FUNCIONES PROPIAS DEL OPERADOR
DIFERENCIAL

Se considera el caso especial en que la barra estd hecha de un material con
elasticidad uniforme, es decir k(z) = k con & > 0 en R. En este caso, el modelo
de equilibrio es

(50) —k @u(x) =f(z), 0<z<L,
(51) u(0) = u(L) = 0.
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CASO DISCRETO CASO CONTINUO
Sistema masas—resortes Barra elastica
Operador ~ Matricial 4 : R™ — R" Diferencial A : H%(0,L) — L*(0, L)
d d
A=DTKD —_ 2 (=
A dz < dz)
T
P.interno  (u,v)pn = >0, u; v (u,v>L2<U o= / u(z) v(z)de
: 0
Simétria A= AT es decir A = A*, es decir
<A11, V>R" = <11, AV>R" <Au7 U>L2(D,L) = <U, A’U>L2(O,L)
Positividad (Au,u)ge > 0si u#0 (Au, u)LQ(O.L) > 0 si u es no nula
] - 1 i , 7 _1 T , T
Energia p(u) = 3 ; k;e; —; fiw;  P(u) —§/ok(x)e(ac) dx—/of(m)u(x)dx
Potencial = 1(Au, u)p» — (£, u)g~ = %<AU’U>L2(0,L) —(f, u)LQ(OEL)
en donde e = Du en donde e = =
x
Derivada  Vp(u) = Au—f DD P(u;v) = (Au — f, V) o0
d du*
Cond. para Au*=f: D'KDu*=f Au*=f: ——  k “ = f,
dz dz
el minimo Up = Upt1 =0 u(0) =u(L) =0

CUADRO 2. Comparacion de los modelos discreto y continuo (continuacion)

La idea fundamental del método de Fourier para resolver este problema con valores
a la frontera, es encontrar los valores propios y las funciones propias del operador
diferencial

d2

da?’

al cual se le asocian condiciones de frontera Dirichlet nulas en x =0y x = L.

(52) A=—k

Funciones propias y valores propios. Una funcién propia u de A satisface
Au = Au (con valor propio A € R) ademas de u(0) = u(L) = 0. Asi que, buscamos
funciones que se anulen en los extremos y cuya su segunda derivada es igual a un
multiplo negativo de la misma. Se puede intentar la combinacion

u(z) = a sen Qx + b cos Quz,

en donde, a, b y 2 se deben determinar. Para que u(0) = 0 se debe escoger b = 0.
Para que u(L) = 0 se debe cumplir que a senwL = 0, es decir = ", con m € N.
Por lo tanto, las funciones propias son de la forma

. mT
Um(x) =senQ,, &, con frecuencias §,, = - m= 1,2,3,...
Estas funciones satisfacen

L mra
L (tm, Un) o, ) = ; sen

L 2
mmx L
2. <um>um>L2(o,L) = ||um||i2(0,L) :/O (Sen L ) dz = 9"

Para obtener los valores propios se utiliza la ecuacion A u,, = Ay, Uy, obteniendo
2

nmwx

sen dr=0 si n#m.

d
Am = kQ2. En resumen, el operador diferencial A = —k@ tiene las funciones

propias normalizadas y valores propios siguientes:

2
(53) @m(x)zwz senQ,x, Ap=kQ2%, con Qm:%, m=1,2,...
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Construccion de la solucioén. El espacio generado por las funciones propias es denso
sobre L2(0, L) y se pueden utilizar para encontrar la solucién de la ecuacion diferencial
lineal (50)—(51). Para construir la solucion, se expresa el dato f como combinacion
lineal de las funciones propias:

(54) f(CL') = Z Im ’&m(l‘),

en donde los coeficientes f,, € R se denominan los coeficientes de Fourier de f(z).
Para calcular estos coeficientes se utiliza la ortonormalidad de las funciones propias:

m=1

Para que el dato f se encuentre en L?(0, L) estas constantes deben satisfacer

L o0
12, = | TP =3 2 <o
m=1

Asimismo, se busca una solucién de la forma
(55) wH(@) = Y am i (2),
m=1

en donde hay que determinar los coeficientes a,, € R. Para calcular estos coeficientes
se sustituyen las series para f y u* en la ecuacion Au* = f. Recordando que
Aty = A U, Se obtiene

> A i () = D fon i ().
m=1 m=1

Finalmente, utilizando la ortogonalidad de las funciones propias se encuentra que
Am @m = fm para toda m € N. Se concluye que la solucion de la ecuacion diferencial
es:

o0
. fm
(56) u*(z) = g /\—um(x)
m=1"""
La solucién satisface las condiciones de frontera ya que esta serie converge a u* en
H?(0, L) y, en consecuencia, la convergencia de la serie es uniforme sobre el intervalo
(0,L).

El procedimiento utilizado para calcular la solucién de equilibrio en ambos casos,
discreto y continuo, fue enteramente analogo. La clave en ambos casos fue la utilizacién
de las ‘coordenadas naturales’ del problema determinadas por los vectores propios del
sistema. En ambos casos la ortogonalidad de las bases fue una propiedad central para
encontrar las soluciones en forma muy sencilla. En particular, se puede observar la
analogia entre las soluciones (20) y (56).

8. MODELO DINAMICO CONTINUO

El problema dindmico de la barra elastica consiste en desplazar la barra fuera del
equilibrio y soltarla desde el reposo. Al intentar volver a la posicion de equilibrio
la barra desarrollard un movimiento oscilatorio. Nuestro propdésito es describir este
movimiento calculando los desplazamientos de la barra en cada instante.

Los desplazamientos ahora dependerédn tanto de la posicién como del tiempo, por
lo que al balance de fuerzas que se obtuvo en el equilibrio se le agrega la fuerza
introducida por la aceleraciéon. Esta fuerza por unidad de longitud es p(z)%, en
donde p(z) indica la densidad lineal de la barra elastica. Por lo tanto, el modelo que
describe la dindmica oscilatoria de la barra se obtiene agregando al sistema (32)—(33)
este término, asi como las condiciones iniciales:
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0?u(z,t) 0 ou(z,t)

- - 7 - P = <
(57) p(x) 92 o <k(:l:) o ) fx), 0<z<L,0<t<T,
(58) u(0,t) = w(L,t)=0, 0<t<T, (Condiciones de frontera)
(59) u(z,0) = u(z), 0<z<L, (Desplazamiento inicial)
(60) au(;;’ 0 0, 0<z<L, (Velocidad inicial)

en donde la primera ecuacion representa el balance de fuerzas. Suponiendo que se
puede calcular el estado del sistema en cada instante ¢ > 0, su evolucién se puede
describir por el sistema dindmico

0?%u
(61) pom A= T,
(62) u(0) = u®,
(63) 0u(0) o,

ot

en donde se utiliza la notacion u(t) — wu(z,t), = € (0, L). Las condiciones de frontera
estan incluidas implicitamente en el operador diferencial A : H?(0,L) — L?(0,L),
definido por

0 ou(x,-)

(64) (Au)(x) = s (k; 63:) con u(0,-) =wu(L,-)=0.

El sistema obtenido es el analogo continuo del sistema discreto (13)—(15).
Calculo de la soluciéon. Descomponiendo la solucién como la suma de la solucion

del equilibrio mas las desviacion del equilibrio, u(x,t) = u*(x)+wv(x,t), y sustituyendo
en (61)—(63), se obtienen las ecuaciones para la desviacion del equilibrio

0%
(65) 1Y w + Av 0,
(66) v(0) =7,
ov(0)
(67) 5 =0
0 0

en donde la desviacion inicial esta dada por v¥ = u” —u*. Se considera el caso especial
en que la densidad p y la elasticidad k de la barra son constantes. El estado del sistema
en cada instante ¢ se expresa como combinacion lineal de las funciones propias (serie
de Fourier)

(68) v(z,t) = a1(t) 41 () + as(t) Go(x) + ... = Z (1) U, ().
i=1

El objetivo es calcular los coeficientes a,,(t), y para ello sustituye la serie de Fourier
en (65)—(67). Recordando que A, = Ay, U, se obtiene

> [piim(t) + Am am(t)] dm(xz) =0, 2 €(0,L), t>0,

00
i=1

Zam(()) G (z) =0°, x € (0,L),

Zam(o) i (z) =0, z € (0,L).
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Haciendo uso de la ortogonalidad de las funciones propias, se obtiene para cada m € N

(69) P am(t) + Am am(t) =0,
(70) am(0) =22 con 00 = (v°, ),
(71) am(0) =0,
cuyas soluciones son
Am
(72) am(t) =00 coswmt, con w? =" m=1,2,
p
Por lo tanto, la desviacion del equilibrio es
- A
(73) v(z,t) = Zv,?n cos Wit Um (), con vl = (00 1), wn = Tm

i=1
Sumando coordenada a coordenada la solucién de equilibrio con la desviacion del
equilibrio, se obtiene el desplazamiento

(74)

Am

u(z,t) = Z {f—m + v, coswmt] Gm (), con fon = (f, tm) , v = (0%, Gim), wm = )

i=1 Am
Esta solucion es andloga a la solucién para el sistema discreto de masas y resortes
(27). Aligual que en ese caso, la primera parte de la suma corresponde al equilibrio y la
segunda a las desviaciones del equilibrio. La desviacion del equilibrio v(z,t) sigue una
dindamica oscilatoria producto de la superposicién de un nimero infinito de modos
normales v¥, coswt 1, (), con las siguientes caracteristicas:

= Sus amplitudes v?, dependen de las funciones propias, pues son las proyec-
ciones de vV sobre Gyy,.

= Sus frecuencias w,, dependen de los valores propios \,, escalados por el
inverso de la densidad p.

En el cuadro 3 se presenta un resumen comparativo de las soluciones a los casos
discreto y continuo.

CASO DISCRETO: Masas-resortes

CASO CONTINUO: Barra elastica

Modelo de
equilibrio

Au=f con A=kDTD
Uy = Un4+1 =0

Au = f, con.Asz%
u(0) =u(L) =0

Solucion de

— fm .
u*(z) = — G ()
7n2:1 Am

i=1
equilibrio f1 = (f, ui)Rn fm = <f7 ﬂ?n)[,Q(O’L)
- 2 2
Modelo mi(t) + Au(t) =f p% +Au=f A= k;?)
dinamico u(0) = u® u(0) = u0
LS du(0) _
u(0) =0 St =0
n f o0 fm
Solucién del u(t) = Z |:/\i + 09 cosw; ti| u; u(z,t) = Z |:T + 02, coswmt ] Um ()
i=1 -7 m=1 L7
mod. dindmico | v) = (U’ — u*, WY pn, w; = % v, = (u0 — u*, Am) 20,0y, Wm = AT"L

CuADRO 3. Comparacion de los modelos discreto y continuo. (continuacion)

9. CONCLUSIONES Y COMENTARIOS FINALES

En el presente trabajo se han presentado, analizado y resuelto dos modelos de
equilibrio. El primero describe un sistema discreto de masas—resortes, y el segundo
describe una barra elastica, ambos bajo la accion de la gravedad. Se estudia también
la dindmica cuando se perturba el equilibrio.

La construccion, analisis y solucién del modelo discreto ofrece la oportunidad de
integrar conocimientos de fisica, calculo y algebra lineal. Para construir el modelo de



DEL ALGEBRA LINEAL Y LAS E.D.O AL ANALISIS FUNCIONAL Y LAS E.D.P. 41

equilibrio del sistema masas-resortes se utiliza la ley de Hooke (ecuacion constitutiva)
y un balance de fuerzas (principio de conservacion). El resultado es un sistema de
ecuaciones con matriz A simétrica y definida positiva. Se demuestra que la soluciéon de
equilibrio minimiza la energia potencial que se describe mediante una funcién cuadra-
tica. Por lo tanto hay dos formas de resolver el problema de equilibrio: resolviendo el
sistema de ecuaciones (6) (método directo) o minimizando la funciéon cuadratica (12)
(método iterativo).

Por otro lado, el estudio del modelo continuo para la barra elastica permite
introducir, por analogia, conceptos del anélisis funcional y el calculo de variaciones.
Concretamente, permite ilustrar la generalizacion del producto interior, ortogonalidad
y completez a los espacios de funciones. El analogo de las matrices son los operadores
diferenciales y el analogo de traspuesta de una matriz es el adjunto de un operador.
La solucion de equilibrio resuelve la ecuacion diferencial de segundo orden (32)—(33)
en lugar de un sistema de ecuaciones. El operador diferencial A4, definido en (46),
es autoadjunto (simétrico) y eliptico (positivo definido). La solucion de equilibrio
minimiza la energia potencial, que ahora se describe mediante un funcional cuadratico

(47).

El estudio de la dindmica, después de perturbar el equilibrio, requiere de la intro-
duccion de los valores y vectores propios de la matriz A en el caso discreto y de los
valores y funciones propias del operador diferencial A en el caso continuo. Los valores
y vectores propios en el caso continuo han sido faciles de calcular para el caso especial
en que k y p son constantes. Sin embargo, los valores y vectores propios del analogo
discreto no se calcularon para el caso general con n masas. Su calculo requiere de
mayor esfuerzo que en el caso continuo, especialmente el calculo de los valores propios
(ver [11]).

La generalizacion del modelo continuo a d dimensiones es directa. Por ejemplo,
el caso d = 2 describe una membrana elastica. En estos casos el desplazamiento se
describe mediante la funcién v : R? — R, y el operador diferencial A se sustituye por

(75) A(u)(x) = =V - (K (x) Vu(x)) para xen €,
(76) u(x) =0 para x sobre 9f).

en donde Q C R? es la region que comprende la membrana y 0 es su frontera.
En este modelo K puede ser una funcién matricial de R? en R? (caso anisotrépico),
una funcién de R? en R (caso isotrépico no homogéneo) o bien una constante (caso
isotropico homogéneo). El modelo resultante sigue siendo lineal, pero sera mas dificil de
analizar y resolver, especialmente cuando K no es una constante y cuando la regiéon
) no es simple. En estos casos es muy frecuente que, para encontrar soluciones de
equilibrio y de la dindmica de las oscilaciones, se utilicen métodos de aproximaciéon
como diferencias finitas, elemento finito 6 alguna otra técnica.

Por ltimo, agregamos los siguientes comentarios:

1. La ecuacion diferencial que modela la dindmica de una cuerda vibrante con
extremos fijos (ecuacion de onda), es la misma que la que se utiliza para modelar
la dindmica de la barra. La tunica diferencia es que la incognita u(x) en este
caso denota la desviacion de la cuerda de la horizontal. En este caso la posiciéon
de equilibrio es precisamente la horizontal u*(x) = 0, cuando se desprecia la
gravedad.

2. La solucién del problema dinamico de la barra el4stica generalmente se calcula
por medio del método de separacion de variables en los textos de ecuaciones
diferenciales parciales. Es facil verificar que ese método es equivalente al método
que se utilizé en estas notas.

3. Los métodos utilizados en este trabajo también se puede aplicar a otro tipo
de ecuaciones diferenciales parciales lineales. Basta con que sea posible calcular
las funciones propias y valores propios del operador diferencial correspondiente.
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Por ejemplo, se puede aplicar a la ecuacion de difusion de calor, la cual es una de
las ecuaciones diferenciales mas importantes de la fisica—-matemética. También
es posible considerar otro tipo de condiciones de frontera, sin perder de vista
que las funciones propias asociadas al operador diferencial deberan satisfacer
las condiciones de frontera.
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