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LOGICAS INFINITARIAS Y ALGEBRA

CECILIA HERNANDEZ DOMINGUEZ

RESUMEN. En este trabajo se exponen algunas de las ideas bésicas de una de
las extensiones mds exitosas de la l6gica de primer orden, la légica infinitaria, la
necesidad de su estudio y, como ejemplo, se estudia una aplicacién al algebra.

1. INTRODUCCION

Una de las ideas de la teoria de modelos es obtener resultados mediante relaciones
entre estructuras matematicas y sus propiedades, descritas utilizando expresiones en
cierto lenguaje. La nocién basica es la de satisfaccion: decimos que A modela a o,
A | o, si la expresion (férmula) ¢ es cierta, o satisfecha, en la estructura 2. El
lenguaje utilizado para describir las estructuras consta de simbolos de constantes,
de funciones y de predicados. Dependiendo del lenguaje se pueden describir diversas
propiedades y expresiones matematicas con la ayuda de los conceptos légicos de y, o,
no, para todo, alguno. Pero, el poder expresivo que podemos lograr con esto tiene sus
limitaciones.

Una ldgica consiste en un lenguaje equipado con reglas de inferencia para deducir
la veracidad de un enunciado a partir de otros. En la légica clésica o de primer
orden, las expresiones que podemos formar son aquellas en las cuales podemos hacer
cuantificaciones finitas, como eziste al menos un ... o para cualesquiera dos ...,y
aseveraciones sobre un nimero finito de propiedades a la vez, esto es, sélo se permite
la conjuncién y disyuncién finita de férmulas. Es llamada de primer orden haciendo
referencia a que las variables susceptibles a ser cuantificadas son individuales, es decir,
s6lo toman individuos como valores.

La teoria de modelos de primer orden ha sido fuertemente desarrollada desde
sus inicios; un sinfin de construcciones y resultados se han encontrado, y se siguen
obteniendo, cuya importancia radica por si solos, inherentes al desarrollo de la teoria
misma, y al aplicarlos enriquecen a otras areas de la matematica. En el transcurso de
este trabajo asumiremos que el lector estd familiarizado con los conceptos bésicos de
légica de primer orden. Para una introduccién a la 1égica véase [12].

No obstante a sus fascinantes resultados, el primer orden no abarca todo lo que
se estudia en matemadticas. Conceptos tan sencillos, como ser finito (o tener cierta
cardinalidad), no pueden ser expresados, esto es, no existe un enunciado de primer
orden con la propiedad de que si una estructura lo satisface, sea equivalente a que
dicha estructura es finita (o tenga cierta cardinalidad). Este hecho es una consecuen-
cia de los dos resultados fundamentales de la légica de primer orden: el teorema de
compacidad y el teorema de Lowenhein-Skolem. En la mayor parte del desarrollo de
teoria de modelos ambos resultados son indispensables.

TEOREMA DE COMPACIDAD. Sea T una teoria de primer orden. T tiene un modelo
si y sélo si cada subconjunto finito de T tiene un modelo.

TEOREMA DE LOWENHEIN-SKOLEM. Si una teorfa de primer orden numerable tiene
un modelo infinito, entonces tiene un modelo de tamafo x, para todo cardinal k > Ng.
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42 C. HERNANDEZ DOMINGUEZ

Como muestra de un argumento a seguir para demostrar que cierta propiedad
matematica no se puede expresar mediante una férmula de primer orden veamos el
siguiente ejemplo. Es pertinente mencionar que entre las propiedades algebraicas que
no son expresables en la logica clasica se encuentran las de ser un grupo simple, libre
o de torsion.

Observacion 1. Ser un grupo de torsion no se puede expresar en primer orden.

Demostracion. Sea &£ = {-,e} el lenguaje de la teorfa de grupos, que consiste en
un simbolo de funcién binaria que denota a la operacién del grupo y un simbolo de
constante para el elemento neutro. Supongamos que existe una Z-férmula p(z) tal
que

& Eola] <  a tiene orden finito.

Denotamos con ® al conjunto de .Z-enunciados que axiomatizan a los grupos. Los
grupos de torsién serian exactamente los que modelan

O U {Vap(z)}.
Sea &' = ZU{c}, donde ¢ es un nuevo simbolo de constante. Definimos al conjunto
de .Z’-enunciados

U=0U{p(c)}U{-(c-c---c=¢e)|neN}

Si tomamos A C V¥ finito, existe m € N tal que
ACPU{p(c)}U{=(c-c---c=¢€)]0<n<m}.

n veces

Claramente, A tiene un modelo, por ejemplo, el grupo & = (Zp4+1,+) con la
interpretacién ¢® = [1].

Del teorema de compacidad, ¥ debe tener un modelo @&’, lo cual es imposible: por
una parte ¢® satisface @ en tal modelo, pero también satisface que ninguna de sus
potencias coincide con e, ([

Adem4s de intentar expresar propiedades mediante férmulas, frecuentemente se
busca que las teorias matemadticas se puedan axiomatizar, esto es, que sea factible
encontrar un conjunto de férmulas (finito o infinito) para las que sea equivalente ser
modelo de ellas y ser modelo de dicha teoria matemaética.

Un ejemplo significativo de una teoria que no es axiomatizable en primer orden es la
de la aritmética: existen modelos no estandar de la aritmética, es decir, hay estructuras
que satisfacen a los axiomas de Peano que no son isomorfas a los naturales. De manera
analoga al ejemplo anterior, si denotamos con ¥ a dichos axiomas y s el simbolo de
funcién interpretado como el sucesor, entonces

YU{sos---s(0) <c|neN},
————

es finito satisfacible, y por compacidad, tiene un modelo 2l que no puede ser isomorfo
a N, debido a que ¢* es mayor que cada natural.

Si estas observaciones sobre expresividad las tenemos como marco, se comprende
el porqué de la necesidad de salir de la légica cldsica. Al indagar en la ganancia en
expresion es cuando entran al estudio, entre otras, las légicas infinitarias. Aunque,
dicho sea de paso, que podamos expresar mas propiedades matemaéticas hara que se
pierda alguna parte de la teorfa clisica desarrolladal.

Con el propésito de mostrar una de las relaciones fructiferas que mantienen las
l6gicas infinitarias con otros ambitos de la matematica se eligid a la que existe con el
algebra, especificamente con la teoria de los grupos abelianos.

ILindstrém, en 1969 (véase [10]), demostré que cualquier légica més expresiva que la de primer
orden siempre fallard en compacidad y la propiedad de Léwenhein-Skolem, para T" numerable.
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El argumento de ida y vuelta, una de las técnicas basicas en teoria de modelos,
estd inmerso también, aunque de manera no explicita, en las pruebas de diversos
resultados sobre grupos. Este argumento brinda un puente entre ambas ramas, por lo
cual se ahondaré en él.

2. LOS LENGUAJES INFINITARIOS

Sea ¥ = {C, F, R} un lenguaje, es decir, C' es un conjunto de simbolos de constante
individuales, F' un conjunto de simbolos de funcién finitarios y R un conjunto de
sfmbolos de predicado finitarios. Los simbolos 16gicos son los usuales: — (negacién), A
(conjuncién), V (disyuncién), V (cuantificador universal), 3 (cuantificador existencial),
— (condicional) y <+ (bicondicional); més los conectivos infinitarios A (conjuncién
infinita) y \/ (disyuncién infinita). A diferencia de la l6gica cldsica de primer orden,
las variables seran tantas como A. Cabe senalar que las variables a cuantificar siguen
siendo individuales.

Sean k y A cardinales. Dado un lenguaje £ se construye la légica infinitaria %
utilizando los simbolos en .Z. Los términos y férmulas atémicas se construyen de la
misma manera que en la logica clasica; se procede igual con la negacién y los demés
conectivos ya conocidos. La gran diferencia es:

» Si Y es un conjunto de Z -férmulas de cardinalidad p < &, entonces AY y
V'Y, también son % \-férmulas.

» Sid <A ¢ esuna Zoy-formulay X = (z¢ | £ < 6) es un sucesién de variables,
entonces 3X (¢) y VX (¢), también son .Z »-férmulas.

Esto es, en %) se permiten conjunciones y disyunciones de conjuntos de férmulas
de tamano menor que k; y cuantificaciones sobre sucesiones de variables de longitud
menor que A. Si x fuese menor que A se tendria el poder de cuantificar mas variables
de las que se necesitaria, asi que siempre se descarta este caso. Una férmula siempre
debe poder acotarse para expresar propiedades, asi si tiene mas variables de las que se
permiten cuantificar no son de utilidad; por lo tanto, sélo consideramos como férmulas
aquellas expresiones que tengan menos que A variables. Denotamos con Form(.%)) al
conjunto de £ \-féormulas.

Como es usual, un Z -enunciado es una férmula sin variables libres y una
L. -teoria es un conjunto de %, y-enunciados.

También definimos las logicas infinitarias -2, para cada A cardinal, y -0, Cuyas
férmulas son:

Form(Zwy) = U Form (%)

K>

Form(ZLooo) = U Form( %)
A>Ro

Vale la pena realizar las siguientes observaciones. .Z,,,, no es otra lgica, sino la de
primer orden. Las diferencias entre %, y -Zx2 son minimas, ya que en .%o sélo se
puede cuantificar una variable a la vez, y en %, se cuantifica una cantidad finita;
asi ambas légicas son semanticamente equivalentes, cada férmula sélo cambia en el
numero de cuantificadores. Por ultimo, .7, ., es la lgica que tiene la menor diferencia
sintactica con la de primer orden; debido a esta cualidad ha sido la més estudiada.

Las estructuras y la forma de interpretar el lenguaje no sufren ningin cambio con
respecto a la légica de primer orden, esto es porque el tipo de simbolos en cuestién es
el mismo para ambas logicas. En nuestra notacién, en general, si para las estructuras
utilizamos las letras goticas 2A, B, ..., sus respectivos universos los denotamos con
A, B, ..

La nocién de satisfaccion en las logicas infinitarias es la esperada. Para los conectivos
y cuantificadores infinitarios se generaliza la versién finita de la légica. Como ejemplo,
si p =AY, donde ¥ C Form(.%;») de cardinalidad menor que k, entonces 2 = ¢ si
y sélo si para toda ¥ € ¥, A satisface a la férmula .
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Decimos que las Z-estructuras 20 y 98 son % \-equivalentes, en simbolos 2 =, B,
si todos los Za-enunciados que se satisfacen en 2, se satisfacen en B y viceversa. De
manera andloga se definen A =, B y A =000 B.

Si 2 es una subestructura de B y para toda 2z -férmula ¢ y (a, | @ < ) en A,
0 < A,

A= pllaa)] & B = ol(aq)],
decimos que 2 es una subestructura elemental de 98B, A <.\ B. De la misma manera
se define A <oox By A <o B.

Recordemos que una de las principales metas, al extenderse a las légicas infini-
tarias, es aumentar la expresividad. Con los siguientes ejemplos podemos ver que,
efectivamente, se ha logrado, al menos en algunos casos.

» En.%,,w, con £ = () podemos axiomatizar la clase de todos los modelos finitos:

\/ 1,y Yy (y=a1 V- Vy=ua,).
nw
s Sea .Z el lenguaje de la aritmética, que incluye al simbolo de funcién s, el
cual sirve para interpretar la funcién sucesor. Entonces, la clase de los modelos
isomorfos al modelo estandar de la aritmética se axiomatiza anadiendo a los
axiomas de Peano, el enunciado infinitario

Ve(z=0Vz=s0Va=ss0V...)

o bien,
Vo \/ x = s"0,
n<w
axioma que impide la aparicién de elementos no estandar.
Auln tenemos maés, el esquema de induccién se puede convertir en una
Ly~ Tormula:

A VZ[p(z,0) AVy(e(Z,y) = (T, sy)) = Yye(T,y)].
pe U Form,1(2)

n<w

donde Form,, 1 (.Z) es el conjunto de .£-férmulas de primer orden con a lo més
n + 1 variables libres.

» Si .7 es el lenguaje de la teoria de grupos abelianos®, en .Z,, ., s7 se puede
axiomatizar a los grupos de torsién, sélo tenemos que anadir a los axiomas de
grupo el enunciado

2

Vr \/ nz = 0.
0<n<w
» Dado .Z = {<}, en Z,,,., la clase de los buenos érdenes se axiomatiza, junto
con los axiomas de orden total, con el enunciado

= | Fwo, 1, @2, - - - /\ (Tn41 < Tp A Tpi1 # Tn) |
n<w
el cual expresa que no puede haber una sucesién infinita estrictamente decre-
ciente. Otra manera de describir la propiedad es mediante el axioma

Vxo, 21,22 ... 3y \/y:xn A /\ygxn ,

n<w nw

2En el lenguaje de la teoria de grupos abelianos la operacién del grupo la denotamos, como es

usual, con el simbolo +. Observemos que las férmulas atémicas, es decir, las méas bésicas posibles con

este lenguaje, son ecuaciones lineales como por ejemplo z1 + -+ x; = y1 + - - - + Y, donde las z;,

y; son variables o e. Para agrupar las variables o constantes que se repiten dentro de una ecuacién
escribimos nx en lugar de z +z + - - - + x.
N———

n veces
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que afirma que todo subconjunto numerable tiene un menor elemento.

El dltimo ejemplo tiene un detalle relevante. Observemos que es el tnico donde
cuantificamos sobre una cantidad numerable de variables y no sobre una cantidad
finita, como lo habiamos hecho en las demads axiomatizaciones. Eso no fue un error,
para describir la propiedad de ser un buen orden es necesario referirse a conjuntos
y no a elementos, por lo cual %, ,, no alcanza para definir el buen orden. Més ain,
ningin %, es suficiente, con x cardinal. Este hecho es un magnifico resultado de
Lépez-Escobar [11].

Aunque se gana en expresién en las légicas infinitarias, se pierden compacidad y
tampoco es cierto el teorema de Lowenhein-Skolem. Basta un ejemplo sencillo para
corroborar esto.

Sean ¢, cg, 1,2, ... constantes en .Z. Sea X el conjunto de .Z,,, ,~enunciados

{Vm(\/ xzcn>}u{c7§cn|n<w}.

Cada subconjunto finito de X tiene un modelo, pero ¥ no. Ademsds, el primer
enunciado tiene un modelo de cardinalidad R, pero ningin modelo no numerable.

Algunas alternativas para esta pérdida de compacidad han sido desarrolladas, por
ejemplo, propiedades de consistencia, légicas infinitarias en cardinales inaccesibles,
etcétera. Ademas algunas versiones de Lowenhein-Skolem se cumplen para ciertas
l6gicas infinitarias; como ejemplo, y porque mas adelante se requerird, aprovechamos
para enunciar la siguiente propiedad de Lowenhein-Skolem descendente, cuya prueba
es muy parecida a la de primer orden.

Dada una Z,-férmula ¢, denotamos con |p| al nimero de subférmulas que
contiene.

LEMA 1. Sean £ un lenguaje numerable, A una ZL-estructura infinita, Ag un
subcongunto de A y ¢ un Low-enunciado con a lo mds |A| subférmulas. Entonces,
existe una subestructura B de A con Ag C B y |B| = mdz{|p|, | Ao, Ro}, tal que para
toda subformula (Z) de ¢ y b en B se tiene

BlEyb e AR

A pesar de estos problemas —si se pueden llamar asi—, la teoria alrededor de las
l6gicas infinitarias es muy vasta. Con este trabajo se pretende dejar constancia ello.

3. IDA Y VUELTA

El método de ida y vuelta tiene sus origenes en la extraordinaria prueba, hecha
por Hausdorff, del teorema de Cantor que enuncia: cualquier conjunto numerable con
un orden lineal denso sin extremos no es otro, salvo isomorfismo, que el conjunto
de los racionales con el orden natural. La construccién del isomorfismo se realiza
mediante biyecciones finitas entre elementos del conjunto y de los racionales, de manera
exhaustiva se elige un elemento a la vez, de un lado y luego del otro, adecuadamente.

TEOREMA 2. Cualesquiera conjuntos numerables con ordenes lineales densos sin
extremos son isomorfos. Por lo tanto, todos son isomorfos a (Q, <).

Demostracion. Sean 2 = (A, <)y B = (B, <®) acordes a las hip6tesis. Enumeramos
A = (a;)icw ¥ B = (bi)icw- Definimos recursivamente sucesiones (¢;)icw ¥ (di)i<w
hasta agotar A y B, respectivamente; para definir de manera natural f, : (¢;)i<n —
(di)i<n isomorfismos de orden.

Comenzamos definiendo ¢y = ag y dy = bg.

Supongamos que tenemos definidos (¢;)i<n ¥ (d;)i<n para n € w. Si n es par,
elegimos ¢, = a;, donde

Jj = min{ 4| a; no aparece en (¢;);<n};
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como ‘B es un orden lineal denso sin extremos, existe un elemento d,, € {b; | i € w} tal
que (¢;)i<n ¥ (d;)i<n son isomorfos. Para ilustrar esto, si ocurre que ¢; < ¢, = a; < ¢y,
para ciertas 7,4’ < n, entonces elegimos d,, de tal manera que d; < d,, < dy. Si n es
impar, intercambiamos los papeles de 2 y ‘B, de tal manera que primero elegimos el
elemento d, y después el ¢, que le corresponde.

Como

foChicC...fuC...,

podemos definir f = U,¢, frn, cuyo dominio es, justamente, A y rango B. Adems4s,
preserva el orden, por lo tanto, f es el isomorfismo buscado. ([

Observemos que la construccion del isomorfismo en el teorema anterior depende de
los isomorfismos entre subconjuntos de A y B; a ese tipo de isomorfismos se les llama
parciales. Decimos que f es un isomorfismo parcial de 2 a B, si es un isomorfismo,
su dominio es una subestructura 2’ C 2 y su rango es una subestructura B’ C B.

Definiciéon 3. Sean 2 y B Z-estructuras. Decimos que 2 y 9B son isomorfos
parcialmente, A =, B, si existe una familia no vacia I de isomorfismos parciales de 2
a B, con la propiedad de ida y vuelta:

» Para cada f € I y a € A (respectivamente, b € B), existe g € I que extiende a
f v a € domg (respectivamente, b € rang).

Para enfatizar al conjunto I, escribimos I : 2 =2, B.

Cabe senalar que la nocién de ser isomorfos parcialmente se puede generalizar a 22,
k cardinal, donde los isomorfismos van abarcando a subconjuntos de tamano menor
que k en lugar de un elemento a la vez. También existe la nocién =, en el libro [9] se
puede profundizar sobre ambas.

En la demostracion del teorema 2, definimos el conjunto de isomorfismos parciales
entre Ay B, I = {f, | n <w}. Entonces, por construccién I : 2 =, B.

Si ocurre que 2 y B son isomorfas parcialmente y ambas son numerables, como en
el caso de la prueba del teorema 2, resulta que también son isomorfas.

TEOREMA 4. Sean A y B ZL-estructuras numerables, o No-generadas, entonces
A =98 siy solo si A=, B. De hecho, si I : A=, B y fo €I, entonces fy es puede
extender a un isomorfismo f: A =B,

Demostracion. Es claro que si f : A = B, entonces con I = {f}, [ : A=, B.

La demostracion del inverso tampoco es complicada. Supongamos que 2l y 6 son
generadas, respectivamente, por {a; | i € w} y {b; | i € w}. Sean I : A =, B y
fo € I. Como se hizo en la prueba del teorema de Cantor, se van anadiendo, de
manera exhaustiva, los a; y b; mediante la propiedad de ida y vuelta de I. (I

El método de ida y vuelta no es exclusivo de las légicas infinitarias, pero teorema
de Karp en [6] es la fuerte conexién de los isomorfismos parciales con la equivalencia
en Zw- A este resultado se le conoce como la caracterizacién algebraica de =, .

TEOREMA 5. Sean A y B Z-estructuras. Las siguientes proposiciones son equiva-
lentes:
1. A=, B
2. A=,8

Demostracion. Primero demostraremos 2 implica 1. Dado I : % =, B, mostrare-
mos por induccién en la construccién de las Lo ,-férmulas () que si f € Iy
ag, - - ,a,_1 € domf, entonces

A= pla] < B = plf(a));

donde f(a) abrevia (f(ag),. .., f(an—1)). Lo cual implica, en particular, que para todo
Low-enunciado o, A |= o siy sélo si B = o.
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Si ¢ es atémica, el resultado es una consecuencia inmediata del hecho de que f es
isomorfismo.

Los casos en que @ es = o bien A @, se siguen claramente de la hip6tesis inductiva.

Por lo cual, resta comprobar cuando ¢(zg,...,Tn—1) = Jzp(xo, ..., Tn1,Tn)-
Sean f € Iy ag,...,an—1 € domf. Entonces, A = Jx,¢¥(ag,...,an-1,2,) si
y solo si existe a, € A tal que A E ¥(ag...a,). Por la propiedad de ida y
vuelta, existe f C g € I con a, € domg. Asi, por nuestra hipétesis de induccidn,
B ': 7/1[9((10)7 cee >g(an—1)>g(an)]a o eqUivalentementea B ): w[f(a@)a AR f(an)a b]
para algin b € B, es decir, B £ Jx,¢¥[f(ao),. .., f(an),z,]. Para demostrar que
B = p[f(a)] implica 2 | ¢[a], procedemos de manera similar, donde el inico cambio
es que ahora utilizamos la otra propiedad de ida y vuelta, extendiendo a f mediante
g € I con b € rang.

Continuamos con la demostracién de 1 implica 2, para tal propdsito supongamos
A =0 B. Sea I el conjunto de los isomorfismos f, tales que domf es una subestruc-
tura finitamente generada de 2, ranf es una subestructura finitamente generada de
By

A pla) & B olf(a),

para toda Zy,-férmula ©(Z) y para cualesquiera @ en domjf de longitud apropiada.
Como 2 =4 B, las subestructuras de 2 y B generadas por el conjunto vacio son
isomorfas y tal isomorfismo debe pertenecer a I, asi I es no vacio.

Probaremos que I : 2 =, B.

Sea felya € Atal que d ¢ domf = ({ag,...,an_1}). Entonces, existe b en B
tal que

(2, (ag, .- an—1,a")) Zccw (B, (f(ao),..., flan-1),b)),
es decir,
A= pla,a] & B = ¢[f(a), b,

para toda L, -formula @(xq, ..., x,).

Para verificar esta afirmacion, sea S el conjunto de b € B tales que

(2, (ag, -5 an_1,0"))Zoow(B, (f(ag), ..., flan_1),b)).

Podemos suponer que S no es vacio, en caso contrario habriamos terminado.
Para cada b € S, elegimos una Z,-férmula ¢,(z) tal que A = ¢pla,a’], pero
B =~y [f(@),b]- Sea v = Ao | b€ S},

Por construccién, 2 = [a,a’], de donde A | Jx,9[a, z,], luego, por hipdtesis
B = Jz,Y[f (@), z,], porque f € I. Sea b en B el testigo de ¢ en B.

Entonces, b no puede pertenecer a S ya que ningtin elemento de S satisface 1. Asi,
por la definicién de S, (A, a,a") =oow, (B, f(@),b), como se deseaba.

Definimos el homomorfismo,

g: <{a07 <oy an—1, CL/}> = <{f(a0)7 ) f(an—l)a b}>a
como g(a;) = f(a;) para 0 < j <ny g(a’) = b. Entonces, g(t[a,a’]) = t[f(a),bd], para

todo Z-término ¢(xg,...,x,). Es claro que g es un isomorfismo parcial y g 2 f.
Solo resta verificar que g € I.
Dadas ¢, ...,cm-1 € ({ao,...,an_1,d"}), existen Z-términos t; tales que
Cj = tj(ao, ey an_l,a’),

para 0 < j <m.
Sea ¢ una Zyo-férmula tal que A = ¢[c], o de manera equivalente, A = ¢'[a, a'],
donde

O (T0y -y 2n) = @(to(Tos s Tn)y e oy tn—1(Tos - -+, Tn))-
De (2, a,a’) =c0w (B, f(@),d) se sigue
2 ': @l[(a(b <oy An—1, a/)] < B ': (P’[(f(ao), R f(a7l—1)7 b)}

Por lo tanto,

A= ¢l(co,---em-1)] © B = ¢[(do, ..., dn-1)],
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con d; =t;(f(ao),--., flan—1),b), para 0 < j < m.
El otro caso de ida y vuelta se demuestra de manera analoga. O

La demostracion del siguiente resultado se obtiene mediante una modificacién del
teorema de Karp.

TEOREMA 6. Sean A y B ZL-estructuras, A C B. Las siguientes proposiciones son
equivalentes:

1. A <ow B
2. Eziste un conjunto I tal que I : A =, B y para cada ag,...,an—1 € A existe
una [ € I con f(a;) = a; para 0 <i < n.

Un corolario inmediato de los teoremas 4 y 5 es:

COROLARIO 7. Sea A y B L-estructuras numerables. Entonces, A =qo, B si y
solo si A =5B.

Para un lenguaje numerable, el resultado anterior es equivalente al teorema de Scott
para %, ., €l cual enuncia que si 2 es numerable, entonces existe un .Z,,,,,-enunciado
© tal que para cualquier otra estructura numerable B, B |= ¢ si y s6lo si 2 y B son
isomorfas; dicho de otro modo, toda la informacién de la estructura 2 se resume en
dicho enunciado.

También existe una versién del teorema de Scott para Z... sin restriccion en el
tamanio del lenguaje. A continuacién lo enunciamos.

TEOREMA 8. Sea A una Z-estructura. Eziste un ZLuon-enunciado o, con |o| <
max{|-L],Ro}, tal que para cualquier B las siguientes condiciones son equivalentes:

1. A=, B
2. BEo.

A o se le conoce como el enunciado de Scott para 2, el cual determina, salvo
equivalencia =, a dicha estructura. Estd de sobra mencionar la importancia de
dicho teorema en las légicas infinitarias.

4. TUNA APLICACION A LA TEORIA DE GRUPOS

Un grupo abeliano es Rj-libre si todos sus subgrupos numerables son libres. Debido
a que todos los subgrupos de un grupo libre son libres, cada grupo libre es N;-libre.
Pero, como veremos el inverso no es cierto. Se mostrara el siguiente teorema: G es
N;-libre si y s6lo si es =4, a un grupo con Y, generadores.

LEMA 9. Si A =, B, entonces A y B tienen, salvo isomorfismo, las mismas
subestructuras numerablemente generadas.

Demostracion. La demostracién es un corolario del teorema 5. Por hipdtesis, existe
12 =, B. Sea Ay una subestructura numerablemente generada de 2. Supongamos
que {a; | i < w} es el conjunto de generadores de 2y. Construimos el encaje f de
Ao a B como [ = Up<yfn con f, € I tal que a, € dom(f,). Obtenemos asi la
subestructura numerablemente generada f(2y) de B. El reciproco es andlogo. (]

TEOREMA 10. [Kueker, [8]] Sea G un grupo libre con Xy generadores. Entonces,
para cualquier grupo H, G =, H si y solo si H es N;-libre.

Demostracion. Supongamos que G =2, H y Hj es un subgrupo numerable de H. Por
el lema anterior, Hy es isomorfo a un subgrupo de G y , por tanto, es libre.

Para el reciproco, supongamos que H es Nj-libre. Es suficiente mostrar que H es
modelo del enunciado de Scott ¢(G), con lo cual, por el teorema de Karp, G =, H.
Sea A un conjunto infinito de elementos independientes de H, entonces A es a lo mas
numerable. Por el lema de Lowenhein-Skolem 1, obtenemos un subgrupo H; € H
numerable, con A C Hy, tal que H = o(G) siy sélo si Hy = o(G). Pero, H1 &£ G, ya
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que H; es libre y también G. De donde, por la propiedad de o, H; = ¢(G) como se
deseaba. O

4.1. Ser N;-libre es expresable en .%Z,,, aunque ser libre no lo es. Si G
un grupo abeliano y G un subgrupo de G, decimos que Gy es delgado en G si es
finitamente generado y G = Gy & G, para algtin subgrupo G isomorfo a G.

Sea {G; | j € J} una familia infinita de grupos ciclicos infinitos, digamos que
cada G; es generado por z;. Sean G = @, ; G; la suma directa y H = [[,;; G; el
producto directo de los Gj.

jeg

PROPOSICION 11. Sean G y H como antes, I el conjunto de isomorfismos de un
subgrupo delgado de G sobre un subgrupo delgado de H. Entonces,

I:G=, H.

Notese que H y G tienen diferente cardinalidad, por tanto dos estructuras pueden
ser parcialmente isomorfas sin ser isomorfas en el sentido estricto.

Demostracion. Para demostrar que Gy H son parcialmente isomorfos mediante I, se
necesitan comprobar las dos propiedades de ida y vuelta.

Si f € I'y a € G no pertenece a su dominio, sea A = @, ,, Gj,, donde j, son los
indices correspondientes a las entradas de a que son distintas de cero. Claramente A
es un subgrupo delgado de G que contiene a a. Elegimos cualquier g € I que extienda
a f y que domg = domf @& A, ya que es un subgrupo delgado de G.

Ahora, si f € I y b € H no pertenece a su rango debemos encontrar una extensiéon
de f en I cuyo rango contenga a b. Para esto, primero mostraremos que cualquier
elemento de H estd contenido en algin subgrupo delgado de él. Teniendo esto, de
forma andloga al caso anterior, sea B un subgrupo delgado de H que contiene a b,
entonces ranf @ B tiene las caracteristicas deseadas. Asi, elegimos g € I tal que f C g
y rang = ranf @& B.

Por lo tanto, sélo resta probar que dado b = (njxj)je ; € H podemos encontrar
un subgrupo delgado de H al que pertenezca. Definimos ||b|| como el menor natural
distinto de cero de |n;|. La demostracién se hard por induccién sobre ||b]|.

Si ||b]| = 1, entonces existe j € J tal que |nj| = 1. Por lo cual, H = (b) @ Hj;, donde
Hj consiste en todos los elementos de H con la j—ésima coordenada igual a 0.

Si ||b]] > 1, dividimos cada n; entre ||b||, es decir, para cada j € J hacemos
n; = ||bllg; + rj, con 0 < r; < ||b||. Definimos b; y by elementos de H como
bi = (¢;25);c; ¥ b2 = (1j2;) ;c ;- Con lo que podemos expresar a b = [[b[|b1 + ba.

Observemos que los coeficientes de by son rj, todos menores que ||b||, de donde
lb2]] < ||b||. Por hipdtesis de induccién, existe H' subgrupo delgado de H al que
pertenece by. Es claro que (by) ® H’' es un sumando directo finitamente generado de
H que contiene a b. O

Como una consecuencia del teorema 6,
G 2w H.

En 11, se mostré, en particular, que I : @, Z =, []°°_, Z. Por lo tanto, [[2, Z
es Ny-libre. Pero no es libre.

El siguiente resultado de Baer [1], es un cldsico de la teoria de grupos abelianos. Se
expone una demostracién detallada.

TEOREMA 12. Con las mismas hipdtesis de la proposicion anterior, H no es libre.

Demostracion. Si H = ] jed G; fuese libre, todos sus subgrupos también lo serian.
Por lo cual, podemos suponer que J es numerable: como cualquier producto infinito,
numerable o no numerable, de grupos ciclicos infinitos contendria un subgrupo no
libre, él tampoco podria serlo. Adn més, sin pérdida de la generalidad supongamos
que H = HjEw G;. Obsérvese que H es isomorfo al grupo de Baer HZO=1 Z.



50 C. HERNANDEZ DOMINGUEZ

Con el objetivo de llegar a una contradiccién, supongamos que H es libre. Sea
{bo € H | @ < K}, una base para tal grupo, con k un cardinal infinito. Como H
es un grupo no numerable, entonces k > Ny, puesto que una cantidad numerable de
elementos sélo pueden generar un grupo numerable.

Sean, para cada j € w, los elementos a; € H cuya entrada j-ésima es el generador de
G, z;,y las entradas restantes son los elementos identidad e;, de cada G, k € w k # j.
En particular, los a; generan a G = @jew G;. Representamos a aj = >, nd by
como una combinacién lineal de la base, donde los coeficientes son cero, salvo para
una cantidad finita. Sea A C & el conjunto de los fndices « € x tales que n?, # 0 para
al menos un j € J, por lo cual A es numerable.

Sea K el subgrupo generado por {b, | & € A}.

Ademéds, el grupo cociente H/K debe ser libre al igual que H, su base es {b, + K |
a € k — A}, porque b, € K si o € A.

Consideremos los elementos a € H cuyas entradas cumplen la siguiente propiedad:
sia = (’I’Loxo,nll‘l,ngl‘g,...), entonces ng = Po, N1 = pPoP1yy ---, €S decir, n;, =
pop1 ---,Pi, donde los p; son primos. Existen tantos elementos de ese tipo como
sucesiones (p;);<w de primos, por lo tanto, existe una cantidad no numerable. Ya que H
es no numerable y K es numerable, podemos elegir un a = (noxg, n1x1, n2ts,...) € H
con las caracteristicas anteriores tal que [a] = a + K € H/K no es la identidad, esto
es, a ¢ K.

Como K contiene a los a;, contiene también a la suma directa G, entonces los
elementos

(60, sy €i—1, M3, M4 1 L5415 - - ) =a+ (—noﬂfm sy TN 1T5-1, €4, €415 - - - )7

€EGCK

pertenecen a la clase lateral [a], para todo i > 1.

Las ecuaciones, con variable z, [a] = n;z tienen solucién en H/K, para todo i € w,
a saber z = [(€g,...,€i—1,Ti, Pi+1Tit1, Pi+1Pi+2Tit2,---)]. Lo cual no es posible: [a]
es generado por la base de H/K, entonces [a] =3, . ,oa Malba], elegimos o tal que
me # 0; si la ecuacién [a] = nz tiene solucidén para n € w, entonces n divide a mg,
pero sélo tiene una cantidad finita de divisores, asi esa ecuacién para [a] sélo puede
tener solucién para un numero finito de enteros n = n;. Por lo tanto, llegamos a una
contradiccién. Concluimos que H no es libre. ([

Por lo anterior, podemos concluir que la nocién de ser un grupo libre no se puede
expresar en Z..,: de 11 y el teorema 5,

é 7 Zoow ﬁ Z,
n=1 n=1

pero el primero es libre y el otro no.

Sin embargo, es interesante observar que la nocién de ser Nj-libre si se puede
expresar en L, mas ain, en .%,, . El siguiente resultado es una reformulacién
del criterio de Pontryagin (p.98 [4]).

COROLARIO 13. Un grupo abeliano H es Xy -libre si y sdlo si satisface las siguientes
condiciones:

1. H es libre de torsion.
2. H no es libre mediante una cantidad finita de generadores.
3. Para cualesquiera x1,...,x;, € H, el subgrupo puro® de H generado por tales
elementos es libre en un nimero finito de generadores.
Ademds, dichas propiedades son expresables en Luo.,

Demostracion. Sea G un grupo abeliano generado por una cantidad numerable de
elementos. Definimos el conjunto de isomorfismos I, f € I si f es un isomorfismo

3Un subgrupo K de H es puro si nK = nH N K para toda n € Z.
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de un subgrupo puro finitamente generado de G sobre un subgrupo puro finitamente
generado de H. Las tres condiciones nos aseguran que I : G =, H, de donde, por el
teorema 10, H es Np-libre.

Sélo resta dar las expresiones infinitarias de las tres condiciones.

1. H es libre de torsion.

Vm(m#e% /\ nac;ée).

0<n<w
2. H no es libre mediante una cantidad finita de generadores. Un grupo abeliano
libre generado por z1, ..., x) consta de todas las posibles combinaciones lineales
a de potencias de dichos elementos o de sus inversos, esto es

a =712+ -+ TrETg,

con r; € Z. Pero nuestro lenguaje no posee un simbolo para el inverso, por
lo cual no podemos considerar los coeficientes en los enteros. Con la finali-
dad de evadir este problema, expresamos que a pertenece al grupo generado
por Zi,...,xj si se satisface la férmula infinitaria \/ ®x[a,z1,...,x;] donde
Dy (y,x1,...,x) es el conjunto de férmulas de la forma

niTy + -+ NpTr =Y+ mixy -+ METy,

conn; <w, m; <w,parai=1,...,k.
Asi, H no es generado mediante una cantidad finita de elementos si es modelo
del enunciado

/\ VIi,...,TE Jy— (vq)k(y,xl,...,xk)> .
0<k<w
3. Para cualesquiera x1,...,x; € H, el subgrupo puro de H generado por tales
elementos es libre en un niumero finito de generadores.

Como H es libre de torsién, es inmediato que la intersecciéon de subgrupos
puros de H también es un subgrupo puro. Por lo cual el subgrupo puro generado
por x1,...,x es la interseccién de los subgrupos puros que los contienen. Aun
mas, se puede describir explicitamente dicho subgrupo como

{a € H | na =nyz1 + -+ + ngay, para algunos n,n; € Z}.

Por lo cual, a pertenece al subgrupo puro generado por z1,...,x si y sélo
si prla, 1 ..., xzk] se satisface en H, donde
pk(yﬂml"'a‘rk?)z \/ (\/(Pk(nyuxh”ka))a
0<n<w

y @ se define de la misma manera que en el inciso anterior.
Entonces, la propiedad deseada se expresa mediante la siguiente férmula
infinitaria.

/\ VIi,..., T \/ 1, m /\ pk(yj,f)/\Vz(pk(z,a_c)%\/@Kz,gj))

0<k<w O<l<w 1<5<1

5. NOTAS

Como se menciond, .Z,,,,, ha sido la ldgica infinitaria més estudiada por ser la
siguiente en complejidad después de la clasica. El libro [7] de Keisler brinda un
panorama sobre el estudio de dicha l6gica.. Dickmann, en [3], realiza un estudio
detallado de %, con k y A cardinales en general. Para %, la recopilacién [9]
es realmente extensa.

El ejemplo elegido para destacar el vinculo de las légicas infinitarias con algebra
no es el tnico relevante. En la teoria de grupos abelianos de torsion se destaca el
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teorema de Ulm, el cual fue generalizado por Kaplansky, Eklof y Barwise a grupos no
numerables mediante légica infinitaria, con la nocién de isomorfismos parciales. Para
una referencia detallada véase [2].

En [5], Eklof navega por algunos resultados en diferentes dreas del dlgebra, no sélo

por la teoria de grupos.

(1]
2]
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