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ALGUNAS DEFINICIONES DE INTEGRAL ESTOCASTICA

JORGE A. LEON

RESUMEN. El propésito de este trabajo es dar una idea de las integrales que se
utilizan en el area del célculo estocastico. La dificultad principal para definir este
tipo de integrales es que, en general, el integrador no es de clase C* (i.e., no tiene
derivada continua en todos los puntos), ni es de variacién acotada. En general,
en aplicaciones que surgen en problemas précticos, los integradores presentan
este problema. Para definir estas integrales nos basaremos en las propiedades que
tiene el movimiento browniano fraccionario ya que en la actualidad es un proceso
utilizado como integrador, debido a que estas propiedades lo convierten en un
proceso adecuado para modelar fenémenos naturales o problemas préacticos.

1. INTRODUCCION

Hablando burdamente, los fenémenos naturales o las aplicaciones del conocimiento
humano a la vida cotidiana se representan mediante funciones x que satisfacen una
ecuacién (digamos) integral de la forma

t t
(1) T = To —|—/ a(s,xs)ds +/ b(s,zs)dgs, te[0,T],
0 0

donde ¢ : [0,7] — R es una funcién que modela los factores externos que afectan al
sistema y/o es una correccién del sistema debido a que no se puede estimar todos los
parametros involucrados ya que, en general, se tiene poca informacién del problema en
cuestién debido a los costos, que es imposible de realizar experimentos (ya sea por ética
o por efectos indeseables), no se cuenta con la tecnologfa necesaria, etc. En la literatura,
un proceso utilizado para representar esta perturbacion es el movimiento browniano
fraccionario B, con pardmetro de Hurst H € (0,1). El movimiento browniano
fraccionario B = {Bff : t € [0,T]} es un proceso gaussiano (ver Observacién 2.i))
con media cero y funcién de covarianza

Ry(t,s)=E (BBI) = % (7 + 2 — [t — ™), t,s€(0,T).

Algunas propiedades de B son:

» B es un movimiento browniano para H = 1/2 (ver Definicién 3). Ademds, BH
es una semimartingala (ver Bojdecki [3] o Protter [23]), si y sélo si, H = 1/2.
Asf, para estudiar fenémenos gobernados por B, el célculo clasico de Ito es
Unicamente 1til para H = 1/2.

» B tiene incrementos estacionarios. Es decir,

E (thH —Bff) = |t—s*, tselo,T).

= Kl teorema de continuidad de Kolmogorov implica que, para cada € > 0, existe
una variable aleatoria G¢ 1 tal que

1B - BE| < G.rlt—s|""°, tsel0,T]
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En otras palabras, las funciones B (w) : [0,7] — R (i.e., las trayectorias de
BH) son Holder continuas para cualquier exponente menor que H, para casi
toda w € Q2.

» BH es un proceso autosimilar con indice H. Esto es, {Bf : t > 0} y
{a="BE .t > 0} tienen la misma distribucion.

» {Bf : t € [0,T]} no tiene trayectorias de variacion acotada, pero tiene
trayectorias de 1/H- variacién finita (ver Seccién 3).

= La covarianza sobre intervalos decae asintéticamente como una potencia nega-
tiva de la distancia entre los intervalos.

» B tiene representaciones integrales que permiten usar el célculo de Malliavin
(ver libro de Nualart[21])

Para ver otras propiedades de B, el lector puede consultar Nualart [20]. Lo anterior
hace del movimiento browniano fraccionario un proceso estocastico conveniente para
modelar la evoluciéon de fenémenos en la naturaleza mediante ecuaciones de la forma
(1), con g = BH.

Para fijar ideas, en este trabajo trataremos con integrales con respecto a integrado-
res que cumplen ciertos rasgos del movimiento browniano fraccionario B. Explica-
remos claramente que propiedades de B¥ permiten introducir el concepto de integral
en cuestion, para que el lector interesado en otros integradores pueda considerar dicho
enfoque de integral. Cuando se considera un proceso Y en [0, 7] estd involucrado un
espacio de probabilidad completo (£, F, P) (ver libro de Bojdecki [3]). Asf pues, B
esta definido de Q x [0,7] a R. En la teoria de la probabilidad, los elementos de 2 re-
presentan los factores que afectan al sistema, F es una o-dlgebra cuyos elementos son
subconjuntos de €2 que modelan la informacién con que se cuenta y P es una medida
que indica que tan probable es que ocurra un evento en relaciéon a otro. Recordemos
que F es una o-algebra, si y sélo si, Q2 € F y F es cerrada bajo complementos y
uniones numerables. Las trayectorias de B (i.e., las funciones B (w) : [0,T] — R
para casi toda w € Q) no tienen derivadas en todos los instantes ¢t € [0,T] y por lo
tanto no son de variacién acotada en [0,T] ya que estas tltimas tienen derivadas en
casi todos los puntos ¢ € [0,7] (ver Royden [24], Seccién 12).

Ahora la pregunta interesante es ;Cémo defino una integral con respecto a BH?
Una respuesta natural es usando sumas de Riemann-Stieltjes como sigue.

Sean m = {0 =1ty <t; <..<t, =T} una particién de [0,7] y un cojunto p =
{50,815y 8n—1} con 8; € [t;,t;11], @ € {0,..,n—1}. La norma |r| de 7w se define
como || = supg<;<n_1 {ti+1 — ti}. Como veremos mds adelante (Ver Seccién 3), hay
diferentes formas de definir la integral de Riemann-Stieltjes, de f con respecto a g,
para f,g : [0,T7] — R dos funciones acotadas. Una de ellas es la siguiente, la cual
usamos aqui para simplificar la exposicién.

Definicion 1. Se define la suma de Riemann-Stieltjes para f con respecto a g,
mediante la particiéon 7 y el conjunto p, como:

n—1

(2) Srs (f.9:m0) = D f (si) (g (tir1) = g (1))

=0

Decimos que f es Riemann-Stieltjes integrable con respecto a g, siy sélosi, Sgs (f, 9,7, p)
converge cuando |w| — 0. En este caso, el limite es denotado por MRS — fOT fdg.

Dada una funcién g : [0,7] — R, uno podria pensar que una buena integral con
respecto a g debe estar definida para cualquier funcién continua. Sin embargo tenemos
el siguiente resultado.

TEOREMA 2. Sea g : [0,T] — R wuna funcion continua por la derecha. Entonces
MRS — fOT fdg existe para toda f : [0,T] — R continua, si y sélo si, g tiene variacion
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acotada en [0,T]. Ademds, en este caso

(3) MRS —/O fdg| < (sup |70 PV;(0.7),

donde V4(0,T) es la variacion total de g en [0,T].

Observaciones 1. i) Sila funcién g no tiene variacién acotada en [0, 77, enton-
ces existen funciones continuas f : [0,7] — R tales que MRS — fOT fdg no esta
bien definida.

ii) Versiones de este resultado se pueden encontrar en Fichtenholz [6], Kestelman
[13] (Teorema 335) o en Stroock [29] (Teorema 1.2.15).

iii) En Protter [23] se extiende este teorema para procesos estocdsticos y la con-
vergencia de (2) es en probabilidad. La demostracién, en este caso, utiliza el
teorema de Banach-Steinhaus, el cual puede ser consultado en Rudin [25].

Por otro lado una manera natural para introducir una integral con respecto a B
es trayectoria por trayectoria (i.e, w por w) usando la Definicién 1. Pero como ya
mencionamos las trayectorias de B no son de variacién acotada. Asi el Teorema
2 implica que no todas las funciones continuas son integrables con respecto a B
trayectorialmente. Otra manera es definir una integral de un proceso, (i.e. una funcién
de Q x [0,T] en R) con respecto a BH mediante el calculo estocéstico. Es bien sabido
que B es una semimartingala, si y sélo si, H = % El conjunto de semimartingalas

Z es considerada como la familia de buenos integradores ya que fOT-dZ satisface
versiones del teorema de convergencia dominada (ver Bojdecki [3] o Protter [23]).
Recordemos que el teorema de convergencia dominada nos da criterios para saber

. . T . .
si una sucesién { fo fndZ :n eN } de integrales con respecto a una funcién o un

proceso Z converge a una integral fOT fdZ. Por ejemplo si {f, : [0,T7] > R:n € N} es
una familia de funciones continuas que converge uniformemente a f en [0, 7], entonces
(3) implica que fOT fndg va a fOT fdg cuando n — oo, si g tiene variacién acotada en
[0,T). El objetivo de este trabajo es dar una idea de las integrales que se usan en la
actualidad para tratar con B o con procesos que no tienen trayectorias de variacién
acotada. En la medida de lo posible estudiaremos la relacion que hay entre éstas, los
teoremas fundamentales del calculo y las estimaciones (similares a (3)) que cumplen.

Estas notas son parte del curso invitado que el autor impartié en la Escuela CIMPA
2014 “Algebra, Combinatorics and Physics”, de la Universidad de Valparaiso, Chile. El
autor también fue invitado a dar este curso en las Jornadas de Probabilidad & Procesos
Estocasticos, realizado en la Universidad Nacional de Colombia, sede Manizales, en
2015.

La organizacion del articulo es como sigue. En la Seccién 2 analizamos la integral
estocéstica con respecto al movimiento browniano (i.e., con respecto a B con
H = 1/2), definida mediante el célculo estocéstico de Itd. Cabe mencionar que en
este caso fOT Y dZ es una integral de un proceso Y con respecto al proceso Z (i.e., no es
definido w por w). En la Seccién 3 estudiaremos la integral de Young para funciones
de p-variacion finita. La integral hacia adelante en el sentido de Russo y Vallois [27]
es dada en la Seccién 4. La integral de Young es considerada en las secciones 5
y 6 mediante un enfoque algebraico y via el calculo fraccionario, respectivamente.
Finalmente, en la Seccién 7 trataremos con trayectorias rugosas para definir una
integral.

2. INTEGRAL ESTOCASTICA CON RESPECTO AL MOVIMIENTO BROWNIANO

En esta seccion supondremos que todos los procesos estocasticos estan definidos en
un espacio de probabilidad completo (€2, F, P).
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Recordemos que un proceso estocéstico es una funcién Y :  x [0,7] — R tal que
Y, '(A) € F, para todo abierto A de R y t € [0,7]. Para detalles sobre procesos
estocasticos, el lector puede consultar Bojdecki[3] o Protter [23].

2.1. Integral Estocastica en el Sentido de Ito. En este caso consideramos el
movimiento browniano W = {W, : t € [0,T]} (i.e., trabajamos con Bz, el cual es una
martingala). Es bien sabido que B es una semimartingala, si y sélo si, H = % Asi
que la integral de It6 sélo se puede usar para H = %, ya que esta iltima integral sélo se
ha definido para semimartigalas (ver Protter [23]). Una forma de definir el movimiento
browniano o proceso de Wiener es de la siguiente manera:

Definicién 3. Decimos que W = {W; : t € [0, T]} es un movimiento browniano, si
y solo si,
) P (W = 0]) = 1.
i) Para0<s<t<Tya<hb,

P(la<W,—=Ws<b]) =

1 /b —a?/2(t—s)
—_— e dx.
\/ 27T (t — S) a

iii) Sean 0 <ty <tg <...<t, <T, entonces
(4) Wtth'z _tha"'ath _th—l

son independientes.
iv) P([W. es continuo]) = 1.

Observaciones 2. i) El inciso ii) de la definicién nos dice que la variable alea-
toria W; — Wy es gaussiana con media cero y varianza t — s, y que, junto con
iii), W es un proceso gaussiano.

ii) En probabilidad no se acostumbra escribir a w. Por ejemplo, [W, = 0] denota al
conjunto {w € Q2 : Wy(w) = 0}. Por el teorema de continuidad de Kolmogorov,
i) y ii) implican que W tiene una versién continua (ver Karatzas y Shreve [12]).
Recordemos que W es una versién de W, si y sélo si, P[W; = W] = 1, para
toda ¢t € [0,T]. Asi uno puede omitir iv) y considerar la versién continua.

iii) Intituivamente, lo que significa el inciso iii) de la definicién es que el compor-
tamiento de Wy, — Wy, |, no afecta al resto de variables aleatorias en (4), y
viceversa.

iv) Para mds detalles de la Definicién 3, el lector puede consultar Arnold [2], Kuo
[14], o Karatzas y Sreve [12].

Como ya mencionamos en la introduccién, W no tiene trayectorias de variacién
acotada y el Teorema 2 se puede extender para procesos estocasticos. Asi que no
podemos definir una integral trayectorial que contenga a los procesos continuos como
integrandos (i.e., los que tienen trayectorias continuas). Ahora explicamos como It6
[10] resolvié este problema.

Definicién 4. i) Decimos que una familia {F; C F :t € [0,T]} es una filtra-
cion si Fy es una o—algebra y Fs C Fi, s < t. Algunas veces denotaremos a
{Fr C F:te[0,T]} por (Ft)yeo,m-

ii) Un proceso h : 2 x [0,T] — R es adaptado a (F;)yco 7y i he es una variable
aleatoria F;—medible (i.e., h;* (A) € F;, para A C R abierto), para toda
t e 0,7).

Con estas definiciones en mente, damos el andlogo a (2). En la siguiente definicién
FYV = o{W,:5€]0,t]} (ie., es la o—algebra mas pequeiia para la cual W, es
F}V —medible para todo s < t).
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Definicion 5. i) Decimos que g : 2x[0,T] — R es un proceso simple adaptado
a (‘FtW)te[o 7] si tiene la forma:
n—1
(5) gs = thkl]tk7tk+1](s)7
k=0

donde {0 =ty <t; <...<t, =T} es una particién del intervalo [0,T] y g,
es ft‘f—medible.

il) La integral estocdstica de un proceso simple adaptado g de la forma (5) con
respecto a W se define como:

T n—1
(6) /0 ngWS = thk (Wtk+1 - Wtk) .
k=0

Observacién 1. Note que (6) es el andlogo a (2) y que, en (6), p = {to,t1,. .., tn—1}
En Kuo [14] podemos ver que la definicién de fOT gsdWy es independiente de la
representacion de g como proceso simple.

Una propiedad importante de la integral estocdstica (6) es la siguiente relacién de
isometria.

PROPOSICION 6. Sea g como en (5) tal que E (fOT gfds) < 00. Entonces,

(7) E </OTngWS>2 :E</0T95d8>.

Observacion 2. En la teoria de la probabilidad, si X : & — R es una variable
aleatoria (i.e., X !(A) € F para todo abierto A C R), entonces EX representa la
integral de X con respecto a la medida de probabilidad P, sobre €.

Demostracion. Aqui s6lo damos una idea de la demostracion. Para i < j, las Propie-
dades 3.i)-iii) implican

B (g2 (Wi = W2)*) = B (g2) (ti1 — )

y
B (gtigtj (Wthrl - Wt.y‘) (Wti+l - an))
=L (Wtj+1 - Wtj) b (gt]‘gt (Wti+1 - Wt7)) =0.
Consecuentemente
n—1 2
E <Z gt; (Wti+1 - Wtz))
i=0
n—1
= F (Z thi(Wt'H—l - Wti)2>
=0
+2 Z E (gtigt]‘ (Wti+1 - Wti)<Wtj+1 - Wtj))
i<j
n—1 T
= B <Z 9¢. (tix1 — tz)) =FE (/ 9§d5> ;
i=0 0
lo cual implica el resultado. O

La Proposicién 6 juega el papel de (3) y permite extender la integral (6) mediante
el siguiente resultado.

TEOREMA 7. Sea X : Q x [0,T] — R wun proceso medible adaptado cuadrado
integrable (i.e., E(fOT X2ds) < 00). Entonces lo siguiente se cumple:
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i) Existe una sucesion {X(") 'n € N} de procesos simples adaptados tales que
T 2
(8) E / ‘XS—XS(")‘ ds| —0, cuando n — co.
0

il) La sucesidn {fOT XMaw, in e N} es de Cauchy en L*().
El inciso ii) del teorema anterior permite extender la definicién de la integral

estocdstica (2).

Definicién 8. Sean X y {X(™ : n € N} como en el Teorema 7. Definimos la integral
estocdstica en el sentido de Ité de X con respecto a W (denotada por fOT XsdWy),

como el limite en L?(Q) de la sucesién {fOT XMaw, in e N}. Esto es,

2
T T
FE / X dW, —/ Xg”)dWS] — 0, cuando n — oo.
0 0

Observaciones 3. i) La definicién de la integral fOT XdWy es independiente de
la sucesion {X ™ :neN } de procesos simples y adaptados para los cuales (8)
es vélida. Para detalles el lector puede consultar Arnold [2], Bojdecki [3] 6 Kuo
[14].

ii) La integral fOT XsdW, sigue cumpliendo la relacién de isometria (7). Recor-
demos que esta relaciéon permite usar versiones del teorema de convergencia
dominada para la integral estocastica dada en la Definicién 8. En efecto, pode-
mos usar dichos teoremas en L?(Q x [0,77]).

iii) La integral dada en la Definicién 8 se ha construido para una familia maés
grande. A saber, para procesos medibles y adaptados X con trayectorias
cuadrado integrables. Esto es, fOT X2ds < oo con probabilidad 1 (i.e., existe
un conjunto Q C Q tal que P(Q) =1y fOT X2(w)ds < oo, para w € (). Para
detalles el lector puede consultar [3, 14].

La integral de It6 satisface el siguiente “teorema fundamental del célculo”, conocido
como la férmula de It6.

TEOREMA 9. Sean F : [0,T] xR — R una funcién en C*? (i.e., tiene una derivada
parcial continua con respecto a t y dos derivadas parciales continuas con respecto a )

Y
t ¢
Xt:x—i—/ fsds—i—/ngWS, t €[0,T],
0 0

donde f y g son dos procesos adaptados (a la filtracién que genera W ), con trayectorias
en LY([0,T]) y en L2([0,T)), respectivamente. Entonces,

¢
F(t,X;) = F(0,z)+ / (0 F (s, Xs) + 0. F(s,Xs)fs)ds
0
¢ 1 [t
(9) +/ 0. F (5, Xs)gsdWy + 3 / 0w F (s, Xs)g2ds, t€[0,T).
0 0
Observaciones 4. i) Note que la dltima integral en (9) no aparece en el teorema

fundamental del calculo. Para dar una idea de este hecho, suponga que X; =
x+ ft+gWi, con f,g € Ryt e [0,T]. Entonces, parat € [0,T] y m = {0 =
tg <t1 <...<ty,=t}, al utilizar la férmula de Taylor aparece el término

92 Z(Wt1 - Wti—1)27

i=1



ALGUNAS DEFINICIONES DE INTEGRAL ESTOCASTICA 13

el cual converge (en probabilidad) a g?t, cuando ||7|| — 0. Ahora, si en lugar
de W tenemos una funcién h : [0,7] — R continua y con variacién acotada, se
tiene

g2§j<h<ti>—h<tm>>2<92< sup |h<t>—h<s>|> Vi(0,7) =0

i=1 [t—s|<[]l
cuando [|w|| — 0. En consecuencia, el teorema fundamental del célculo no
incluye la integral en cuestion.
ii) El hecho de que, en probabilidad,
n
Z(Wti ~W;,_)*—t, cuando |x|| =0
i=1
implica, hablando burdamente, que W tiene trayectorias de 2-variacién finita
(ver Seccién 3 para el significado de esto).
iii) La férmula de Ito (9) tiene versiones multidimensionales (ver [2, 14]). Estas
implican que el proceso z; = xexp(f(;(a(s) —1b%(s))ds + fg b(s)dWs, t € [0,T7,
es la Unica solucién de la ecuacién

¢ T
Ty =T +/ a(s)zsds —l—/ b(s)xsdWs, te0,T).
0 0

Lamentable, la férmula de It6 es 1til en el estudio de la existencia de una tnica
solucién en el caso que la ecuacién involucrada sea lineal (i.e, como la ecuacién
anterior).

2.2. Integral de Skorohod. En este apartado damos una extensién de la integral
de T1t0, la cual permite integrar procesos cuadrados integrables no necesariamente
adaptados a la filtraciéon que se esta considerando. Para una exposicién completa ver
el libro de Nualart [21].

Para dar la definicién de la integral de Skorohod, consideramos la familia de
variables aleatorias suaves.

S = {F:f(tha"thn,) : fECgo (Rn)vtz € [O7T]}7

donde Cp° (R") es la familia de todas las funciones f : R" — R en C*° (R") tales que
f v sus derivadas parciales tienen crecimiento polinomial. No es dificil ver que S es
un conjunto denso de L2(2).

Definicién 10. Sea F' € S de la forma F = f(W,;,,..., Wy ). La derivada de F
con respecto a W, denotada por DF, es el proceso estocastico

DiF = 0u f Wy, Wi,) 1o (), t€[0,T].
i=1

Notemos D;Wy, = 1)9,4,(t) y que DF es definido via la regla de la cadena.
Ahora estamos listos para introducir la integral de Skorohod §.

Definicién 11. Sea u € L?(Q x [0,T]). Decimos que u es Skorohod integrable,
denotado por u € Domd, si y sélo si, existe § (u) € L% (Q) tal que

E(Fé(u))=FE </OT (DsF) usds> , paratoda F' e S.

A §(u) se le llama la integral de Skorohod de w con respecto a W.

Observaciones 5. i) § : Domd C L*(Qx[0,T]) — L*(Q2) es el operador
adjunto de la extensién cerrada de D.
ii) Si F € Sy ue€ Domd, entonces Fu € Domd y

T
5 (Fu) = F6 (u) — /0 (D.F) usds.
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iii) Sea p > 1, entonces bajo ciertas condiciones sobre el proceso wu,

||5(U)||LP(Q)

1) < ¢ (/()T(E(ut)fdt)é—i— (/OT/OT(DSutfdsdt)%

Para la demostracién de los incisos anteriores, el lector puede consultar el libro de
Nualart [21].

En el siguiente resultado fg gs6W, denota a 0(14(-)g.) si esta integral estd bien
definida.

Lr(Q)

TEOREMA 12. Sean F : [0,T] x R — R una funcién en C*? y

t t
Xt:x+/ fsd8+/ 955W57 te [OaTL
0 0

donde f y g son dos procesos que cumplen condiciones convenientes. Entonces,
t
F(t,X,) = F(0,2)+ / (0,F (5, X.) + 0. F (s, Xo)f) ds
0
t 1 [t
—|—/ 0 F(8,Xs)gs0Ws + 5/ D22 F (5, X,)g2ds
0 0

(1) v Oua(s, X.) (D~ X)sguds, ¢ € [0,7),

t t
(D_X)t = / thsds +/ Dtgde87 t e [O,T]
0 0

Observacidn 3. La igualdad (11) es la férmula de It6 para la integral de Skorohod.
El dltimo sumando en (11) no esta incluido en (9). Este sumando aparece debido a la
Observacidn 5.ii). Ademds, (9) y (11) son iguales si f y g son dos procesos adaptados
a la filtracién que genera W, ya que (D~ X) = 0 en este caso. Pare detalles el lector
puede consultar el libro de Nualart [21].

La integral de Skorohod es una extensién de la integral de It6 en el siguiente sentido.

PROPOSICION 13. Sea u un proceso cuadrado integrable y adaptado a la filtracion
que genera W. Entonces u € Domd y

T
0 (u) :/ usdWs,
0

donde el lado derecho es la integral de Ito de u con respecto a W.

También se han definido otras integrales estocasticas mediante el cdlculo de It6 (ver
[23]) o por medio del célculo de Malliavin (ver [21]), como es la integral de Stratonovich.
Con B en lugar de W, el lector puede consultar Nualart [21] para el estudio de la
integral de Skorohod y Alés et al. [1] para analizar la integral de Stratonovich. En
estos articulos se puede ver la relacién que hay entre § y la integral de Stratonovich.

Observemos que la integral de Skorohod con respecto a BH se ha usado cuando
H < 1/2, pues en este caso no es facil usar integrales trayectoriales (i.e., w por w)
para tratar con soluciones de ecuaciones diferenciales estocasticas gobernadas por el
movimiento browniano fraccionario. Un ejemplo de esto es el articulo de Leén y San
Martin [15], donde estudian ecuaciones lineales estocasticas del tipo Skorohod (i.e., la
integral involucrada es 4).
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3. INTEGRAL DE YOUNG PARA FUNCIONES DE p-VARIACION FINITA

Aqui estudiamos algunas integrales del tipo Young [30] para funciones de p-variacién
finita. Como veremos, estas integrales son extensiones de la integral de Riemann-
Stieltjes.

3.1. Funciones de p-variacion finita. Para los detalles sobre las funciones de
p-variacién finita definidas en el intervalo [0, 7], ver Dudley y Norvaisa [5].

Sea p > 1. Se dice que una funcién f : [0,7] — R tiene p-variacién finita, si y sélo
si,

el \i=1

Vr (f,p) := sup (Z |f (i) = f ($i—1)|p> < o0,

donde II es la familia de todas las particiones 7 de [0, 7] de la forma
{=xg<z1<... <2, =T}.

La clase de las funciones de p-variacién finita es representada por W), ([0,T7]). Esto
es f € W, ([0,T]), siy sélo si, Vp(f,p) < oco.

Observemos que f € Wi ([0,T]), si y sélo si, f tiene variacién acotada en [0,T].
Es bien sabido que f € Wi ([0,T]), si y sélo si, f es diferencia de dos funciones no
decrecientes en [0, T]. As{ que una pregunta natural es jqué forma tienen las funciones
en W), ([0,77)? La respuesta esta dada por el siguiente resultado.

PROPOSICION 14. Sean f :[0,T] — R y p > 1. Entonces f € W, ([0,T]), si y sdlo
si, f = goh, donde h es una funcion acotada, no negativa y no decreciente en [0, T
y g es una funcion %—Hdlder continua sobre [h(0), h(T)].

Demostracion. Observemos que si f tiene la forma f = g o h donde g y h son como
en el enunciado, entonces es trivial que f tiene p-variacién finita.
Ahora consideramos la suficiencia. Sea f € W), ([0, T]). Usemos la notacién h (z) :=

Ve (f,p), x € [0,T]. Es claro que h es una funcién no decreciente. Finalmente, defina,
sobre [h(0), h(T)],

g(h(z))=f(x), =e[0,T],

la cual cumple que, para 1,z € [0,T],

(If (21) — [ (@2))"”
[ (1) = h ()7

|9(h (331)) —g(h(xz))l

IN

Asi, la demostracién estd completa. O

Una consecuencia inmediata de la Proposicién 14 es el siguiente corolario.

COROLARIO 15. Sea f € W, ([0,T]), con p > 1. Entonces f tiene limites por la
derecha y por la izquierda.

En la siguiente seccidon usaremos las notaciones:

||f||(p) =Vr(f,p) v ||f||[p] = ||fH(p) 1l -

donde || f[| o = supsejo,7) [f (£)]- Resulta que [|. |, es una norma en W), ([0, T]). Ademas
Wy ([0,T7]) es completo bajo [[. |-
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3.2. Integrales de Young para funciones en W,([0,7]). Como comentamos en
la Definiciéon 1, hay varias maneras de definir la integral de Riemann-Stiltjes. Otra
forma de hacerlo es como sigue.

Definiciéon 16. Sean f, g, 7, p como en la Definicién 1. La integral de Riemann-
Stiltjes extendida RRS — fOT fdg de f con respecto a g, es definida como L, si dado
e > 0 existe una particién 7. de [0, 7] tal que

|SRS (fagﬂT?p) _LI SE

para toda particiéon m que contiene a 7.

Observaciones 6. i) Srs(f,g,m, p) estd dada en Definicién 1.

ii) La integral RSS es una extensién de la integral M RS. En otras palabras, si
f es integrable, con respecto a g en el sentido de la Definicién 1, entonces
RSS — fOT fdg estd bien definida y coincide con MRS — fOT fdg, como es
demostrado en Dudley y Norvaisa [5].

Una integral que se estd usando cuando se considera al movimiento browniano
fraccionario, con H > %, es la integral de Young (ver Nualart y Réscanu [22]). Para
introducir esta integral considere g : [0, 7] — R, una funcién con limites por la derecha
y por la izquierda. Defina

Y ({0}) =g (0+) =g (0), ({T}) =9(T)—-g(T-),
vy ({z}) =g (2+) —g(2—), para z€(0,7),

Yy ((a,0)) = g(b—) — g(a+), para 0<a<b<T.

Es facil ver que 7y, se extiende de manera unica a una funcién finitamente aditiva
definida en los subintervalos de [0,7]. Una particién de intervalos de [0,7] es una
coleccién finita A = {I; C [0,T]:j =1,2,...,n} de intervalos no vacios disjuntos tal
que U [; =[0,T]yx <ysiz€l;yy€l; coni<j. Observe que I; puede ser un

intervalo con un punto. Ahora considere la familia py = {y1,...,yn}, donde y; € I;,
ie{l,...,n}
Definicién 17. i) Se define la suma de Kolmogorov de f con respecto a g,

asociada a Ay py, como:
Sk (F,9,000) =D F i) g (1) -
i=1
ii) Se dice que la integral de Young de f con respecto a g existe y es igual a L, si

y sélo si, dado € > 0 existe una particién A de intervalos [0, T] tal que:

|SK (fagv’r]vp’f]) _L’ <e€

para cualquier particién n de intervalos de [0, T] tal que cualquier elemento en
A es unién de intervalos en 7. En este caso usamos la notacién:

T
Yf/ fdg = L.
0

Observacidn 4. En [5] se demuestra que si RRS — fOT fdg estd bien definida,

entonces Y — fOT fdg existe. En este caso, ambas integrales son iguales.
TEOREMA 18. Sean f € W, ([0,T]) y g € W, ([0,T]) con 1% + % > 1. Entonces,

i) MRS — fOT fdg existe, si y sdlo si, f y g no tienen discontinuidades en comun.

ii) RRS — fOT fdg existe, si y solo si, f y g no tienen discontinuidades por la
derecha o discontinuidades por la izquierda en comin (en un mismo punto).

iii) La integral Y — fOT fdg siempre existe.
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En cualquiera de los tres casos,

/0 " fdg

donde Cypq = ¢ (p~" +q71) con ((s) =02, n*.

(12) < Cpg 1f i ll9ll gy »

Observaciones 7. i) si (p,q) = (1,00) 6 (p,q) = (00,1) , entonces Y — fOT fdg
existe (ver [5]).

ii) Recuerde que el Corolario 15 implica que f tiene limites por la derecha y por
la izquiera si f € W,(]0,T7).

La herramienta principal para demostrar el Teorema 18 es el siguiente lema, en
donde, dada una sucesién finita a = {a1,...,a,} de nimeros reales, obtenemos una
sucesién a = {ay, ..., an } cuando reemplazamos algunas comas por simbolos de suma
+. Definimos, para a = {a1,...,an} y b={b1,...,bn},

m Up s m . 1/q
Spq (a,b) =sup (Z = |di|p> (Z ; ) ,
i=1

bi
i=1

donde a y b son el resultado de cambiar algunas comas por + en el mismo lugar.

LEMA 19. (Young [30]) Sean a = {a1,...,an} y b = {b1,...,b,} dos sucesiones
finitas de nimeros reales y s = p~t 4+ q~ 1, con s > 1. Entonces,

> ab| < {1+((s)} Spq(ad).

1<r<t<n

Para dar una idea de como se usa este lema en la demostracién del Teorema 18,
observamos que, por ejemplo,

Zf (i +) [g (xi—) — g (wi1-)]

= Zf (@) [g (=) — g (@i1=)) = f (@) D [g (=) — g (ws1-)]

s
Il
—
<
—

4. INTEGRAL HACIA ADELANTE

Ahora consideramos la integral hacia adelante usando el enfoque de Russo y Vallois

[27].

Definicién 20. Sean f : [0,7] — R una funcién integrable (con respecto a la
medida de Lebesgue) y ¢ : [0,7] — R una funcién continua. Decimos que f es
integrable hacia adelante con respecto a g (representado por f € Domd9™), si y sélo
si,

T
= [ 1@+ nT) — g ds

converge cuando € — 0. El limite se denota por fOT fdg~ vy es llamado la integral de
f con respecto a g, en el sentido de Russo y Vallois (o hacia adelante).
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La idea de esta definicién es extender el dominio de las integrales M R.S y estocéastica
en el sentido de Ité. En efecto, suponga que f, g : [0,7] — R son continuas con g de
variacion acotada. En este caso podemos escribir

al/o £(5)(g(s+e) AT) = g(s))ds

T (s+e)AT
= 671/ f(s)/ dgrds.
0 s

Entonces el teorema de Fubini para la integral de Riemann-Stiltjes permite escribir

T
/ F(8)(g(s+2)AT) —g(s))ds

(
T T T
= / 5*1/ f(s)ds | dg, —>/ fdg, cuando e — 0.
0 (r—e)vo 0

Usando la idea anterior se puede probar el siguiente resultado, cuya demostracién se
encuentra en Russo y Vallois [27].

PROPOSICION 21. Sea X : Q x [0,T] — R un proceso medible, cuadrado integrable
y adaptado a la filtracion que genera el movimiento browniano W. Entonces,

T T
(13) / X dW, = / X dW,,
0 0

donde el lado derecho es la integral estocdstica de Ité, introducida en la Definicion 8.

En [27] podemos ver que la integral hacia adelante cumple la férmula de 1t6 (9) y
que si W es una semimartingala con respecto a una filtracién G = (Gt).epo,r) tal que
FV C Gy, para toda t € [0,T], entonces (13) es valida, pero ahora el lado derecho es
la integral de Itd de X con respecto a la G-semimartingala W. El lector puede ver los
libros de Bojdecki [3] y Protter [23] para la definicién de esta integral en el sentido de
It6. Lamentablemente la integral de Skorohod no tiene esta propiedad pues aparece
un término extra que depende de la derivada del integrando, en el sentido del célculo
de Malliavin, debido a la Observacién 5.ii). Para entender esto, consideremos el caso
en que el integrando es W1y 7). Entonces, dicha observacién da

T T
S(Wrp) = Wro(1) — / (DWr)ds = W2 —T = / WrdW, —T.
0 0

Mi4s adelante, en la Proposicién 26, veremos la relacién que hay entre la integral
hacia adelante y la integral de Young.

5. INTEGRAL DE YOUNG PARA FUNCIONES HOLDER CONTINUAS

En lo que sigue, C} representa el espacio de todas las funciones continuas g :
[O,T]k — R tales que gy, ¢, =0sit; =t;41 paraalgin i <k —1. Para k=1, C; es
la familia de todas las funciones continuas de [0, 7] en R.

La herramienta principal en esta seccion es el operador

5:Ck —>Ck+1

dado por
k+1

i
(6g)ti7~~ytk+l = Z (_1) th17~~-7?i7~~-7tk+1'
=1

Aqui %; significa que se omite ¢;. Es fcil ver que 66 = 0y que ZCy = BC), para k > 2,
donde

(14) ZCkZCkaGT(S y BC’k:CkﬁImé
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Notemos que si g € Cy y h € Cs, entonces
(15) (6g)s,t = gt - gs y (6h)s,u,t = hs,t - hS:“ - huvt'

El siguiente célculo lo usaremos mas adelante. Para f, g : [0,7] — R, defina I € Cy
como

t v
Is,t :/ dfv/ dguv para s,t € [OaT} .

t v t v
o / df, / dgr / df, / dgr

/utdfu/sudg,«:(gu_gs) fi— ).

Entonces (15) da

—
=)
~

S—

Il

(16)

Para f € Cy y o > 0, sean

|frt|
fll, == sup :
| ”M riefo.1] [t — rl”
y CF = {f eCy:|Ifll, < oo}. Observe que ¢ : [0,7] — R es Holder continua con

exponente y, si y sélo si, ||5g\|u < 00. En este caso existe M > 0 tal que
|gt_gs|§M|t_S|M> t,SE[O,T]~

Cuando p > 1, se tiene que g es una funcién constante ya que g serfa una funcién de
clase C! con derivada nula.

En lo que sigue C* ([0,T]) denota la familia de todas las funciones Holder continuas
en [0, 7] con exponente u. Similarmente, para h € Cs y 7, p > 0, definimos

‘hsut|

Irl,, = sup ————,
e s,u,te[0,T] |u - S|’Y |t - u|P
|, = finf {Z 1Bl py ey =D hi,0< p; < u} ,
2 [

C={heCs: Hh”u < 00} .
En el siguiente resultado usaremos la notacion

cr=\Jcr i=23 y ZC"=C3tnKers.
pu>1

PROPOSICION 22. Eziste un tnico operador lineal continuo A : ZC3% — C3" tal
que

oA =1d

zcyt
Y
(17) |AR], < Cpullnll,, para h € ZCY con p > 1.
Observaciones 8. i) Note que si h € CgHes tal que dh = 0, entonces existe un

tinico g = A (h) € Cy ™" tal que §g = h.

ii) En Gubinelli [8] estd la demostracién original de este resultado, la cual es muy
técnica. La que presentamos aqui es una adaptacion de la demostracion del
Lema 4.2 en el libro de Friz y Hairer [7]. Asi el lector puede consultar este libro
para los detalles.
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Demostracion. Sea h € C;"' tal que 0h = 0. Entonces, (14) implica que existe E € Cy
tal que h = 6Z. Ahora sean Py = {s,t}, (I°E),, = Esy, con s,t € [0,T], y py
la particién diddica de orden n del intervalo [s,t], la cual contiene 2" intervalos de
longitud 27"(t — s). Defina

[uv]€pn
Asi podemos ver que
—_ —_ 1— —_
(712) = (=) | < 20 ol ool
para algun S > 1, lo cual se sigue del hecho de que h = 0=. Consecuentemente, el

limite

estd bien definido y

(18) t—s|”.

IN

Cl16Z ]l

Uno puede ver que la definicién de IZ es independiente de p,,. Esto es, en lugar de p,

podemos usar una particién arbitraria p,, n € N, tal que p,4+1 es méas fina que p, y
l7n]] = 0, cuando n — oo.

Ahora usemos la convencién Ah = Z — I'=. Note que (18) implica Ah € 021+ vy que

(6Ah) (65), . — (O15)

= hs,uﬂt - IES7t + IEs,u + IEmt = hs,u7t~

s,u,t s,u,t

Finalmente, suponga que existe otro operador A que cumple el resultado. Entonces
5@h-MQ:h-h:@
y por lo tanto (14) y (15) permiten encontrar f € C? ([0,77]), con 3 > 1, tal que
f@t)—f(s)= Agth — ]\s,tha

pero f es constante debida a que 8 > 1. Asi A;:h = Ash y la demostracién estd
completa. O

Para definir la integral de Young mediante la herramienta anterior, supongamos
que por el momento f,g : [0,7] — R son dos funciones suaves (o al menos de clase
C'). Entonces,

[ ag = 5600+ [ 01000
(19) = 00+ T (6Fd). st [0.T],
donde Js+ (6 fdg) representa a la integral f;(éf)s,.dg. Observe que (16) da
hsut = (0(T(05d9))) s s = (0) 50 (09)u s -
Consecuentemente, h € C’;"' es tal que dh = 0, debido a que 6§ = 0. Por lo que
J (6fdg) = A(h) = A(6fdg) ,
lo cual, junto con (19) implica

t
| 7o = 1.69), + As 5£59).

Esto motiva el siguiente resultado
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TEOREMA 23. Sean f € C*([0,T]) y g € C7([0,T]), con k +~ > 1. Defina

t
(20) / fdg = o (5a),, + Aus (6759, st € [0,T].

Entonces:
i) Si f yg son funciones suaves, f; fdg coincide con la integral usual de Riemann.
il) La integral f; fdg satisface, para s < t,

(21)

t
/ fdg‘ <l llgll, (¢ = )" + eyl £l gl (= )77

iii) Tenemos que

/fdg— lim th D trr

dondem ={s=tg<t;1 <... <t, =T} es una particidn del intervalo [0, T].

Observacion 5. Note que la Proposicién 14 implica que f € Wi ([0,7]) y g €

W% ([0,T]) . Consecuentemente, el Teorema 18 implica que ¥ — fOT}dg existe y su
definicién, junto con iii), da que ¥ — fOT fdg = fOT fdg.

Note que la demostracién de los incisos i) y ii) del teorema anterior son una
consecuencia inmediata de la Definicién (20). El inciso iii) también es una consecuencia
inmediata del siguiente resultado.

LEMA 24. Sea g € Cy tal que 6g € CiT. Defina h = (Id — A8) g. Entonces, existe
felC, tal que h=46fy

hs,t = f (t) - f hm th“tﬁ.l?

\71’5 1|~>0
donde gy = {s =ty <t; < ... <t, =1} es una particion del intervalo [s,t].

Demostracion. Note que dh = dg — 6Adg = dg — dg = 0. Por lo que (14) permite
encontrar f € Cy tal que h = §f. Finalmente

n—1 n—1
(6h)s,t = (ftz+1 ftz) = lim Z htiyti+1
i=0 Ima.e|=0 525
n—1
= |7T31tr‘n—>0 Z gtu tivt1 hr‘n_>0 — (Aég)t“t7+1

n—1

= lim t: ts
a 10 § Gt tiv1s
=0

donde la dltima igualdad es consecuencia de que (17) implica que existe 5 > 1 tal que

_ n—1
S (00| < Z\ 89} | < Co 10ll5 3 (tign — 1)
1=0 =0
< Cpllogllglmeal”
Asf hemos terminado la demostracién. O

Ahora estamos listos para la demostracién del inciso iii) del Teorema 23.

Demostracion. S6lo hay que observar que 6(fdg) = —dfdg v J(fdg) = [Id —
AS](fég). Asi el resultado se sigue del Lemma 24, y por lo tanto la demostracién
esta terminada. O



22 JORGE A. LEON

La integral de Young satisface el siguiente teorema fundamental del calculo, cuya
demostracién se encuentra en Zahle (Teorema 4.3.1).

TEOREMA 25. Sean f € C7([0,T]) and F : R — R una funcién de clase C* tal que
F' o feC(0,T]), con k+~ > 1. Entonces,

F(f () = F(F(0)) + /O F(f)df, te0.T].

Observacidn 6. En este caso no hay términos extras ya que, para 7 = {0 = 7 <
t1 <...tpn =T}y >1/2, se tiene que

(Ft) = f(ti2)” < C Y It = tia*? < Cllr| 7T,
=1

i=1

7

lo cual converge a cero cuando ||| — 0.

Finalmente observamos que el siguiente resultado fue demostrado por Russo y
Vallois [26].

PROPOSICION 26. Sean f € C*([0,T]) y g € C7([0,T]) con k+~ > 1. Entonces,

fOT fdg™ existe y
T T
/ fdg~ = / fdyg.
0 0

6. INTEGRAL DE YOUNG VviA EL CALCULO FRACCIONARIO

En esta seccién vamos a estudiar la integral definida en (20) utilizando las técnicas
del célculo fraccionario. El lector interesado en este calculo puede consultar el libro de
Samko et al. [28].

Para f € LY([0,T]) y a > 0, las integrales fraccionarias, de Riemann-Liouville, a la
izquierda y a la derecha de f de orden « estan dadas por

(I8 ) (6) = —— /0 (t— )™ f(y)dy, te0.T),

I (a)
y
I 1
Ig t) = —— — )" dy, t T
(1300t | W= @y te.7).
respectivamente. Aqui I'(a) = O°° r®~le~"dr. Cabe mencionar que estas integrales

fraccionarias estdn definidas para casi toda ¢ € [0, 7], lo cual es una consecuencia del
teorema de Fubini. En efecto, por ejemplo,

[ ole < w0 e i wlde

1 T T -
- ) If(y)l/y (t— )"~ dedy

a T
- o ) @l <.

Por lo tanto, nuestra afirmaciéon se cumple.

Parap > 1, I§ (LP) (vesp. I$_(LP)) es la imagen de LP([0, T]) bajo I, (resp. IF_).
Esto es, por ejemplo, f € I, (LP), siy sélo si, existe ¢ € LP([0,T7]) tal que f = I§, (¢).
Ademés, esta ¢ es tnica en LP(]0,7]) (ver Samko et al. [28]). Los operadores inversos
de I§f, y IF_ son llamados derivadas fraccionarias. Estas derivadas fraccionarias son
definidas a continuacién. Para f € I§, (L?) y t € [0,T] , denotamos

(22)  (Dg,f) (t) = L7((0,T)) — lim ! (f(tua/ot_gf(f)—f(”d,n),

WD (1—a) |\ t (t — e

IN
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donde usamos la convencién f(¢) = 0 en [0,7]°. De la misma forma, para f € I$_ (LP)
y t € [0, T}, introducimos

(23) (Dg_f) (1) = LP([0,T]) — lim —— ( MO fxt)__f(r)dr>.

o I'(1—a) \ (T'—1t)~ tre (r—1t)'t®

En [28] (Teorema 13.2) demuestran que, para p > 1, f € I§ (LP) (resp. f €
I%_(LP)),siy sélosi, f € LP([0,T]) y el limite en (22) (resp. (23)) existe. Sip=1,y
fels, (LY) (vesp. f € I$_ (L')), inicamente tenemos la existencia del limte en (22)
(resp. (23)). En ambos casos, tenemos que f = I, (Dg, f) (vesp. f = I$_ (D3_[)).
Para detalles, el lector puede consultar [28] (Teorema 13.2 y Observacién 13.2).

Ahora sean a € (0,1) y dos funciones f,g : [0,T] — R tales que f € I§, (L?) y
g7 € I~ (LP), donde g~ = g (r)—g (T'—) y p,p > 1. En este caso Zihle [31] define
la integral de f con respecto a g como

(24) / fdg = / (D, f) (r) (DY="g") (r) dr

si la integral del lado derecho existe. Zéahle [32] ha estudiado fé6rmulas de integracion
por partes para una extensién de la integral (24). Observemos que estamos usando
la misma notacién de la Seccion 5 para esta integral porque vamos a ver que si
feC®(0,T]) y g € C7([0,T]), con k + v > 1, las integrales (20) y (24) son iguales.
Usando las propiedades de las derivadas fraccionarias, Zéahle [31] (Proposicién 2.1)
demuestra que la integral (24) es independiente de a.. En particular, bajo condiciones
convenientes(dadas en el Teorema 2.4 en [31]), si g es de variacién acotada, se tiene

/ fdg=LS / fdg,

donde el lado derecho es la integral de f con respecto a la medida asociada a g. Para
detalles de esta medida el lector puede ver el libro de Royden [24].
En el siguiente resultado usamos la notacién

n—1
=3 FE) G (), tE[0,T].
=0

Como siempre 7 es una particién del intervalo [0,7], como en la Definicién 1.
TEOREMA 27. Sean f € C* ([0,T]) y g € C7([0,T]) con k+~ > 1. Entonces,
i)
/ frdg = Z 7 (1) (9 (tin) — 9 (1)

T T
/ fdg = lim / frdg.
0 |7T|—)O 0

Demostracion. La prueba de i) es una consecuencia de la Definicién (24) y de la forma
de las derivadas fraccionarias involucradas (ver (22) y (23)).
La demostracién de ii) se sigue de [31] (Teorema 4.1.1), el cual establece

ii)

i T oo =0
|7r1|11>10 | fx = fll ([0,T))

lim ||DafT7 DafT7||L1([0,T]) =0,

|7w]—0

para cualquier a < k. O

Para establecer una cota para la integral dada en (24), introducimos lo siguientes
espacios.
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Definicién 28. Fijemos a € (0,1). Denotemos por Wz~ al espacio de funciones
g:[0,T] — R tales que

e (9096, [l =s G, ) -
91 i = , S0 ( T dy)< .

o<s<t<T \ (

Observacion 7. Si g € W *, entonces (23) da

Aalg) = F(11_0O0<§2§<T|(D§_“ ) ()]

1

< —F < 00.
S T a)ra) haser <o

Definicién 29. Sea o € (0,1). W' (0,T) es el espacio de todas las funciones
medibles (con respecto a la o-dlgebra de Borel), tales que

Y VO e A B O AR W
Iflla,l.—/O s d+/0 /O ((S_y)aH)dyd < o0.

Para terminar esta seccién, notemos que (24) implica

/OT fdg

para g € W%fo‘ v f € WOD"1 (0,T), para algin « € (0,1). Esta desigualdad ha sido
usada por Nualart y Rigcanu [22] para estudiar la existencia de una tinica solucién
para la ecuacién (1).

< Ao (@) 1£lla1

7. TRAYECTORIAS RUGOSAS

Aqui sélo daremos una idea de la teorfa de trayectorias rugosas ( “Rough paths” en
inglés).
Supongamos que queremos estudiar la ecuacién

(25) yt—§o+/0 o(y)de, tel0,T],

donde z € C7 ([0,T1]), con v € (O, %) Pero la solucion y hereda las propiedades de z.
Esto es, la desigualdad (21) nos dice que y € C7 ([0, T]). Por lo que no podemos definir
la integral (25) usando los resultados de las Secciones 5 y 6, pues 2y < 1, aunque o
tenga una derivada acotada o sea del tipo Lypschitz.

La teorfa de trayectorias rugosas fue iniciada por Lyons [18] para resolver el
problema anterior. Esta teoria es dificil de emplear y hay que suponer la existencia
de ciertas funciones, como veremos abajo. Para dar una idea de esta teoria sélo
consideramos el caso v € (%, %), y usaremos el enfoque de Gubinelli [8]. El caso
general puede involucrar méas funciones relacionadas con x. El lector interesado en la
teorfa de trayectorias rugosas puede estudiar el libro de Friz y Hairer [7], o el libro de
Lyons y Qian [19].

En lo que sigue suponemos que v € (%, %) La ecuacién (25) nos lleva a considerar
una funcién de la forma

¢
yt:§0+/8dac, te 0,77,
0

con g,z € C7([0,T]). Supongamos por el momento que & y x son funciones suaves.
Entonces, con la notacién de la Seccion 5,

t
(6y),, = 0s(0z),,+ / (00) ., ATy
(26) = 0 ((5x)87t + ps.t-
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Recordemos que (21) nos dice que p € C27. Asf (26) nos lleva a escribir
J (ydz) = yozr+ T (dydx)
(27) = ydz+J (G (6z)dz) + T (pdz).

Observemos que
t
Jon (6 (02)dz) = B / (62), ., d,

~ ~ 92
(28) = 0'3/ Ay, d2y, = 05T 4,
0<s<u<t

con (5:62)5 wi = (02),, (02), , debido a (16). También tenemos que la demostracién

del Teorema 23.iii) implica que es ficil ver que d (J (ydz)) = 0. Por lo tanto (26) y
(27) dan

(6 (‘7 (pdm)))s,u7t = (5y)s7u (5$)u)t + (68)3u I’IQLt - as (5:1:2)

= 05 (0n),, (62),, + psu (02),

+(06),,, %oy — s (02),, (07)

= ps,u (5$)u’t + (5a)s’u x?l,,t'

s,u,t
u,t

Estos calculos motivan la siguiente:
Definicién 30. Supongamos que existe una funcién z? € 022”’, formalmente
definida como J (dzdx) tal que § (a:z)s%t = (0),,, (07), ;- Ademds supongamos que
existen & € C7 ([0,T]) y p € C3” tales que
(6y)s,t = 83 (6x)s,t + Ps,ts 87t € [07T] .

Entonces definimos la integral de y con respecto a x como
(29) e (ydz) :=ys (6z), , + Oex2 , + Moy (p0x + (65) 27) .

Observaciones 9. i) A diferencia del Teorema 23.iii), ahora las suma de Riemann-

Stieltjes (2) tiene un término extra. En efecto, el Lema 24 implica
n—1

js,t (ydx) = hl'm Z(yt7 (5"B)ti,ti+1 + atixfi,ti+1)’

—0
Im=0720

En efecto, sélo hay que observar que

S(yox), e = Ys(0),, — Ys (61), , — yu (07),,
= - (5y)s,u (6x)u,t
= —(0s0z+p),, (0z),,
= —0, (5:)32)8’%1‘/ — Ps,u (5m)u,t
y
0 (&Bz)s,u,t = (0s5-0u) wi,t + 05 (6x2)s,u,t :

ii) Uno puede utilizar (17) para obtener una desigualdad andloga a (21).
iii) Hu y Nualart [9] han combinado la teorfa de trayectorias rugosas con el calculo
fraccionario para analizar la existencia de una tnica solucién de (25), cuando

c 11
8l 375
iv) La definicién de la integral J (ydz) impone la existencia de 22 y p, relacionados

con x y y, respectivamente. Para v < %, hay que encontrar mas términos que
dependen de z y y como puede verse en Lyons y Qian[19].
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Para ver la version del teorema fundamental del calculo que cumple la integral
definida en (29), suponga que tenemos

t
(30) yt:/ yudzs + Ty, te[0,T),
0

donde I' € C27([0,T)) y
(31) (00 s, = g (02)as + o
Aqui y* € C7([0,T)) y p € C37([0,T]).

TEOREMA 31. Sean F € C}(R) (i.e, F® es continua y acotada, parai =0,1,2,3),
y y tal que (30) y (31) se cumplen. Suponga que existe % como en la Definicion 30.
Entonces

t t
Fly) = Fly)+ /0 F (ya)ydes + /0 F' ()T,
t

+3 | PR, e

con [z]s = (82)0,s @ (0x)o,s — Qxas,

Observacion 8. Si x es el movimiento browniano W definido en Seccién 2, se puede
tomar

t
xii :/ (5W)s,rdWra s,t € [O,T].
Por lo tanto )
2], = (Wy)? — 2/ W,dW, =t, tel0,T],
0

donde la idltima igualdad se sigue del Teorema 9. Consecuentemente, uno recobra la
férmula de It6 (9), para F' independiente del tiempo.

8. CONCLUSIONES

En la actualidad, en el estudio de ecuaciones diferenciales estocdasticas, se estd
usando integradores que no tienen estructura de semimartingala, por lo que la teoria
clasica de It6 ya no es util en este caso. Esto es, necesitamos tratar con integrales
no consideradas por el cédlculo estocastico de It6. Sin embargo, otras integrales son
dificiles de manipular debido a su naturaleza. Por ejemplo, (10) implica que si en la
ecuacién (1), g es el movimiento browniano y la segunda integral del lado derecho es en
el sentido de Skorohod, entonces ||z[|2(q) depende de Dz y la norma || Dz 12 (o x[0,1))
estd en términos de D%z, y asi sucesivamente. Esto es, no se tiene un argumento
cerrado.

Un operador lineal sobre una familia de funciones definidas en [0, 7] debe cumplir
versiones del teorema de convergencia dominada para merecer el nombre de integral.
Las estimaciones que dimos en las diferentes definiciones de integral permiten obtener
versiones del teorema de convergencia dominada, lo cual es 1til en aplicaciones de
ecuaciones gobernadas por funciones que no tienen derivadas. Incluso las integrales
estudiadas en este manuscrito satisfacen versiones del teorema fundamental del cdlculo,
como puede verse en las diferentes secciones de este articulo.

El movimiento browniano fraccionario B tiene trayectorias en C7([0,T]), para
cualquier v € (0, H) (ver Nualart [20]). Consecuentemente uno puede usar las Seccio-
nes 3, 5 y 6 para tratar ecuaciones gobernadas por B con H > %, como puede verse
en Nualart y Ragcanu [22], Leén et al. [16], etc. Para una aplicacién de la integral
hacia adelante con respecto a B, H > 1 el lector puede mirar Leén y Tudor [17].

Para H < % uno puede usar la integral de Skorohod o de Stratonovich para tratar
ecuaciones diferenciales (ver por ejemplo Alds et al. [1], Jien y Ma [11], y Leén y San
Martin [15]). También se puede ver [9] para aplicaciones de la teoria de trayectorias
rugosas a ecuaciones diferenciales.
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El caso H = 1/2 (i.e., para el movimiento browniano), el lector puede consultar Kuo

[14] para el caso adaptado y Buckdahn [4] para trabajar con la integral de Skorohod.
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