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ALGUNAS DEFINICIONES DE INTEGRAL ESTOCASTICA

JORGE A. LEON

RESUMEN. El propésito de este trabajo es dar una idea de las integrales que se
utilizan en el area del célculo estocastico. La dificultad principal para definir este
tipo de integrales es que, en general, el integrador no es de clase C* (i.e., no tiene
derivada continua en todos los puntos), ni es de variacién acotada. En general,
en aplicaciones que surgen en problemas précticos, los integradores presentan
este problema. Para definir estas integrales nos basaremos en las propiedades que
tiene el movimiento browniano fraccionario ya que en la actualidad es un proceso
utilizado como integrador, debido a que estas propiedades lo convierten en un
proceso adecuado para modelar fenémenos naturales o problemas préacticos.

1. INTRODUCCION

Hablando burdamente, los fenémenos naturales o las aplicaciones del conocimiento
humano a la vida cotidiana se representan mediante funciones x que satisfacen una
ecuacién (digamos) integral de la forma

t t
(1) T = To —|—/ a(s,xs)ds +/ b(s,zs)dgs, te[0,T],
0 0

donde ¢ : [0,7] — R es una funcién que modela los factores externos que afectan al
sistema y/o es una correccién del sistema debido a que no se puede estimar todos los
parametros involucrados ya que, en general, se tiene poca informacién del problema en
cuestién debido a los costos, que es imposible de realizar experimentos (ya sea por ética
o por efectos indeseables), no se cuenta con la tecnologfa necesaria, etc. En la literatura,
un proceso utilizado para representar esta perturbacion es el movimiento browniano
fraccionario B, con pardmetro de Hurst H € (0,1). El movimiento browniano
fraccionario B = {Bff : t € [0,T]} es un proceso gaussiano (ver Observacién 2.i))
con media cero y funcién de covarianza

Ry(t,s)=E (BBI) = % (7 + 2 — [t — ™), t,s€(0,T).

Algunas propiedades de B son:

» B es un movimiento browniano para H = 1/2 (ver Definicién 3). Ademds, BH
es una semimartingala (ver Bojdecki [3] o Protter [23]), si y sélo si, H = 1/2.
Asf, para estudiar fenémenos gobernados por B, el célculo clasico de Ito es
Unicamente 1til para H = 1/2.

» B tiene incrementos estacionarios. Es decir,

E (thH —Bff) = |t—s*, tselo,T).

= Kl teorema de continuidad de Kolmogorov implica que, para cada € > 0, existe
una variable aleatoria G¢ 1 tal que

1B - BE| < G.rlt—s|""°, tsel0,T]

2010 Mathematics Subject Classification. 60H05, 60-02.

Palabras clave. Espacios de probabilidad; férmula de integracién por partes; integrales en el senti-
do de It6, Young, hacia adelante y fraccionaria; movimiento browniano fraccionario; semimartingalas;
sumas de Riemann-Stieltjes; teorema de convergencia dominada.

Parcialmente apoyado por el proyecto CONACyT 220303.
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8 JORGE A. LEON

En otras palabras, las funciones B (w) : [0,7] — R (i.e., las trayectorias de
BH) son Holder continuas para cualquier exponente menor que H, para casi
toda w € Q2.

» BH es un proceso autosimilar con indice H. Esto es, {Bf : t > 0} y
{a="BE .t > 0} tienen la misma distribucion.

» {Bf : t € [0,T]} no tiene trayectorias de variacion acotada, pero tiene
trayectorias de 1/H- variacién finita (ver Seccién 3).

= La covarianza sobre intervalos decae asintéticamente como una potencia nega-
tiva de la distancia entre los intervalos.

» B tiene representaciones integrales que permiten usar el célculo de Malliavin
(ver libro de Nualart[21])

Para ver otras propiedades de B, el lector puede consultar Nualart [20]. Lo anterior
hace del movimiento browniano fraccionario un proceso estocastico conveniente para
modelar la evoluciéon de fenémenos en la naturaleza mediante ecuaciones de la forma
(1), con g = BH.

Para fijar ideas, en este trabajo trataremos con integrales con respecto a integrado-
res que cumplen ciertos rasgos del movimiento browniano fraccionario B. Explica-
remos claramente que propiedades de B¥ permiten introducir el concepto de integral
en cuestion, para que el lector interesado en otros integradores pueda considerar dicho
enfoque de integral. Cuando se considera un proceso Y en [0, 7] estd involucrado un
espacio de probabilidad completo (£, F, P) (ver libro de Bojdecki [3]). Asf pues, B
esta definido de Q x [0,7] a R. En la teoria de la probabilidad, los elementos de 2 re-
presentan los factores que afectan al sistema, F es una o-dlgebra cuyos elementos son
subconjuntos de €2 que modelan la informacién con que se cuenta y P es una medida
que indica que tan probable es que ocurra un evento en relaciéon a otro. Recordemos
que F es una o-algebra, si y sélo si, Q2 € F y F es cerrada bajo complementos y
uniones numerables. Las trayectorias de B (i.e., las funciones B (w) : [0,T] — R
para casi toda w € Q) no tienen derivadas en todos los instantes ¢t € [0,T] y por lo
tanto no son de variacién acotada en [0,T] ya que estas tltimas tienen derivadas en
casi todos los puntos ¢ € [0,7] (ver Royden [24], Seccién 12).

Ahora la pregunta interesante es ;Cémo defino una integral con respecto a BH?
Una respuesta natural es usando sumas de Riemann-Stieltjes como sigue.

Sean m = {0 =1ty <t; <..<t, =T} una particién de [0,7] y un cojunto p =
{50,815y 8n—1} con 8; € [t;,t;11], @ € {0,..,n—1}. La norma |r| de 7w se define
como || = supg<;<n_1 {ti+1 — ti}. Como veremos mds adelante (Ver Seccién 3), hay
diferentes formas de definir la integral de Riemann-Stieltjes, de f con respecto a g,
para f,g : [0,T7] — R dos funciones acotadas. Una de ellas es la siguiente, la cual
usamos aqui para simplificar la exposicién.

Definicion 1. Se define la suma de Riemann-Stieltjes para f con respecto a g,
mediante la particiéon 7 y el conjunto p, como:

n—1

(2) Srs (f.9:m0) = D f (si) (g (tir1) = g (1))

=0

Decimos que f es Riemann-Stieltjes integrable con respecto a g, siy sélosi, Sgs (f, 9,7, p)
converge cuando |w| — 0. En este caso, el limite es denotado por MRS — fOT fdg.

Dada una funcién g : [0,7] — R, uno podria pensar que una buena integral con
respecto a g debe estar definida para cualquier funcién continua. Sin embargo tenemos
el siguiente resultado.

TEOREMA 2. Sea g : [0,T] — R wuna funcion continua por la derecha. Entonces
MRS — fOT fdg existe para toda f : [0,T] — R continua, si y sélo si, g tiene variacion
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acotada en [0,T]. Ademds, en este caso

(3) MRS —/O fdg| < (sup |70 PV;(0.7),

donde V4(0,T) es la variacion total de g en [0,T].

Observaciones 1. i) Sila funcién g no tiene variacién acotada en [0, 77, enton-
ces existen funciones continuas f : [0,7] — R tales que MRS — fOT fdg no esta
bien definida.

ii) Versiones de este resultado se pueden encontrar en Fichtenholz [6], Kestelman
[13] (Teorema 335) o en Stroock [29] (Teorema 1.2.15).

iii) En Protter [23] se extiende este teorema para procesos estocdsticos y la con-
vergencia de (2) es en probabilidad. La demostracién, en este caso, utiliza el
teorema de Banach-Steinhaus, el cual puede ser consultado en Rudin [25].

Por otro lado una manera natural para introducir una integral con respecto a B
es trayectoria por trayectoria (i.e, w por w) usando la Definicién 1. Pero como ya
mencionamos las trayectorias de B no son de variacién acotada. Asi el Teorema
2 implica que no todas las funciones continuas son integrables con respecto a B
trayectorialmente. Otra manera es definir una integral de un proceso, (i.e. una funcién
de Q x [0,T] en R) con respecto a BH mediante el calculo estocéstico. Es bien sabido
que B es una semimartingala, si y sélo si, H = % El conjunto de semimartingalas

Z es considerada como la familia de buenos integradores ya que fOT-dZ satisface
versiones del teorema de convergencia dominada (ver Bojdecki [3] o Protter [23]).
Recordemos que el teorema de convergencia dominada nos da criterios para saber

. . T . .
si una sucesién { fo fndZ :n eN } de integrales con respecto a una funcién o un

proceso Z converge a una integral fOT fdZ. Por ejemplo si {f, : [0,T7] > R:n € N} es
una familia de funciones continuas que converge uniformemente a f en [0, 7], entonces
(3) implica que fOT fndg va a fOT fdg cuando n — oo, si g tiene variacién acotada en
[0,T). El objetivo de este trabajo es dar una idea de las integrales que se usan en la
actualidad para tratar con B o con procesos que no tienen trayectorias de variacién
acotada. En la medida de lo posible estudiaremos la relacion que hay entre éstas, los
teoremas fundamentales del calculo y las estimaciones (similares a (3)) que cumplen.

Estas notas son parte del curso invitado que el autor impartié en la Escuela CIMPA
2014 “Algebra, Combinatorics and Physics”, de la Universidad de Valparaiso, Chile. El
autor también fue invitado a dar este curso en las Jornadas de Probabilidad & Procesos
Estocasticos, realizado en la Universidad Nacional de Colombia, sede Manizales, en
2015.

La organizacion del articulo es como sigue. En la Seccién 2 analizamos la integral
estocéstica con respecto al movimiento browniano (i.e., con respecto a B con
H = 1/2), definida mediante el célculo estocéstico de Itd. Cabe mencionar que en
este caso fOT Y dZ es una integral de un proceso Y con respecto al proceso Z (i.e., no es
definido w por w). En la Seccién 3 estudiaremos la integral de Young para funciones
de p-variacion finita. La integral hacia adelante en el sentido de Russo y Vallois [27]
es dada en la Seccién 4. La integral de Young es considerada en las secciones 5
y 6 mediante un enfoque algebraico y via el calculo fraccionario, respectivamente.
Finalmente, en la Seccién 7 trataremos con trayectorias rugosas para definir una
integral.

2. INTEGRAL ESTOCASTICA CON RESPECTO AL MOVIMIENTO BROWNIANO

En esta seccion supondremos que todos los procesos estocasticos estan definidos en
un espacio de probabilidad completo (€2, F, P).
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Recordemos que un proceso estocéstico es una funcién Y :  x [0,7] — R tal que
Y, '(A) € F, para todo abierto A de R y t € [0,7]. Para detalles sobre procesos
estocasticos, el lector puede consultar Bojdecki[3] o Protter [23].

2.1. Integral Estocastica en el Sentido de Ito. En este caso consideramos el
movimiento browniano W = {W, : t € [0,T]} (i.e., trabajamos con Bz, el cual es una
martingala). Es bien sabido que B es una semimartingala, si y sélo si, H = % Asi
que la integral de It6 sélo se puede usar para H = %, ya que esta iltima integral sélo se
ha definido para semimartigalas (ver Protter [23]). Una forma de definir el movimiento
browniano o proceso de Wiener es de la siguiente manera:

Definicién 3. Decimos que W = {W; : t € [0, T]} es un movimiento browniano, si
y solo si,
) P (W = 0]) = 1.
i) Para0<s<t<Tya<hb,

P(la<W,—=Ws<b]) =

1 /b —a?/2(t—s)
—_— e dx.
\/ 27T (t — S) a

iii) Sean 0 <ty <tg <...<t, <T, entonces
(4) Wtth'z _tha"'ath _th—l

son independientes.
iv) P([W. es continuo]) = 1.

Observaciones 2. i) El inciso ii) de la definicién nos dice que la variable alea-
toria W; — Wy es gaussiana con media cero y varianza t — s, y que, junto con
iii), W es un proceso gaussiano.

ii) En probabilidad no se acostumbra escribir a w. Por ejemplo, [W, = 0] denota al
conjunto {w € Q2 : Wy(w) = 0}. Por el teorema de continuidad de Kolmogorov,
i) y ii) implican que W tiene una versién continua (ver Karatzas y Shreve [12]).
Recordemos que W es una versién de W, si y sélo si, P[W; = W] = 1, para
toda ¢t € [0,T]. Asi uno puede omitir iv) y considerar la versién continua.

iii) Intituivamente, lo que significa el inciso iii) de la definicién es que el compor-
tamiento de Wy, — Wy, |, no afecta al resto de variables aleatorias en (4), y
viceversa.

iv) Para mds detalles de la Definicién 3, el lector puede consultar Arnold [2], Kuo
[14], o Karatzas y Sreve [12].

Como ya mencionamos en la introduccién, W no tiene trayectorias de variacién
acotada y el Teorema 2 se puede extender para procesos estocasticos. Asi que no
podemos definir una integral trayectorial que contenga a los procesos continuos como
integrandos (i.e., los que tienen trayectorias continuas). Ahora explicamos como It6
[10] resolvié este problema.

Definicién 4. i) Decimos que una familia {F; C F :t € [0,T]} es una filtra-
cion si Fy es una o—algebra y Fs C Fi, s < t. Algunas veces denotaremos a
{Fr C F:te[0,T]} por (Ft)yeo,m-

ii) Un proceso h : 2 x [0,T] — R es adaptado a (F;)yco 7y i he es una variable
aleatoria F;—medible (i.e., h;* (A) € F;, para A C R abierto), para toda
t e 0,7).

Con estas definiciones en mente, damos el andlogo a (2). En la siguiente definicién
FYV = o{W,:5€]0,t]} (ie., es la o—algebra mas pequeiia para la cual W, es
F}V —medible para todo s < t).
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Definicion 5. i) Decimos que g : 2x[0,T] — R es un proceso simple adaptado
a (‘FtW)te[o 7] si tiene la forma:
n—1
(5) gs = thkl]tk7tk+1](s)7
k=0

donde {0 =ty <t; <...<t, =T} es una particién del intervalo [0,T] y g,
es ft‘f—medible.

il) La integral estocdstica de un proceso simple adaptado g de la forma (5) con
respecto a W se define como:

T n—1
(6) /0 ngWS = thk (Wtk+1 - Wtk) .
k=0

Observacién 1. Note que (6) es el andlogo a (2) y que, en (6), p = {to,t1,. .., tn—1}
En Kuo [14] podemos ver que la definicién de fOT gsdWy es independiente de la
representacion de g como proceso simple.

Una propiedad importante de la integral estocdstica (6) es la siguiente relacién de
isometria.

PROPOSICION 6. Sea g como en (5) tal que E (fOT gfds) < 00. Entonces,

(7) E </OTngWS>2 :E</0T95d8>.

Observacion 2. En la teoria de la probabilidad, si X : & — R es una variable
aleatoria (i.e., X !(A) € F para todo abierto A C R), entonces EX representa la
integral de X con respecto a la medida de probabilidad P, sobre €.

Demostracion. Aqui s6lo damos una idea de la demostracion. Para i < j, las Propie-
dades 3.i)-iii) implican

B (g2 (Wi = W2)*) = B (g2) (ti1 — )

y
B (gtigtj (Wthrl - Wt.y‘) (Wti+l - an))
=L (Wtj+1 - Wtj) b (gt]‘gt (Wti+1 - Wt7)) =0.
Consecuentemente
n—1 2
E <Z gt; (Wti+1 - Wtz))
i=0
n—1
= F (Z thi(Wt'H—l - Wti)2>
=0
+2 Z E (gtigt]‘ (Wti+1 - Wti)<Wtj+1 - Wtj))
i<j
n—1 T
= B <Z 9¢. (tix1 — tz)) =FE (/ 9§d5> ;
i=0 0
lo cual implica el resultado. O

La Proposicién 6 juega el papel de (3) y permite extender la integral (6) mediante
el siguiente resultado.

TEOREMA 7. Sea X : Q x [0,T] — R wun proceso medible adaptado cuadrado
integrable (i.e., E(fOT X2ds) < 00). Entonces lo siguiente se cumple:
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i) Existe una sucesion {X(") 'n € N} de procesos simples adaptados tales que
T 2
(8) E / ‘XS—XS(")‘ ds| —0, cuando n — co.
0

il) La sucesidn {fOT XMaw, in e N} es de Cauchy en L*().
El inciso ii) del teorema anterior permite extender la definicién de la integral

estocdstica (2).

Definicién 8. Sean X y {X(™ : n € N} como en el Teorema 7. Definimos la integral
estocdstica en el sentido de Ité de X con respecto a W (denotada por fOT XsdWy),

como el limite en L?(Q) de la sucesién {fOT XMaw, in e N}. Esto es,

2
T T
FE / X dW, —/ Xg”)dWS] — 0, cuando n — oo.
0 0

Observaciones 3. i) La definicién de la integral fOT XdWy es independiente de
la sucesion {X ™ :neN } de procesos simples y adaptados para los cuales (8)
es vélida. Para detalles el lector puede consultar Arnold [2], Bojdecki [3] 6 Kuo
[14].

ii) La integral fOT XsdW, sigue cumpliendo la relacién de isometria (7). Recor-
demos que esta relaciéon permite usar versiones del teorema de convergencia
dominada para la integral estocastica dada en la Definicién 8. En efecto, pode-
mos usar dichos teoremas en L?(Q x [0,77]).

iii) La integral dada en la Definicién 8 se ha construido para una familia maés
grande. A saber, para procesos medibles y adaptados X con trayectorias
cuadrado integrables. Esto es, fOT X2ds < oo con probabilidad 1 (i.e., existe
un conjunto Q C Q tal que P(Q) =1y fOT X2(w)ds < oo, para w € (). Para
detalles el lector puede consultar [3, 14].

La integral de It6 satisface el siguiente “teorema fundamental del célculo”, conocido
como la férmula de It6.

TEOREMA 9. Sean F : [0,T] xR — R una funcién en C*? (i.e., tiene una derivada
parcial continua con respecto a t y dos derivadas parciales continuas con respecto a )

Y
t ¢
Xt:x—i—/ fsds—i—/ngWS, t €[0,T],
0 0

donde f y g son dos procesos adaptados (a la filtracién que genera W ), con trayectorias
en LY([0,T]) y en L2([0,T)), respectivamente. Entonces,

¢
F(t,X;) = F(0,z)+ / (0 F (s, Xs) + 0. F(s,Xs)fs)ds
0
¢ 1 [t
(9) +/ 0. F (5, Xs)gsdWy + 3 / 0w F (s, Xs)g2ds, t€[0,T).
0 0
Observaciones 4. i) Note que la dltima integral en (9) no aparece en el teorema

fundamental del calculo. Para dar una idea de este hecho, suponga que X; =
x+ ft+gWi, con f,g € Ryt e [0,T]. Entonces, parat € [0,T] y m = {0 =
tg <t1 <...<ty,=t}, al utilizar la férmula de Taylor aparece el término

92 Z(Wt1 - Wti—1)27

i=1
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el cual converge (en probabilidad) a g?t, cuando ||7|| — 0. Ahora, si en lugar
de W tenemos una funcién h : [0,7] — R continua y con variacién acotada, se
tiene

g2§j<h<ti>—h<tm>>2<92< sup |h<t>—h<s>|> Vi(0,7) =0

i=1 [t—s|<[]l
cuando [|w|| — 0. En consecuencia, el teorema fundamental del célculo no
incluye la integral en cuestion.
ii) El hecho de que, en probabilidad,
n
Z(Wti ~W;,_)*—t, cuando |x|| =0
i=1
implica, hablando burdamente, que W tiene trayectorias de 2-variacién finita
(ver Seccién 3 para el significado de esto).
iii) La férmula de Ito (9) tiene versiones multidimensionales (ver [2, 14]). Estas
implican que el proceso z; = xexp(f(;(a(s) —1b%(s))ds + fg b(s)dWs, t € [0,T7,
es la Unica solucién de la ecuacién

¢ T
Ty =T +/ a(s)zsds —l—/ b(s)xsdWs, te0,T).
0 0

Lamentable, la férmula de It6 es 1til en el estudio de la existencia de una tnica
solucién en el caso que la ecuacién involucrada sea lineal (i.e, como la ecuacién
anterior).

2.2. Integral de Skorohod. En este apartado damos una extensién de la integral
de T1t0, la cual permite integrar procesos cuadrados integrables no necesariamente
adaptados a la filtraciéon que se esta considerando. Para una exposicién completa ver
el libro de Nualart [21].

Para dar la definicién de la integral de Skorohod, consideramos la familia de
variables aleatorias suaves.

S = {F:f(tha"thn,) : fECgo (Rn)vtz € [O7T]}7

donde Cp° (R") es la familia de todas las funciones f : R" — R en C*° (R") tales que
f v sus derivadas parciales tienen crecimiento polinomial. No es dificil ver que S es
un conjunto denso de L2(2).

Definicién 10. Sea F' € S de la forma F = f(W,;,,..., Wy ). La derivada de F
con respecto a W, denotada por DF, es el proceso estocastico

DiF = 0u f Wy, Wi,) 1o (), t€[0,T].
i=1

Notemos D;Wy, = 1)9,4,(t) y que DF es definido via la regla de la cadena.
Ahora estamos listos para introducir la integral de Skorohod §.

Definicién 11. Sea u € L?(Q x [0,T]). Decimos que u es Skorohod integrable,
denotado por u € Domd, si y sélo si, existe § (u) € L% (Q) tal que

E(Fé(u))=FE </OT (DsF) usds> , paratoda F' e S.

A §(u) se le llama la integral de Skorohod de w con respecto a W.

Observaciones 5. i) § : Domd C L*(Qx[0,T]) — L*(Q2) es el operador
adjunto de la extensién cerrada de D.
ii) Si F € Sy ue€ Domd, entonces Fu € Domd y

T
5 (Fu) = F6 (u) — /0 (D.F) usds.
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iii) Sea p > 1, entonces bajo ciertas condiciones sobre el proceso wu,

||5(U)||LP(Q)

1) < ¢ (/()T(E(ut)fdt)é—i— (/OT/OT(DSutfdsdt)%

Para la demostracién de los incisos anteriores, el lector puede consultar el libro de
Nualart [21].

En el siguiente resultado fg gs6W, denota a 0(14(-)g.) si esta integral estd bien
definida.

Lr(Q)

TEOREMA 12. Sean F : [0,T] x R — R una funcién en C*? y

t t
Xt:x+/ fsd8+/ 955W57 te [OaTL
0 0

donde f y g son dos procesos que cumplen condiciones convenientes. Entonces,
t
F(t,X,) = F(0,2)+ / (0,F (5, X.) + 0. F (s, Xo)f) ds
0
t 1 [t
—|—/ 0 F(8,Xs)gs0Ws + 5/ D22 F (5, X,)g2ds
0 0

(1) v Oua(s, X.) (D~ X)sguds, ¢ € [0,7),

t t
(D_X)t = / thsds +/ Dtgde87 t e [O,T]
0 0

Observacidn 3. La igualdad (11) es la férmula de It6 para la integral de Skorohod.
El dltimo sumando en (11) no esta incluido en (9). Este sumando aparece debido a la
Observacidn 5.ii). Ademds, (9) y (11) son iguales si f y g son dos procesos adaptados
a la filtracién que genera W, ya que (D~ X) = 0 en este caso. Pare detalles el lector
puede consultar el libro de Nualart [21].

La integral de Skorohod es una extensién de la integral de It6 en el siguiente sentido.

PROPOSICION 13. Sea u un proceso cuadrado integrable y adaptado a la filtracion
que genera W. Entonces u € Domd y

T
0 (u) :/ usdWs,
0

donde el lado derecho es la integral de Ito de u con respecto a W.

También se han definido otras integrales estocasticas mediante el cdlculo de It6 (ver
[23]) o por medio del célculo de Malliavin (ver [21]), como es la integral de Stratonovich.
Con B en lugar de W, el lector puede consultar Nualart [21] para el estudio de la
integral de Skorohod y Alés et al. [1] para analizar la integral de Stratonovich. En
estos articulos se puede ver la relacién que hay entre § y la integral de Stratonovich.

Observemos que la integral de Skorohod con respecto a BH se ha usado cuando
H < 1/2, pues en este caso no es facil usar integrales trayectoriales (i.e., w por w)
para tratar con soluciones de ecuaciones diferenciales estocasticas gobernadas por el
movimiento browniano fraccionario. Un ejemplo de esto es el articulo de Leén y San
Martin [15], donde estudian ecuaciones lineales estocasticas del tipo Skorohod (i.e., la
integral involucrada es 4).
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3. INTEGRAL DE YOUNG PARA FUNCIONES DE p-VARIACION FINITA

Aqui estudiamos algunas integrales del tipo Young [30] para funciones de p-variacién
finita. Como veremos, estas integrales son extensiones de la integral de Riemann-
Stieltjes.

3.1. Funciones de p-variacion finita. Para los detalles sobre las funciones de
p-variacién finita definidas en el intervalo [0, 7], ver Dudley y Norvaisa [5].

Sea p > 1. Se dice que una funcién f : [0,7] — R tiene p-variacién finita, si y sélo
si,

el \i=1

Vr (f,p) := sup (Z |f (i) = f ($i—1)|p> < o0,

donde II es la familia de todas las particiones 7 de [0, 7] de la forma
{=xg<z1<... <2, =T}.

La clase de las funciones de p-variacién finita es representada por W), ([0,T7]). Esto
es f € W, ([0,T]), siy sélo si, Vp(f,p) < oco.

Observemos que f € Wi ([0,T]), si y sélo si, f tiene variacién acotada en [0,T].
Es bien sabido que f € Wi ([0,T]), si y sélo si, f es diferencia de dos funciones no
decrecientes en [0, T]. As{ que una pregunta natural es jqué forma tienen las funciones
en W), ([0,77)? La respuesta esta dada por el siguiente resultado.

PROPOSICION 14. Sean f :[0,T] — R y p > 1. Entonces f € W, ([0,T]), si y sdlo
si, f = goh, donde h es una funcion acotada, no negativa y no decreciente en [0, T
y g es una funcion %—Hdlder continua sobre [h(0), h(T)].

Demostracion. Observemos que si f tiene la forma f = g o h donde g y h son como
en el enunciado, entonces es trivial que f tiene p-variacién finita.
Ahora consideramos la suficiencia. Sea f € W), ([0, T]). Usemos la notacién h (z) :=

Ve (f,p), x € [0,T]. Es claro que h es una funcién no decreciente. Finalmente, defina,
sobre [h(0), h(T)],

g(h(z))=f(x), =e[0,T],

la cual cumple que, para 1,z € [0,T],

(If (21) — [ (@2))"”
[ (1) = h ()7

|9(h (331)) —g(h(xz))l

IN

Asi, la demostracién estd completa. O

Una consecuencia inmediata de la Proposicién 14 es el siguiente corolario.

COROLARIO 15. Sea f € W, ([0,T]), con p > 1. Entonces f tiene limites por la
derecha y por la izquierda.

En la siguiente seccidon usaremos las notaciones:

||f||(p) =Vr(f,p) v ||f||[p] = ||fH(p) 1l -

donde || f[| o = supsejo,7) [f (£)]- Resulta que [|. |, es una norma en W), ([0, T]). Ademas
Wy ([0,T7]) es completo bajo [[. |-
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3.2. Integrales de Young para funciones en W,([0,7]). Como comentamos en
la Definiciéon 1, hay varias maneras de definir la integral de Riemann-Stiltjes. Otra
forma de hacerlo es como sigue.

Definiciéon 16. Sean f, g, 7, p como en la Definicién 1. La integral de Riemann-
Stiltjes extendida RRS — fOT fdg de f con respecto a g, es definida como L, si dado
e > 0 existe una particién 7. de [0, 7] tal que

|SRS (fagﬂT?p) _LI SE

para toda particiéon m que contiene a 7.

Observaciones 6. i) Srs(f,g,m, p) estd dada en Definicién 1.

ii) La integral RSS es una extensién de la integral M RS. En otras palabras, si
f es integrable, con respecto a g en el sentido de la Definicién 1, entonces
RSS — fOT fdg estd bien definida y coincide con MRS — fOT fdg, como es
demostrado en Dudley y Norvaisa [5].

Una integral que se estd usando cuando se considera al movimiento browniano
fraccionario, con H > %, es la integral de Young (ver Nualart y Réscanu [22]). Para
introducir esta integral considere g : [0, 7] — R, una funcién con limites por la derecha
y por la izquierda. Defina

Y ({0}) =g (0+) =g (0), ({T}) =9(T)—-g(T-),
vy ({z}) =g (2+) —g(2—), para z€(0,7),

Yy ((a,0)) = g(b—) — g(a+), para 0<a<b<T.

Es facil ver que 7y, se extiende de manera unica a una funcién finitamente aditiva
definida en los subintervalos de [0,7]. Una particién de intervalos de [0,7] es una
coleccién finita A = {I; C [0,T]:j =1,2,...,n} de intervalos no vacios disjuntos tal
que U [; =[0,T]yx <ysiz€l;yy€l; coni<j. Observe que I; puede ser un

intervalo con un punto. Ahora considere la familia py = {y1,...,yn}, donde y; € I;,
ie{l,...,n}
Definicién 17. i) Se define la suma de Kolmogorov de f con respecto a g,

asociada a Ay py, como:
Sk (F,9,000) =D F i) g (1) -
i=1
ii) Se dice que la integral de Young de f con respecto a g existe y es igual a L, si

y sélo si, dado € > 0 existe una particién A de intervalos [0, T] tal que:

|SK (fagv’r]vp’f]) _L’ <e€

para cualquier particién n de intervalos de [0, T] tal que cualquier elemento en
A es unién de intervalos en 7. En este caso usamos la notacién:

T
Yf/ fdg = L.
0

Observacidn 4. En [5] se demuestra que si RRS — fOT fdg estd bien definida,

entonces Y — fOT fdg existe. En este caso, ambas integrales son iguales.
TEOREMA 18. Sean f € W, ([0,T]) y g € W, ([0,T]) con 1% + % > 1. Entonces,

i) MRS — fOT fdg existe, si y sdlo si, f y g no tienen discontinuidades en comun.

ii) RRS — fOT fdg existe, si y solo si, f y g no tienen discontinuidades por la
derecha o discontinuidades por la izquierda en comin (en un mismo punto).

iii) La integral Y — fOT fdg siempre existe.
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En cualquiera de los tres casos,

/0 " fdg

donde Cypq = ¢ (p~" +q71) con ((s) =02, n*.

(12) < Cpg 1f i ll9ll gy »

Observaciones 7. i) si (p,q) = (1,00) 6 (p,q) = (00,1) , entonces Y — fOT fdg
existe (ver [5]).

ii) Recuerde que el Corolario 15 implica que f tiene limites por la derecha y por
la izquiera si f € W,(]0,T7).

La herramienta principal para demostrar el Teorema 18 es el siguiente lema, en
donde, dada una sucesién finita a = {a1,...,a,} de nimeros reales, obtenemos una
sucesién a = {ay, ..., an } cuando reemplazamos algunas comas por simbolos de suma
+. Definimos, para a = {a1,...,an} y b={b1,...,bn},

m Up s m . 1/q
Spq (a,b) =sup (Z = |di|p> (Z ; ) ,
i=1

bi
i=1

donde a y b son el resultado de cambiar algunas comas por + en el mismo lugar.

LEMA 19. (Young [30]) Sean a = {a1,...,an} y b = {b1,...,b,} dos sucesiones
finitas de nimeros reales y s = p~t 4+ q~ 1, con s > 1. Entonces,

> ab| < {1+((s)} Spq(ad).

1<r<t<n

Para dar una idea de como se usa este lema en la demostracién del Teorema 18,
observamos que, por ejemplo,

Zf (i +) [g (xi—) — g (wi1-)]

= Zf (@) [g (=) — g (@i1=)) = f (@) D [g (=) — g (ws1-)]

s
Il
—
<
—

4. INTEGRAL HACIA ADELANTE

Ahora consideramos la integral hacia adelante usando el enfoque de Russo y Vallois

[27].

Definicién 20. Sean f : [0,7] — R una funcién integrable (con respecto a la
medida de Lebesgue) y ¢ : [0,7] — R una funcién continua. Decimos que f es
integrable hacia adelante con respecto a g (representado por f € Domd9™), si y sélo
si,

T
= [ 1@+ nT) — g ds

converge cuando € — 0. El limite se denota por fOT fdg~ vy es llamado la integral de
f con respecto a g, en el sentido de Russo y Vallois (o hacia adelante).
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La idea de esta definicién es extender el dominio de las integrales M R.S y estocéastica
en el sentido de Ité. En efecto, suponga que f, g : [0,7] — R son continuas con g de
variacion acotada. En este caso podemos escribir

al/o £(5)(g(s+e) AT) = g(s))ds

T (s+e)AT
= 671/ f(s)/ dgrds.
0 s

Entonces el teorema de Fubini para la integral de Riemann-Stiltjes permite escribir

T
/ F(8)(g(s+2)AT) —g(s))ds

(
T T T
= / 5*1/ f(s)ds | dg, —>/ fdg, cuando e — 0.
0 (r—e)vo 0

Usando la idea anterior se puede probar el siguiente resultado, cuya demostracién se
encuentra en Russo y Vallois [27].

PROPOSICION 21. Sea X : Q x [0,T] — R un proceso medible, cuadrado integrable
y adaptado a la filtracion que genera el movimiento browniano W. Entonces,

T T
(13) / X dW, = / X dW,,
0 0

donde el lado derecho es la integral estocdstica de Ité, introducida en la Definicion 8.

En [27] podemos ver que la integral hacia adelante cumple la férmula de 1t6 (9) y
que si W es una semimartingala con respecto a una filtracién G = (Gt).epo,r) tal que
FV C Gy, para toda t € [0,T], entonces (13) es valida, pero ahora el lado derecho es
la integral de Itd de X con respecto a la G-semimartingala W. El lector puede ver los
libros de Bojdecki [3] y Protter [23] para la definicién de esta integral en el sentido de
It6. Lamentablemente la integral de Skorohod no tiene esta propiedad pues aparece
un término extra que depende de la derivada del integrando, en el sentido del célculo
de Malliavin, debido a la Observacién 5.ii). Para entender esto, consideremos el caso
en que el integrando es W1y 7). Entonces, dicha observacién da

T T
S(Wrp) = Wro(1) — / (DWr)ds = W2 —T = / WrdW, —T.
0 0

Mi4s adelante, en la Proposicién 26, veremos la relacién que hay entre la integral
hacia adelante y la integral de Young.

5. INTEGRAL DE YOUNG PARA FUNCIONES HOLDER CONTINUAS

En lo que sigue, C} representa el espacio de todas las funciones continuas g :
[O,T]k — R tales que gy, ¢, =0sit; =t;41 paraalgin i <k —1. Para k=1, C; es
la familia de todas las funciones continuas de [0, 7] en R.

La herramienta principal en esta seccion es el operador

5:Ck —>Ck+1

dado por
k+1

i
(6g)ti7~~ytk+l = Z (_1) th17~~-7?i7~~-7tk+1'
=1

Aqui %; significa que se omite ¢;. Es fcil ver que 66 = 0y que ZCy = BC), para k > 2,
donde

(14) ZCkZCkaGT(S y BC’k:CkﬁImé
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Notemos que si g € Cy y h € Cs, entonces
(15) (6g)s,t = gt - gs y (6h)s,u,t = hs,t - hS:“ - huvt'

El siguiente célculo lo usaremos mas adelante. Para f, g : [0,7] — R, defina I € Cy
como

t v
Is,t :/ dfv/ dguv para s,t € [OaT} .

t v t v
o / df, / dgr / df, / dgr

/utdfu/sudg,«:(gu_gs) fi— ).

Entonces (15) da

—
=)
~

S—

Il

(16)

Para f € Cy y o > 0, sean

|frt|
fll, == sup :
| ”M riefo.1] [t — rl”
y CF = {f eCy:|Ifll, < oo}. Observe que ¢ : [0,7] — R es Holder continua con

exponente y, si y sélo si, ||5g\|u < 00. En este caso existe M > 0 tal que
|gt_gs|§M|t_S|M> t,SE[O,T]~

Cuando p > 1, se tiene que g es una funcién constante ya que g serfa una funcién de
clase C! con derivada nula.

En lo que sigue C* ([0,T]) denota la familia de todas las funciones Holder continuas
en [0, 7] con exponente u. Similarmente, para h € Cs y 7, p > 0, definimos

‘hsut|

Irl,, = sup ————,
e s,u,te[0,T] |u - S|’Y |t - u|P
|, = finf {Z 1Bl py ey =D hi,0< p; < u} ,
2 [

C={heCs: Hh”u < 00} .
En el siguiente resultado usaremos la notacion

cr=\Jcr i=23 y ZC"=C3tnKers.
pu>1

PROPOSICION 22. Eziste un tnico operador lineal continuo A : ZC3% — C3" tal
que

oA =1d

zcyt
Y
(17) |AR], < Cpullnll,, para h € ZCY con p > 1.
Observaciones 8. i) Note que si h € CgHes tal que dh = 0, entonces existe un

tinico g = A (h) € Cy ™" tal que §g = h.

ii) En Gubinelli [8] estd la demostracién original de este resultado, la cual es muy
técnica. La que presentamos aqui es una adaptacion de la demostracion del
Lema 4.2 en el libro de Friz y Hairer [7]. Asi el lector puede consultar este libro
para los detalles.
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Demostracion. Sea h € C;"' tal que 0h = 0. Entonces, (14) implica que existe E € Cy
tal que h = 6Z. Ahora sean Py = {s,t}, (I°E),, = Esy, con s,t € [0,T], y py
la particién diddica de orden n del intervalo [s,t], la cual contiene 2" intervalos de
longitud 27"(t — s). Defina

[uv]€pn
Asi podemos ver que
—_ —_ 1— —_
(712) = (=) | < 20 ol ool
para algun S > 1, lo cual se sigue del hecho de que h = 0=. Consecuentemente, el

limite

estd bien definido y

(18) t—s|”.

IN

Cl16Z ]l

Uno puede ver que la definicién de IZ es independiente de p,,. Esto es, en lugar de p,

podemos usar una particién arbitraria p,, n € N, tal que p,4+1 es méas fina que p, y
l7n]] = 0, cuando n — oo.

Ahora usemos la convencién Ah = Z — I'=. Note que (18) implica Ah € 021+ vy que

(6Ah) (65), . — (O15)

= hs,uﬂt - IES7t + IEs,u + IEmt = hs,u7t~

s,u,t s,u,t

Finalmente, suponga que existe otro operador A que cumple el resultado. Entonces
5@h-MQ:h-h:@
y por lo tanto (14) y (15) permiten encontrar f € C? ([0,77]), con 3 > 1, tal que
f@t)—f(s)= Agth — ]\s,tha

pero f es constante debida a que 8 > 1. Asi A;:h = Ash y la demostracién estd
completa. O

Para definir la integral de Young mediante la herramienta anterior, supongamos
que por el momento f,g : [0,7] — R son dos funciones suaves (o al menos de clase
C'). Entonces,

[ ag = 5600+ [ 01000
(19) = 00+ T (6Fd). st [0.T],
donde Js+ (6 fdg) representa a la integral f;(éf)s,.dg. Observe que (16) da
hsut = (0(T(05d9))) s s = (0) 50 (09)u s -
Consecuentemente, h € C’;"' es tal que dh = 0, debido a que 6§ = 0. Por lo que
J (6fdg) = A(h) = A(6fdg) ,
lo cual, junto con (19) implica

t
| 7o = 1.69), + As 5£59).

Esto motiva el siguiente resultado
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TEOREMA 23. Sean f € C*([0,T]) y g € C7([0,T]), con k +~ > 1. Defina

t
(20) / fdg = o (5a),, + Aus (6759, st € [0,T].

Entonces:
i) Si f yg son funciones suaves, f; fdg coincide con la integral usual de Riemann.
il) La integral f; fdg satisface, para s < t,

(21)

t
/ fdg‘ <l llgll, (¢ = )" + eyl £l gl (= )77

iii) Tenemos que

/fdg— lim th D trr

dondem ={s=tg<t;1 <... <t, =T} es una particidn del intervalo [0, T].

Observacion 5. Note que la Proposicién 14 implica que f € Wi ([0,7]) y g €

W% ([0,T]) . Consecuentemente, el Teorema 18 implica que ¥ — fOT}dg existe y su
definicién, junto con iii), da que ¥ — fOT fdg = fOT fdg.

Note que la demostracién de los incisos i) y ii) del teorema anterior son una
consecuencia inmediata de la Definicién (20). El inciso iii) también es una consecuencia
inmediata del siguiente resultado.

LEMA 24. Sea g € Cy tal que 6g € CiT. Defina h = (Id — A8) g. Entonces, existe
felC, tal que h=46fy

hs,t = f (t) - f hm th“tﬁ.l?

\71’5 1|~>0
donde gy = {s =ty <t; < ... <t, =1} es una particion del intervalo [s,t].

Demostracion. Note que dh = dg — 6Adg = dg — dg = 0. Por lo que (14) permite
encontrar f € Cy tal que h = §f. Finalmente

n—1 n—1
(6h)s,t = (ftz+1 ftz) = lim Z htiyti+1
i=0 Ima.e|=0 525
n—1
= |7T31tr‘n—>0 Z gtu tivt1 hr‘n_>0 — (Aég)t“t7+1

n—1

= lim t: ts
a 10 § Gt tiv1s
=0

donde la dltima igualdad es consecuencia de que (17) implica que existe 5 > 1 tal que

_ n—1
S (00| < Z\ 89} | < Co 10ll5 3 (tign — 1)
1=0 =0
< Cpllogllglmeal”
Asf hemos terminado la demostracién. O

Ahora estamos listos para la demostracién del inciso iii) del Teorema 23.

Demostracion. S6lo hay que observar que 6(fdg) = —dfdg v J(fdg) = [Id —
AS](fég). Asi el resultado se sigue del Lemma 24, y por lo tanto la demostracién
esta terminada. O
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La integral de Young satisface el siguiente teorema fundamental del calculo, cuya
demostracién se encuentra en Zahle (Teorema 4.3.1).

TEOREMA 25. Sean f € C7([0,T]) and F : R — R una funcién de clase C* tal que
F' o feC(0,T]), con k+~ > 1. Entonces,

F(f () = F(F(0)) + /O F(f)df, te0.T].

Observacidn 6. En este caso no hay términos extras ya que, para 7 = {0 = 7 <
t1 <...tpn =T}y >1/2, se tiene que

(Ft) = f(ti2)” < C Y It = tia*? < Cllr| 7T,
=1

i=1

7

lo cual converge a cero cuando ||| — 0.

Finalmente observamos que el siguiente resultado fue demostrado por Russo y
Vallois [26].

PROPOSICION 26. Sean f € C*([0,T]) y g € C7([0,T]) con k+~ > 1. Entonces,

fOT fdg™ existe y
T T
/ fdg~ = / fdyg.
0 0

6. INTEGRAL DE YOUNG VviA EL CALCULO FRACCIONARIO

En esta seccién vamos a estudiar la integral definida en (20) utilizando las técnicas
del célculo fraccionario. El lector interesado en este calculo puede consultar el libro de
Samko et al. [28].

Para f € LY([0,T]) y a > 0, las integrales fraccionarias, de Riemann-Liouville, a la
izquierda y a la derecha de f de orden « estan dadas por

(I8 ) (6) = —— /0 (t— )™ f(y)dy, te0.T),

I (a)
y
I 1
Ig t) = —— — )" dy, t T
(1300t | W= @y te.7).
respectivamente. Aqui I'(a) = O°° r®~le~"dr. Cabe mencionar que estas integrales

fraccionarias estdn definidas para casi toda ¢ € [0, 7], lo cual es una consecuencia del
teorema de Fubini. En efecto, por ejemplo,

[ ole < w0 e i wlde

1 T T -
- ) If(y)l/y (t— )"~ dedy

a T
- o ) @l <.

Por lo tanto, nuestra afirmaciéon se cumple.

Parap > 1, I§ (LP) (vesp. I$_(LP)) es la imagen de LP([0, T]) bajo I, (resp. IF_).
Esto es, por ejemplo, f € I, (LP), siy sélo si, existe ¢ € LP([0,T7]) tal que f = I§, (¢).
Ademés, esta ¢ es tnica en LP(]0,7]) (ver Samko et al. [28]). Los operadores inversos
de I§f, y IF_ son llamados derivadas fraccionarias. Estas derivadas fraccionarias son
definidas a continuacién. Para f € I§, (L?) y t € [0,T] , denotamos

(22)  (Dg,f) (t) = L7((0,T)) — lim ! (f(tua/ot_gf(f)—f(”d,n),

WD (1—a) |\ t (t — e

IN
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donde usamos la convencién f(¢) = 0 en [0,7]°. De la misma forma, para f € I$_ (LP)
y t € [0, T}, introducimos

(23) (Dg_f) (1) = LP([0,T]) — lim —— ( MO fxt)__f(r)dr>.

o I'(1—a) \ (T'—1t)~ tre (r—1t)'t®

En [28] (Teorema 13.2) demuestran que, para p > 1, f € I§ (LP) (resp. f €
I%_(LP)),siy sélosi, f € LP([0,T]) y el limite en (22) (resp. (23)) existe. Sip=1,y
fels, (LY) (vesp. f € I$_ (L')), inicamente tenemos la existencia del limte en (22)
(resp. (23)). En ambos casos, tenemos que f = I, (Dg, f) (vesp. f = I$_ (D3_[)).
Para detalles, el lector puede consultar [28] (Teorema 13.2 y Observacién 13.2).

Ahora sean a € (0,1) y dos funciones f,g : [0,T] — R tales que f € I§, (L?) y
g7 € I~ (LP), donde g~ = g (r)—g (T'—) y p,p > 1. En este caso Zihle [31] define
la integral de f con respecto a g como

(24) / fdg = / (D, f) (r) (DY="g") (r) dr

si la integral del lado derecho existe. Zéahle [32] ha estudiado fé6rmulas de integracion
por partes para una extensién de la integral (24). Observemos que estamos usando
la misma notacién de la Seccion 5 para esta integral porque vamos a ver que si
feC®(0,T]) y g € C7([0,T]), con k + v > 1, las integrales (20) y (24) son iguales.
Usando las propiedades de las derivadas fraccionarias, Zéahle [31] (Proposicién 2.1)
demuestra que la integral (24) es independiente de a.. En particular, bajo condiciones
convenientes(dadas en el Teorema 2.4 en [31]), si g es de variacién acotada, se tiene

/ fdg=LS / fdg,

donde el lado derecho es la integral de f con respecto a la medida asociada a g. Para
detalles de esta medida el lector puede ver el libro de Royden [24].
En el siguiente resultado usamos la notacién

n—1
=3 FE) G (), tE[0,T].
=0

Como siempre 7 es una particién del intervalo [0,7], como en la Definicién 1.
TEOREMA 27. Sean f € C* ([0,T]) y g € C7([0,T]) con k+~ > 1. Entonces,
i)
/ frdg = Z 7 (1) (9 (tin) — 9 (1)

T T
/ fdg = lim / frdg.
0 |7T|—)O 0

Demostracion. La prueba de i) es una consecuencia de la Definicién (24) y de la forma
de las derivadas fraccionarias involucradas (ver (22) y (23)).
La demostracién de ii) se sigue de [31] (Teorema 4.1.1), el cual establece

ii)

i T oo =0
|7r1|11>10 | fx = fll ([0,T))

lim ||DafT7 DafT7||L1([0,T]) =0,

|7w]—0

para cualquier a < k. O

Para establecer una cota para la integral dada en (24), introducimos lo siguientes
espacios.
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Definicién 28. Fijemos a € (0,1). Denotemos por Wz~ al espacio de funciones
g:[0,T] — R tales que

e (9096, [l =s G, ) -
91 i = , S0 ( T dy)< .

o<s<t<T \ (

Observacion 7. Si g € W *, entonces (23) da

Aalg) = F(11_0O0<§2§<T|(D§_“ ) ()]

1

< —F < 00.
S T a)ra) haser <o

Definicién 29. Sea o € (0,1). W' (0,T) es el espacio de todas las funciones
medibles (con respecto a la o-dlgebra de Borel), tales que

Y VO e A B O AR W
Iflla,l.—/O s d+/0 /O ((S_y)aH)dyd < o0.

Para terminar esta seccién, notemos que (24) implica

/OT fdg

para g € W%fo‘ v f € WOD"1 (0,T), para algin « € (0,1). Esta desigualdad ha sido
usada por Nualart y Rigcanu [22] para estudiar la existencia de una tinica solucién
para la ecuacién (1).

< Ao (@) 1£lla1

7. TRAYECTORIAS RUGOSAS

Aqui sélo daremos una idea de la teorfa de trayectorias rugosas ( “Rough paths” en
inglés).
Supongamos que queremos estudiar la ecuacién

(25) yt—§o+/0 o(y)de, tel0,T],

donde z € C7 ([0,T1]), con v € (O, %) Pero la solucion y hereda las propiedades de z.
Esto es, la desigualdad (21) nos dice que y € C7 ([0, T]). Por lo que no podemos definir
la integral (25) usando los resultados de las Secciones 5 y 6, pues 2y < 1, aunque o
tenga una derivada acotada o sea del tipo Lypschitz.

La teorfa de trayectorias rugosas fue iniciada por Lyons [18] para resolver el
problema anterior. Esta teoria es dificil de emplear y hay que suponer la existencia
de ciertas funciones, como veremos abajo. Para dar una idea de esta teoria sélo
consideramos el caso v € (%, %), y usaremos el enfoque de Gubinelli [8]. El caso
general puede involucrar méas funciones relacionadas con x. El lector interesado en la
teorfa de trayectorias rugosas puede estudiar el libro de Friz y Hairer [7], o el libro de
Lyons y Qian [19].

En lo que sigue suponemos que v € (%, %) La ecuacién (25) nos lleva a considerar
una funcién de la forma

¢
yt:§0+/8dac, te 0,77,
0

con g,z € C7([0,T]). Supongamos por el momento que & y x son funciones suaves.
Entonces, con la notacién de la Seccion 5,

t
(6y),, = 0s(0z),,+ / (00) ., ATy
(26) = 0 ((5x)87t + ps.t-
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Recordemos que (21) nos dice que p € C27. Asf (26) nos lleva a escribir
J (ydz) = yozr+ T (dydx)
(27) = ydz+J (G (6z)dz) + T (pdz).

Observemos que
t
Jon (6 (02)dz) = B / (62), ., d,

~ ~ 92
(28) = 0'3/ Ay, d2y, = 05T 4,
0<s<u<t

con (5:62)5 wi = (02),, (02), , debido a (16). También tenemos que la demostracién

del Teorema 23.iii) implica que es ficil ver que d (J (ydz)) = 0. Por lo tanto (26) y
(27) dan

(6 (‘7 (pdm)))s,u7t = (5y)s7u (5$)u)t + (68)3u I’IQLt - as (5:1:2)

= 05 (0n),, (62),, + psu (02),

+(06),,, %oy — s (02),, (07)

= ps,u (5$)u’t + (5a)s’u x?l,,t'

s,u,t
u,t

Estos calculos motivan la siguiente:
Definicién 30. Supongamos que existe una funcién z? € 022”’, formalmente
definida como J (dzdx) tal que § (a:z)s%t = (0),,, (07), ;- Ademds supongamos que
existen & € C7 ([0,T]) y p € C3” tales que
(6y)s,t = 83 (6x)s,t + Ps,ts 87t € [07T] .

Entonces definimos la integral de y con respecto a x como
(29) e (ydz) :=ys (6z), , + Oex2 , + Moy (p0x + (65) 27) .

Observaciones 9. i) A diferencia del Teorema 23.iii), ahora las suma de Riemann-

Stieltjes (2) tiene un término extra. En efecto, el Lema 24 implica
n—1

js,t (ydx) = hl'm Z(yt7 (5"B)ti,ti+1 + atixfi,ti+1)’

—0
Im=0720

En efecto, sélo hay que observar que

S(yox), e = Ys(0),, — Ys (61), , — yu (07),,
= - (5y)s,u (6x)u,t
= —(0s0z+p),, (0z),,
= —0, (5:)32)8’%1‘/ — Ps,u (5m)u,t
y
0 (&Bz)s,u,t = (0s5-0u) wi,t + 05 (6x2)s,u,t :

ii) Uno puede utilizar (17) para obtener una desigualdad andloga a (21).
iii) Hu y Nualart [9] han combinado la teorfa de trayectorias rugosas con el calculo
fraccionario para analizar la existencia de una tnica solucién de (25), cuando

c 11
8l 375
iv) La definicién de la integral J (ydz) impone la existencia de 22 y p, relacionados

con x y y, respectivamente. Para v < %, hay que encontrar mas términos que
dependen de z y y como puede verse en Lyons y Qian[19].
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Para ver la version del teorema fundamental del calculo que cumple la integral
definida en (29), suponga que tenemos

t
(30) yt:/ yudzs + Ty, te[0,T),
0

donde I' € C27([0,T)) y
(31) (00 s, = g (02)as + o
Aqui y* € C7([0,T)) y p € C37([0,T]).

TEOREMA 31. Sean F € C}(R) (i.e, F® es continua y acotada, parai =0,1,2,3),
y y tal que (30) y (31) se cumplen. Suponga que existe % como en la Definicion 30.
Entonces

t t
Fly) = Fly)+ /0 F (ya)ydes + /0 F' ()T,
t

+3 | PR, e

con [z]s = (82)0,s @ (0x)o,s — Qxas,

Observacion 8. Si x es el movimiento browniano W definido en Seccién 2, se puede
tomar

t
xii :/ (5W)s,rdWra s,t € [O,T].
Por lo tanto )
2], = (Wy)? — 2/ W,dW, =t, tel0,T],
0

donde la idltima igualdad se sigue del Teorema 9. Consecuentemente, uno recobra la
férmula de It6 (9), para F' independiente del tiempo.

8. CONCLUSIONES

En la actualidad, en el estudio de ecuaciones diferenciales estocdasticas, se estd
usando integradores que no tienen estructura de semimartingala, por lo que la teoria
clasica de It6 ya no es util en este caso. Esto es, necesitamos tratar con integrales
no consideradas por el cédlculo estocastico de It6. Sin embargo, otras integrales son
dificiles de manipular debido a su naturaleza. Por ejemplo, (10) implica que si en la
ecuacién (1), g es el movimiento browniano y la segunda integral del lado derecho es en
el sentido de Skorohod, entonces ||z[|2(q) depende de Dz y la norma || Dz 12 (o x[0,1))
estd en términos de D%z, y asi sucesivamente. Esto es, no se tiene un argumento
cerrado.

Un operador lineal sobre una familia de funciones definidas en [0, 7] debe cumplir
versiones del teorema de convergencia dominada para merecer el nombre de integral.
Las estimaciones que dimos en las diferentes definiciones de integral permiten obtener
versiones del teorema de convergencia dominada, lo cual es 1til en aplicaciones de
ecuaciones gobernadas por funciones que no tienen derivadas. Incluso las integrales
estudiadas en este manuscrito satisfacen versiones del teorema fundamental del cdlculo,
como puede verse en las diferentes secciones de este articulo.

El movimiento browniano fraccionario B tiene trayectorias en C7([0,T]), para
cualquier v € (0, H) (ver Nualart [20]). Consecuentemente uno puede usar las Seccio-
nes 3, 5 y 6 para tratar ecuaciones gobernadas por B con H > %, como puede verse
en Nualart y Ragcanu [22], Leén et al. [16], etc. Para una aplicacién de la integral
hacia adelante con respecto a B, H > 1 el lector puede mirar Leén y Tudor [17].

Para H < % uno puede usar la integral de Skorohod o de Stratonovich para tratar
ecuaciones diferenciales (ver por ejemplo Alds et al. [1], Jien y Ma [11], y Leén y San
Martin [15]). También se puede ver [9] para aplicaciones de la teoria de trayectorias
rugosas a ecuaciones diferenciales.
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El caso H = 1/2 (i.e., para el movimiento browniano), el lector puede consultar Kuo

[14] para el caso adaptado y Buckdahn [4] para trabajar con la integral de Skorohod.
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SUCESIONES DE NUMEROS REALES, SERIES Y LA PARADOJA
DE ZENON

EVGUENI GORDIENKO

RESUMEN. Repasamos algunas nociones béasicas relacionadas con las sucesiones de
nimeros reales y sucesiones sumables (series convergentes). Se presentan varias
definiciones informales, ejemplos y argumentos convincentes. Mostramos cémo
las sumas que involucran un nimero infinito de sumandos sirven en aplicaciones,
particularmente para resolver la famosa paradoja de Zendn, basada en la creencia
de que tales sumas no pueden ser nimeros finitos. También ilustramos algunas
relaciones entre ciertas series convergentes y los prominentes nimeros reales e y
.

1. NUMEROS REALES Y SU REPRESENTACION GEOMETRICA

Se asume que el conjunto (sistema) R de niimeros reales y sus propiedades bésicas
son familiares para el lector, as{ como el conocimiento (por lo menos intuitivo) de la
nocién geométrica de linea recta.

Como se muestra en cursos avanzados de geometria, hay una correspondencia uno
a uno entre los niimeros reales x en R y los puntos en una linea recta fija (a veces
llamada “recta real”).
De esta manera, cada nimero real z es representado por el punto (admitiendo la
misma notacién) z en la recta real. (Véase figura 1).

x Y R

| | /

1 | >

0 \\_’
numero real x

Ficura 1. Recta real.

Las cuatro operaciones aritméticas: adicion, multiplicacion, sustraccion y divisién
estdn definidas para los niimeros reales, denotados por R.
Cualquier operacién, digamos, la adicién, es una regla que asigna a cada par de nime-
ros reales x,y el nimero z, denotado por z = x + y. Por ejemplo, 3.5+2=5.5, y
1.74(-1.7)=1.7-1.7=0.
El nimero “0”(cero) es especial para la adicién en el sentido de que para cualquier
ntmero real x tenemos que  +0=0+2z =2z. Ademés ¢+ (—z) =z —x = 0.
El ntimero “1”(uno) juega un rol especifico en la multiplicacién: 1 -z =z -1 =2y
x-1/x =x/x =1 para todo nimero real x # 0.

En la Figura 1, todos los ntiimeros en el lado derecho del 0 son llamados positivos
y todos los niimeros en el lado izquierdo son negativos. Tenemos y > x si y sélo si
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la diferencia ¥y —  es un numero positivo. En este caso, el punto y estd ubicado a la
derecha de x (Figura 1).

Sean x y y nimeros reales cualesquiera. La distancia d(z, y) entre z y y es la longitud
del segmento de recta que conecta a los puntos = y y.

d ! /
) d(z,y) R
e T N .
y 0 x’ x Yy

Ficura 2. Distancia entre puntos.

Es claro que d(z,y) = d(y,x) y d(z,z) = 0.

Definimos el valor absoluto |z| de un ntimero z como z si z > 0 y como —x si
x < 0. Por ejemplo, si en la Figura 2 z = 3, 4/ = —1, entonces |z| = |3| = 3y
] =1-1=-(-1) =1
La prueba simple de que d(z,y) = |z — y| = |y — z| se deja al lector. Por ejemplo,
escogiendo (Figura 2) z = 3, y = 4 obtenemos que d(z,y) = [y—z| = [4-3| =|1| =1,
y tomando 2/ =1,y = —1, se tiene d(2',y/) = |2/ —¢/| = [1—(-1)| = [1+1] = |2| =2
(igual a la suma de las longitudes de los segmentos que conectan a 3’ con 0 y 0 con
x'). Nétese que para cualesquiera nimeros d(z + z,y + 2) = d(z,y).

La importante nocién de e-vecindad de un punto (un ndmero) x nos permite
considerar el conjunto de puntos (nimeros) localizados en “la proximidad directa”al
punto x.

Dado un ntmero real z y un ntmero positivo € > 0, la e-vecindad de x es el
conjunto (x — e,z + ) compuesto de todos los nimeros y tales que d(z,y) < €, es
decir, la vecindad (x — ¢,z + ) incluye a todos los puntos y para los que la distancia
a T es menor que €.

Alternativamente, podemos especificar la e-vecindad (z — &,x + €) como la coleccién
de todos los puntos y tales que z —e < y < x + €.

d(z,y) <e R
. < ) -
0 r—e€ T Y T+e
(r—e,x+¢)

FIGURA 3. e-vecindad.

Debemos recalcar que para un « dado y 1 > ¢ > 0 la e-vecindad (x — e,z + ¢) es
una parte propia (méds pequena) de la £1-vecindad (z — 1,2 + €1) como se muestra
en la Figura 4.

Sie > 0 es “pequena’y un numero y estd en la e-vecindad (x — e,z + €), entonces
la distancia d(z, y) es menor que €, eso da significado al concepto de “cercanfa”de y a
x.

Por ejemplo, sea = 1, & = 0.001. Entonces, para cada y que pertenece a (r—e, x+¢) =



SUCESIONES DE NUMEROS REALES, SERIES Y LA PARADOJA DE ZENON 31

(x —e,z+¢) R
—_—~—
o ( ( o \ \ .
° € C o 7 ) >
0 Tr—eq r—e x x+e¢€ T+er

($—81,1‘+€1)

FicurA 4. Comparacion de e-vecindades.

(1-0.001,14-0.001)=(0.999,1.001) se tiene que d(y, 1) < 0.001.

El ntimero y = 0.9995 estd en la e-vecindad (1 — ¢,1 4+ ¢) con € = 0.001, pero
y" = 0.998 no estd (porque d(y’,1) = |1 — 0.998] = 0.002 > ¢).

2. SUCESIONES DE NUMEROS REALES. SUCESIONES CONVERGENTES Y SUS LIMITES

Ya hemos senalado un rol especial del nimero “1”(uno) en el sistema de niimeros
reales. Ahora veremos a este ntimero como el primer “ntimero natural”. El segundo
nimero natural “2”puede ser expresado en términos del “1”como 1+ 1 = 2. Luego,
3 =2+ 1 y continuando de esta manera obtenemos el conjunto infinito de niimeros
naturales N={1,23,... n,n+1,...}.

Usualmente denotaremos a un elemento de este conjunto por n o N. Por ejemplo,
n = 125394 es un nimero natural, pero x = 500.001 no lo es.

Una sucesién (de nimeros reales) es un conjunto

(1,2, ..., Tn,Tnt1, ... ) de nimeros reales numerados por los naturales 1,2, ... ,n,n+
1,.... Es conveniente utilizar la notacién abreviada (z,) o (z,,n =1,2,...) para la
sucesion (x1,Ta, ..., Tpn, Tntly--- )

Asi, podemos hablar del primer término z; de la sucesién (z,), después del segundo
término x5, y més generalmente, del n-ésimo termino z,, de la sucesién (x,,).

Consideremos algunos ejemplos de sucesiones.

a) Sea x, = 1/n,n=1,2,..., es decir, consideramos a la sucesién

S 1 1,2 deci id 1 i6
(A/nyn=1,2,...), 0 (1,1/2,1/3,....1/n,1/n+1,...).

sen(n)

(b) Sea x, =2+ ,n=1,2 ..., esto es, tratamos con la sucesién
<2+S€”("),n: 1,2,...>
n
0
2 1
2+sen(1),2+&(),...,2+ Sen(n),2+ sen{n + ),...
2 n n+1

(c) Para z, = n? n = 1,2,..., tenemos la sucesién (n?,n=1,2,...), o

(1,4,9,...,n%, (n+1)2,...).
(d) Dados nimeros arbitrarios a y 7, sea ¥, = ar"" 1, n = 1,2,..., (r = 1). La

sucesion correspondiente

<ar”71,n =1,2,... > = <a,ar,ar2, o ar™ e >

es conocida como una sucesiéon geométrica (o progresiéon geométrica) con el
primer término a y la razén comun r.
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Escogiendo a = 1, r = 0.5 en el ejemplo (d), obtenemos la siguiente sucesién
geométrica particular <1, 0.5, 0.25,...,(0.5)" %, (0.5)",... >

Sea z, =14+ (=1)", n=1,2,.... En este caso tenemos la sucesién
A+ (=D)"n=1,2,...) = (0,2,0,2,..., 1+ (=1)", 14 (=1)"+1,...).

El propésito principal de esta seccion es introducir la nocién de sucesién conver-
gente, es decir, la sucesién cuyos términos se vuelven cada vez mas cercanos a algun
nimero real x cuando n se incrementa. El nimero mencionado = es llamado limite
de la sucesién.

Primero, en los ejemplos de arriba examinamos el comportamiento de x, cuando n

crece.

(aa)

(bb)

(ee)

Es facil ver que en el ejemplo (a) los términos x,, = 1/n se aproximan a cero

cuando n aumenta. En efecto, para n = 100, =, = 1/100, y digamos, para

n = 1000000, z,, = 1/1000000. (El dltimo nimero es bastante pequeno).

En <xn =2+ &(n),n =12,... >, [sen(n)| < 1 siempre; y por lo tanto, el
n

segundo sumando tiende a cero a medida que n aumenta. Consecuentemente,

sen(n)

para n “grandes”, todos los términos x,, = 2 + se acercan a 2.

n

Los términos <a:n =n?n=1,2,.. > de la sucesion en este ejemplo se incre-

mentan ilimitadamente y no se aproximan a ningin numero real. (Digamos,

r10 = 10% = 100, 2190 = 100% = 10000, etc.)

El comportamiento de las sucesiones geométricas en el Ejemplo (d) depende

fuertemente del valor de la razén r.

(1) Parar=1,r""'=1yz, =aparatodan=1,2,....

(2) Parar > 1 (y digamos, a > 0), los términos z,, = ar™~! crecen ilimitada-
mente ya que 7" "' =y .7 .. .7 es un nimero grande para cada n grande.

———

n-1 veces
(3) Asumiendo que r es un ndmero positivo menor que 1, los términos z,, =
ar™ 1, n=1,2,... se aproximan a cero a medida que n se incrementa. De

hecho, para una n grande, la potencia r»~! =y - r .. -7 es un niimero muy
————
3 n-1 veces
pequeiio.
En el ejemplo (dx), para a = 1, r = 0.5, n = 50, x50 = ar® = (0.5)*° =~
1.776356839 x 1071 que es un nimero extremadamente pequeio.
En el Ejemplo (e), los términos z,, de la sucesién “oscilan”entre los valores 0 y
2, y por lo tanto, no pueden aproximarse a un nimero unico.

Echando un vistazo a los comentarios de arriba, podemos deducir intuitivamente

que:

[

La sucesién
La sucesién

en el Ejemplo (a) “converge a cero”.
en el Ejemplo (b) “converge al ntimero 2”.
La sucesién (z,,) en el Ejemplo (¢) “no converge”(es no convergente).
La sucesién (z,) en el Ejemplo (d) “converge a cero”si r es menor que 1; y no
converge si r es mayor que 1.
En el Ejemplo (e) la sucesién (z,,) no converge.

Tn
Tn

)
)4(

o~ o~~~
e~~~

La definicién de convergencia (y de una sucesién convergente) es como sigue:
Decimos que una sucesién (de nimeros reales) (x,) converge a un ntimero real x, si
dado € > 0 arbitrario, todos los términos x,, de (x,), excepto posiblemente un niimero
finito de ellos, pertenecen a la e-vecindad (z — e,z 4 €) del punto z.

En este caso (z,) se llama una sucesién convergente siendo z su limite, que se
denota x,, — x.
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e-vecindad de x (SB —&T+ E)

R
[P
0 I Hi) r3 Tg SC/]\ Ts Xy
x7, ete.

Ficura 5. Convergencia x, — x

La frase clave en esta definicién es “dado € > 0 arbitrario”. Esto significa que no im-
porta cuin pequeno sea ¢, todos los términos x, de < x, > con n “suficientemente
grande”se encuentran en la e-vecindad de x, es decir, “estan cerca de z”(véase la
Figura 5).

La convergencia x,, — x puede ser expresada diciendo que los términos xz, se
acercan cada vez mds al punto limite x (cuando n “crece a infinito”). De manera
equivalente, la distancia d(x,,x) converge a cero.

Por ejemplo, para la sucesién en el Ejemplo (b) el limite es © = 2. En efecto, dado un
€ > 0 arbitrario,

d(zn,7) = d(zn,2) = d (2 + 367;(”) , 2> —d (367;‘1(”) : 0)

sen(n)

(1)

<1/n<e,

n

para todo n > 1/e. Por ejemplo, si e = 0.001, entonces la desigualdad (1) se cumple
sen(n)

para todo n > 1/0.001 = 1000. Consecuentemente, x, = 2 + — 2 (converge

a 2 o su limite es igual a 2; véase la Figura 6).

0 1 72N
Te In
sen(n)

FIGURA 6. z, =2+ — 2

n

Ahora consideramos un ejemplo menos trivial de una sucesién convergente.

Quizés los méas famosas nimeros en matematicas son

(2) ™~ 3.141592654
y
(3) e~ 2.718281828.

En particular, el dltimo estéd asociado con la nocién del logaritmo natural In(z) de un
numero z, de tal manera que se cumple la igualdad

(4) In(e) = 1.
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El siguiente argumento deja ver que el niimero e es el limite de la sucesién

(5) <xn=<1+i)n, n=1,2...>.

(6) mn:(l+i>n—>e.

La manera més simple de verificar (6) es calcular z,, para varios valores de n
(particularmente, para n “suficientemente grande”) , y comparar los resultados con
(3). Con una calculadora uno puede obtener, por ejemplo, la tabla siguiente:

n=>5 T, = 2.48832;

n =20 Ty = 2.653297705;
n = 200 Ty = 2.691588029;
n = 1000 Ty = 2.716923932;
n = 10% = 1000000 Ty = 2.718280469.

Comparando estos valores de z,, con la aproximacién para e dada en (3), vemos
que de hecho como esté indicado en (6) z,, — e.

Otra manera de justificar (6) es tomar el logaritmo:

1\" 1 1
(7) In(zy,) =In (1 + > =nln <1 + > ~n— =1,
n n n

gracias a que log(1 + 2) = z para todo z cerca de cero. (Que es facil de verificar con
calculadora). La aproximacién en (7) permite establecer que In(x,) — 1. Finalmente,
Zn, — e por (4).

3. SUCESIONES SUMABLES (SERIES CONVERGENTES): SUMAS DE UN NUMERO
INFINITO DE TERMINOS

Considere una sucesién (z,) = (r1,%2,...,2n,...) de nimeros reales y para un
natural arbitrario fijo N > 1 calcule la suma Sy de los primeros N terminos:

(8) Sy =214+ 224 +2TN-1 2N
Siendo en (8) N = 1,2,... obtenemos valores sucesivos de las sumas parciales
51,82, -, SN,

De esta manera hemos obtenido una nueva sucesién numeérica

<SN> = <Sl,52,...,SN,SN_1,...>

llamada la sucesiéon de sumas parciales de la sucesién original (x,,).
Hacemos uso de la sucesién (Sy) tratando de definir la suma

9) r1+x2+--+ary1t+N+...,

que involucra un nimero infinito de términos de (z,). Informalmente, (9) viene de
Sy en (8) cuando el nimero de sumandos N se incrementa ilimitadamente. Con
esto en mente introducimos la siguiente definicién.

Se dice que una sucesién (z,) es sumable si la sucesién (Sy) de sus sumas parciales
converge al nimero real S, esto es,

(10) Sv=z1+z2+--+axy — S
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El limite S, por definicién es el valor de la suma en (9).
En una terminologia alternativa (o incluso més comun), la expresién en (9) es llamada
una serie. Cuando

(11) (Tp,m=1,2,...),
es una sucesion sumable, es decir, Sy = ©1 + 22 + -+ +xny — S decimos que la

serie correspondiente en (9) es convergente, y S es su suma. Esto da significado a
(9) permitiéndonos escribir:

(12) S=x1+z2+ - +ay+TNr1+....
No toda sucesién (z,) es sumable ya que el limite en (10) puede no existir. Por
ejemplo, para x, = n, n = 1,2,..., obtenemos que Sy = 21 + 22 + -+ xny =
N(N +1) . ae ,
142+.--+ N=———= que se incrementa ilimitadamente cuando N (el nimero
de sumandos) aumenta. Por lo tanto, (Sy) no es una sucesién convergente y la suma
1+ 22+ -+ xn + ... no existe (como un nimero real).

Otro ejemplo es (z,) con =, = (—1)", n=1,2,.... Aqui

0, si N es par,
SN=—1+1—1+“'+(_1)N:{ —1, si N esimpar

es una sucesion no convergente.

Si (x,) no es una sucesién sumable (i.e. (Sy, N =1,2,...) no converge) la serie en
(9) es llamada divergente, y la igualdad (12) no es relevante.

De la definicién (10) se sigue que una condicién necesaria (jpero no suficiente!) para
la sumabilidad de la sucesién (x,) es que z,, — 0 ({x,,) converge a cero).
El siguiente ejemplo de una sucesiéon sumable estd relacionado con el nimero e =
2.718281828. Para cada ndmero natural n su factorial es otro niimero natural
denotado por n! y definido como:

(13) nl=1-2---(n—1)n

(el producto de todos los nimeros naturales de 1 a n).
Obsérvese que cuando n se incrementa, n! crece muy rapido. Por ejemplo:

51 = 120;
10! = 3628800;
15! = 1307674368000.
Consecuentemente, la sucesién (x,) con términos x, = 1/n!, n =1,2,... converge
a cero: 1/n! — 0.

Por célculos numéricos mostramos que esta sucesiéon es sumableble y la suma
correspondiente es igual a e — 1, esto es

1 1 1 .
1+ﬁ+§+”'+ﬁ+”':6_1’ o bien,
1 1 1
De acuerdo a la defincién (10) para establecer (14) tenemos que mostrar que
1 1 1
(15) Sn =14 g+ gy o+ 37— €~ 1~ LTI8281828182815.

Seleccionando, por ejemplo, N = 5,10,20 y usando una computadora, calculamos
Ss ~ 1.716666666666667,
S10 =~ 1.718281801146384,
Sop & 1.718281828459045.
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Los datos obtenidos nos convencen de que las relaciones (15) y asi (14) son
verdaderas.
Reescribiendo (14) podemos afirmar que

1 1
sttt
PR NS S S

Por otra parte, es natural preguntarse: ;Qué significa la expresion decimal del
nimero e = 2.718281828...7
Lo anterior simplemente significa que

(16) e=o4 g Loy 8 2 8 1 8 L 2
10 " (10)2 T (10 ' (10)* ' (10)® ' (10)5 ' (10)7 ' (10)®

P 1
€ = +§+

En otras palabras, el nimero e también es la suma (serie) de la sucesién sumable

5 L 1 8
"10° 1007 1000"" "/

Los ejemplos mas transparentes son 0.111--- = % + ﬁ + ﬁ + ..., y digamos,
0.1 =1/10, 0.01 = 1/10® = 1/100, 0.001 = 1/10% = 1/1000, etc. Entonces
0.111... =0.1+0.01 + 0.001 + *i+i+i+
A11... =0. . . =707 100 T 000 T
En la Seccién 4 mostraremos que 0.111... = 1/9. Por lo tanto, es un nimero

racional. Por otro lado, es posible probar que no hay enteros k y m tales que e = k/m.
Esto significa que e (asi como 7) es un nimero irracional.

4. SUMAS DE SUCESIONES GEOMETRICAS

Como un ejemplo de aplicaciones de sumas con un nimero infinito de sumandos
(series), examinamos ahora la sumabilidad de sucesiones geométricas y calculamos sus
sumas. Una sucesién geométrica

(17) (xp) = (ar" ' n=1,2,...)

fue introducida en el Ejemplo (d) de la Seccién 2. Asumimos que en (17) a y r son
numeros positivos arbitrarios pero fijos. También excluimos el caso trivial: » = 1
(cuando (z,) = a para todo n).

La férmula simple para z,, nos permite calcular explicitamente las sumas parciales

(18) Sy=x14+z0+ - +ay=a+ar+ - +aV L
PROPOSICION 1. Para cada N =1,2,...

1—rN
1—r "

(19) SN =a

Probamos (19) por induccién. Primero para N =1 (18) nos da Sy = S1 =ay
eso coincide con S7 = all__T: = a%:;’ = a, calculado por la férmula (19).

Segundo, suponiendo que (19) se cumple para un N > 1 arbitrario pero fijo
mostramos que esta suposicién resulta en que la misma férmula (19) es vélida para
N + 1. Habiendo hecho esto, establecemos (19) para toda N =1,2,3,.... De hecho,
(19) se cumple para N = 1, y entonces (19) es correcta para N +1 =141 = 2. Pero si
la féormula (19) es correcta para N = 2, entonces, del “paso inductivo”’ mostrado abajo
se sigue que (19) se cumple para N +1=2+1=3.

La repeticién de este argumento implica las correcciones de la férmula (19) para todos
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los ntimeros naturales N =1,2,3,...
Ahora por (18),

Sy =a+ar+ar? +--+ar¥ ! par™

SN

=Sy +ar?.

Por nuestra hipétesis de induccién Sy estd dada por (19). Por lo tanto

s 1—7"N+ N 1—rN 4N —pN+L 1— N+
N+1 = a ar =a =a
* 1—-r 1—r 1—r
1— 7,.N«H
La ultima ecuacién Syi11 = a es la versiéon de (19) con N siendo

1—r
reemplazada por N + 1. Consecuentemente, la hipé6tesis de induccién de que (19)

se cumple para N implica el cumplimiento de la férmula (19) para N + 1.
N
-1
Reescribiendo (19) como Sy = aril, observamos que parar > 1, Sy se incrementa
r—

ilimitadamente cuando N crece (ya que 7V = r.r...r crece al “infinito”). Asi,
N veces

una sucesiéon geométrica <ar"’17n =12 .. > con razén r > 1 no es sumable. No

es sorprendente ya que en tal caso, la sucesién <mn =ar"tn=1,2,... > no converge

a cero (véase la Seccién 3).

La situacién es completamente diferente si la razén r es menor que 1. En este caso
z, = ar"~! — 0, y estamos en posicién de mostrar que (ar™',n =1,2,...) es una
sucesién sumable e incluso de calcular su suma.

PROPOSICION 2. Dados a y r arbitrarios tales que 0 < r < 1,

(20) 5:a+a7“+a7"2+~-+arN_1+arN+--~:1a .
—r
Demostracion. Como r es menos que 1, en (19) N =p.r....r — 0 cuando N se
——
N veces
incrementa, y asi, por (19)
1—rN 1-0

Sy =a ! — S=a - .

—-r 1—r 1—r
Tomando en cuenta la definicién (10) de la suma de una serie: Sy — S y la igualdad
(20) se sigue. O

Para alguien que confia méds en los cédlculos numéricos presentamos Sy para
N =5,10 y 20 (seleccionando por ejemplo, a = 1, r = 0.5).
Por (19) y una calculadora:

Sy = 1.9375
S10 = 1.998046875
Sap = 1.999998093.

Comparando estos ntimeros con la suma S (el valor limite de Sx!) dado en (20):
a 1
S = =
1—r 1-05
los argumentos matematicos basados en la nocién de convergencia.
Para ofrecer una aplicacion simple de la férmula (20) mostramos que
1 1

0.111... = 1/9 (como se enunci6 en la pagina 11). Como 0.111... = 35 + e
ﬁ—l—“'+ﬁ+~~:%[14—1%+(T10)2—|—---+(%)N_1+...],laexpresiénen

corchetes es una suma de la sucesién geométrica con a =1, r = 1/10. Aplicando (20)

obtenemos:
1 1 1 /10
OHL-=15 (1_1/1()) =10 (9) =1/9.

= 2, uno puede incrementar su confianza en el razonamiento de
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En la Seccién 6 consideraremos un ejemplo mas interesante de aplicacion de la
férmula (20).

5. FALAcIA DE EULER

El cientifico suizo Leonhard Euler (1707-1783) es uno de los matemdticos més so-
bresalientes de todos los tiempos. Hizo muchas contribuciones importantes en ramas
de las matematicas como la topologia, la teoria de nimeros y el andalisis matematico.
También es conocido por sus investigaciones en mecénica, éptica y dindmica de fluidos.

FEn la dltima seccién de este articulo comentaremos uno de sus resultados brillantes
que relaciona al niimero nimero 7 con la suma de ciertas series convergentes.
Vale la pena mencionar que a pesar de los numerosos descubrimientos matematicos
importantes en el siglo XVIII, la fundamentacién l6gica de algunas nociones ain no
estaba bien desarrollada. Particularmente, no estaba completamente claro el signifi-
cado de convergencia de series. El siguiente ejemplo de una falacia se le atribuye a L.
Euler. El presento la siguiente “paradoja”.
Sea r un ndimero positivo diferente de 1. Considérese la sucesién geométrica (z,,) con
el primer término a = r y la razén r, que es, <rcn =rxr"ln=12... >
Sea también (y,) la sucesién geométrica con a = 1 y la razén 7 = 1/r, i.e.
(yp =71 = (1/r)" \n=1,2,...).
Una aplicacién descuidada de la ecuacién (20) da los siguientes valores de las sumas
de ambas sucesiones:

(21) S=x1+x0+---+aN+...
=rdr-r+rori4odrorm 4
o
1Y

S=y1+y2+-+yn+...

2 n—1
1 1 1
=1+1+1() +"'+1(> + ...
T r r

1 T
22 - =
(22) 1-1/r r-—1
= r r r r
Asi S+ 85 = = =

So 1—r+r—1 1—r 1-7 B
todos los sumandos en (21) y (22) son nudmeros positivos y por lo tanto S+ S deberia
ser positivo.

= 0, y esto contradice el hecho de que

El error cometido fue obvio (jpara los mateméticos de los siglos XIX-XXI!). Si
r < 1, entonces ¥ = 1/r > 1 (mayor que 1) y la sucesién (y,) no es sumable. Asi que
la suma (serie) escrita en las primeras dos lineas de (22) no existe (como un nimero
real), y la férmula (20) no es aplicable. En el caso cuando r > 1, la sucesién (x,) no
es sumable y entonces, la dltima igualdad en (21) es falsa.

6. LA PARADOJA DE ZENON DE AQUILES Y LA TORTUGA

Zeno6n de Elea fue un filésofo Griego que vivié entre 490 A.C. y 430 A.C. Inventd
varias paradojas famosas una de las cuales describiremos abajo.
En la mitologia griega, Aquiles era un héroe griego de la guerra Troyana. Ademas de
sus otras capacidades fantdsticas (ser casi invulnerable es la més famosa) no era mal
corredor. Algo que no puede decirse sobre una tortuga. El razonamiento de Zenén era
el siguiente.
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Supéngase que al mismo tiempo, digamos ¢y = 0, Aquiles y la tortuga empiezan a
correr en la misma direccién a lo largo de un camino recto. Aquiles empieza corriendo
de cierto punto pg con la velocidad V' = 5m/s, mientras que la tortuga empieza en el
punto p; = po + 50 metros (i.e. 1 = 50 metros adelante) con la velocidad v =1 m/s.
Entonces, al tiempo t; = ?70 = % = 10 segundos Aquiles deberia alcanzar el punto de
partida de la tortuga p;. (Véase la Figura 7 abajo).

Durante este tiempo t; = 10 segundos la tortuga habria recorrido la distancia
29 = vty = 1-10 = 10 metros y habria alcanzado el punto ps = p; + xo (véase
la Figura 7). Aquiles tendria que usar el tiempo t3 = x2/V = 10/5 = 2 segundos para

llegar al punto ps.

— — r3 = 2m

z1 = 50m 2o =10m
—— AN

| | | | 11
I I | I IR .

Do D1 D2 D3 Dpa, ete.
al tiempo tg =0 al tiempo tg =0

—  Aquiles empieza con —  La Tortuga empieza con
V =5m/seg v =1m/seg

FigurA 7. La carrera de Aquiles y la tortuga

Pero para esos 2 segundos la tortuga se moveria al punto p3 = ps + x3, donde
3 = vta = 1-2 = 2 metros. De nuevo a Aquiles le llevaria el tiempo t3 = 2/V =2/5
segundos alcanzar el punto ps, mientras que la tortuga continua avanzando adelante.
Uno puede repetir estos argumentos infinitamente para obtener la sucesién de puntos
P1,DP2,P3,---,Pn,--- por los que Aquiles tendria que pasar antes de alcanzar a la tor-
tuga.

Zenon afirmé que el nimero infinito de dichos puntos y el ntimero infinito de co-
rrespondientes intervalos de tiempo t1, ts, t3,...,t,,... para correr un nimero infinito
de segmentos de longitud 1,22, x3,...,Tn,... llevan a la conclusién de que Aquiles
nunca alcanza a la tortuga. Esta conclusion evidentemente contradice a la realidad y
ésta es la esencia de la paradoja.

Esta paradoja no es tan trivial como podria parecer a primera vista. Tiene que
ver con la relacién entre el movimiento fisico y su descripciéon matematica y con el
problema de continuidad (o discretizacién) del espacio y la divisibilidad infinita del
tiempo. La solucién matematica simple (y estdndar) de la paradoja se da abajo.
Obsérvese que la sucesién de porciones (x1,a,23,...,Ty,...) que tiene que cubrir
Aquiles especificada arriba es una sucesién geométrica con el primer término a = 50
y la razén comun r = 1/5. Claramente, en este ejemplo z; = 50 = a. Como ya vimos,

50 50 1

xQZVh:UV—E:SOg:aT'

También

1\2
x3=vt2:U§=?:5O<> = ar?.
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No es dificil verificar (por ejemplo, por induccién) que para n > 1 arbitrario ,
Tp=ar" ! cona=50yr=1/5.

Es claro que para alcanzar a la tortuga, Aquiles deberia cubrir la distancia

S=x1+xo+a3+--+T,...

1 12 ln—l
=50+4+50{ - 50 | - - +050( -
cn(s) e (s) eem(3) e

que es la suma de la correspondiente sucesién geométrica. Aplicando la férmula (20)

obtenemos:
a 50

T1-r 1-1/5
Consecuentemente, habiendo corrido 62.5 metros Aquiles alcanza a la tortuga y
para esto ocupa T = S/V = 62.5/5 = 12.5 segundos.

S

= 62.5 metros.

Podemos obtener este resultado de otra manera, pero de nuevo, aplicando la suma
de una sucesion geométrica. Nétese que

T=ti1+ta+t3+---+1t,..., donde
50 _
Vo5

Hi) t1’U 1
S VAR Ve (5) ’

T3 tov 1\ /1 1\?
=g ==0(5)(5)=n(5)

t = 10,

y asi sucesivamente.

Asi (t,,) es la sucesién geométrica con a = 10 y r = 1/5. Por (20) T = . =
-
10
1-1/5

= 12.5 segundos.

Hay que remarcar que si dejamos del lado la casuistica de Zenén, podemos encontrar
los valores de arriba de S y T' de una manera muy simple. Tenemos:

S=TV

S—-50=Tv, o

S =5V

S—-50="T,

(ver la Figura 8)
S
o - ® >
Po D1 T
50m el punto de alcance

FiGura 8
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Resolviendo el sistema de ecuaciones lineales con dos variables desconocidas S y
T, encontramos que S = 62.5 metros, T = 12.5 segundos, que, por supuesto, coincide
con las sumas de las sucesiones geométricas ya calculadas.

A pesar de las matematicas simples empleadas arriba, la paradoja de Zenén despier-
ta preguntas que tienen que ver con la relacién entre el mundo fisico (digamos, con
los movimientos mecanicos) y su modelacién matemética. Por ejemplo: ;Qué sentido
fisico tiene la suma de un numero infinito de términos que se acercan cada vez mas
a cero y tarde o temprano se convierten en valores tan pequenos que no pueden ser
medidos por ningiin método fisico?

De hecho, este tipo de preguntas también estan relacionadas con la impactante eficien-
cia de las llamadas ecuaciones diferenciales en la representacion de las leyes fisicas.
En mecénica, por ejemplo, estas ecuaciones involucran derivadas de una posicién x(t)
como una funcién del tiempo t, y la velocidad instantanea se define como el valor
x(t + At) — z(t)

At
cero (y asi se vuelve un niimero arbitrariamente pequeio).

limite del cociente

cuando el intervalo de tiempo At se aproxima a

7. EL NUMERO 7 Y ALGUNAS SERIES

El origen del nimero (constante) m =~ 3.14159265 es puramente geométrico. Estd
definido como el cociente de la circunferencia de un circulo con su didmetro.

Algunas civilizaciones antiguas intentaron medir el valor de 7w usando estimaciones
encontradas para propdsitos practicos (en construccién, por ejemplo).
Las tablillas de arcilla de Babilonia de 1900-1600 A.C. contienen escritos que aproxi-
man 7 a 25/8 = 3.125.

En 1761 el matematico francés J.H. Lambert probd que 7 es un nimero irracional
(es decir, no es cociente de enteros).
A pesar de sus raices geométricas, el nimero m aparece sorpresivamente y con frecuen-
cia en muchas ramas de las matematicas, la fisica y otras ciencias.
Nos gustaria ilustrar un resultado fino de Euler, que relaciona al nimero 7w con la
suma de la sucesién (serie) (z,, = 1/n?,n=1,2,...).
Euler mostré que esta sucesiéon es sumable y, ademas,

1 1 1 72
23 S =14 — 4 — 4.~ .=
(23) tatEtotaE T :
De la ecuacién (23) podemos expresar 7 como sigue
1 1 1
(24) 7T:\/6<1+22+32+"'+]\72+...).

En lugar de tratar de probar estas ecuaciones calculamos numéricamente las sumas
parciales:
1 1
para N = 100,1000 y 10000. Los resultados obtenidos por computadora son los
siguientes:

1
SN:1+2*2+

S100 ~ 1.634983900
51000 ~ 1.643934567
S10000 ~ 1.644834072.

2
Notando que % ~ 1.644934067, y comparandolo con los valores de arriba de Sy

podemos concluir que es plausible que Sy — 72/6, y asf la igualdad (23) se cumple.
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Ademss, claculando

Iy

1 1 1
6(1+m+em+
\/6SN7

para la los mismos valores de N = 100, 1000 y 10000 se obtiene que:

IT1p0 =~ 3.132076532,
H1000 ~ 3140638064,
o000 = 3.141497164.

Comparando estos datos con el valor m ~ 3.141592654 nos convencemos de la vali-
dez de (24).
Puesto que la serie en (23) es convergente (i.e., la sucesién <xn =1/n%n=12,.. >
es sumable), los términos 1/n? se anulan “lo suficientemente rapido” cuando n incre-
menta. En la Seccién 3 ya hemos subrayado que la condicién x,, — 0 es necesaria
para que una sucesién sea sumable (o0 equivalentemente, para que una serie sea con-
vergente). Ahora mostramos que esta condicién no es suficiente. Hay sucesiones no
sumables (x,) con x,, — 0.

Consideremos la sucesién (z, = 1/n,n=1,2,...).
L. Euler en 1734 establecié que para todos los NV grandes

1 1 1
2 — 14+ -4+ 4. — ~In(N
donde v ~ 0.5772456649 es la llamada constante de Euler.

Ay

FIGURA 9. La grafica de y = In(z).

Sabemos que la funcién y = In(x), © > 0 es no acotada, i.e, crece ilimitadamen-
te cuando z se incrementa (Véase la Figura 9). Consecuentemente, la aproximacién
(25) nos dice que la sucesién de sumas parciales (Sy, N =1,2,...) crece ilimita-

damente y entonces, no converge a ningin numero real. Esto ultimo significa que

1 1 1
(1/n,n =1,2,...) no es una sucesién sumable (o que la serie 1+§+§+~~-+N+. .
no es convergente).
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1

1
Hay una manera atin més simple de ver que la suma 1+ 3 + 3 + 1 + ... es infinita.

Obsérve que

g4yttt 1y
—4+ -4+ -4+-4+=-+-+=+... es mayor
273717576778 €8 mayor que

1 1 1 1 1 1 1
1+-+(s+5)+|g+5+s+35 )+

2 4 4 8 8 8 8
4ﬂ+1+1+1+
2 2 20 Y

donde la tltima suma (serie) es evidentemente infinita.

Para concluir, ofrecemos al lector verificar por calculos en computadora que

R PRV N S S T
= 375 79 11 |
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