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EL ESPECTRO DE GELFAND DEL ALGEBRA CIRCULANTE

AURA CARINA MARQUEZ MARTINEZ Y ROBERTO QUEZADA

RESUMEN. Calculamos el espectro de Gelfand del 4lgebra de las matrices circu-
lantes. Describimos la correspondiente transformada de Gelfand y demostramos
que ésta coincide con la transformada de Fourier discreta.

1. INTRODUCCION

La generalizacién de Gelfand de la transformada de Fourier, originalmente definida
en el dlgebra conmutativa Li (R™) de las funciones integrables con valores complejos, al
caso de un algebra conmutativa arbitraria es muy abstracta y en cursos introductorios
es conveniente ilustrarla con varios ejemplos. En la literatura es usual que algunas
nociones de esta generalizacién se ilustren con el dlgebra C'(X) de todas las funciones
continuas sobre un compacto X, o bien, con el dlgebra de Wiener W de todas las
funciones continuas sobre la circunferencia unitaria cuya serie de Fourier converge
absolutamente, véase por ejemplo [1].

Es sorprendente que el dlgebra de todas las matrices circulantes (o dlgebra circu-
lante), un dlgebra probablemente més simple que las dos anteriores, aparentemente
no se ha utilizado para ilustrar esta bella y profunda generalizacion de Gelfand, no
obstante que el concepto de matriz circulante se usa ampliamente en varias areas de
las matematicas y aun fuera de ella, véase por ejemplo el libro de Davis [2]. En es-
ta nota ilustramos los conceptos de espectro y trasformada de Gelfand en el caso del
algebra conmutativa de las matrices circulantes, calculando explicitamente su espectro
de Gelfand y mostrando c6mo en este caso, la transformada de Gelfand se reduce a la
transformada de Fourier discreta.

2. EL ALGEBRA CIRCULANTE

Una matriz compleja de tamafio p X p, ¢ = (¢ij)o<i,j<p—1, €s circulante si y sélo si
cij = ¢j—, para cada 0 < 4,5 < p— 1, las operaciones en los subindices son médulo p,
(€(j—i) mod p)- Es decir,

Co C1 Cp—1
Cp—1 Co Cp—2
c= )
C1 C2 Co
Usualmente, una matriz circulante ¢ se denota por ¢ = circ(cp, c1,- -+, cp—1) 0 simple-
mente por ¢ = (cop, 1, ,Cp—1). Un calculo sencillo permite mostrar que cada matriz

circulante ¢ es una combinacién lineal de potencias de la matriz de permutacién pri-
maria J,

p—1
(1) c= chJk
k=0

Palabras clave. Matrices circulantes, espectro de Gelfand.
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donde J = cire(0,1,0,---,0). As{ mismo J es una combinacién lineal de operadores
de rango uno (proyecciones),

p—1
T =" lex){ersl
k=0

donde {e;}*~ es la base canénica de CP y |e) (e 1] es el operador de rango uno en C?
definido mediante |ex){€p+1|v = (er+1,v)ex, v € CP, con operaciones en los subindices
médulo p. El simbolo (-, -) denota al producto interno usual en CP.

El conjunto de matrices circulantes de tamafio p x p, 6, tiene estructura de algebra
conmutativa sobre los complejos con las operaciones de suma y multiplicacién de
matrices y multiplicacién por escalares; de hecho, es un dlgebra de Von Neumann con
la operacién de involucién definida como la toma de adjuntos.

En vista de la representacién (1), la aplicacién ¢ — (cp,c1, -+ ,cp—1) define un
isomorfismo del algebra de von Neumann de las matrices circulantes en el algebra
de von Neumann (CP,x), donde CP se provee con su estructura natural de espacio
vectorial junto con la conjugacion coordenada a coordenada y la multiplicacién de
vectores definida mediante la convolucién:

cxd == ((cx)o,(ex)1,-++,(c*x)p1)
p—1
donde (¢ ¢); = chc;,j, con operaciones médulo p en los subindices. Dejamos
j=0
como un ejercicio para el lector demostrar que en efecto, la aplicacién de €, en (C?, *)
definida por ¢+ (cg, €1, ,¢p—1) €8 un *-isomorfismo.

3. EL ESPECTRO DE GELFAND DEL ALGEBRA CIRCULANTE

Si A es un dlgebra de Banach conmutativa con unidad e, se denota por hom(A4, C)
al conjunto de todos los homomorfismos w : A — C de A en los complejos, es decir,
w € hom(A, C) si w es un funcional lineal complejo tal que

w(zy) = w(x)w(y), para cada x,y € A.
El espectro de Gelfand de A se define como el conjunto
sp(A) = {w € hom(A,C) : w # 0}
de todos los homomorfismos complejos no triviales de A. En ocasiones también se le
llama espacio de ideales maximos de A, pues existe una biyeccién natural de sp(A)

sobre el conjunto de todos los ideales maximos de A.
El espectro de Gelfand satisface lo siguiente:

1. Cada w € sp(A) satisface w(e) = 1.
2. Cada w € sp(A) es continuo, mejor aun, |w| = 1.
3. Para cada w € sp(A), ker(w) es un ideal de A.

TEOREMA 1. Eriste una biyeccion entre los subconjuntos sp(€,) y {€°,&, -+ , &P 1},
donde & es una raiz primitiva de la unidad de orden p.

Demostracion. Sean w € sp(é,) y J la matriz de permutacién primaria. Como w es
un homomorfismo, tenemos que

w(J*) =w(J)* e C

para cada k > 0. En particular, w(J?) = w(I) = 1 y en consecuencia w(J)P = 1, por
lo que w(J) es una raiz de la unidad de orden p.

Si € es una raiz primitiva de la unidad de orden p, existe un tnico A = A\(w) con
0 <A <p-—1tal que w(J) =& Definase ¢ : sp(6,) — {£%,&,--+, P!}, mediante
B(w) = & para w € sp(%),) con w(J) = &N

La aplicacién ¢ es una biyeccién entre sp(6,) y {£%,&,- -+, &P}, Para demostrar
esto nétese primero que ¢ es inyectiva. En efecto, si para wi,we € sp(%,), ¢p(w1) =
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é(wy), entonces existen tinicos 0 < A\, Ay < p — 1 tales que ¢(wy) = &M, p(wy) = &2
y asi

£>\1:§>\2<:>)\1—)\2=0modp<:>)\1:)\2<:>w1:w2

donde hemos usado que cada Aj;, j = 1,2, estd asociado de manera biunivoca con

su respectivo w;j. Y ¢ es sobreyectiva, ya que para cada &¢F € {€0,¢,--- P71} 1a
p—1
aplicacion wy, : €, — C definida para cada ¢ = Z cj J7 mediante
§=0
p—1
wi(e) =Y ¢;g"
§=0
p—1
define un elemento wy € hom(%),,C). En efecto, sean o« € C, ¢ = chJj, d =
§=0
p—1
Z d;J? € €,. Para la matriz circulante
3=0
p—1

act+d= Z(acj +d;)J?
j=0

se tiene que

p—1 p—1 p—1
wi(ac+d) =Y (ac; +d))E =a e+ dieh = a wy(c) + wi(d)
=0 =0 =0

Entonces wy, es un funcional. Ademads se observa que
wi(I) = wy(J°) =" =11

Ahora, la multiplicaciéon de dos matrices circulantes c,d € €, es la matriz circulante

p—1p—1
cd=7 Y cidpjriy .
i=0 j=0
Por lo tanto, como £*P = 1, haciendo m + j = imodp, equivalentemente, m =
(p — j + 1) mod p, se obtiene
p—1 p—1 p—1p—1
wi(Qwi(d) =Y Y ¢idm&* ) =N " cid ()€ = wi(cd)
m=0 j=0 i=0 j=0

Lo cual demuestra que wy es un homomorfismo no trivial, i.e., wy € sp(%,). Esto
concluye la demostracion. O

4. LA TRANFORMADA DE GELFAND DEL ALGEBRA CIRCULANTE

De ahora en adelante identificaremos al conjunto sp(%),) con las raices de la unidad
{60’5,...7§p—1}.
Cada elemento ¢ € €, da lugar a una funcién
¢: {5075’...7§p71} —C
definida por
p—1
(2) HEy = g%, 0<k<p-1
j=0
La funcién ¢ se llama la transformada de Gelfand de c y la aplicaciéon ¢ —» ¢ es
la transformada de Gelfand.
Noétese que cada funcién ¢ se puede identificar con el vector de todos sus valores: ¢ =
(e(€9),é(€), -+ ,é(€P71)). Esta identificacién nos permite escribir a la transformada de
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Gelfand como una aplicacién lineal * que asocia con cada matriz (vector) circulante

c=(co, ++ ,p—1), la funcién (vector) ¢ = ((€°),é(€), -+ ,é(&P71)), de manera que
11 1 1 1 co
1 £ £2 . £p=2 g1 1
1 & ¢4 . £2r—2) g2r-1) o
3) e=| 1 &8 £6 . £3(r—2) g3p—1) 3
| 2 022 L D02 D) -
1 gp—l g(p—1)2 .. ,E(p—l)(p—2) g(p—l)(p—l) Cp—1

Es decir, la transformada de Gelfand es el operador

=Y Her) el
0<k,I<p—1
cuya matriz asociada aparece arriba.

A esta transformacién también se le conoce como transformada de Fourier
discreta y tiene una gran cantidad de aplicaciones en varias dreas de las matematicas y
otras ciencias, véase por ejemplo el articulo Discrete Fourier Transform en Wikipedia
[3] v los articulos ahf citados. Usualmente se le denota por F en lugar de °. De
hecho el propésito de Gelfand al definir su transformada fue precisamente generalizar
el concepto de transformada de Fourier, originalmente definida en Lq(R™), al caso de
algebras conmutativas arbitrarias. Aqui observamos cémo la extensién de Gelfand se
reduce al concepto original de Fourier. Dejamos al lector el ejercicio de verificar que
F es la transformada de Fourier sobre el espacio Ly (P), donde P = {0,1,---p — 1},
con la medida de conteo normalizada.

5. DIAGONALIZACION DE MATRICES CIRCULANTES

En esta seccién demostraremos que la transformada de Gelfand diagonaliza a
cualquier matriz circulante. Por comodidad, usaremos la notacién de F' en lugar de .

Es conveniente introducir una constante de normalizacién. Denotaremos con el
mismo simbolo F' a la transformada de Fourier normalizada

Fel Y el

VP 0<k,l<p—1

La transformada de Fourier discreta es un operador unitario, i.e., FF* = F*F = I,
donde F* es el adjunto (transpuesta conjugada) de F, lo cual se demuestra fécilmente
usando la matriz (3) o, equivalentemente, con el siguiente cédlculo,

p—1 p—1
g
Zf”lez (e Z &7 ey ex| = 5 Y ¥ e sl
,J=0 4,j=01",5'=0
-1

P p—1
- Z Zﬁj(i_i/))|€i><€i'| =2 > plile)(en] = lei) (e =T
7=0

1 /= p 4,4’ =0 =0

(4)

donde hemos usado la identidad

p—1 e
jti—i"y _ J p ifi—4 =0mod p
(5) ZE o { 0 otro

la cual que se sigue de

Shon - () o
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sit# 14 con0<1i,i <p—1yobservando que la suma es igual a p si s = . De manera
analoga se muestra que F*F = I. En particular, hemos demostrado que la inversa de
Fes F*.

Por otra parte, si ¢ es una matriz circulante, F*cF' es una matriz diagonal, en efecto,
demostraremos lo siguiente.

PROPOSICION 2. F*JF = diag(£°,&,--- ,€P~1) En particular, los valores propios
de J son las coordenadas del vector (€°,&,---  €P71). Consecuentemente, para cada
matriz circulante ¢, F*cF es la matriz diagonal

F*cF = diag(é(€°), (&), -+ ,é(6™)

donde ¢ es la transformada de Gelfand de ¢ dada por (2); los valores propios de ¢ son
las coordenadas del vector é = (¢(£°),é(€), -+ ,e(€P71)).

Demostracion. Tenemos que

F*J=- Zf ”|6J 61|Z|6k 6k+1|* Z 1 zj52k|63 ek-&-l‘* Z 1 ”|6] el+1|

i,7=0 i,jk=0 i,j=0
de manera que, usando (5), se obtiene

1 BN
- £ T80 les) (e

F*JF—— Z E e el Z &7 lev) ey = -

4,7=0 i,j'=0 4,3,8,5'=0

)i 1R R
S e iegies =L 5 (Sev e
irjrj =0 P50 =0
1 2 , 1=
=2 > o e ey = EZ£]|€j><€j| = diag(¢°,&, -+ ,€77)
7=0

J,3'=0

Esto demuestra la primera afirmacion de la proposicion, el resto es consecuencia de la
identidad

p—1
c= chJk
k=0
O

De acuerdo con el resultado de la proposicién anterior, los valores propios (espectro)
de cada matriz circulante ¢, se obtienen mediante los valores {¢(¢€°),¢(€),- -+ ,é(€P71)}
de la transformada de Gelfand en cada elemento del espectro de Gelfand {£°, &, -+, ¢P~1}
del algebra circulante. Esta es una propiedad general de la transformada de Gelfand
en cualquier dlgebra conmutativa, véase por ejemplo el Teorema 1.9.5 de [1].

Concluimos esta nota invitando al lector interesado a identificar otras propiedades
y nociones de la teoria de Gelfand en el dlgebra circulante.
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