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EL ESPECTRO DE GELFAND DEL ALGEBRA CIRCULANTE

AURA CARINA MARQUEZ MARTINEZ Y ROBERTO QUEZADA

RESUMEN. Calculamos el espectro de Gelfand del 4lgebra de las matrices circu-
lantes. Describimos la correspondiente transformada de Gelfand y demostramos
que ésta coincide con la transformada de Fourier discreta.

1. INTRODUCCION

La generalizacién de Gelfand de la transformada de Fourier, originalmente definida
en el dlgebra conmutativa Li (R™) de las funciones integrables con valores complejos, al
caso de un algebra conmutativa arbitraria es muy abstracta y en cursos introductorios
es conveniente ilustrarla con varios ejemplos. En la literatura es usual que algunas
nociones de esta generalizacién se ilustren con el dlgebra C'(X) de todas las funciones
continuas sobre un compacto X, o bien, con el dlgebra de Wiener W de todas las
funciones continuas sobre la circunferencia unitaria cuya serie de Fourier converge
absolutamente, véase por ejemplo [1].

Es sorprendente que el dlgebra de todas las matrices circulantes (o dlgebra circu-
lante), un dlgebra probablemente més simple que las dos anteriores, aparentemente
no se ha utilizado para ilustrar esta bella y profunda generalizacion de Gelfand, no
obstante que el concepto de matriz circulante se usa ampliamente en varias areas de
las matematicas y aun fuera de ella, véase por ejemplo el libro de Davis [2]. En es-
ta nota ilustramos los conceptos de espectro y trasformada de Gelfand en el caso del
algebra conmutativa de las matrices circulantes, calculando explicitamente su espectro
de Gelfand y mostrando c6mo en este caso, la transformada de Gelfand se reduce a la
transformada de Fourier discreta.

2. EL ALGEBRA CIRCULANTE

Una matriz compleja de tamafio p X p, ¢ = (¢ij)o<i,j<p—1, €s circulante si y sélo si
cij = ¢j—, para cada 0 < 4,5 < p— 1, las operaciones en los subindices son médulo p,
(€(j—i) mod p)- Es decir,

Co C1 Cp—1
Cp—1 Co Cp—2
c= )
C1 C2 Co
Usualmente, una matriz circulante ¢ se denota por ¢ = circ(cp, c1,- -+, cp—1) 0 simple-
mente por ¢ = (cop, 1, ,Cp—1). Un calculo sencillo permite mostrar que cada matriz

circulante ¢ es una combinacién lineal de potencias de la matriz de permutacién pri-
maria J,

p—1
(1) c= chJk
k=0

Palabras clave. Matrices circulantes, espectro de Gelfand.
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donde J = cire(0,1,0,---,0). As{ mismo J es una combinacién lineal de operadores
de rango uno (proyecciones),

p—1
T =" lex){ersl
k=0

donde {e;}*~ es la base canénica de CP y |e) (e 1] es el operador de rango uno en C?
definido mediante |ex){€p+1|v = (er+1,v)ex, v € CP, con operaciones en los subindices
médulo p. El simbolo (-, -) denota al producto interno usual en CP.

El conjunto de matrices circulantes de tamafio p x p, 6, tiene estructura de algebra
conmutativa sobre los complejos con las operaciones de suma y multiplicacién de
matrices y multiplicacién por escalares; de hecho, es un dlgebra de Von Neumann con
la operacién de involucién definida como la toma de adjuntos.

En vista de la representacién (1), la aplicacién ¢ — (cp,c1, -+ ,cp—1) define un
isomorfismo del algebra de von Neumann de las matrices circulantes en el algebra
de von Neumann (CP,x), donde CP se provee con su estructura natural de espacio
vectorial junto con la conjugacion coordenada a coordenada y la multiplicacién de
vectores definida mediante la convolucién:

cxd == ((cx)o,(ex)1,-++,(c*x)p1)
p—1
donde (¢ ¢); = chc;,j, con operaciones médulo p en los subindices. Dejamos
j=0
como un ejercicio para el lector demostrar que en efecto, la aplicacién de €, en (C?, *)
definida por ¢+ (cg, €1, ,¢p—1) €8 un *-isomorfismo.

3. EL ESPECTRO DE GELFAND DEL ALGEBRA CIRCULANTE

Si A es un dlgebra de Banach conmutativa con unidad e, se denota por hom(A4, C)
al conjunto de todos los homomorfismos w : A — C de A en los complejos, es decir,
w € hom(A, C) si w es un funcional lineal complejo tal que

w(zy) = w(x)w(y), para cada x,y € A.
El espectro de Gelfand de A se define como el conjunto
sp(A) = {w € hom(A,C) : w # 0}
de todos los homomorfismos complejos no triviales de A. En ocasiones también se le
llama espacio de ideales maximos de A, pues existe una biyeccién natural de sp(A)

sobre el conjunto de todos los ideales maximos de A.
El espectro de Gelfand satisface lo siguiente:

1. Cada w € sp(A) satisface w(e) = 1.
2. Cada w € sp(A) es continuo, mejor aun, |w| = 1.
3. Para cada w € sp(A), ker(w) es un ideal de A.

TEOREMA 1. Eriste una biyeccion entre los subconjuntos sp(€,) y {€°,&, -+ , &P 1},
donde & es una raiz primitiva de la unidad de orden p.

Demostracion. Sean w € sp(é,) y J la matriz de permutacién primaria. Como w es
un homomorfismo, tenemos que

w(J*) =w(J)* e C

para cada k > 0. En particular, w(J?) = w(I) = 1 y en consecuencia w(J)P = 1, por
lo que w(J) es una raiz de la unidad de orden p.

Si € es una raiz primitiva de la unidad de orden p, existe un tnico A = A\(w) con
0 <A <p-—1tal que w(J) =& Definase ¢ : sp(6,) — {£%,&,--+, P!}, mediante
B(w) = & para w € sp(%),) con w(J) = &N

La aplicacién ¢ es una biyeccién entre sp(6,) y {£%,&,- -+, &P}, Para demostrar
esto nétese primero que ¢ es inyectiva. En efecto, si para wi,we € sp(%,), ¢p(w1) =
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é(wy), entonces existen tinicos 0 < A\, Ay < p — 1 tales que ¢(wy) = &M, p(wy) = &2
y asi

£>\1:§>\2<:>)\1—)\2=0modp<:>)\1:)\2<:>w1:w2

donde hemos usado que cada Aj;, j = 1,2, estd asociado de manera biunivoca con

su respectivo w;j. Y ¢ es sobreyectiva, ya que para cada &¢F € {€0,¢,--- P71} 1a
p—1
aplicacion wy, : €, — C definida para cada ¢ = Z cj J7 mediante
§=0
p—1
wi(e) =Y ¢;g"
§=0
p—1
define un elemento wy € hom(%),,C). En efecto, sean o« € C, ¢ = chJj, d =
§=0
p—1
Z d;J? € €,. Para la matriz circulante
3=0
p—1

act+d= Z(acj +d;)J?
j=0

se tiene que

p—1 p—1 p—1
wi(ac+d) =Y (ac; +d))E =a e+ dieh = a wy(c) + wi(d)
=0 =0 =0

Entonces wy, es un funcional. Ademads se observa que
wi(I) = wy(J°) =" =11

Ahora, la multiplicaciéon de dos matrices circulantes c,d € €, es la matriz circulante

p—1p—1
cd=7 Y cidpjriy .
i=0 j=0
Por lo tanto, como £*P = 1, haciendo m + j = imodp, equivalentemente, m =
(p — j + 1) mod p, se obtiene
p—1 p—1 p—1p—1
wi(Qwi(d) =Y Y ¢idm&* ) =N " cid ()€ = wi(cd)
m=0 j=0 i=0 j=0

Lo cual demuestra que wy es un homomorfismo no trivial, i.e., wy € sp(%,). Esto
concluye la demostracion. O

4. LA TRANFORMADA DE GELFAND DEL ALGEBRA CIRCULANTE

De ahora en adelante identificaremos al conjunto sp(%),) con las raices de la unidad
{60’5,...7§p—1}.
Cada elemento ¢ € €, da lugar a una funcién
¢: {5075’...7§p71} —C
definida por
p—1
(2) HEy = g%, 0<k<p-1
j=0
La funcién ¢ se llama la transformada de Gelfand de c y la aplicaciéon ¢ —» ¢ es
la transformada de Gelfand.
Noétese que cada funcién ¢ se puede identificar con el vector de todos sus valores: ¢ =
(e(€9),é(€), -+ ,é(€P71)). Esta identificacién nos permite escribir a la transformada de
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Gelfand como una aplicacién lineal * que asocia con cada matriz (vector) circulante

c=(co, ++ ,p—1), la funcién (vector) ¢ = ((€°),é(€), -+ ,é(&P71)), de manera que
11 1 1 1 co
1 £ £2 . £p=2 g1 1
1 & ¢4 . £2r—2) g2r-1) o
3) e=| 1 &8 £6 . £3(r—2) g3p—1) 3
| 2 022 L D02 D) -
1 gp—l g(p—1)2 .. ,E(p—l)(p—2) g(p—l)(p—l) Cp—1

Es decir, la transformada de Gelfand es el operador

=Y Her) el
0<k,I<p—1
cuya matriz asociada aparece arriba.

A esta transformacién también se le conoce como transformada de Fourier
discreta y tiene una gran cantidad de aplicaciones en varias dreas de las matematicas y
otras ciencias, véase por ejemplo el articulo Discrete Fourier Transform en Wikipedia
[3] v los articulos ahf citados. Usualmente se le denota por F en lugar de °. De
hecho el propésito de Gelfand al definir su transformada fue precisamente generalizar
el concepto de transformada de Fourier, originalmente definida en Lq(R™), al caso de
algebras conmutativas arbitrarias. Aqui observamos cémo la extensién de Gelfand se
reduce al concepto original de Fourier. Dejamos al lector el ejercicio de verificar que
F es la transformada de Fourier sobre el espacio Ly (P), donde P = {0,1,---p — 1},
con la medida de conteo normalizada.

5. DIAGONALIZACION DE MATRICES CIRCULANTES

En esta seccién demostraremos que la transformada de Gelfand diagonaliza a
cualquier matriz circulante. Por comodidad, usaremos la notacién de F' en lugar de .

Es conveniente introducir una constante de normalizacién. Denotaremos con el
mismo simbolo F' a la transformada de Fourier normalizada

Fel Y el

VP 0<k,l<p—1

La transformada de Fourier discreta es un operador unitario, i.e., FF* = F*F = I,
donde F* es el adjunto (transpuesta conjugada) de F, lo cual se demuestra fécilmente
usando la matriz (3) o, equivalentemente, con el siguiente cédlculo,

p—1 p—1
g
Zf”lez (e Z &7 ey ex| = 5 Y ¥ e sl
,J=0 4,j=01",5'=0
-1

P p—1
- Z Zﬁj(i_i/))|€i><€i'| =2 > plile)(en] = lei) (e =T
7=0

1 /= p 4,4’ =0 =0

(4)

donde hemos usado la identidad

p—1 e
jti—i"y _ J p ifi—4 =0mod p
(5) ZE o { 0 otro

la cual que se sigue de

Shon - () o
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sit# 14 con0<1i,i <p—1yobservando que la suma es igual a p si s = . De manera
analoga se muestra que F*F = I. En particular, hemos demostrado que la inversa de
Fes F*.

Por otra parte, si ¢ es una matriz circulante, F*cF' es una matriz diagonal, en efecto,
demostraremos lo siguiente.

PROPOSICION 2. F*JF = diag(£°,&,--- ,€P~1) En particular, los valores propios
de J son las coordenadas del vector (€°,&,---  €P71). Consecuentemente, para cada
matriz circulante ¢, F*cF es la matriz diagonal

F*cF = diag(é(€°), (&), -+ ,é(6™)

donde ¢ es la transformada de Gelfand de ¢ dada por (2); los valores propios de ¢ son
las coordenadas del vector é = (¢(£°),é(€), -+ ,e(€P71)).

Demostracion. Tenemos que

F*J=- Zf ”|6J 61|Z|6k 6k+1|* Z 1 zj52k|63 ek-&-l‘* Z 1 ”|6] el+1|

i,7=0 i,jk=0 i,j=0
de manera que, usando (5), se obtiene

1 BN
- £ T80 les) (e

F*JF—— Z E e el Z &7 lev) ey = -

4,7=0 i,j'=0 4,3,8,5'=0

)i 1R R
S e iegies =L 5 (Sev e
irjrj =0 P50 =0
1 2 , 1=
=2 > o e ey = EZ£]|€j><€j| = diag(¢°,&, -+ ,€77)
7=0

J,3'=0

Esto demuestra la primera afirmacion de la proposicion, el resto es consecuencia de la
identidad

p—1
c= chJk
k=0
O

De acuerdo con el resultado de la proposicién anterior, los valores propios (espectro)
de cada matriz circulante ¢, se obtienen mediante los valores {¢(¢€°),¢(€),- -+ ,é(€P71)}
de la transformada de Gelfand en cada elemento del espectro de Gelfand {£°, &, -+, ¢P~1}
del algebra circulante. Esta es una propiedad general de la transformada de Gelfand
en cualquier dlgebra conmutativa, véase por ejemplo el Teorema 1.9.5 de [1].

Concluimos esta nota invitando al lector interesado a identificar otras propiedades
y nociones de la teoria de Gelfand en el dlgebra circulante.

6. AGRADECIMIENTOS
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ALGUNOS ASPECTOS HISTORICOS DE LAS FUNCIONES SENO
Y COSENO.

KARLA ADRIANA ORTEGA GALLEGOS Y GUSTAVO N. IZQUIERDO BUENROSTRO

RESUMEN. En este trabajo presentamos la relacién entre el cdlculo de cuerdas en
un circulo y las funciones seno y coseno.

1. INTRODUCCION

Existen al menos dos preguntas que un estudiante no tiene manera de responder
cuando estudia las funciones trigonométricas. Una de ellas es ; porqué no quedarse
con la mera definicién del seno y el coseno en un tridngulo rectangulo? La otra tiene
que ver con el célculo de sus valores jcémo le hace uno para calcular el seno y el coseno
de un angulo? Tal vez una de las formas de dar una respuesta a estas interrogantes de
manera elemental sea a través de la Historia.

La intencién en este trabajo es presentar a las funciones seno y coseno desde una
perspectiva ”histérica”. Desde este punto de vista, uno puede ver que los primeros
avances en trigonometria estan relacionados con las propiedades y el cdlculo de las
cuerdas determinadas por los dngulos centrales en un circulo. As{ pues nos proponemos
presentar a las funciones seno y coseno, no a partir de la definicién actual, sino a partir
de su relacién con las cuerdas en un circulo.

Como la intencién de este texto es ofrecer una lectura optativa para los alumnos
de Célculo, a lo largo del texto se dejan ejercicios para que el lector los resuelva.

2. LoOS PRIMEROS AVANCES EN TRIGONOMETRI{A. LAS CUERDAS

Los primeros avances importantes en la trigonometria se dieron en la antigua Grecia
y el primer compendio escrito que se conserva hasta nuestros dias es el Almagesto de
Claudio Ptolomeo!. En dicho trabajo, se destacan las aportaciones del matemético y
astrénomo griego Hiparco de Nicea (190 a.C.-120 a.C.) a quien se le atribuyen un gran
numero de resultados y la elaboracién de una primera tabla de valores relacionados
con el cédlculo de senos y cosenos.

Antes de continuar debemos senalar que en un principio no se consideraban las
funciones seno y coseno tal y como las estudiamos ahora. Para Hiparco, Ptolomeo y
sus discipulos el problema era el siguiente: dado un circulo de radio predeterminado y
un angulo central x, determinar la longitud de la cuerda comprendida por el angulo.
En términos de la Figura 1 el problema es determinar la longitud de segmento AB en
términos del angulo x.

Palabras clave. Funciones trigonométricas, cuerda de un dngulo central, seno y coseno.
IPtolomeo nacié en Egipto en el afio 85 después de cristo

13
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Figura 1

Al problema que acabamos de mencionar se le llamé problema del cédlculo de
cuerdas. Mas adelante veremos como se relaciona este problema con el calculo de los
valores del seno y el coseno, por el momento concentremos nuestra atencion en algunas
de las ideas y resultados presentados en el Almagesto para el calculo de cuerdas.

Debemos empezar por destacar que para medir angulos Ptolomeo usa los grados
tal y como los conocemos ahora, esto es, divide el circulo en 360 partes iguales a las
que llama grados, luego divide en 60 partes iguales cada grado y a dichas divisiones
les llama minutos, finalmente, al dividir en 60 partes iguales los minutos obtiene los
segundos.

En los capitulos 10 y 11 del primer libro del Almagesto, estudia algunas propiedades
de las cuerdas en un circulo y nos presenta una tabla con los valores de las cuerdas.
Aqui se considera un circulo de didmetro 120 y se dan los valores de las cuerdas en
dicho circulo para angulos que van de los 14° a los 180° con incremento de medio
grado en medio grado. En la tabla de Ptolomeo se hace uso del sistema de numeracién
sexagesimal babilénico o base 60, en conjuncién con el sistema griego en el que cada
letra del alfabeto se le asigna un valor numérico: a = 1, 8 = 2 y asi sucesivamente.
Esto hace que la lectura de su tabla sea un poco engorrosa.

2.1. Algunas propiedades de las cuerdas. Antes de ver como construir una
tabla como esta, es necesario estudiar cudles son las propiedades de las cuerdas. Con
este fin, Ptolomeo hace uso extensivo de varias propiedades geométricas de las figuras
inscritas en un circulo.

Un primer ejemplo es la siguiente relacién entre la cuerda de un dngulo a y la cuerda
de su suplementario, 180° — a.

PROPOSICION 1. Para cualquier dngulo central a se cumple que

(1) crd? [a] + crd? [180° — a] = crd? [180°)

En esta férmula y en muchos de los resultados que enuncia Ptolomeo
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180°

Figura 2

se refiere al didmetro del circulo como la cuerda del dngulo de 180° (ver Figura 2).
Asf crd [180°] corresponde al valor del didmetro de la circunferencia, en particular si
el radio es r, crd [180°] = 2r-.

Vedmos como se demuestra la proposicién 1:

Demostracion. La prueba se basa en el famoso teorema del tridngulo semi-inscrito en
un circulo. Este resultado nos dice que si un lado de un tridngulo es el didmetro de un
circulo y sus vértices estan sobre dicho circulo, entonces, el triangulo es un triangulo
rectangulo.

Regresando a la relacién entre crd [a] y crd [180° — a], obsérvese (ver figura 3) que
la cuerda de a, AB, la cuerda de 180° — a, BC, y la cuerda de 180°, AC, forman un
tridngulo semi-inscrito y, por el teorema ya mencionado, se tiene que nuestro tridngulo,
A (A, B,C), es un tridngulo rectdngulo.

Figura 3

Si ahora aplicamos el teorema de Pitdgoras a nuestro tridngulo, concluimos que
AB? + BC? = AC?
esto es,
crd? [a] + crd? [180° — a] = crd® [180°]
0 si se quiere
crd? [a] + crd? [180° — a] = 472
O

Una de las primeras propiedades de las cuerdas que aparece en el Almagesto es la
siguiente proposicién:

PROPOSICION 2. Sean a y b dos dngulos centrales de un circulo de radio r, entonces:

(2) crd [a — b] crd [180°] = crd [a] crd [180° — b] — crd [b] crd [180° — a]
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Figura 4

Por supuesto, al igual que la proposicién 1, la demostracion de este resultado hace
uso de las propiedades de los poligonos inscritos en un circulo. En este caso el resultado
a partir del cual se puede demostrar nuestra proposicion es el llamado Teorema de
Ptolomeo, el cual nos dice lo siguiente:

TEOREMA 3 (Ptolomeo). El producto de las diagonales de un cuadrildtero inscrito
en un circulo es igual a la suma de los productos de lados opuesto. En términos de la
Figura 5 este teorema nos dice que

AC-BD =AB-CD+ BC-AD

B C

Figura 5

2.1.1. Demostracion de la proposicién 2. Veamos como se relaciona el teorema de
Ptolomeo con la demostracién de la proposicién.
Tracemos sobre un circulo los dngulos a,b y a — b (ver Figura 6).

Figura 6

las cuerdas de los dngulos b, a—b, 180° —a junto con el didmetro forman el cuadrilatero
O(ABCD) que esté inscrito en nuestro circulo. Las diagonales de dicho cuadrildtero



ASPECTOS HISTORICOS SOBRE EL SENO Y EL COSENO. 17

BD y AC son, justamente, las cuerdas de a y de 180° — b, respectivamente. En otros
términos (ver Figura 7), tenemos que, para el cuadrildtero inscrito, los lados son

AB = crd [180° — a] , AC = ¢rd [180° — b], BC' = crd [a — b] y AD = crd [180°]
mientras que las diagonales son

BD =crda] y BD = crd [180 — b

B C

Figura 7

Asi, de acuerdo con el teorema de Ptolomeo (teorema 3) se sigue que
(3) crd [a] - crd [180° — b] = crd [b] - crd [180° — a] + crd [a — b] - crd [180°]
Si despejamos la expresion crd [a — b]-crd [180°] en la ecuacién (3 ) se llega a la igualdad
crd [a — b] crd [180°] = crd [a] crd [180° — b] — crd [b] crd [180° — a]

que es justo la formula que queriamos obtener.

2.1.2. Mads propiedades de las cuerdas. Un resultado anédlogo a la proposicién 2, pero
para la cuerda de una suma, se puede obtener si se considera la siguiente figura

a+b

Figura 8
PROPOSICION 4. Sean a y b dos dngulos centrales de un cérculo de radio r, entonces:
(4) crd [a + b] crd [180°] = crd [a] crd [180° — b] + crd [b] crd [180° — a]
0, si se prefiere

2r crd [a + b] = crd [a] crd [180° — b] + crd [b] crd [180° — a]
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Figura 8B

Ejercicio 1. Use las figuras 8 y 8B y el teorema de Ptolomeo par demostrar la
proposicién 4.

El siguiente resultado relaciona la cuerda de un éngulo a con la cuerda del se-
midngulo 3.

PROPOSICION 5. Sean a y b dos dngulos centrales de un circulo de radio r, entonces:

crd [%} crd [g} - %{crd [180°] crd [180°] — crd [180°] crd [180° — a]}

esto es,

crd? E} =2r? —rcrd [180° — q]

Demostracion. Tracemos en el circulo el angulo central a = ZDOB y sea OC la
bisectriz de dicho angulo, entonces, los segmentos BC y C'D son iguales. Luego se
dibuja el segmento C'F' perpendicular al didmetro y coloca el punto E sobre AD con
AFE = AB y finalmente traza el segmento EC' como se muestra en la [Figura 9 |

EF

Figura 9

Entonces tenemos que los tridngulos ABC' y AC'E son congruentes. En efecto, como
los dngulos centrales ZBOC y ZDOC son congruentes (ver Figura 10), los dngulos
inscritos ZBAC' 'y ZEAC también son congruentes
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A A
E
Tridangulo ABC Tridangulo ACE
Figura 10
Como el lado AC es comtin y AB = BE por construccién, por el criterio LAL,

concluimos que los tridngulos son congruentes y que

BC =CFE

Pero sabemos que BC = CD, lo que implica que CE = CD. Esto muestra que el
tridngulo ACDE es isésceles.

Por otra parte, los tridngulos AACD y ACF D son semejantes, ya que los angulos
LACD y ZCFD son rectos (ver Figura 11)

Figura 11

y, por ende, congruentes. Como, ademads, el &ngulo ZADC' es el mismo que el dngulo
/FDC, podemos concluir, como afirmamos, que los tridngulos AACD y ACFD son
semejantes.

Como consecuencia de esto se tiene que

AD _ €D
CD DF

luego

(5) CD-CD = AD - DF
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\_/

Figura 12

Finalmente, como

ED=AD - AE=AD - AB

y F' es el punto medio del lado E D, se tiene que

Al

DF = % (AD — AB)
sustituir en (5) se tiene que
CD? = AD - E (AD — AB)}

CD? = %(ADQ — AD - AB)

@
AUD

Figura 13

Puesto que CD = crd[a/2],AD = crd180° y AB = crd [180° — al, se sigue de la
igualdad (6) que

erd? [2] = %[crdz [180°] — crd [180°] crd [180° — d]]

0, si se prefiere,

crd? E] =2r% —rcrd [180° — d
O

Ejemplo 1. Muestre que si a y b son angulos centrales de un circulo de radio r,

entonces:

(7)

crd [180°] crd [180° — (a + b)] = crd [180° — a] crd [180° — b] — crd [a] crd [b]
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esto es,
2r crd [180° — (a + b)] = crd [180° — a] crd [180° — b] — crd [a] crd [b)] .
(Sugerencia: Use la férmula (2) para la resta de los dngulos 180° — a y b.)

Ejercicio 2. Muestre que si a y b son angulos centrales de un circulo de radio r,
entonces:

crd [180°] crd [180° — (@ — b)] = crd [180° — a] crd [180° — b] + crd [a] crd [b]
(Sugerencia: Ahora podria usar la férmula (4).)

FEjercicio 3. a) Muestre que en un circulo de radio r

crd {g} =/2r2 —rcrd [180° — g

b) Use la relacién (1) para concluir que
8 cd [2] = V22 — Va2 — ard?a
( 2

Ejercicio 4. a) Muestre que

crd? {180O - g} =2r% + rerd [180° — a)

b) Muestre que

crd [180O - g] = \/27"2 — /472 — crd?® [a]

2.1.3. Como usar las propiedades de las cuerdas para construir una tabla como la de
Ptolomeo. Para empezar, en sus cdlculos Ptolomeo usa un circulo de radio 60, por lo
que en nuestras férmulas r debe ser 60.

El otro aspecto a tomar en cuenta es, el dngulo del que partimos. En la tabla que
construimos a continuacién partimos del &ngulo 60° pues para dicho angulo, sus lados
junto con la cuerda forman un tridngulo equildtero (ver Figura 14) y por ende

crd [60°] = 60

Figura 14

Con esto en mente uno puede calcular la crd [30°Jusando la identidad (8) como
sigue: De la identidad obtenida en el problema 4-b) se tiene que

crd [30°] = \/2 %602 — 60\/4 % 602 — (crd [60°])
y como crd [60°] = 60

crd [30°] = \/2 %602 — 601/4 % 602 — (60)% = 31,058 285
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Una vez calculado el valor de crd [30°]podemos obtener el valor de la crd [15°]aplicando
nuevamente la identidad (8)

crd [15°] = \/2 * 602 — 60\/4 %602 — (crd [30°])?

= \/2 £ 602 — 60\/4 602 — (31.058285)% = 15,663 143

Con el valor de crd [15°]y nuestra identidad para la cuerda de la mitad del angulo,
podemos calcular crd [7,5°]

crd [7,5°] = \/2 % 602 — 60\/4 %602 — (crd [15°])

= \/2 %602 — 60\/4 602 — (15.663 143) = 7,848 375

De modo similar, podemos calcular la crd [3,75°]

crd [3,75°] = \/2 * 602 — 60\/4 %602 — (crd[7,5°])°

= \/2 602 — 60\/4 %602 — (7.848375)% = 3.926 289

y, procediendo de esta forma, podemos construir una tabla como la siguiente

angulo cuerda
60° 60,000 000
30° 31.058 285
15° 15.663 143
7,5° 7.848375
3,75° 3.926 289
1,875° | 1.963407
0,9375° | 0,981736
0,46875° | 0,490872

La relevancia de esta tabla es que con estos valores y las identidades obtenidas para
las cuerdas, uno puede obtener una tabla mucho més completa. Por ejemplo para
calcular la crd [60,9375°] notemos que

crd [60,9375°] = crd [60° + 0,9375°]
por lo que uno puede usar primero la identidades (4) para llegar a que
120 crd [60,9375°] = crd [60°] crd [180° — 0,9375°] 4 crd [180° — 60°] crd [0,9375°]

y luego usar (1) para ver que

1
crd [60,9375°] = 150 crd [60°] (\/1202 — crd? [0,9375°]>

1
2 2 o o
+ 120 (\/120 crd” [60 ]) crd [0,9375°]

Finalmente, substituyendo los valores de la tabla y haciendo las operaciones indicadas
se tiene que

crd [60,9375°] = 60,848 201
(Note que 61° = 60,9375°, asi que crd [61°] ~ 60,848 201)

FEjercicio 5. Use una calculadora para obtener los valores de crd [0,9375°]y crd [0,46875°]a
partir de la identidad (8).
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Ejercicio 6. Use las identidades para las cuerdas, los valores de la tabla y una
calculadora para ver que

crd [59,53875°] = 59,574 389

(Sugerencia: 59,53875° = 60° — 0,46875° y recuerde la identidad (2).)

3. EL ORIGEN DE LAS FUNCIONES SENO Y COSENO QUE CONOCEMOS

3.1. Avances de Johannes Miiller. Como ocurrié durante la edad media con to-
do el desarrollo de la ciencia, muchos de los trabajos relacionados con trigonometria de
los griegos, fueron preservados y ampliados por los pueblos musulmanes, en particular
destacan las aportaciones del escritor isldmico Nasi Edin (1201-1274).

La primera publicacién europea que terminaria por convertirse en referencia bésica
para el estudio de la trigonometria en Europa, es el trabajo de Johannes Miiller (1436-
1476) titulado Regiomontanus, sobre tridngulos de todo tipo, publicado en Nuremberg
en el ano de 1533.

El tema principal de este trabajo, el cual se divide en 5 tomos, es el estudio de
las razones entre los lados de los triangulo rectangulo con un mismo angulo agudo,
esto es, el estudio de las funciones trigonométricas tal y como nos las ensenaban en la
secundaria.

Por supuesto, J. Miiller en el Regiomontanus, busca establecer desde el principio la
relacién entre las razones trigonométricas y las cuerdas de un circulo. Asi, en el primer
tomo, uno de sus primeros resultados es el siguiente:

TEOREMA 6. (Teorema 20) En todos los tridngulos rectdngulos, si describimos un
circulo con su centro en un vértice de un dngulo agudo y su radio de longitud la del
lado mds largo (lo que ahora llamamos hipotenusa), entonces el lado que subtiende
este dngulo agudo es el seno de el arco adyacente a ese lado y opuesto al dngulo dado;
el tercer lado es igual al seno del complemento del arco.

En términos un poco mas modernos uno podria enunciar el teorema de la siguiente
manera: Si en cualquier tridngulo rectangulo ABC en donde A es uno de los angulos
agudos, se traza un circulo con radio AB (la hipotenusa) con centro en A (ver Figura
15). Entonces, el lado BC, que subtiende el 4ngulo A, es el seno del arco BE. Ademés,
el tercer lado, AC, es el seno del complemento del arco BE.

Figura 15

En otras palabras, el seno del arco BE es el lado opuesto (cateto opuesto) al vértice
A, a saber el lado BC.



24 K. A. ORTEGA GALLEGOS Y G. IZQUIERDO

77‘«‘
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D

Figura 16

Si usamos la definicién moderna de las funciones seno y coseno, denotamos por z el
angulo determinado por el arco BE y por R el radio del circulo, la resultado nos dice
que

(9) Rsenz = BC

En la segunda parte nos afirma que el seno del arco complementario BK es igual al
tercer lado a saber, el lado AC.

K
N

Figura 17

Para entender esta afirmacién recordemos que en términos modernos AC = Rcosf y
que el dngulo determinado por el arco complementario BK es 90° — z, por lo que la
segunda afirmacién nos dice que

(10) Rsen[90° — 2] = Rcosx

Asi pues, el teorema 20 del libro I del Regiomontanus, establece la relacién entre el
seno, el coseno y los arcos de un circulo.

Por supuesto, méas adelante J. Miiller senala que BC es la mitad de la cuerda
comprendida por el arco BD y que dicho arco es el doble del arco BE. En otros

términos, si denotamos por z dngulo determinado por el arco BE y usamos (9),
entonces, esta observacion de J. Miiller nos dice que para un circulo de radio R

(11) Rsenz = %crd [2x]

Esta igualdad nos da la relacién entre las cuerdas definidas por Ptolomeo y la definicién
del seno de J. Miiller.
Notemos ademds que, de la ecuacién (11), se sigue

1
Rcosxz = Rsen [90° — z] = 3 crd [2(90° — )]
eso es,

1
(12) Rcosz = 3 crd [180° — 2]
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lo que establece la relacién entre el coseno y la cuerda del suplementario.
Un detalle curioso es que mientras que Ptolomeo usa un circulo de radio R = 60
para sus calculos, Miiller usa un circulo de radio R = 60 000.

3.2. La definicion de Euler. A pesar de los trabajos de Johannes Miiller la
notacion y el radio del circulo usados para la caracterizacion del seno y el coseno,
no se estandarizaron hasta los trabajos del celebrado cientifico y filésofo Leonhard
Euler (Suiza 1707-1783).

Euler en su famoso libro Introductio in analysin infinitorum publicado en 1748,
definié las funciones trigonométricas de la siguiente manera: senx y cosx denotan el
seno y el coseno en el circulo unitario para el angulo central que subtiende un arco de
longitud x. Esto equivale a decir que senx y cosx son, justamente, las funciones seno
y el coseno tal y como son definidas en los cursos de Célculo y que el dngulo x se mide
en radianes.

Nosotros terminaremos este trabajo sefialando cémo se pueden obtener las propie-
dades de seno y coseno en términos de lo que hemos visto sobre las cuerdas.

4. EL ESTUDIO DE LAS FUNCIONES SENO Y COSENO A PARTIR DE LAS
PROPIEDADES DE LAS CUERDAS

Nuestro punto de partida en esta seccién son las relaciones
1 1
Rsenz = 3 crd [2z] y Rcosz = 3 crd [180° — 2]

obtenidas por Johannes Miiller. Por supuesto, en lo que sigue el radio R del circulo
que se considera para definir las cuerdas y las funciones seno y coseno es 1. Asi las
relaciones entre las cuerdas y las funciones trigonométricas son

1 1
(13) senz = 5 crd 2z |y cosx = 3 crd [180° — 2]
0, en forma equivalente,
(14) crd [2z] = 2senz y crd [180° — 2z] = 2cosx

Una de las primeras propiedades sobre cuerdas que vimos es la proposicién 1 la
cual nos da la siguiente identidad

crd? [a] 4 crd? [180° — a] = crd® 180°
Si hacemos a = 2z y usamos (14) obtenemos que
4sen® z + 4 cos® x = crd? [180°]

Puesto que se considera el circulo de radio 1, se tiene que su didmetro, la crd [180°],
es 2 y por ende
4senz +4cos?x =4

lo que nos lleva a la famosa identidad

sen?z 4 cos?z =1

De modo similar, si en la identidad dada en la proposicién 2
crd [a — b] crd 180° = crd [a] crd [180° — b] — crd [b] crd [180° — a]
hacemos
a=2ryb=2y
nos queda que
crd [2 (z — y)] crd 180° = crd [2z] crd [180° — 2y| — crd [2y] crd [180° — 2]
y usando (14) nos queda que

2senz —y]-2=(2senx) (2cosy) — (2seny) (2 cos x)
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esto es
sen [z — y|] = senx cosy — seny cos x

Para la identidad dada en la proposicién 5
crd? E} =2r% —rcrd [180° — d

se obtiene la identidad

sen? £ = 1 1cosa:
2 2 2
la cual también podemos escribir en la forma
senz = 1 — —cos2x
2 2

Ejercicio 7. ;Qué otras identidades trigonométricas podria obtener a partir de las
identidades obtenidas en las proposiciones 4 y 57

Ejercicio 8. ;Qué otras identidades trigonométricas podria obtener a partir de las
identidades obtenidas en los problemas 1, 2, 3 y 47

PROPOSICION 7. Las funciones seno y coseno cumplen las siguientes identidades
trigonométricas

I) sen®x + cos? 2z = 1 VII) cos 2x = cos? T = sen?
IT) cos [z — y] = coszcosy +senxseny  VIII) Sen x = % - 5 cos 22
IIT) cos [z +y] = coszcosy —senzseny IX) cos’z = % + 5 COS 2%
IV) sen[z —y] = coszseny — cosysenz X) sen§:w/lc%

— ens g S Lz _ [1+
V) sen [z 4 y] = coszseny + cosysenz  XI) cos § = (/55
VI) sen 2z = 2senx cosy

Y las tres identidades sigientes:
XII) cosz cosy = % [cos [z — y] + cos [z + y]]
XIIT) senzseny = 3 [cos [x — y] — cos [z + y]]
XIV) coszseny = 3 [sen [x — y| + sen [z + y]]

N[0 =

Ejercicio 9. Deduzca las identidades enunciadas en la proposicién 7. (Sugerencias:
Para el inciso a) se utiliza la propiedad (4) tomando a a = 2z y b = 2y, de igual manera
se resuelve el inciso b, tomando a a = 2z y b = 2y en la propiedad (7), partiendo de
a = 2x y b= 2y en la ecuacién (2) se resuelve el inciso ¢ y el inciso d se resuelve
tomando a = 2x y b= 2y en el 2.)
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