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LOS TEOREMAS DE STEINITZ EN LA TEORIA DE CAMPOS

LUIS MIGUEL VILLEGAS SILVA

RESUMEN. En este trabajo presentamos la demostraciéon de dos teoremas de E.
Steinitz. A saber, la existencia de la cerradura algebraica de campos y que dos
campos de la misma caracteristica y cardinalidad innumerable son isomorfos. La
intencién es presentar una prueba detallada, en lo que a teorfa de modelos y de
conjuntos respecta, de estos resultados importantes.

1. INTRODUCCION

Un resultado bien conocido en teoria de campos afirma que todo campo K tiene
una extensién K’ que es algebraicamente cerrada. Esto es, cualquier polindmio con
coeficientes en K’ tiene sus raices en K'. La demostracién original debida a E. Steinitz
recurre al teorema de recursién transfinita. Posteriormente, E. Artin [1] desarroll6
una demostracién <mds algebraicar de este resultado, para aliviar en la medida de
lo posible, la ignorancia conjuntista de la inmensa mayoria de los algebristas de
aquel entonces. Sin embargo, la demostracién original es ciertamente mas elegante
y sencilla. No obstante, la demostracién original debida a Steinitz es poco amigable
y no totalmente formal. Existe una presentacién posterior debida a Van der Waerden
[8] pero que tampoco incluye los detalles importantes de teorfa de conjuntos.

En este articulo presento los detalles necesarios mencionados explicados claramente,
en particular el uso del teorema de recursién. Mas aun, en la prueba de la isomorfia
de dos campos de la misma caracteristica y cardinalidad se evita el uso del teorema
de categoricidad de Morley, figura recurrente en la prueba de este teorema en los
textos de teoria de modelos. Suponemos conocidos por el lector diversos resultados
puramente algebraicos de la teoria de campos, pero damos una referencia para revisar
la demostracion en caso de necesidad. También suponemos conocimientos basicos sobre
aritmética cardinal, teorema de recursién y teoria de modelos. Los resultados aqui
presentados son conocidos.

2. TEORIA DE MODELOS

Trabajeremos en el lenguaje formal £ = {+,-,0,1}, donde +,- son funciones
(operaciones) binarias y 0,1 simbolos de constante, cuya interpretacién es la que es de
esperarse.

Definicién 2.1. Sea ¢ un L-enunciado,
(a)
Mod*(p) = {2 : 2 = ¢, es una L-estructura}.
Sea R una clase de L-estructuras. (b) R es elemental o finito axiomatizable si existe
un L-enunciado ¢ tal que R = Mod* ().
(c) R es A-elemental si existe un conjunto de L-enunciados ® tal que R = Mod*(®);
en este caso decimos que R es axiomatizable por ®.

Teorema 2.2. Sea R una clase de L-estructuras.
(a) R es elemental si y sélo si, tanto R como su clase complementaria

R = {A: A es una L-estructura ,A ¢ R}
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16 LUIS MIGUEL VILLEGAS SILVA

son A-elementales.
(b) Si B = Mod*(®), entonces R es elemental si y sélo si existe un subconjunto
finito ®' de ® con K = Mod*(®’).

Demostracion. (a) (=) Sea R elemental, digamos R = Mod*(p). Entonces R* =
Mod* (—¢).

(<) Sean R y R* clases A-elementales, digamos R = ModX (®) y R* = Mod" (®*)
, donde @, ®* son conjuntos de L-enunciados. Si ‘R no fuese elemental, existiria, para
cada ® C ® una L-estructura 2 con A = &' pero A = ®. Lo dltimo significa que
A ¢ R, por lo que 2 € K* y por consiguiente, A = &*. En consecuencia, ® U ®* es
finito satisfacible y posee (por el teorema de compacidad) un modelo 2. Puesto que
‘RN R* =, esto no es posible. Por lo tanto, & debe ser elemental.

(b) Sea K elemental, digamos R = Mod* (). Ya que también K = Mod*(®), se
sigue que ® = . Por el teorema de compacidad, sabemos que existe un subconjunto
finito ® C ® con ® = . Asi que Mod*(®') C Mod*(p). Dado que & C @, se
cumple Mod*(®) € Mod*(®'). En resumen, Mod*(®') = Mod*(®) = R, como se
afirmé. O

Definicién 2.3. Sea x un cardinal. Para cada o < k sea 2|, una L-estructura, tal
que A, C Ag siempre que a < . Tal sucesién de modelos (2, : o < k) se llama una
cadena de L-estructuras.

Convertimos A = _. A, en una L-estructura 2 como sigue.

a<k
A _ Aq .
R} = J R
a<k
A Ao
=U
a<k
A A
Cp, =¢C.°.

De la relacién 1, C g se deduce facilmente que realmente tenemos definida una
L-estructura sobre | J A, . Esta estructura se denota con

U

a<k

a<k

y la llamamos la wunidon de las 2A,. De la construcciéon se desprende el siguiente
resultado.

Lema 2.4. Para a < k se cumple U, C UB<K Ag.
Teorema 2.5. Sea ¢ un Ils-enunciado de L, es decir, un enunciado de la forma

o=V, . ., Tn3 Y, YnW(XT1, o T, YLy - e 5 Yn)s

donde v es una L-férmula sin cuantificadores. Si Ay = @ para toda o < kK, es cierto

que UOL<I€ Q(a ': ®-

Demostracion. Sean A = U(x<n A, el universo de Ua</@ Aoy Vv A1, .. 0y € A
arbitrarios. Entonces existe una o < k con aq,...a, € A,. Puesto que 2, E ¢,
existen by,...,b, € A, con

Q(a ': 1#[(11, . .,(lm,bl, .. bn]
Ya que 2, C U fen A y 1 estd libre de cuantificadores, se deduce

U s Evlar,. . am, by, bl

B<K
dando paso a Uﬁ<K Ag =3y yn Y(T1,- o, Ty Y1, - -+ Yn) a1, .y G En vista
de que los aq, ..., a,, se eligieron arbitrariamente, se sigue

U 91[3 lzvxl"'l‘mzlyl"'ynq/}('rlv"'7$m,y1,"°ayn)7
B<K
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lo que se queria demostrar. O
Una consecuencia inmediata del teorema 2.5 se expone a continuacion.

Corolario 2.6. Si R es axiomatizable mediante una teoria ®, que consiste en Ila-
enunciados, entonces ‘R es cerrada respecto a uniones de cadenas, es decir, si kK es un

cardinal y (A, : « < K) es una cadena de modelos en R, también |, _,. A, pertenece
aR.

a<k

De hecho, también la conversa es cierta, si B es cerrada respecto a uniones de
cadenas, R es axiomatizable mediante un conjunto que consta sélo de Ily-enunciados.
La demostracién se puede encontrar en [3, Teorema IV.5.7, pp. 316].

3. EXISTENCIA DE LA CERRADURA ALGEBRAICA

Ahora probaremos la existencia de la cerradura algebraica de todo campo. Para
ello presentamos primero la teoria de campos.
La L-teoria ®cqmyp (la teorfa de campos) consiste en los siguientes enunciados.

(i) YooV v1(vg +v1 = v1 + vg (conmutatividad de la suma).

(ii) Vwoviva(vo + (vi +v2) = (vo +v1) + v2) (ley asociativa de la suma).
(iii) Ywo(vo +0 =) (0 es el elemento neutro para la suma).

(iv) YvgIwvr(vo +v1 = 0) (existencia de un elemento inverso).

(v) YoV v1(vg - v1 = w1 - vg) (ley conmutativa de la multiplicacién).

(vi) YooV u1Vue(vg - (v1 - v2) = (vo - v1) - v2) (ley asociativa de la multiplicacién).
(vii) Yug(vo - 1 =1vg) (1 es elemento neutro de la multiplicacién).
(viii) Ywg3v1(—vg =0 — vg - v1 = 1) (existencia de un inverso multiplicativo).

)

(

=

ix) VooV vV (vg - (v1 + v2) = v - v1 + v - v2) (ley distributiva).

(x) =0 =1.

®qmp axiomatiza la clase de los modelos de los campos y se llama la teoria de los
campos.

Definicién 3.1. Un campo R es algebraicamente cerrado si todo polinomio p(z) =
ap + a1z + ...+ a,x™ con coeficientes en K se factoriza en factores lineales.

Una definicién equivalente es que R es algebraicamente cerrado si cualquier polino-
mio no constante p(z) con coeficientes en £ tiene al menos una rafz en K y por tanto
un factor lineal. En efecto, si esta condicién se satisface y si un polinomio arbitrario
p(x) se factoriza en factores irreducibles, estos sélo pueden ser lineales.

Definicion 3.2. Si £ es un campo,
Rz] = {ag + 17 + agax® + ...+ apz" s ag, a1, . .., a, € 8.

Teorema 3.3. Sean R un campo, p(x) un polinomio mdnico irreducible in R[z| de
grado d, K = R[z]/(p) y B =2+ (p) € K. Se cumplen ls siguientes afirmaciones.

1. K es un campo y K' = {a + (p) : a € R} es un subcampo de K isomorfo a 8.
Ast, si identificamos a K' con & mediante a — a + (p), & es un subcampo de
K.

2. B es una raiz de p en K.

3. Siq(x) € Rlz] y B es raiz de q en K, entonces plq en K[z].

4. p es el dnico polinomio mdnico irreducible en K[x] que tiene a S como raiz.

5. El conjunto finito {1,53,82,..., 591} es una base para K como espacio vecto-
rial sobre K, por lo que la dimension de K es d.

Demostracion. Véase [5, Proposition A-3.84]. O

Definicion 3.4. Si K es un campo que contiene a K como subcampo, K se conoce
como una extensién de K y denotamos una extension mediante

K/R.
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Una extensién K /8 es una extension finita, si K es un espacio vectorial de dimensién
finita sobre K. La dimensién de K se denota como [K : &) y se llama el grado de K/R.

Definicién 3.5. Sea K /R una extensién. Un elemento oo € K es algebraico sobe
£ si existe un polinomio distinto de cero p(z) € K[z] que tiene a o como raiz; en otro
caso, « es trascendente sobre £. Una extensién K /R es algebraica cuando todo o € K
es algebraico sobre K.

Proposicién 3.6. Si K/R es una extension finita, entonces es una extension alge-
braica.

Demostracion. Véase [5, Proposition A-2.86]. O

Definicién 3.7. Si K/8 es una extensién y o € K, el campo
R(a)

es la interseccién de los subcampos de K que contienen a 8 y a a; K(a) se conoce
como el subcampo de K que se obtiene al adjuntar a a K, en lugar de llamarlo el
subcampo de K generado por Ry a.

En general, si A es un subconjunto de K (puede ser infinito), £(A) es el subcampo
de K generado por Ry Aen K. Si A ={z,...,2,}, R(A) = R(z1,...,2n).

Teorema 3.8. Si K/R es una extension y a € K es algebraico sobre R, existe un
dnico polinomio ménico e irreducible p(x) € R[x] que tiene a o como raiz. Mds ain,

~

K[z]/(p) = R(a). En efecto, existe un isomorfismo
¢ : Rlz]/(p) = R(a),
donde p(x + (p)) = @ y ¢(c+ (p)) = ¢ para cada c € K.
Demostracion. Véase [5, Theorem A-3.87]. O

Teorema 3.9. Sean L C E C K campos tales que E es una extension finita de L y
K es una extension finita de E. Entonces, K es una extension finita de L y

[K:L=[K:E|F:L.
Demostracion. Véase [5, Theorem A-3.88]. O

Lema 3.10. 1. Suponga que L C K C E son campos tales que E/K y K/L son
algebraicos, entonces E/L también es algebraico.
2. Suponga que la cadena

Koy CKiC CKyCKuur C-or

es creciente y conformada por campos. Si K,11/K, es algebraico para toda
n €N, entonces K = J,,cy Kn €s un campo algebraico sobre K.

3. Sea K = R(A), esto es, K se obtiene de R adjuntando los elementos del
conjunto (puede ser infinito) A. Si cada a € A es algebraico sobre &, asi lo
es la extension K/R.

Demostracion. Véase [5, Lemma B-2.38]. O

Lema 3.11. Sea V' un espacio vectorial infinito sobre el campo K de dimension finita.
Entonces |V| < | K|+ Ng.

Demostracion. Que V tenga dimensién finita significa que tiene una base B =
{v1,...,v,} para alguna n € N. Esta base genera a V y los elementos de B son
linealmente independientes. Asi, cualquier elemento z € V se puede representar en
forma 1nica como,

z=kivi + -+ kyvp,

donde k1,...,k, € K. En consecuencia, podemos establecer una inyecciéon f : V. —
n veces

—
K x - x K, mediante f(z) = (k1,..., k), segtin se estableci6 arriba.
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n veces

——

Si K es infinito, sabemos que K" = K x - x K tiene cardinalidad igual a la
de K mismo. Si K es finito, entonces |K™| = |K|". En cualquier caso, se cumple
|[V| < |K|+ R, pues si K es finito, V' también lo es; mientras qe si K es infinito, V/
tiene su mismo tamano y el sumando Ny no desempena ningiin papel. O

Recuerde que si A es un conjunto infinito, la cardinalidad del conjunto de subcon-
juntos finitos de A es igual a la de A mismo. Esto se expresa como

[A]=] = [A].

Lema 3.12. Si K es un campo de cardinalidad finita o infinita, entonces

|K|, cuando K es infinito
| K] =
Ny, en otro caso

Demostracion. Por definicién, K[z] consiste en polinomios en la variable x, es decir,
expresiones de la forma p(z) = ap + a1 + - -+ + a,x™, para n € N. Propiamente, el
polinomio p(z) estd determinado por la n + 1-ada (ag, . . .,a,) € K"*1.

Tenemos dos casos.

Caso I. K es finito.

K]l = | K"
neN
=D K" =Y K" = KL+ K|+ [P KT
neN neN

Note que del lado derecho aparecen potencias finitas de un nimero natural, y estas
potencias crecen. No obstante, para cada potencia [ podemos encontrar un natural k
que la excede, y para cada natural n existe una potencia m que lo excede. Asi que la
suma del lado derecho es igual a ) 7.

Por otro lado, como n < Ny, tenemos

ZnSZNOZNO'NOZNm
neN neN

mientras que Ro = w = J,e,® = Upenn Por lo que g < 37 n. Estas dos
desigualdades propician que ZneN n = Ny. Por consiguiente,

[K[2]] = Ro.

Caso Il. K es infinito. Cada elemento a € K da lugar a un polinomio constante,
el polinomio p(x) = a, asi que, |K|[z]| > |K|. Por otro lado, como vimos antes, cada

elemento de K [x] estd asociado a una unica n-ada (kq, ..., k,) de elementos de K. Por
tanto,
Kl2)l < || K| =D IK" =) K| = K| = |K]|.
neN neN neN
(Recuerde que |K"| = |K| para cualquier n € N cuando |K| es infinita.) O

Ahora podemos enunciar nuestro teorema principal.

Teorema 3.13. Sea R un campo. Entonces existe una cerradura algebraica de R, es
decir, un campo R que contiene a & como subcampo, tal que

(a) R es algebraicamente cerrado, es decir, todo polinomio no constante en £[z]
tiene una raiz en K.

(b) & es algebraico sobre &, es decir, cada elemento de R es algebraico sobre K, por
tanto, es el cero de un polinomio no trivial con coeficientes en K. Se cumple ademds

8] = 8] + Ro.
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Antes de presentar la prueba formal es importante entender la idea de la misma, la
cual es ciertamente simple. De hecho, las pruebas <puramente algebraicas~ sélo logran
oscurecer innecesariamente esta idea.

Tenemos un campo K y queremos construir un campo K que contenga a K y que
sea algebraicamente cerrado. En particular, cualquier polinomio con coeficientes en &
se puede descomponer en factores lineales sobre K. Si K ya tiene esta caracteristica,
hacemos K = K. En otro caso, lo primero que hacemos sera anadir las raices de todos
los posibles polinomios con coeficientes en K. Por supuesto, habra que hacerlo en forma
controlada, asegurando que al final obtengamos un campo. Pero atin cuando tengamos
éxito en esto, habremos anadido puntos nuevos (el menos las raices), lo que da lugar a
nuevos polinomios, pues tendremos nuevos posibles coeficientes. Asi que habremos de
repetir el procedimiento recién descrito una y otra vez. Como veremos, esta repeticion
no es tan larga como pudiera pensarse y se hace <sélov una cantidad numerable de
veces. El teorema de recursion hace su apariciéon precisamente para elegir uno a uno
los polinomios, anadir sus raices y generar campos. Si el campo original es numerable,
la recursion se lleva a cabo sobre w. De ser f innumerable, aparecen etapas limite y
sucesor, lo que complica ligeramente la construcion.

Demostracion. Afirmacién 1. Si £ es un campo y p € £[z] es un polinomio no
constante, existe una extension algebraica £P de £ en la que p tiene una raiz. Se
cumple |£P| < |£] + No.

Prueba de 1. Se sigue de los resultados previos, pues £° = £/(p) contiene una
raiz o de p(z). Ademds, este campo es isomorfo a £(«).

Por tltimo, como £(«) es un K-espacio vectorial de dimensién finita, se obtiene que
|E(@)] < [R] +Ro. [V] (1)

Ahora construimos una extensién £’ para cada campo £ mediante cadenas de
modelos, en el que cada polinomio no constante tiene al menos una raiz. En este
paso usamos recursion transfinita.

Afirmacién 2. Sea £ un campo. Existe una extensiéon £ de £ tal que:

(a) todo polinomio no constante p € £[x] tiene una raiz en £';

(b) £’ es una extensién algebraica de £;

(c) €] < |€] + No.

Prueba de 2. Sean k = |£[z]| = |[L]<“|(= [£]4+N0) ¥ (Pa : @ < K) una enumeracién
de todos los polinomios no constantes con coeficientes en £. Definimos una cadena
(£ 1 a < k) de campos de la siguiente manera.

,80 = ,2,
£a+1 = 3{;"%
Ls = U L4, cuando J es limite.
a<d

Observe los siguientes hechos. El paso sucesor £, a £,41 arroja una extensién
algebraica sobre £, y £Pe existe porque p, es un polinomio con coeficientes en
£=£,CL,.

Cuando ¢ es un ordinal limte, debemos cerciorarnos de que £5 es un campo, que es
una extensién algebraica de £y y que tiene la cardinalidad adecuada. Nuestra hipotesis
de induccién es que los campos £, para 8 < §, cumplen lo requerido. Un ordinal limite
~v > 0 puede tomar exactamente una de las siguientes formas: v = 5 +w, donde S es el
ordinal lite més grande menor que 7 (5 puede ser 0), o v es limite de ordinales limite.

Caso I. § = B + w, donde 3 es un ordinal menor que §. Sabemos que £ es una
extension algebraica de £o, y |£5] < |£o] + Ro. Obtenemos £5 como la unién de las
extensiones

L C Lpy1 CLp2 - C L, Coov

Dado que £5 es uniéon de campos, es un campo, segin el corolario 2.6, porque los
axiomas de la teoria de campos son Ils-enunciados.
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Mas atin, de acuerdo al lema 3.10(ii), £5 es una extensién algebraica de £g, que a
su vez es una extension algebraica de £y. Por lo tanto, £s5 es una extension algebraica
de £ de acuerdo con el lema 3.10(i).

Caso Il. § es un ordinal limite de ordinales limite. Nuestra hipétesis de induccion
asegura que cualquier campo £, con v < J es algebraico sobre £¢ y tiene el tamafio
adecuado. Sabemos que

= 2

B<é
y sin perder generalidad alguna, podemos suponer que

&%= U g

<9
~ ordinal limite

Como antes, inferimos que £;5 es un campo. Dado que cada £, es algebraico sobre £y,
cada elemento de £, es algebraico sobre £y. Sea

A= U A,

<9
~ ordinal limite

donde A, son los elementos de £, para cada v < 6, v un ordinal limite.

Se sigue que £5 = £(A), que es una extensién algebraica segun el lema 3.10(iii).

Otra forma de probar esto es mostrar que cualquier elemento de £5 es algebraico
sobre £y, de la siguiente manera. Sea x € £s. Entonces € £, para algin ordinal
limite v < 9, el menor posible. Por esta eleccién y la defincicién de £, se deduce
que x € £34, para S < 7 un ordinal limite el mayor posible y algin n € N. Por
construccién de £z, e hipdtesis de induccién, x es algebraico sobre £o.

En cualquier caso |£s] < |£o] + Ro, pues § < |£o] + No.

Entonces tenemos una cadena creciente de subcampos (£, : @ < k) cada uno de
los cuales es algebraico sobre £. Sea

g = U L4

a<k

y obtenemos un campo que satisface la afirmacién 2, pues £’ es, como antes, un campo
que extiende a £. Si p(x) es un polinomio en £[z], debe ser igual a p,, para algin «a < &,
por lo que en la construccién de £’ debié anadirse una raiz del mismo. También por
un razonamiento similar a los anteriores, |£/| < |£] 4+ Ro. (2)

Lo que tenemos en este punto es un campo R que tiene raices para cualquier
polinomio p(x) con coeficientes en &. Pero es claro que si agrandamo K, debieron
aparcer elementos que dan lugar a coeficientes de nuevos polinomios. Para estos
polinomios recién nacidos no podemos asegurar que & tenga raices.

Si iteramos Wp-veces la construccién de la afirmacién 2 encontramos el campo
requerido. Definimos

ﬁo =R
Rng1 = R
A= U R-
n<w

Como antes, se corrobora que £ es un campo, y que £ es algebraico sobre £.

El campo £ es algebraicamente cerrado, pues los coeficientes de un polinomio
arbitrario no constante p € f£[x] estdn en algin K,, y por construccién tiene un
cero en 8,11 = &, (y por consiguiente en £). La cardinalidad de |&] se calcula como
sigue. Por un lado, en vista de la afirmacién 2(c)

[Rn| < 8]+ Ro,

de donde concluimos B
|R] < N - (|&] +Ng) = |R] + No.
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Por otro lado, |&] < |&] pues & C & Ademés Ry < |R], ya que un campo finito no
puede ser algebraicamente cerrado. Por lo tanto,

8] = |]] + Ro
y concluimos la demostracién del teorema. O

Teorema 3.14. Cualesquier dos cerraduras algebraicas de un campo K son isomorfas.

Demostracion. Véase [5, Theorem B-2.44]. O

Por consiguiente, la cerradura algebraica de un campo es tinica (salvo isomorfismos).
En este punto presentamos otra aplicacién de las cadenas de modelos para probar
que la clase de los campos algebraicamente cerrados no es finito axiomatizable.

Definicién 3.15. Si K/f es un campo extensién y « € K es algebraico sobre £,
entonces el unico polinomio p(z) € K[z] médnico e irreducible que tiene a a como raiz
se conoce como el polinomio minimo de « sobre K y se denota irr(a, &) = p(x); su
grado es igual a [K : ]].

Lema 3.16. Para cada n < w existe una extension Q" de Q tal que,
(a) Todo polinomio p € Q"[x] de grado < n tiene un cero en Q™.
(b) Q™ no es algebraicamente cerrado.

Demostracion. Sea Q la cerradura algebraica de Q. Segtin el teorema 3.13, Q es
numerable, asi que lo enumeramos como (a; : k < w). Para n < w construimos
una cadena (Q7 : i < w) de subcampos de Q como se describe a continuacién. Sea
Qp = Q, y supongamos que Q' ya estd definido. Si existe un k tal que ar ¢ Q} que
sea la rafz de un polinomio de grado < n en Q'[x], escogemos la menor de tales k
y definimos Q},; = Qf (ax). De no existir tal k, hacemos Q},; = Q7. Establecemos
entonces Q" = J,., Qf. Si p(x) = ngm bjz’? es un polinomio de grado < n con
coeficientes en Q", existe ¢ < w con by,...,b, € QF. Ya que Q es algebraicamente
cerrado, existe j < w, tal que a; es un cero de p. De la construccién del campo se
sigue fdcilmente que aj11 € Qf ;. Asi que p tiene un cero en Q". Queda demostrado
(a). Para probar (b) necesitamos los siguientes hechos algebraicos, que se deducen de
los resultados previos.

Si £ = R(a), donde a es algebraico sobre K, entonces [£ : £] es el grado del polinomio
irreducible de a (véase [9, Proposition 2.4.6]). En el caso £ C Ry C 83, ocurre

[ﬁg : ﬁl] = [ﬁg . ﬁg][ﬁz Zﬁl].

De aqui se sigue que si £ = R(aq,...,a), donde ay, ..., a,, son elementos algebraicos
sobre £, entonces [£ : f] es divisible por el grado del polinomio irreducible de a1, pues

[£: 8] =[Ra1,-.-yam): B(a1, ..., am-1)] - [R(a1) : 8]

Para demostrar (b), supongamos que Q™ es algebraicamente cerrado. Entonces
" = Q. Fijemos un primo racional arbitrario ¢ > n. Sea a un elemento arbitrario de
Y ]
Q, cuyo polinomio irreducible sobre Q tiene grado ¢ (por ejemplo, si a = 2, puede ser
p(x) = 29 — 2). Puesto que a € Q = Q", existe un menor i < w con a € Q. Ya que
para j < w, Q7,; se obtiene de Q} mediante la adicién de un cero de un polinomio
de grado < n, deducimos que [Q7,, : Q}] < n < ¢. En vista de que

[QF - Q] = [QF - Q4] [Q7 : Q]
se sigue que ¢ no esta entre los factores del lado derecho, por lo que no puede dividir
al producto. Asi, =(¢q|[QF : Q). Dado que [QF : Q] < w y a € QF, existen una
cantidad finita de elementos by,...,b, € QF que son algebraicos sobre @, tales que
QF = Q(a,by,...,by). Acabamos de mostrar que en este caso [QF : Q] es divisible
entre el grado del polinomio irreducible de a, es decir ¢|[QF : Q]. Esta contradiccién
muestra que Q" no puede ser algebraicamente cerrado. O
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Para nuestro siguiente teorema sobre campos algebraicamente cerrados, necesitamos
introducir la teoria de los campos algebraicamente cerrados. Primero definimos los
siguientes L-términos:

Definicién 3.17. (a) Sea i < w. Definimos por recursién sobre n < w el £-término
v mediante v = 1y vt =0l - v;.

(b) Definimos por recursién sobre n < w, n > 1, los L-enunciados 1,, mediante

Y =V 00 U3 Vg1 (0, =0 — Z v; - Uy = 0).
i<n+1

(el enunciado 1, afirma que todo polinomio de grado n tiene una raiz).

La L-teorfa ®eae = Peamp U {thn 1 1 < n An < w} axiomatiza la clase de
modelos de los campos algebraicamente cerrados y se llama la teoria de los campos
algebraicamente cerrados.

Teorema 3.18. La clase de los campos algebraicamente cerrados no es elemental.

Demostracion. Supongamos que la clase de los campos algebraicamente cerrados es
finito axiomatizable. Entonces por 2.2 existe un subconjunto finito ®’ de ®.4., que
axiomatiza esta clase. Existe n < w tal que 1, € ® para toda m > n. De acuerdo al
teorema 3.13, Q™ es un modelo de ®' pero no es modelo de P4, lo que contradice la
suposicién de que @’ axiomatiza la clase de los campos algebraicamente cerrados. [

Ahora nos ocupa mostrar la validez de otro teorema de Steinitz. A saber, dados
dos campos innumerables del mismo tamano y misma carcateristica, necesariamente
existe un isomorfismo entre ellos.

4. CATEGORICIDAD

A principios de siglo XX Steinitz [6] demostré el siguiente resultado. Dos campos
algebraicamente cerrados de la misma caracteristica y con igual cardinalidad (infinita
no numerable) son isomorfos. Este resultado se traduce en teorfa de modelos en la
afirmacion de que la teoria de los campos algebraicamente cerrados de caracteristica p
0 cero es Kk-categérica para toda k > Ng. A continuacién presentamos una demostracién
directa de este resultado utilizando métodos de teoria de modelos. Pero mucha
atencion; como se apreciard al final, podemos también dar una prueba que no requiere
la teoria de modelos.

Definicién 4.1. Una L-teoria es A-categdrica, si tiene un tnico modelo (salvo
isomorfismos) de cardinalidad A.

La teoria que nos concierne es la teoria de los campos algebraicamente cerrados
Teqe- La formulamos en el lenguaje antes mencionado £ = {+, -, 0,1}. Para p un
nimero primo, definimos el L-enunciado

Cp = g 1=0.
i<p
Con lo que la teoria de los campos algebraicamente cerrados de caracteristica p se
axiomatiza como

Teacp = Teae U{C}}.
v la de los campos algebraicamente cerrados de caracteristica cero mediante:
Tcac70 =Teac U {_‘Cp tpes primo}.

Observe que T4 tiene sélo modelos infinitos, pues si & es un campo finito cuyo
universo es {k; : ¢ < n}, entonces el polinémio 1 + II;,, (x — k;) no tendria raiz en K.

Recuerde que una L-teoria T' es completa, si para todo L-enunciado ¢, se cumple
quepeT o-peT.
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Definicién 4.2. Sea E/K una extensién. Un subconjunto U C E es algebraica-
mente dependiente sobre K, cuando existe un subconjunto finito {uy,...,u,} C Uy
un polinémio distinto de cero f(z1,...,2,) € K[z1,...,2,] tales que f(ug,...,uy) =
0. Un subconjunto B C FE es algebraicamente independiente, cuando no es algebrai-
camente dependiente.

Un campo extensién E/K es trascendente puro cuando E = K o E contiene un
subconjunto algebraicamente independiente B tal que E = K(B).

Ya que subconjuntos algebraicamente dependientes son necesariamente no vacios,
el conjunto vacio () es algebraicamente independiente. El conjunto unitario {u} C F
es algebraicamente dependiente si u es algebraico sobre K; esto es, u es raiz de un
polinomio no constante sobre K. Si {u} es algebraicamente independiente, entonces u
es trascendente sobre K.

Recuerde que si V' es un espacio vectorial y X = {v1,...,v,} CV, X es linealmente
dependiente si y sélo si algin v; estd en el subespacio generado por el resto de
los elementos de X. La siguiente proposicion establece un resultado analogo para
dependencia algebraica.

Proposicién 4.3. Sea E/K una extension. El subconjunto U C E es algebraicamente
dependiente sobre K si y sdlo si existe v € U tal que v es algebraico sobre K(U —{v}).

Demostracion. Véase [5, Proposition B-2.48]. 0

Existe un fuerte paralelismo entre dependencia lineal en un espacio vectorial y
dependencia algebraica en un campo. El andlogo a una base en un espacio vectorial
es una base de trascendencia en un campo; el simil de dimension es el grado de
trascendencia.

Sea F/K un campo extensién. Siu € F'y S C E, entonces u es dependiente en S,
que se denota u < S, cuando u es algebraico sobre k(S), el subcampo de E generado
por Ky S.

Teorema 4.4. Sean E/K una extension, u € E y S C E. Se cumplen las siguientes
afirmaciones.
1. Siue S, entonces u < S.
2. Siu =S, existe un subconjunto finito S’ C S con u < 5.
3. Sean T C E; siu < S y cada elemento de S es dependiente en T, entonces u
es dependiente en T.

4. Siu es dependiente en S = {v,s1,...,8,} pero no en {s1,...,8,}, entonces v
es dependiente en {u, s1,...,8,} pero no en {s1,...,sn}.
Demostracion. Véase [5, Theorem B-2.49)]. O

Se puede extender la notacién < a espacios vectoriales. Si V' es un espacio vectorial
sobre un campo K y S C V, decimos que v € V depende en S, v < 5, si v es una
combinacién lineal de vectores en S. Asi, un subconjunto S es linealmente dependiente,
si s < S —{s} paraalgin s € S.

Si F/K es una extensién, un subconjunto S C F no vacio es algebraicamente inde-
pendiente si y s6lo si s £ S—{s} para toda s € S. Se sigue que todo subconjunto de un
conjunto algebraicamente independiente es él mismo algebraicamente independiente.

Definicién 4.5. Si E/K es una extensién, un subconjunto S C E genera a F (en
el sentido de la relacién de dependencia; no cofundir con K(S) = E) si < S para
cada x € E.

Una base de E es un subconjunto algebraicamente independiente que genera a F.

Lema 4.6. Sea E/K una extension. Si T C E es algebraicamente independiente
sobre K y z € E es trascendente sobre K(T), entonces T U {z} es algebraicamente
independiente.

Demostracion. Véase [5, Lemma B-2.50]. O
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Definicién 4.7. Si E/K es una extensién, entonces una base de trascendencia es
un subconjunto de E algebraicamente independiente sobre K maximo.

Aqui, que H sea algebraicamente independiente sobre K maéaximo significa que
H es algebraicamente inependiente sobre K y si H C H' y H’ es algebraicamente
independiente sobre K, entonces H = H'.

Ahora podemos demostrar la existencia de bases de trascendencia empleando el
teorema de recursion.

Teorema 4.8. Si E/K es un campo extension, entonces E tiene una base de tras-
cendencia. De hecho, todo subconjunto algebraicamente independiente es parte de una
base de trascendencia.

Demostracion. Sea B C E un conjunto algebraicamente independiente dado. En
cualquier caso, podemos tomar B = (). Estamos trabajndo en ZFC, por lo que se
cumple el axioma de eleccién, en particular el principio del buen orden. Esto es,
cualquier conjunto, E por ejemplo, es isomorfo a un ordinal. En consecuencia, podemos
enumerar F mediante ese ordinal. Digamos

E={ey:a<pu}

para algin ordinal p.
Por recursion en p construimos una cadena creciente de subconjuntos de E

B=ByCBiCBy---CB,C--

cada uno de los cuales es algebraicamente idependiente. Empezamos, como ya se dijo,
con B = By y considere el primer e, (aqui el primer e, significa el elemento de E con
el menor indice posible) que sea trascendente sobre K(By). De no existir ninguno, la
recursién termina.

En general, si ya construimos B, buscamos el primer e, que sea trascendente sobre
K(Bg) y formamos Byy1 = BoU{e}. Segin el teorema 4.6, B,41 es algebraicamente
independiente.

Si A es un ordinal limite > 0 y construimos B, para cada a < A, hacemos
By = Jqy<x Ba- Note que al ser A un ordinal limite > 0, necesariamente es infinito.

Afirmacién 1. B) es algebraicamente independiente.

Prueba de 1. Todos y cada uno de los B,, a < A, son algebraicamente inde-
pendientes. Supongamos que By no lo es. Entonces existe e € B) que es algebraica-
mente indepndiente, lo que de acuerdo con la terminologia arriba descrita, da lugar
a e < By — {e}. Recurrimos al teorema 4.4(2) para encontrar un subconjunto finito
{€y,5...,€e4,} € By —{e} tal que e < {e,,,...,e,,}. Antes llamamos la atencién al
hecho de que X debe ser infinito; como cada e,,, 0 < i < n debe aparecer en By, que
es la unién de los By, debe existir un ordinal v < X tal que {e,e4,,..., e, } € By,
pues los B, conforman una cadena C-creciente y e también pertenece a B). Pero esto
no es posible, pues, por hipétess de induccién, cada B,, a < )\, es algebraicamente
independiente. Este razonamiento absurdo, confirma la afirmacién 1. (1)

Una vez efectuada la recursién sobre p, hacemos

W = J Ba,

a<n

donde 7 es el primer ordinal donde se «detuvo~ la recursion, es decir, donde ya no
pudimos encontrar un elemento e, que fuese trascendente sobre el campo generado
en F por K y los B, construidos previamente. Nada impide que 1 = p, pero también
puede ocurrir que 1 < p.

En todo caso, W es algebraicamente independiente, lo que se confirma mediante
una prueba como la de la afirmacién 1. Dado que la recursién se detuvo ante la im-
posibilidad de encontrar un elemento trascendente, es claro que W es un subconjunto
C-méaximo de E.

Afirmacién 2. W es una base de trascendencia para FE.
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Prueba de 2. Ya vimos que W es maximo. Resta constatar que W genera a F.
Supongamos que no es el caso. Entonces existe e € E tal que e A W. Apelamos otra
vez al teorema 4.6 para confirmar que WU{e} es algebraicamente independiente. Pero
esto se opone a lo recién establecido, que W es maximo. Por lo tanto, W es una base

para E. (3) O

Definicion 4.9. Sea R una clase de £-modelos. Un £-modelo 2l es una estructura
primitiva de K, si 2 se encaja en toda estructura B de R.

Que A se encaje en B significa que existe un monomorfismo ¢ : A — B.

Como se sabe, los nimeros racionales y los campos §, (es decir, Z, para p primo
con la suma y el producto) son subcampo de todo campo de caracteristica cero o de
caracteristica p, respectivamente.

Nuestra intencién es demostrar que dos campos algebraicamente cerrados de las
mismas cardinalidad no numerable y caracteristica, son isomorfos.

Lema 4.10. Sean K un campo y L un subcampo de K a lo sumo numerable. Si A C K
es numerable, el subcampo generado por LU A en K es numerable.

Demostracion. Sabemos que L es subcampo de K. Al anadir elementos a L, es claro
que puede perder su cualidad de ser subcampo. Esto puede ocurrir por varias razones.
A saber, si tomamos B= LU A,

» Sia€ A— L, a# 0, puede no existir el inverso multiplicativo de a en B.
= Sia,b € B, puede ocurrir que a + b ¢ B.

= Sia,b € B, puede ocurrir que a-b & B.

= Sia € B, el inverso aditivo de a puede no vivir en B.

Por ello debemos generar un campo a partir de B. De hecho, buscamos el subcampo
de K que contenga a B y sea el menor posible respecto a ser subcampo y contener a
B. Esto se logra, por recursién transfinita sobre w, de la siguiente manera.

Se construye una cadena C-creciente de subconjuntos de K, empezando con B =
B07

B:BOgBlg...Bng
Como ya se dijo, sea By = B. El siguiente conjuto, B1, se define como
Bl = BO @] f1 [Bo] @] fg[BO X Bo] U fg[Bo X Bo] U f4[BQ},

donde f;(z) consigue el inverso multiplicativo de z € K, cuando = # 0; fa(x,y) = z+y,
fa(z,y) =z -y y fa(x) es el inverso aditivo de x. Esto es, By contiene a los inversos
aditivos y multiplicativos de los elementos en By, asi como las sumas y productos de
elementos de By. Por supuesto, B; no necesariamente es un campo, pues aparecen
alementos nuevos y no sabemos si sus inversos, sumas y productos estan en Bj.

En general, si ya construimos B,,, sea

Bn+1 = Bn U fl[Bn] U f2[Bn X Bn} U fB[Bn X Bn] U f4[Bn]v

y tomamos F' = |J,,cy Brn. Es féacil comprobar que F' es un subcampo de K. Por
ejemplo, F' es cerrado respecto a la suma, pues si tomamos z,y € F, estos deben
pertenecer a algun B, (la cadena es creciente), y su suma aparece en By, 1.

Afirmacién 1. F es el menor subcampo que contiene a B.

Prueba de 1. Ya vimos que F' es subcampo de K y B C F. Sea I’ otro subcampo
de K que contiene a B. Mostraremos que B, C F’ para toda n € N por induccién
en w. Por hipdtesis By = B C F’. supongamos que B, C F’ y verifiquemos que
B,11 C F'. Si z € B,11, por construccién z € B, C F’ o z aparece como resultado
de haber aplicado algunas de las operaciones fi,..., f1 a elementos de B,, C F’. Pero
estas operaciones son la de campo, y F’ es campos, asi que z € F’.

Se sigue que todos los B,, estdn contenidos en F’, por lo que su unién también lo
esta. (1)

Ahora no ocupamos de los tamanos. L es a lo sumo numerable y A es numerable,
por lo que B = L U A es numerable, lo mismo que B x B.
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Afirmacién 2. F' es numerable.

Prueba de 2. Se verifica que cada B, es numerable por induccién en w. By es
numerable por hipdtesis. Suponga que B,, es numerable. El conjunto B, 41 se obtiene
al unir B,, que es numerable con la uniéon de una cantidad finita de uniendos. Cada uno
de estos uniendos es B,, o la imagen de B,, o de B,, X B,, respecto a una funcion; esta
imagenes son numerables, de donde se deduce que B, ;1 es numerable. Aqui usamos
el hecho conocido de que si f : C'— D es una funcién sobre, entonces |D| < |C].

Entonces, F' es la unién de una cantidad numerable de conjuntos numerables, por

lo que es numerable. (2) O

Con una prueba analoga se puede demostrar el teorema, pero en lugar de tomar a
L alo sumo numerable, y a A numerable, se considera L de tamafio k o < k, lo mismo
que A. Se corrobora que el subcampo F' resultante tiene tamano < k.

Lema 4.11. Sean E/K y M/K extensidnes, y B C E,B" C M conjuntos alge-
braicamente independientes sobre K. Suponga que existe una biyeccién b : B — B’.
Entonces, b se puede extender a un isomorfismo ¢ : K(B) — K(B').

Demostracion. Sabemos que K (B) es el menor subcampo de E generado por K y B.
Algo correspondiente ocurre con K y B’. En la prueba del lema 4.10 construimos el
campo F' generado por K y A. Aqui usaremos esa misma construccién para K(B) y
K(B’) en términos de Ky B o B’ segin sea el caso.

Pera construir K(B) se empieza con C = B U K, mientras que para K(B')
se comienza con ¢/ = K U B’. Sin perder generalidad alguna, suponemos que
BNK = (0 = B'N K. En consecuencia, tenemos una biyeccién | : C — C’, que
extiende a b.

Ahora, en el paso 1 se constuye C, respectivamente Cf como la unién de C' = Cj con
la imagen de Cy x Cy respecto a fi, ..., fa, y lo correspondiente para C}. Extendemos
l=1lyaly:C;— Cf de la siguiente manera. Primero establecemos que l; | Cy = lo.
Sea z € 7 — Cy. Entonces z = fi(z) o z = fa(z,y), 0 2 = f3(z,y) o z = fa(z),
donde x,y € Cy. Hacemos l;(z) = 2/, donde 2’ = fi(I(z)) o z = fo(l(x),l(y)), o
z = f3(l(x),1(y)) o z = fa(l(x)), segiin sea el caso para z. En general, si extendimos [ a
ln : Cp, — C},, la podemos extender a l,1; : Crqy1 — C},; mediante un procedimiento
como el recién descrito.

Es facil corroborar que estas extensiones preservan las operaciones de grupo (por
induccién en n, probando que cada extensién [, preserva las operaciones de campo),
por lo que

loo = UN : K(B) —» K(B)

es un isomorfismo. O

En lo sucesivo, diremos que la extensién de b a K(B) es la extensién natural.

Ahora demostraremos que las teorias de los campos algebraicamente cerrados de
caracteristica p o cero son Nj-categoricas. A partir de este resultado obtendremos la
completud de nuestras teorias asi como el teorema de Steinitz.

Teorema 4.12. Sean &, M campos algebaicamente cerrados de caracteristica p (res-
pectivamente, cero) y cardinalidad Ry. Entonces & y 9 son isomorfos.

Demostracion. Sea £ un campo algebraicamente cerrado con |f] = Ny. Si & es el
campo primo de & y B es una base de trascendencia de /R’ , entonces R es la
cerradura algebraica de £&(B). Observemos que K& es §, para algin primo p, o es Q.
Si |B| = Ry, entonces |R'(B)| = Ny, segiin el lema 4.10. Por tanto, |R|] = N, lo cual es
imposible. Se sigue que |B| = N;.

Si 9 es otro campo algebraicamente cerrado con || = Ny y car(R) = car(M),
entonces K y 9 tienen el mismo campo primo. Sea B’ base de trascendencia de M/ 8&’.
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Como vimos antes,|B| = |B'| = N;. As{ que tenemos una biyeccién ¢ : B — B'.
Extendemos esta biyeccion a un isomorfismo de campos

é: k(B) — &(B)

de manera natural.
Por la unicidad de las cerraduras algebraicas, ¢ se extiende a un isomorfismo

bR — M.
O

Teorema 4.13. Sean R, 9 campos algebaicamente cerrados de caracteristica p (res-
pectivamente, cero) y cardinalidad k > Ry. Entonces K y M son isomorfos.

Demostracion. La prueba del teorema 4.12 funciona mutatis mutandi para campos de
cardinalidad s > Nj. O

Sélo nos queda comentar qué sucede si |[R] = Rg. Sean «, 8 trascendentes algebraica-
mente independientes sobre 8 = §, o Q. Es claro que & (a) # & («, 8) y por lo tanto
las cerraduras algebraicas respectivas tienen cardinalidad Yg, pero no son isomorfas.

Para completar el articulo describimos la prueba usual del teorema 4.13 en teoria
de modelos.

Teorema 4.14 (Criterio de Vaught). Sea T una L-teoria que no tiene modelos finitos.
Si existe k > |L| tal que T es k-categdrica, entonces T es completa.

Demostracion. Sea r > |L| con T k-categdrica. Supongamos que T' no es completa.
Entonces existe un L-enunciado ¢ que no pertenece a T' y tampoco —¢ pertenece
a T. En consecuencia, T'U {¢p} y T U {—p} son consistentes; por consiguiente, son
satisfacibles. Puesto que T' carece de modelos finitos, ambos conjuntos tienen modelos
infinitos. Del teorema de Lowenheim-Skolem obtenemos un modelos 20 de T U {—¢} y
un modelos B de T'U {¢}, ambos de cardinalidad . Claramente estas estructuras no
son elementalmente equivalentes y mucho menos isomorfas. En consecuencia, T no es
K- categorica, lo que contradice nuestra hipétesis. O

Corolario 4.15. La teoria de los campos algebraicamente cerrados de caracteristica
p (respectivamente, cero) es completa.

Demostracion. Ya vimos que esta teoria es Ny-categdrica (teorema 4.12), y que carece
de modelos finitos. Del criterio de Vaught se desprende que la teoria es completa. [

Ahora podemos demostrar el teorema de Steinitz 4.13.

Teorema 4.16 (Teorema de Steinitz). Sean K1 y Ko dos campos algebraicamente
cerrados de caracteristica p o cero, de la misma cardinalidad no numerable k. Entonces
R1 es isomorfo a Rs.

Demostracion. El resultado es inmediato de los teoremas 4.12 y 4.14 pues de éllos
concluimos que la teoria de los campos algebraicamente cerrados de caracteristica p
o cero es completa y Nj-categérica. El teorema de Morley [2, 7.1.14, pp. 494] o[7,
Corollary 5.8.2] asegura que toda L-teorfa completa con |L| < Xg es x categdrica si
y sélo si es Nj-categdrica, para todo cardinal k£ > Ng. En consecuencia, los campos
dados en el enunciado del teoema deben ser isomorfos. O

Esta ultima prueba es ciertamente elegante y recurre a un teorema fundamental de
la teoria de modelos; a saber, el Teorema de categoricidad de Morley.
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