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TRES TEOREMAS SOBRE CARDINALES MEDIBLES

FRANKLIN GALINDO

RESUMEN. El estudio de los «cardinales grandes» es uno de los principales temas
de investigacién de la teoria de conjuntos y de la teoria de modelos que ha
contribuido con el desarrollo de dichas disciplinas. Existe una gran variedad
de tales cardinales, por ejemplo cardinales inaccesibles, débilmente compactos,
Ramsey, medibles, supercompactos, etc. Tres valiosos teoremas clésicos sobre
cardinales medibles son los siguientes: (i) compacidad débil, (ii) Si k es un cardinal
medible, entonces k es un cardinal inaccesible y existen k cardinales inaccesibles
menores que K , y (iii) Si existe un cardinal medible, entonces el azioma de
constructibilidad (V=L) es falso. El objetivo de este articulo es presentar una
demostracién de cada uno de estos tres teoremas en el contexto de la teoria
de modelos usando ideas del texto [3]. Tales demostraciones tienen en comin
el uso del método de construcciéon de modelos llamado ultraproductos, de légicas
infinitarias o fragmentos de la légica de segundo orden y del axioma de eleccién.
Cardinales grandes y/o ultraproductos son importantes en teorfa de conjuntos,
teoria de modelos, andlisis matematico, teoria de la medida, probabilidades,
topologia, andlisis funcional, fisica, teoria de ntimeros, finanzas, etc.

1. INTRODUCCION

El estudio de los «cardinales grandes» es uno de los principales temas de investi-
gacion de la teoria de conjuntos y de la teoria de modelos que ha contribuido con
el desarrollo de dichas disciplinas. Existe una gran variedad de tales cardinales, por
ejemplo cardinales inaccesibles, débilmente compactos, Ramsey, medibles, supercom-
pactos, etc. Tres valiosos teoremas clasicos sobre cadinales medibles son los siguientes
(ver [3,6,16]): (i) compacidad débil, (i) Si  es un cardinal medible, entonces Kk es
un cardinal inaccesible y existen k cardinales inaccesibles menores que k , y (iii) Si
existe un cardinal medible, entonces el axioma de constructibilidad (V=L) es falso. El
objetivo de este articulo es presentar una demostraciéon de cada uno de estos tres teo-
remas en el contexto de la teoria de modelos usando ideas del texto «Model Theory»
de Chang y Keisler [3]. Tales demostraciones tienen en comin el uso del método de
construccién de modelos llamado ultraproductos, de légicas infinitarias o fragmentos
de la légica de segundo orden y del axioma de elecciéon. Vale la pena resaltar que
los cardinales grandes y/o los ultraproductos son importantes en teorfa de conjuntos,
teoria de modelos, andlisis matematico, teoria de la medida, probabilidades, topologia,
anglisis funcional, fisica, teoria de nimeros, finanzas, etc. (ver [2,3,6,13,15,16,19])

Existen otras demostraciones interesantes de los teoremas que se demostraran en
este articulo que también usan ultraproductos, pero que son distintas a las que aqui
se presentaran. Algunas de ellas se pueden encontrar en los siguientes textos o notas
[6,13,15,16].

Se ofreceran en este articulo dos referencias de problemas abiertos sobre cardinales
medibles, cardinales grandes y ultraproductos.

El orden expositivo del contenido de este articulo es el siguiente: En la siguiente
seccién (2) se presentaran algunos conceptos preliminares y el teorema fundamental
de ultraproductos (teorema de Lés). En la seccién 3 se presentard el primer teorema
sobre cadinales medibles (i). En la seccién 4 se presentara el segundo teorema sobre
cardinales medibles (ii). Y en la dltima seccién (5) se presentara el tercer teorema sobre
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16 FRANKLIN GALINDO

cadinales medibles (iii) y al final de la seccidén se ofrecerdn dos referencias de problemas
abiertos sobre sobre cardinales medibles, cardinales grandes y ultraproductos.

2. CONCEPTOS PRELIMINARES Y EL TEOREMA FUNDAMENTAL DE
ULTRAPRODUCTOS

En esta seccién se presentard el método de construcciéon de modelos llamado
ultraproductos en el contexto de la teoria de modelos siguiendo principalmente el texto
[[B], cap.4]. Esto significa que se usard informalmente la teoria axiomética de conjuntos
de Zermelo-Fraenkel con el axioma de eleccién (ZFC) tal como es presentada y desarro-
llada en los textos [5,8,12,13,15,17], entre otros. Especificamente se presentard esta
seccién siguiendo el articulo [I0] (el cual estd en la web), en dicho articulo se describe a
los ultraproductos, a una demostracién del teorema fundametal de los ultraproductos,
y a una prueba del teorema de compacidad usando ultraproductos. El método de
ultraproductos se originé con Skolem en 1930 y luego fue desarrollado por Lo$ en 1955
(ver [3,13,18)).

La presentacion se realizard en el siguiente orden expositivo: En las subsecciones
2.1 y 2.2 se ofreceran algunos conceptos y resultados necesarios para definir los
ultraproductos, por ejemplo «filtro», «ultrafiltro», «lema de Zorn», «teorema del
ultrafiltro», etc. Y se mencionaran sin definir otros conceptos y resultados de la teoria
de modelos que son necesarios para desarrollar este articulo pero que son bésicos
y se presupone que el lector tiene este conocimiento, por ejemplo la sintaxis y la
semantica de la logica de primer orden y algunas relaciones entre estructuras. Y en la
subseccion 2.3 se definiran los ultraproductos y se formulara el teorema fundamental
de los ultraproductos siguiendo ideas principalmente de [3,13,16,21].

2.1. Filtros, ultrafiltros, lema de Zorn, teorema del ultrafiltro.

Definicién 1. = Un filtro sobre un conjunto no vacio S es una coleccién F de
subconjuntos de S tal que:
i)SeFyb¢gF.
(ii) Si FFyY € F, entonces X NY € F.
(iii) Si X € Fy X CY, entonces Y € F.
= Sea F un filtro sobre un conjunto S. F es un wultrafiltro si para cualquier X C S
se cumple que:

XeFoS\X&F

s Sea F un ultrafiltro sobre un conjunto S. F es no principal si y sélo si

Vi e S({i} ¢ F).

Ejemplos de filtros (ver [3,13]): (1) filtro trivial: F = {S}. (2) Para cada B C S,
B # ), el filtro Fp ={Z C S : B C Z} se llama filtro principal generado por B. Para
B ={a} C S, Fpesescribe F,, F, ={Z C S:a € Z}. Nbtese que F, es un ultrafiltro
principal. (3) Sea S un conjunto infinito, el filtro F = {X € P(S) :| S\ X |< No} se
llama filtro de Fréchet. Notese que el filtro de Fréchet no es principal. Dado cualquier
conjunto infinito S siempre se puede construir un filtro no principal sobre S, que
extiende al filtro de Fréchet sobre S usando la propiedad de interseccion finita, tal como
lo afirma el teorema que viene a continuacién (Teorema 2). Pregunta: Ya se demostré
anteriormente que existen ultrafiltros principales, mediante un ejemplo, F,. Pero,
;Existen ultrafiltros no principales?. La existencia de tales entidades matematicas
sélo se puede garantizar usando el lema de Zorn, no hay otra manera (ver [[13], p.
75]). A continuacién se presentard (después del Teorema 2) el teorema del ultrafiltro,
el cual permitird contar con tales entidades (ultrafiltros no principales) las cuales son
fundamentales para la investigaciéon matemaética, por ejemplo para la construccién
del cuerpo ordenado y no arquimediano de los hiper-reales del anélisis no estandar de
Robinson [2], y jugardn un importante papel en la definicién de los cardinales medibles.
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El teorema del ultrafiltro se prueba a partir del lema de Zorn, lema que se formulara
también en este trabajo.

Una familia G de conjuntos tiene la propiedad de interseccion finita si para cualquier
conjunto finito H = {X3,...,X,} C G se cumple que Hy N...N H, # (.

TEOREMA 2. 1. Si A es una familia de filtros sobre S, entonces (1A es un
filtro sobre S.
2. SiQ es una C-cadena de filtros sobre S (es decir, VX, Y € Q(X CY oY C X)),
entonces | JQ es un filtro sobre S.
3. Si G C P(S) tiene la propiedad de interseccion finita, entonces existe un filtro
FtlGCF (F={XCS8:3%y,...,.Z,€eG(Z1Nn...NZ, CX)}).

Una prueba de este resultado puede encontrarse (entre otros) en [[13], p.74] v [[3],
p. 212].

TEOREMA 3 (Teorema del ultrafiltro(Tarski)). Todo filtro se puede extender a un
ultrafiltro.

Como ya se dijo antes la demostracién del teorema del ultrafiltro requiere del lema
de Zorn, una versién de dicha prueba puede encontrarse (entre otros) en [[13], p. 75]
v [Bl, p. 214]. A continuacién se enuncia el lema de Zorn después de presentar unas
definiciones previas:

Definicién 4. Sea A un conjunto y R una relacién binaria en A (es decir, R C Ax A)

R es reflexiva si y sélo si Vo € A(xRx)

R es simétrica si y sblo si Va,y € A(xRy — yRzx)

R es transitiva si y sélo si Vr,y, 2z € A(xRy ANyRz — xRz)

R es antisimétrica si 'y sélo si Vo, y € A(xRy AyRx — x = y).

R es una relacién de equivalencia si R es una relacién reflexiva, simétria y
transitiva.

CU W

Definicién 5. 1. Un orden parcial es un par (P, <) donde P es un conjunto
no vacioy < es una relaciéon en P que es reflexiva, antisimétrica y transitiva.
Dado un orden parcial (P, <) se diceque p< g+ p<qgAp#q.

3. Sean (P, R) un orden parcial y D C P. z € P es un elemento minimo (mdzimo)
de Dsiz € D A no existe ningtin y € D tal que y # = A yRx (zRy). X es una
cota inferior (superior) de D si Vy € D(zRyVy = z) (yRzx Vy = x). X es un
infimo (supremo) de D si x es cota inferior (superior) de D A para todoy € P,
siy es una cota inferior (superior) de D, entonces yRzxVy = x (tRyVy = ). x es
un menor (mayor) elemento de Dsiz € D A Vy € D(zRyVy =z) (yRxVy =

4. Sea (P, R) un orden parcial. (P, R) es un orden total (o lineal) si la relacién R
satisface la propiedad de tricotomia: Vx,y € P(xRy V yRx V z = y).

5. Sea (P, R) un orden parcial. (P, R) es un buen orden si para todo X C P se
cumple que: Si X # (), entonces X tiene un menor elemento. (Nétese que todo
conjunto bien ordenado es un conjunto totalmente ordenado).

(Un orden parcial u orden total o buen orden (P, <) a veces se denotara por
P)

N

LEMA 6 (Lema de Zorn). Sea (K,S) un conjunto parcialmente ordenado tal que
cada X C K totalmente ordenado tiene una cota superior en K. Entonces K tiene un
elemento mdzimo.

Es conocido que el lema de Zorn es equivalente al axioma de eleccién. Donde el
axioma de eleccion es la siguiente sentencia: Todo conjunto tiene una funcion selectora.
(Dado un conjunto Z se dice que la funcién f es una funcién de eleccién - o una funcién
selectora - para Z si el dom(f) = Z — {0} y para todo W € dom(f), se tiene que
f(W) € W). Una prueba de la equivalencia puede encontrarse (entre otros) en [[5],
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p. 83-85] y [[8], p. 151-153]. También es conocido que el lema de Zorn es equivalente
al principio del buen orden (Todo conjunto se puede bien ordenar). Una prueba de
tal equivalencia puede encontrarse (entre otros) en [[5], p. 82-85] y [[8], p. 151-153,
196-197).

2.2. Conceptos basicos de la teoria de modelos: sintaxis y semantica de
la l6gica de primer orden, relaciones entre estructuras. Los conceptos basicos
de la teoria de modelos, como por ejemplo la sintaxis y la seméantica de la logica de
primer orden y las relaciones bésicas entre entructuras, que se usaran en este articulo
se suponen conocidas por parte del lector, no se describiran, son las mismas nociones
que estan formuladas y explicadas en los textos contemporaneos de 16gica matematica
o de teorfa de modelos, por ejemplo en [3,4,7,9,19,21]. Un resumen de tales conceptos
puede conseguirse en [10], entre otros. Tales nociones son: «lenguajes de primer
orden», «estructuras», «formalizacién de un lenguaje (en primer orden)», «férmula»,
«sentencia», «satisfaccion y verdad en una estructura», «modelo», «contradiccién»,
«consecuencia logica», relaciones entre estructuras: «isomorfismo», «subestructuras,
«inmersién», «<submodelo elemental», «<inmersién elemental», «equivalencia elementals,
etc.

2.3. El teorema fundamental de ultraproductos. ;Cémo se contruyen las
estructuras (modelos) llamadas ultraproductos? La construccién se realiza usando
(entre otros) a los ultrafiltros, en este articulo se presenta tal construccién siguiendo
principalmente los textos [[3], cap. 4], [[21], p. 129-135] y [[13], p. 158-161].

Supongamos que I es un subconjunto no vacio, D es un filtro sobre I y que para
cadai € I, A; es un subconjunto no vacio. Entonces se considera el producto cartesiano
de los conjuntos A;, es decir:

C=JJ4={f:F:T— UictAi AVieI(f(i) € A)}.
iel

Ahora se define una relacién de equivalencia ~ en [[,.; A; de la siguiente manera:

iel

fr~g+—{iel: f(i)=g@1)} e D.
Se cumple que la relacién ~ es reflexiva, simétrica y transitiva, por lo tanto ~ es
una relacién de equivalencia. Entonces se considera el conjunto cociente de J[;o; As
determinado por ~ (llamado producto reducido de los A; modulo D):

[T A/~ ={1f): £ e [[4)
icl iel

Se denotard al conjunto cociente [[,.; A;/~ por [[ A; y la clase de equivalencia
[f] se denotard por fp (Vf € [[;c; Ai). Cuando D es un ultrafiltro [, A; es llamado
un wltraproducto. Y en el caso de que todos los conjuntos A; sean iguales, digamos,
A, =A (Viel),[]p A es llamada la ultrapotencia de A modulo D.

Ahora se definira el producto reducido de modelos para un lenguaje L fijo:

(L es un conjunto, de cualquier cardinalidad, de sfmbolos de relacién (Rg,R1,

..), simbolos de funcién (Fy,Fy, ...) y de simbolos constantes (cg,cq1, ...). Donde
el subconjunto de £ de simbolos de relaciéon puede ser vacio, el subconjunto de £ de
simbolos de funcién puede ser vacio, y el subconjunto de £ de simbolos constantes
puede ser vacio. Cada simbolo de relaciéon y cada simbolo de funcién tiene asociado
un nimero natural > 1, su nimero de argumentos, de modo que tenemos simbolos de
relacién o de funcién unarios, binarios,. . ., n-arios, etc.)

Sea I un conjunto no vacio, D un filtro sobre I y para cada i € I sea 2(; una
estructura para un lenguaje £. Supongamos que para cada simbolo relacional P de £
la interpretacién de P en 2A; es R;, los simbolos de funcién F' son interpretados en 2A;
por G; y los simbolos constantes ¢ son interpretados en 2A; por a;.
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El producto reducido [],20; es una estructura para £ definida de la siguiente
manera:

(i) El universo de [[, 2A; es [[p Ai.

(ii) Sea P un simbolo de relacién n-ario de L. La interpretacién de P en [, 2(; es
la relacién n-aria S definida de la siguiente manera:

S f5) ¢ {i € I Ri(£1(3),... ["(i)} € D.
(ili) Sea F' un simbolo de funcién n-ario de £. Entonces F es interpretado en [, 2A;
por la funcién n-aria H definida de la siguiente manera:

H(fp,-. ., f5) = (Gi(fH(0),.... f1 (@) ri € I)p
(iv) Sea ¢ una constanta de L. Entonces la interpretacién de ¢ en [[,®2A; es un
be [[p A que se define como sigue:

b:<ai2i€I>D.
Se cumple que las definiciones realizadas anteriormente de S(f5, ..., f3)y H(fh, ...
dependen solamente de las clases de equivalencia y no de sus representantes f1,..., f™.
Es decir, f1 ~g',..., f" ~ g", entonces :

fiel:Ri(f'G),..., ")}y €D {iel:Ri(g*(4),...,9"()}y €D

(Gi(f1 (@), (@) i € ) p = (Gilg' (), g" (i) i € I) .
Ahora de formulard el teorema fundamental de ultraproductos (Los, 1955, [Lo]) y
dos corolarios del mismo:

TEOREMA 7 (Teorema fundamental de ultraproductos (Lo$)). Sea B el ultrapro-
ducto [, 2, donde I es el conjunto de indices de los ;. Entonces :

(i) Para cada término t(z1,...,z,) de L y elementos f},, ..., 15 € B=1T1]p A4; se
tiene que:

t%[f%)v"”fg] = <t2l1[fl(z)avfn(z)] S I>D

(ii) Dada una férmula p(z1,...,2,) de L y fi,..., f? € B se tiene que:

B olfp,... [pl e {iel A olft(0),.... f"(@)]} € D

(#i) Para cada sentencia ¢ de L se tiene que:

BlEpeo{iel: A Ep}eD.
(Inuitivamente (ii1) afirma que ¢ es verdadera en el ultraproducto B = [[,A; st y
sdlo si ¢ es verdadera en “casi todos” los factores A; de B )

Una prueba de este teorema puede encontrarse en [3,10,13,21], entre otros.

COROLARIO 8. Sea 2 una estructura para un lenguaje L y sea [ [, A una ultrapo-
tencia de A. Entonces A = [, 2.

Una prueba de este corolario puede encontrarse en [21], entre otros.

Para enunciar el segundo corolario se requiere de una difinicién previa: Sea I un
conjunto no vacio, D un filtro sobre I y 26 una estructura para un lenguaje L. La
inmersion natural de A dentro de [], 2 es la funcién d : A — [[, A definda com
sigue: Va € A(d(a) = {(a: i € I)p). El rango de d es denotado por d(A) y la restriccién
de [[, A a d(A) es donotada por d(2A).

COROLARIO 9. Sea 20 una estructura para un lenguaje L y D wun ultrafiltro.
Entonces la inmersion natural de 2 dentro de la ultrapotencia [, 2 es una inmersion
elemental.

)
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Una prueba de este corolario puede encontrarse en [3,10,13,21], entre otros.

3. PRIMER TEOREMA SOBRE CARDINALES MEDIBLES: COMPACIDAD DEBIL

Se iniciard esta seccién presentando la definicién de «cofinalidad», «cardinal regu-
lar», «cardinal inaccesible», «cardinal medible» y «légicas infintarias», las cuales son
necesarias para desarrollar la misma.

Sea « un ordinal limite. Decimos que 8 < «a es cofinal con « si existe una funcion
creciente f : 8 — « tal que para todo £ < «, existe un § < 8 tal f(9) > £ (es decir,
la imagen de f es no acotada en «). Dado a, la cofinalidad de «, cof(a), es el menor
ordinal cofinal con «. Con respecto a la cofinalidad se cumple lo siguiente: cof(«) es
el menor cardinal 8 tal que existe una particién de a en 8 pedazos cada uno de los
cuales tiene cardinalidad estrictamente menor que a.. Un cardinal infinito x es regular
si es igual a su cofinalidad. Decimos que es singular en caso contrario (cof(a) < «).
Un cardinal k es un cardinal limite fuerte si para todo cardinal § < k se tiene que
2% < k. Un cardinal k > R es inaccesible si es regular y limite fuerte (Nétese que si
se quita la condicién de que k > Ng se tiene que X es un cardinal inaccesible).

Sea a un cadinal infinito. Un filtro D sobre I se llama a-completo si y sélo si:
X CDy|X|< «implica (X € D. Un cardinal a > RXg se dice que es medible si y
s6lo si existe un ultrafiltro no principal y a-completo sobre a (Nétese que si se quita
la condicién de que k > Ng se tiene que Xy es un cardinal medible).

Se definen ahora los lenguajes infinitarios £, donde k es un cardinal mayor o igual
que N, siguiendo a [1,3,5,9]:

Considérese un lenguaje de primer orden £ (conjunto de simbolos relacionales,
funcionales y constantes) y también considérese las reglas que se usan para formalizar
el mismo, es decir, para construir las férmulas del lenguaje £. A la lista de simbolos
légicos agréguese los siguientes nuevos simbolos: A (conjuntor infinito) y \/ (disyuntor
infinito), y sustitiyase la lista numerable de variables (que se usa normalmente) por
una lista de variables de cardinal k (VAR,, ). Para construir el conjunto de férmulas
de L, se utilizan las mimas reglas que se usan para contruir las férmulas de lenguaje
L (ver alguna definicién usual), mas las siguientes dos nuevas reglas:

(®1) Si @ es un conjunto de férmulas de L, tal que | ¢ |< k, entonces AP y \/ P
también son formulas de L.

(®2) Si ¢ es una férmula de L, y V es un conjunto de variables tal que | V |< k,
entonces (VV)® y (3V)® también son férmulas de L.

Semantica de L,.: Una estructura para evaluar las formulas del lenguaje L, es
igual que una estructura para el lenguaje £, pues tiene los mismos simbolos no 1égicos.
Sea ¢ una férmula de Ly, € una estructura para Ly s: VAR, . — C. La definicién
de € |= ¢[s] (s satisface a ¢ en €) es igual que la definicién usual que se hace para L,
mas las siguientes reglas correspondientes a los nuevas férmulas construidas mediante
(©1) y (®2):

(©1.1) € E A ®[s] < € = ¢[s], para todap € D.

(0©1.2) € =/ ®[s] <= € = ¢[s], para alguna ¢ € ®.

(@2.1) € E ((VV)x)[s] < € = x[s'] para toda s’ : VAR, — C que difiere de
s a lo sumo en los valores de las variables de V.

(©2.2) € = ((AV)x)[s] <= € = x[s'] para alguna s’ : VAR, . — C que difiere
de s a lo sumo en los valores de las variables de V.

Nétese que si k = Ng, entonces Ly, r, es la légica de primer orden usual.

Es importante destacar, porque se utilizara mas adelante, que con dicho lenguaje
infinitario, en particular con x > N se puede caracterizar el concepto de «relacién bien
fundamentada» (una relacién binaria R es bien fundamentada si no existen cadenas
infinitas descendientes con respecto a R, por ejemplo «€» en V) y el concepto de
«relacion bien ordenada». En efecto: La siguiente sentencia afirma que la relacién
binaria que nombra el simbolo relacional binario P(x,y) es bien fundamentada:
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RBF: (Vxorixs .. .)—\/\{P(a:n+1,mn) :n € Np},

y cuando se adiciona (con la conjuncién finita A) a la sentencia anterior los axiomas
de orden total escritos con el lenguaje L,

RBO: [(Vzoz122 .. .)ﬂ/\{P(mnH, Zn) 1 n € Ro}] A Axiomas de orden total,

se tiene que la relacién determinada por P(z,y) es un buen orden en la estructura
respectiva donde P(z,y) sea interpretado y se satisfaga la sentencia RBO.

El teorema fundamental de ultraproductos tiene versiones mas fuertes. En efecto,
se cumple que los ultraproductos también preservan las férmulas infinitarias (si se le
agrega una hipotesis adicional al ultrafiltro, é-completo, § un cardinal mayor o igual
que V), ese es el significado del siguiente resultado, una prueba del mismo puede
encontrarse en [[3], p. 231-232]:

LEMA 10 (Los ultraproductos también preservan las férmulas infinitarias). Sea
B el ultraproducto [[,2A;, donde I es el conjunto de indices de los A;, y D es un
ultrafiltro 0-completo (6 un cardinal mayor o igual que Rg). Entonces:

(i) Dada una férmula ©(z1,...,%Tn, Tni1,---) de Lss Y -y [, B'H, ...€ DB se
tiene que:

B Eolfp o fB 5 e

fi e 12 = olf (i), f(0), 7 (@), ]} € D

(i) Para cada sentencia ¢ de Lss se tiene que:

BEpo{icl: A EpteD

El siguiente teorema es una versién del teorema de compacidad (de la 16gica de
primer orden) para conjuntos de sentencias de lenguajes infinitarios cuyo cardinal
sea un cardinal medible. La demostracién supone ultraproductos y lenguajes infini-
tarios (preservados por ultraproductos). Con dicho teorema se abre la puerta para la
definicién de un nuevo tipo de cardinal grande: «cardinal débilmente compacto». Se
cumple que «cardinal medible» implica «cardinal débilmente compacto» (y algo més
fuerte), pero «cardinal débilmente compacto» no implica «cardinal medible» (ver [[3],
p. 243] y [[Bl, p. 132]). Es decir, la hipétesis «existe un cardinal medible» es mds fuerte
que la hipotesis «existe un cardinal débilmente compacto». Los cardinales débilmente
compactos se pueden caracterizar también con propiedades de combinatoria infinita
tipo Ramsey (ver [[5], p. 118]), después de la demostracién del teorema se comentara
brevemente este asunto.

TEOREMA 11 (Teorema de compacidad débil). Sea n un cardinal medible, y T' un
conjunto de sentencias de L, tal que | I' |=n y cualquier subconjunto Ty CT' tal que
| To |< n tiene un modelo. Entonces T' tiene un modelo.

Demostracion. Como 7 es medible se tiene que existe un ultrafiltro H no principal y
n-completo sobre n. Como H no contiene conjuntos unitarios y es n-completo, entonces
H no contiene conjuntos de cardinal menor que 7 (para ver la intuicién de este hecho
se puede pensar que 1 = Ny, aunque obviamente si 7 es medible es mayor que N
por definicién, es una sélo una idea para la intuicién, y luego considerar que H es el
filtro de Fréchet sobre Ng, de este modo el hecho descrito se aprecia claramente. Una
demostracién mas general y rigurosa es la siguiente: Sea A € H tal que | A |< 7. Para
todo x € A se cumple que {z} ¢ H porque H es ultrafiltro no principal y entonces por
definicién no contiene conjuntos unitarios. Entonces para todo z € A(A\ {z} € H)
yva que H es ultrafiltro. En consecuencia, como H es nm-completo se cumple que:



22 FRANKLIN GALINDO

Npeca(A\ {z}) € H. Por lo tanto: § = ((,cx A\ {z})NA € H, pues H es un
filtro. Contradiccién). Por lo tanto para cada § < 7,

{0:6<0<n}eH,
ya que el complemento de {6 : § < 8 < n} no pertenece a H porque tiene cardinal
menor que 7, y entonces como H es un ultrafiltro {6 : § < 0 <n} € H.
Sea la siguiente enumeracién de I': T' = {¢3 : 8 < n}. Por hipétesis, para cada
B < n, existe un modelo €3 del conjunto {¢s : 6 < B}. Sea
el ultraproducto ® =[], €. Entonces para cada ¢5 € I, se tiene que,

{0<n:ClE¢s} 2{0:0<0<n}eH.
En consecuencia, como los ultraproductos preservan las formulas infinitarias (por
el Lema 10), se cumple que el ultraproducto ® es un modelo de I'. Lo que se queria

demostrar.
O

Definiciéon 12. Un cardinal k > X es débilmente compacto si para todo conjunto
' de sentencias de L, tal que | T’ |= & ocurre lo siguiente: Si cada subconjunto de T
de cardinalidad menor que k tiene un modelo, entonces I' tiene un modelo.

Es decir, x es débilmente compacto si cumple con el teorema anteriormente demos-
trado, en otras palabras, un cardinal medible es débilmente compacto.

Nétese que como la légica de primer orden Ly, x, satisface el teorema de compacidad
esto implica que Ny es débilmente compacto, si se elimina la restriccion de que el
cardinal débilmente compacto debe ser mayor que R, es decir, la definicién de cardinal
débilmente compacto es una generalizacion de una propiedad de R para cardinales no
numerables, algo andlogo ocurre con la nocién de cardinal inaccesible y la de cardinal
medible.

Como se dijo anteriormente todo cardinal medible es débilmente compacto, pero lo
inverso no ocurre, débilmente compacto no implica medible, una demostracién de ello
puede encontrarse en [[3], p. 243].

La relacién combinatoria k — k3 significa que para toda particién en dos clases
del conjunto de subconjuntos de dos elementos de k existe un subconjunto H C &
cuyos subconjuntos de dos elementos estan todos en el misma clase y H tiene cardinal
k. Esta definicién se puede reexpresar de la siguiente manera teniendo presente que
[A]2 = {{z,y} :x € ANy € A} y que F"[A] = {F(z) : x € A}. Entonces £ — k3
significa que para toda funcién F : [k]?> — {0,1} existe un subconjunto H C & tal
que | H |= K y existe un i € {0,1} tal que F”'[H]* = {i}.

Se cumple el siguiente teorema (ver [[5], p. 118]):

Si k es inaccesible, entonces K es débilmente compacto si y sélo si k — K3.

Para culminar con los cardinales débilmente compactos vale la pena agregar lo
siguente: cardinal débilmente compacto implica estrictamente cardinal inaccesible, es
decir, la hipétesis «Existe un cardinal débilmente compacto» es mas fuerte estricta-
mente que la hipétesis «Existe un cardinal inaccecible» (ver [[B], p. 132]).

4. SEGUNDO TEOREMA SOBRE CARDINALES MEDIBLES: « CARDINAL MEDIBLE» ES
MAS FUERTE ESTRICTAMENTE QUE «CARDINAL INACCESIBLE*».

El segundo ejemplo de aplicaciéon del método de ultraproductos en la teoria de con-
juntos con cardinales medibles es la demostracion del teorema: Si a es un cardinal
medible, entonces a es un cardinal inaccesible y ademds a es el a-ésimo cardinal inac-
cesible, es decir, eristen « cardinales inaccesibles menores que «. Esto significa (entre
otros) que la hipétesis conjuntista «Existen cardinales medibles» es estrictamente més
fuerte que la hipdtesis «existen cardinales inaccesibles» (ver [3,5]). Es conocido que la
existencia de cardinales inaccesibles no se puede demostrar de los axiomas estandar
de la teorfa de conjuntos, por el Segundo teorema de incompletitud de Godel(1931)
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(ver [3,5,11,13,17]). De modo que es claro que tampoco se puede demostrar de los
axiomas estandar de la teoria de conjuntos la existencia de los cardinales medibles ni
la existencia de ningun otro cardinal més fuerte que inaccesible.

Vale la pena resaltar que en la prueba del teorema de esta seccién se usaran légicas
infinitarias (como en el teorema anterior) y ldgicas de segundo orden de un tipo
especifico, 1 férmulas, las cuales son preservadas por los ultraproductos. Algunos
resultados y definiciones que se presuponen en la prueba se enuncian a continuacién:

El siguiente resultado se refiere a la expansiéon de productos reducidos, una prueba
del mismo puede encontrarse en [[3], p. 216-217]:

LEMA 13 (Teorema de expansién de productos reducidos). Sea un lenguaje L' que
expande a un lenguaje L. Sea I un conjunto no vacio y para cada i € I sea 2A; una
estructura para L, y B; una expansion de A; para L' (es decir, B; restringida a L es
A;, en otras palabras, los universos de B; y A, son iguales, y las interpretaciones de los
simbolos de L en ambas también son iguales. B; difiere de A; sélo en la interpretacion
de los nuevos simbolos de L'\ L). Sea D un filtro sobre I. Entonces el producto reducido
[, B es una expansion del producto reducido [, ;. (Es decir, [[, B restringida
ales[[,20;)

Las X} férmulas y los ultraproductos:

Un tipo especifico de férmulas de segundo orden son preservadas por los ultra-
productos, las X1 férmulas, tal resultado se expresard a continuacién mediante una
definién y un lema, una demostracién de dicho lema puede encontrarse en [[3], p. 222]:

Sea L un lenguaje de primer orden, y sea una expansién de £, £' = L U
{Q1,...,Qn,G1,...,Gp}, donde los Q; y los G; son simbolos de relacién y de funcién,
respectivamente, que no ocurren en £ . Una %} férmula sobre £ es una férmula o de
la siguiente forma:

donde ¢ es una férmula (en primer orden) del lenguaje expandido £’. De modo que
una Y1 férmula es una férmula de segundo orden donde todos los cuantificadores
sobre relaciones y funciones ocurren al incio de dicha férmula, y ademés de eso
tales cuantifcadores s6lo son existenciales. La definicién de satisfacibilidad de una
¥l férmula se define como sigue: Si ¢ es una sentencia, entonces ¢ ocurre en una
estructura € para L si y s6lo si existe una expansion € = (&, Py,..., Py, Fy,...,F,)
de € para £’ tal que ¢ es verdad en €. Si ¢ tiene una variable libre z, entonces
€ |= g[b] si y sélo si existe una expansién € de € para £’ tal que €' = ¢[b].

LEMA 14 (Los ultraproductos también preservan las ¥} férmulas). Sea 9B el
ultraproducto [, RA;, donde I es el conjunto de indices de los A;, Ihy-es f,’:“) €B,y
o(21,...,2;) es una X1 férmula. Entonces:

Si,

{iel: A Eolf'(0),.... ")} € D,

Entonces,

B = olfp,.-.. [Dl.

El siguiente resultado sobre cardinales medibles se usa en el teorema que se
demostrard, una prueba del mismo puede encontrarse en [[3], p. 233]:

LEMA 15. Sea n un cardinal medible, y sea H un ultrafiltro sobre n, no principal y
n-completo. Se forma la ultrapotencia € =[] (n, <). Entonces:

(i) € es una estructura bien ordenada de tipo de orden mayor que 7.

(i1) Para cualquier 6 <, d(6) es el §-ésimo elemeto de €.
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La demostracion del siguiente teorema usa ideas de la prueba que se encuentra en
el texto [[3], p. 233-236]. Otra prueba de este teorema que también usa ultraproductos
pero que es distinta a la que se realizard aca se puede encontrar en [[15], p. 313].

TEOREMA 16. Sea n un cardinal medible. Entonces n es un cardinal inaccesible y
ademds 1 es el n-ésimo cardinal inaccesible, es decir, existen n cardinales inaccesibles
menores que 1.

Demostracion. Sea H un ultrafiltro no principal y n-completo sobre 7. Se considera
el modelo € = (1,<,p)pen v se forma la ultrapotencia ® = [[, €. Por el Lema
anterior (15) ® es una estructura bien ordenada de tipo de orden mayor que 7). Sea
v > n el tipo de orden de ® y para cada § < 7, sea 5 el §-6simo elemento de D.
Como por el Corolario 9 el rango de la inmersién natural d : (n, <, p),en — [ D,
rango(d) = {d(d) : § € n}, es un segmento inicial de ®, entonces se cumple que
d(d) = 5, para todo d < 7. Por esta razoén cada constante c5, 6 < 7, es interpretada
por § en la estructura € y por d(J) = enla ultrapotencia ®.
(I) Ahora se probara que el cardinal 7 es un cadinal inaccesible:
(I.1) Demostracién de que 7 es un cardinar regular:
(Por reduccién al absurdo) Supdéngase que 1 no es un cardinal regular, es decir,
7 es un cardinal singular. Entonces existe un ordinal o < 7 cofinal con 7, es decir,
existe una funcién creciente U : & — n cuya imagen es no acotada en 7. Entonces se
define la siguiente funcién U’ : n — n de la siguiente manera: U’(S) = 0, para todo
n>p<a YU (B)=U(B), paratodo 8 < a. Con esta funcién U’ se forma el modelo
(€,U"), y la ultrapotencia,
[[(e.v) =@, W)
H
Para cada 8 < 7, se tiene que:

L)
W(B) =W(d(B))="d(U"(B)) = U'(B) <.
#: Como la inmersién natural d es una inmersion elemental, se estd aplicando la
cldusula (2) de la definicién de inmersién elemental.

Por lo tanto, en la ultrapotencia (®, W) es verdadera la siguiente sentencia:

JaVy(y < ca = U'(y) < x), (o)

para x = 1.
Sin embargo, como el rango de U’ es cofinal en 7, se cumple que la siguiente sentencia
es verdad en la estructura (€, U’):

Vady(y < ca Az < U'(y)), (o)

y por lo tanto (por la inmersién natural d) tal sentencia es también verdadera en la
ultrapotencia (®,W). Pero las sentencias (e) y (o) se contradicen mutuamente. Por
lo tanto, n no puede ser un cardinal singular, en consecuencia 7 es un cardinal regular.

(I.2) Demostracién de que 7 es un cardinal limite fuerte:

Hay que probar que para todo cardinal 5 < 7 se tiene que 2° < 1. Se har4 la prueba
por reduccién al absurdo. Supdngase que existe un cardinal x tal que,

k<n<28.

En consecuencia existe un funcién inyectiva W : n — P(k). Sea T' C n X £ una
relacién binaria, «la representante de W», que se define como sigue:

T(0,0) < o € W(0).

Entonces se forma la estructura (€,T) y se considera la ultrapotencia:
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[[(e.1)=®.Q).
H
Sea W’ una funcién de dominio v (v es el tipo de orden de ® fijado anteriormente)
definida de la siguiente manera:

W'(8) = {6 <7 : Q.0)).
Se cumple que la funcién W’ es una funcién inyectiva de v en P(k), porque las dos
sentencias siguientes ocurren en la estructura (€,T") y por lo tanto (por la inmersién
natural d, (€,T) < (D,Q)) en la ultrapotencia (D, Q):

Vavy(T(z,y) = y < ¢x),
VaVyl(x £ y) = Jz-(T(z, 2) < T(y, 2))].

También se cumple que W (§) = W’(§), para toda § < 7, ya que d es una inmersién
elemental de (€,T) en (D, Q). De lo anterior se puede inferir que

el conjunto Z = W'(n) no estd en el rango de W, a pesar de que Z € P(k). De
modo que la siguiente sentencia,

VY [T (x,y) \/{y =cp:me 2},

es falsa en la estructura (€,T), pero es verdadera en la ultrapotencia (D, Q)
considerando a x = 7). Esto contradice el que d sea una inmersién elemental de (€, T")
en (D, Q). Por lo tanto 1 es un cardinal limite fuerte.

(IT) Demostracién de que 7 es el n-ésimo cardinal inaccesible:

Esta parte de la demostracién se realiza considerando el lema que afirma que las
¥} férmulas son preservadas por los ultraproductos (Lema 14).

Sea O la clase de todos los cardinales inaccesibles, A la clase de todos los ordinales
los cuales no son cardinales regulares, y 2 la clase de todos los ordinales los cuales
no son cardinales limite fuerte. En consecuencia o € © si y sélo si a € A U Q. Se
probara que © N7 es cofinal con 7. En consecuencia, dado que 7 es regular, se cumple
que | © Ny |=n, por lo tanto 7 es el n-ésimo cardinal inaccesible, lo que se quiere
demostrar, es decir, (II) ocurre.

Como n € ©®© U AU, es suficiente con demostrar que para cada 8 <7,

(1) existeun @ tal que 6 <O <ny O & AUQQ.

Supdngase que para algin S < 1, (1) no ocurre. Entonces para todo 6 < 7 se cumple
que:

(2) 0<B oA o0eq.

Existe una X1 férmula ¢a (v) tal que para cuaquier modelo (n/, <) donde 1’ es un
ordinal, y cualquier 7 € 7/,

(B)TeAsiysdlosi (f,<) = dalr].
oda(v) se obtiene formalizando la siguiente sentencia:
« Existe un z < v y existe una funcién J : z — v tal que el rango de J es cofinal
con v».
También existe una 1 férmula ¢q(v) tal que para cuaquier modelo (n’, <) donde
1’ es un ordinal, y cualquier T € 1/,

(4) TeQsiysdlosi (n,<) E palr].
o (v) se obtiene formalizando la siguiente sentencia:
« Existe un z < v y existe una relaciéon T' C v X z tal que T representa a una funciéon
inyectiva de v en P(z)».
Anteriormente (en esta demostracién) se ha explicado como definir una relacién T
que representa a una funcién inyectiva W : v — P(z) y también se ha explicado
como decir que W es inyectiva usando a T'.
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A partir de (2), (3) y (4) se tiene que la férmula,

(5) v<ecgVoa(v)Vea(v),

es verdadera en (n, <) para todo v € 7.

Moviendo los cuantificadores de segundo orden para el inicio se puede apreciar que
(5) es equivalente a una 1 férmula. Por lo tanto, por el Lema 14 (Las férmulas ¥1 son
preservadas por ultraproductos), para cualquier gy € B la férmula (5) es satisfecha
por g en (D, <), donde (D, <) es la ultrapotencia correspondiente a la estructura
(n, <), construida con el ultrafiltro H no principal y n-completo sobre 7. Dado que
(D, <) es isomorfa a (v, <), la férmula (5) es verdad en (v, <), para toda v € ~.
Poniendo v = n se tiene que:

n<pB o ¢a(n) o ean).

Usando (3) y (4), con v =17/, se tiene que:

n<pB o neA o née Peroesto contradice la hipdtesis de que 8 < 1y que
es un cardinal inaccesible. Con esto termina la demostracién del Teorema.

O

5. TERCER TEOREMA SOBRE CARDINALES MEDIBLES: EL TEOREMA DE SCOTT.

El tercer teorema sobre cardinales medibles que se demostrard (usando ultrapro-
ductos) es el teorema de Scott [22]: Si existen cardinales medibles, entonces el azioma
de constructibilidad (V=L) es falso.

Es conocido que el axioma de constructibilidad implica la «hipdtesis generalizada
del continuo» (Vo € Ord(2% = R,41)) y al axioma de eleccién (ver [11,13,17]).

También es conocido que Gdodel demostré que se cumple (L, €) = V = L (ver
[11,13,17]), entonces el teorema de Scott implica que en L no existen cardinales
medibles.

La prueba del teorema de Scott se realiza utilizando ideas principalmente de Chang
y Keisler en [[3], p. 238-239]. Como en la demostracién de los dos teoremas anteriores
sobre cardinales medibles también se usan en esta prueba lenguajes infinitarios (los
cuales son preservados por los ultraproductos). Otra demostracién de este teorema
que también usa ultraproductos pero que es distinta a la que se realizard aca se puede
encontrar en [[I5], p. 311].

A continuacion se enuncian algunos resultados y definiciones previas:

V es la clase de los conjuntos bien fundamentados («La jerarquia acumulativa de
conjuntos de Zermelo») que se define usando induccién transfinta en la clase de los
ordinales:

Vo=10
Vi1 = P(Va)

Vy = Uﬁdvﬂ, A limite.

Si 2 € V entonces el rango de z, p(x), es el menor ordinal « tal que x € V11.

Para cada a € Ord ocurre que V, es un conjunto transitivo (X es transitivo si
Vz(z € X — z C X). También se cumple que: (i) Para cada «, 8 € Ord: Si a < 3,
entonces V,, C V3. (ii) Para cada ordinal a: V, N Ord = «. Y (iii) si n es un cardinal
medible, entonces (V,), €) es un modelo de ZFC. (ver [3,13,15]).

L es la clase de los conjuntos constructibles de Gddel que se define (informalmente)
usando induccion transfinita en la clase de los ordinales:

Antes de dar la definicién se introduce el concepto de definibilidad en una estructura
(ver [3,5]): Consideremos una estructura 2 = (4, < R% >Bey, < ff‘ >pes, < C? >een)
para un lenguaje L. Se dice que un subconjunto B C A es definible en A si existe una



TRES TEOREMAS SOBRE CARDINALES MEDIBLES 27

féormula o(x) del lenguaje £ tal que B = {z € A : A = ¢[z]}. Se dice que B es
definible en 2 con pardmetros si existe férmula ¢(x,z1,...,z,) del lenguaje £ y
existen ay,...,a, € Atal que: B={z€ A: A = ¢[z,a1,...,an]}.

Lo=10
Lot1 ={X C L, : X es definible en la estructura
(Lo, €,(b:b e L))}

Ly=|JLs, Alimite.
BEX

Es claro que en el paso sucesor la expresién «X es definible en la estructura (L, €
,{b:be L,))» supone que se tiene un lenguaje de primer orden con identidad, cuyos
simbolos no légicos son: Una constante b para cada b € L, y un simbolo relacional
binario € para la relaciéon de pertenencia €. Sin embargo también se puede hablar
de «definible con parametros» y eliminar las nuevas constantes agregadas al lenguaje
inicial. Formalizaciones en ZF de la definicién intuitiva de L pueden encontrarse en
[13,17].

Se cumple que para a € Ord: L, es transitivo y L, C V,. También ocurre que
para cada n € RXo(L,, = V). Y también se cumple que: (i) L, = V,,. Y (ii) para cada
ordinal a: L, N Ord = a.

Sea « un cardinal infinito. H(«) es el conjunto de todos los conjuntos hereditaria-
mente de cardinal menor que a, es decir, H(a) = {z :| TC(z) |< a}, donde dado
un conjunto D, TC(D) es la clausura transitiva de D, es decir, TC(D) es el menor
conjunto transitivo (con respecto a la relacién inclusién) que contiene a D. Se cumple
que z € H(a) si y sélo si existe un conjunto transitivo w tal que z Cw y | w |< a.
Entre las propiedades H(«) se encuentran las siguientes (ver [[B], p. 237] y [[I7], p.
130-133)):

LEMA 17. 1. H(o) es un subconjunto transitivo de V.
2. Sia < 3, entonces H(a) C H(B).
3. a C H(a).

4. Sia > N es un cardinal regular, entonces (H(a), €) es un modelo de ZF — P.
5. H(a)NOrd = a.

Como se defini6 anteriormente en este articulo una relacién binaria E es bien
fundamentada si no existen secuencias infinitas decrecientes con respecto a F, es decir,
si no existen secuencias {x,, : n € Ro} tal que: ..., z4Fxs, x3FExs, xoExy, 21 Exg.

Sea X un conjunto y E una relacién binaria bien fundamentada sobre X. La
estructura (X, E') se llama estructura o modelo bien fundamentado.

Sea (X, E) una estructura bien fundamentada. Se dice que @ € X es un ordinal de
(X, E) siy sblo si ocurre lo siguiente:

(X,E) EVaVy[(x eaNy€Ea—x€YyVyeazVae=yA

(x€any€ex—ycEa).
Hecho * : Dada la definicién anterior se cumple que u es un ordinal de (H(«), €)
siy sblosiuea. (ver [[3], p. 238]).
El siguiente resultado afirma que las relaciones bien fundamentadas sobre un
conjunto dado X bien ordenan los ordinales de dicho conjunto X si (X, E) = ZF — P,
una prueba del mismo puede encontrarse en [[3], p. 238]:

LEMA 18. Sea (X, E) un modelo bien fundamentado de ZF-P. Entonces el conjunto
de los ordinales de (X, E) estd bien ordenado por E.
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Sea (X, E) un modelo bien fundamentado de ZF — P. El tipo de orden de (X, E)
es el tipo de orden del conjunto de ordinales de (X, E) segtin E.

Formulacién del axioma de constructibilidad (la versién de dicho axioma que se
utilizard en esta demostracién):

Azioma de constructibilidad: Para cualquier cardinal regular u > Ry (todo modelo
bien fundamentado (A, S) de ZF — P de tipo de orden p es isomorfo a (H(u), €)).

Observacion: Se puede apreciar que la version del axioma de constructibilidad que
se acaba de formular es diferente a la que se usa normalmente en teoria de conjuntos:
V = L, expresion que denota a la proposicién Vz3Ia € Ord(z € L, ). La razén de la
eleccion es que la version del axioma de constructibilidad que utilizaremos conviene
maés que la version V = L a los fines de poder aplicar las técnicas que usaremos en
la demostracién del teorema de Scott. Como se dijo anteriormente existen pruebas
distintas del teorema de Scott de la que haremos en este articulo las cuales usan
la version V = L del axioma de constructibilidad, por ejemplo en [6,13,15,16], sin
embargo, se puede demostrar en ZFC' que la versién del axioma de constructibilidad
que utilizaremos es equivalente a la version V = L. No daremos una demostraciéon
rigurosa de tal equivalencia pues dispersaria al lector de la idea principal del articulo
yva que dicha demostracién requiere de la introducciéon de conceptos y resultados
adicionales (que no estdn en el articulo), no obstante, mencionaremos algunas ideas
fundamentales que se pueden aplicar en la demostracion de dicha equivalencia y
ofreceremos un esbozo de una prueba que es original del autor de este articulo:
Primero que nada es conveniente decir, siguiendo a [3], que dicha versién afirma
intuitivamente que H(u) es muy estrecho §y qué significa esto? se puede explicar muy
bien con la siguiente proposicién que también es una versiéon equivalente del axioma
de constructibilidad, la cual llamaremos «axioma de constructibilidad (versién 3)»:
Para cualquier cardinal regular pu > R (no existe un subconjunto propio M C H(u)
tal que M es transitivo, « C M y (M, €) es un modelo de ZF — P). Con respecto
a H(u) es bueno tener presente la cldusula (4) del lema anterior 17, cuya prueba se
puede encontrar en los textos mencionados cuando se enuncié el lema. Ahora bien,
una prueba de las equivalencias mencionadas se puede hacer usando los siguientes
resultados (y las ideas contenidas en el mismos): (a) Para cualquier cardinal regular
k> Wo: L, E ZF — P. Una prueba de dicho resultado (a) puede encontrarse en [[20],
p.84]. Y (b) Si V = L, entonces para todo , H(k) = L,. Una prueba de tal resultado
(b) se puede encontrar en [[20], p. 84-85]. Entre las ideas y resultados contenidos en
las demostraciones de (a) y (b) estan: (1) La relacién funcional de los constructibles
a +— L, es absoluta para modelos transitivos de ZF — P, (2) absoluticidad en general,
(3) teorema de reflexidn, (4) teorema de Lowenheim-Skolem, (5) teorema de colapso
transitivo de Mostowski y (6) lema de condensacién. Finalmente, para probar que las
tres versiones del axioma de constructibilidad son equivalentes, usando las ideas y
los resultados anteriores (entre otros), se puede proceder asi: Primero se prueba que:
(I) axioma de construcibilidad = axioma de constructibilidad (versién 3). Luego se
demuestra que: (II) axioma de constructibilidad (versién 3) = V = L. Y por tdltimo
se demuestra que: (III) V = L = axioma de constructibilidad. Esbozo de la prueba de
(I): Sea p un cardinal regular tal que p > Ng. Y supongamos que existe un M C H(u)
tal que M es transitivo, « C M y (M, €) es un modelo de ZF — P. Entonces, por la
hipétesis, (M, €) es isomorfo a (H(u), €). Sea m la funcién biyectiva de M en H (i) que
establece el isomorfismo. En consecuencia 7 es la funcién identidad, es decir, w(z) = z
(Vx € M), y por lo tanto, M = H(u), pues dos clases transitivas distintas no pueden
ser €-isomorfas (ver teorema 26 del texto [[I5], p. 74]). Esbozo de la prueba de (II):
Sea xz € V. Consideramos la clausura transitiva del conjunto unitario {x}, es decir,
TC({x}). Sea « el cardinal de TC({z}) y a* es cardinal sucesor de a. Ocurre que
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x € H(a™). Consideramos (H(a™),€). Por el Lema 17 tenemos que (H(a™),€) es
un modelo de ZF — P. Por otro lado tenemos que, por la absoluticidad de a + L,
L.+ C H(a™"). También ocurre que (Ly+, €) es un modelo de ZF — P (resultado (a)
anteriormente referido). Entonces © € L.+, pues si esto no ocurriera se contradice la
hipétesis. Por lo tanto, z € L. Esbozo de la prueba de (III): Sea p un cadinal regular
tal que p > Ny, Y sea (4, S) un modelo bien fundamentado de ZF — P de tipo de
orden p. Entonces por el teorema del colapso transitivo de Mostowski se tiene que
existe una clase transitiva M tal que (A4,S) y (M, €) son isomorfas. Como « — L,
es absoluta, se tiene que L, C M. Sea x € M. Entonces, como por hipétesis V = L,
z € L.Y como p(x) < pyL,={z¢€L:p(z) <p}, se tiene que x € L,. De modo
que M C L,. En consecuencia, M = L,. Por otro lado, por el resultado (b) referido
anteriormente, ocurre que M = L, = H(p). Luego, (A, S) y (H(p), €) son isomorfas.
Fin del esbozo de la prueba (III), y con esto también termina el esbozo de la prueba de
las equivalencias de las tres versiones mencionadas del Axioma de constructibilidad.

TEOREMA 19 (Teorema de Scott). Si existe un cardinal medible, entonces el axioma
de constructibilidad es falso. (En consecuencia el azioma de constructibilidad implica
que no existen cardinales medibles).

n
Demostracion. Sea n el primer cardinal medible. Y sea 6 =| 22’ |*. Entonces V43
es un conjunto transitivo de cardinalidad menor que 6, pues:

‘ Vit |=| P(Vn) |= Q‘Vn|(77es inaccesible, | Vi |=n) = 2", (ver [[T], p. 72))
| Vito |=l P(V,, +1) |= olVatil = 92"

271
| Vs [=] P(Viy2) |= 2lVatal = 227 < 9.

Y también € es un cardinal regular porque todo cardinal sucesor es regular (ver [[5],
p. 92]).

En consecuencia V, 13 € H(0) y (H(0), €) es un modelo de ZF — P, porque 6 es un
cardinal regular no numerable (Lema 17, cldusula 4).

Sea H un ultrafiltro no principal y n-completo sobre n. Con H y (H (), €) se forma
la ultrapotencia,

(@.R) =[[(H(®).©)
H
Entonces como el concepto «relacién bien fundamentada» se puede caracterizar con
una férmula del lenguaje infinitario Ly, x,,

RBF: (Vaoz12y...)= \{P(@ni1,20) : 1 € o},

y los ultraproductos preservan las formulas infinitarias (Lema 10), entonces (D, R)
es un modelo bien fundamentado de ZF — P (los axiomas de ZF — P se cumplen
en (D, R) porque existe la inmersién (elemental) natural d de (H(6), €) en (D, R)).
En consecuencia, por el Lema 18, el conjunto de los ordinales de (®, R) estd bien
ordenado por R.

Proposicién: El conjunto de los ordinales de (®, R) tiene tipo de orden 6.

Prueba de la proposicién: La inmersién natural d es un isomorfismo de (H(#), €) en
(®,R) | d(H(0)). En consecuencia el conjunto de los ordinales de (®, R) tiene tipo
de orden al menos 6 (tomar en cuenta el Hecho *). Sea z cualquier ordinal de (D, R).
Entonces se concluye que z = gg, para alguna funcién g : n — 6.

(Nota: Usando la definicién de «ordinal de una estructura bien fundamentada» y
el Lema 18 de buen orden se puede probar que todo ordinal z de la ultrapontencia
(D,R) =[[y4(H(0),€) tiene la forma g, para alguna funcién g : n — 6.)



30 FRANKLIN GALINDO

Como cof(#) > 1, entonces g no es cofinal en @ es decir, el rango de g estd acotado
en 6. Por lo tanto existe un § < 6 tal que g : n — 9, es decir, g € "d. De lo anterior se
sigue que si wRz, entonces w = jy para alguna j € 7§. En consecuencia el conjunto
| {w : wRz} |< 6", y como § < 92" (por definicién de cardinal sucesor (ver [[B], p.
76])), entonces 6" < 0: En efecto, como § < 92" , entonces por propiedades de potencias
de cardinales (ver [[13], p. 29]) se tiene que (0)" < (222”)77 = 2@ = 22" < g
Esto muestra que cualquier ordinal de (®, R) tiene menos de 6 predecesores. En
consecuencia el conjunto de los ordinales de (D, R) tiene a lo sumo tipo de orden
6. Por lo tanto, el tipo de orden del conjunto de los ordinales de (®,R) es 6. Ha
culminado la prueba de la proposicion.

Sea ¢(z) una férmula de la teorfa de conjuntos que afirma «z es el primer cardinal
medible». Cuando se escribe en detalle dicha férmula se puede apreciar que sus cuan-
tificadores pueden ser restringidos a P(P(P(z))) (ver [[3], p. 239]). En consecuencia,
en el modelo (H(#), €) un elemento a satisface ¢(z) si y solamente si a es realmente
el primer cardinal medible, ¢ = 1. De modo que en la ultrapotencia (®, R) el tnico
elemento que satisface ¢(z) es d(n). El ordinal d(n) es mayor que el 7-ésimo ordinal
de (D, R) jpor qué? por el Lema 15 y considerando la estructura (n, <) se tiene que
la ultrapotencia que se forma con la misma usando el ultrafiltro H no principal y
n-completo sobre 7, (€, K) = [[4(n, €), es una estructura bien ordenada de tipo de
orden mayor que 7 y para cualquier § < 1, d() es el 6-ésimo elemento de [ ], (n, €). Se
cumple que [ [ (n, €) estd inmersa en la ultrapotencia (D, R) = [[;(H(0), €) jcudl es
una inmersién? La siguiente: Para cada f €77 se considera fy € (€, K) = [[4(n, €)
y fu € (D,R) = [[,(H(8),€), dicha correspondencia es una inmersién. Como tal
inmersién preserva el orden y la ultrapontencia (€, K) esta bien ordenda y su tipo
de orden es mayor que 7, entonces (€, K) es un segmento inicial de los ordinales
de la ultrapotencia bien fundamentada (®,R) (todo ordinal z de las ultrapotencias
(D,R) =[[x(H@B),€) 0 (€, K) =[]y(n, €) tiene la forma gy, para alguna funcién
g :n — 0). Por lo tanto existe una funcién u €™ tal que la clase de equivalencia ugy
es el n-ésimo ordinal de (€, R) y de (®, R), es decir, uy tiene n predecesores. Consi-
derando a d(n) en la ultrapotencia (D, R) se tiene que ella es la clase de equivalencia
de la funcién constante en 7: (n: 6 € n). Si se llama a tal funcién constante ¢ se puede
reescribir la misma asi: ¢ : n — H(0) tal que para cada § € n(c(d) = n). Por otro
lado, ug en (D, R) es la clase de equivalencia de la funcién u €. Es decir, para cada
§ € n(u(d) € ¢(6) =n)). Por lo tanto, n = {J : u(d) € ¢(d) = n} € H. Entonces, por la
definicién de ultrapotencia, se cumple que: ug Rd(n). En consecuencia las estructuras
(H(0),€) y (D, R) no son isomorfas, pues cualquier isomorfismo asigna n al 7-ésimo
ordinal de (D, R), 7, y 1) no satisface ¢(z). Por lo tanto, el axioma de constructibilidad
es falso. Con esto termina la demostracién del Teorema. (]

Problemas abiertos: Vale la pena destacar que algunos problemas abiertos de
teorfa de conjuntos y/o teorfa de modelos relacionados con cardinales medibles,
cardinales grandes y ultraproductos pueden encontrarse en los textos [16] y [[3], p.
597-602 (Apéndice B)].
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