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OPERADORES SIMÉTRICOS MULTIVALUADOS Y EL

PROBLEMA DE MOMENTOS DE HAMBURGER TRUNCADO

JOSUÉ I. RIOS-CANGAS

Resumen. La teoŕıa de operadores lineales multivaluados generaliza la teoŕıa

clásica de operadores lineales y surge por la necesidad de trabajar con el adjunto
de un operador lineal no densamente definido en el espacio. Una clase particular

de los operadores multivaluados son los simétricos multivaluados y mediante

estos operadores se da una caracterización de todas las medidas que resuelven
el problema de momentos de Hamburger truncado.

1. Introducción

Los operadores lineales multivaluados (o también llamados relaciones lineales) en
un espacio de Hilbert H son conjuntos lineales en H⊕H, donde H⊕H representa la
suma ortogonal de H consigo mismo (ver (3)). De manera particular una relación
lineal es la gráfica de un operador lineal y por esta razón las relaciones lineales se
consideran como una extensión de los operadores lineales. Es de interés mencionar
que von Neumann no solo fue el pionero en la teoŕıa de extensiones de operadores,
sino también en la teoŕıa de relaciones lineales. Ciertamente la noción de relaciones
lineales surge en [20] por la necesidad de trabajar con el adjunto de un operador no
densamente definido, es decir, cuya cerradura de su dominio no coincide con H. La
teoŕıa de relaciones lineales fue desarrollada posteriormente en [3, 6, 9] (citas más
recientes se pueden encontrar en [4, 16]).

La importancia de estudiar las relaciones simétricas viene del estudio de los opera-
dores simétricos, debido a que están ı́ntimamente conectados con los sistemas conser-
vativos. Estos sistemas se generalizan a sistemas en donde la enerǵıa no necesariamente
se conserva en el tiempo (por ejemplo, los sistemas disipativos para los cuales la enerǵıa
no aumenta). Cabe señalar que uno de los precursores de las relaciones simétricas fue
sin duda R. Arens [3] y en [7, 12] se estudian aspectos importantes de la teoŕıa de
relaciones simétricas. De igual importancia en el estudio de la teoŕıa de relaciones
simétricas aparece el estudio de la teoŕıa de extensiones simétricas, la cual abarca la
teoŕıa clásica de von Neumann sobre extensiones simétricas de operadores simétricos
[19]. La teoŕıa de extensiones simétricas para relaciones lineales tuvo origen en un
trabajo de Dijksma y Snoo [9] (c.f. [1, 10]).

El objetivo principal de este art́ıculo es mostrar la teoŕıa de operadores multivalua-
dos, particularmente la teoŕıa de operadores multivaluados simétricos. En la Sección 2
se plantea la teoŕıa de operadores lineales en espacios de Hilbert donde se repasan de
manera sencilla algunos conceptos y resultados sobre: operadores cerrados, operadores
acotados, el adjunto de un operador, operadores simétricos y autoadjuntos. Además se
introducen ejemplos prácticos de interés al lector (Ejemplos 1-3). La sección continua
con la gráfica de un operador lineal para familiarizarse con la notación de operadores
multivaluados.

La Sección 3.2 presenta la teoŕıa de operadores multivaluados e inicia con el
espectro de estos operadores y sus propiedades. Un operador multivaluado cerrado
se puede descomponer canónicamente en su parte operador y su parte multivaluada
(ver (9)). Esta descomposición permite dar similitudes entre los espectros de un
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operador multivaluado y de su parte operador (Lema 7 y Teorema 8). De hecho bajo
ciertas condiciones, el Teorema 9 muestra que es espectro de un operador multivaluado
coincide con el espectro de su parte operador en cierto espacio de Hilbert. La sección
prosigue con la teoŕıa de operadores multivaluados simétricos, donde se muestran
distintas caracterizaciones de estos operadores (Proposiciones 10, 11, 12 y Teorema 13).

Es de interés señalar que el problema de momentos fue fundamental para el
desarrollo del análisis en el peŕıodo que comprende de 1894, cuando Stieltjes escribió
sus famosas memorias[18], hasta la década de 1950 cuando Krein completó una serie
de notas relacionadas con este tema (c.f.[17]). Básicamente el problema de momentos
de Hamburger indica que si para una sucesión {sj}j≥0 de números reales, es posible

encontrar una medida µ sobre R, tal que

sj =

∫
R
λjdµ(λ) ,(1)

además de saber si la existencia de µ es única. En [17, 2] se muestran condiciones
necesarias y suficientes para que el problema de momentos (1) sea determinado
(cuando existe una única medida) o indeterminado (cuando existen infinitas medidas).
Si la sucesión de momentos es finita, es decir, si {sj}Nj=0 se dice que el problema de
momentos de Hamburger (1) es truncado y este problema tiene solución cuando N
es un número par (c.f. [8, Sec. 10] y [15, Sec. 9.1]). Mediante la teoŕıa de operadores
multivaluados simétricos, la última sección de este trabajo se centra en caracterizar
todas las medidas µ que resuelven el problema de momentos de Hamburger truncado.

2. Preliminares

2.1. Operadores lineales. Sea (H, 〈·, ·〉) un espacio de Hilbert separable sobre
el campo C, con producto interno anti-lineal en su primer argumento y norma

‖f‖ = 〈f, f〉1/2, con f ∈ H.
Una aplicación T : domT ⊂ H → H es un operador lineal (o simplemente operador)

si para cada f, g ∈ domT y α, β ∈ C, se cumple que T (αf +βg) = αTf +βTg, donde

domT := {f ∈ H : Tf ∈ H} ranT := {Tf : f ∈ domT}
kerT := {f ∈ domT : Tf = 0}

representan el dominio, rango y núcleo de T , respectivamente, y estos resultan ser
conjuntos lineales en H.

Para dos operadores lineales T, S y α, β ∈ C, el operador αT + βS tiene
dom (αT + βS) = domT ∩domS y actua como (αT+βS)f = αTf+βSf . El operador
TS tiene dom (TS) = {f ∈ domS : Sf ∈ domT} y TSf = T (Sf). Además, T�C es el
operador T con dominio restringido a un conjunto lineal C ⊂ domT . En este sentido,
T ⊂ S si S�domT

= T y en este caso se dice que S es extensión de T . Por otra parte,
T es invertible si tiene núcleo trivial y en cuyo caso la inversa se denota por T−1.

Lo siguiente denota dos tipos de cerradura:

1. Un operador T es cerrado si y solo si para toda sucesión {xn}n∈N ⊂ domT tal
que (xn, Txn)→ (x, y) se tiene x ∈ domT y y = Tx.

2. Un operador T es cerrable si y solo si para toda sucesión {xn}n∈N ⊂ domT tal
que (xn, Txn)→ (0, y) se tiene y = 0.

Cuando T es cerrado se escribe T = T y cuando T es cerrable se tiene que T es un
operador lineal. Es claro que el núcleo de un operador cerrado es cerrado.

Un operador T se llama acotado si existe c > 0 tal que ‖Tf‖ ≤ c ‖f‖, para todo
f ∈ domT . Es fácil ver que un operador es acotado si y solo si es continuo. Además,
la norma de un operador T viene dada por

‖T‖ := sup
f ∈ domT ,

f 6= 0

‖Tf‖
‖f‖

,
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la cual cumple las siguientes equivalencias:

‖T‖ = sup
f ∈ domT ,
‖f‖ < 1

‖Tf‖ = sup
f ∈ domT ,
‖f‖ ≤ 1

‖Tf‖ = sup
f ∈ domT ,
‖f‖ = 1

‖Tf‖ .

Observación 1. Si un operador T cumple dos de las siguientes tres propiedades,
entonces T cumple las tres propiedades (c.f. [5, Sec. 3.2]):

1. T es cerrado.

2. T es acotado.

3. domT es cerrado.

Denote por B(H) como el conjunto de todos los operadores acotados con dominio
todo H y por consiguiente cerrados. El conjunto B(H) es un espacio lineal normado
y es de importancia mencionar que en este espacio se definen los siguientes tres tipos
de convergencia.

Para T, Tn ∈ B(H), con n ∈ N, se dice que:

1. {Tn} converge uniformemente a T si ‖T − Tn‖ → 0.

2. {Tn} converge fuertemente a T si ‖Tf − Tnf‖ → 0, para cada f en H.

3. {Tn} converge débilmente a T si 〈g, Tf − Tnf〉 → 0, para cada f, g ∈ H.

La convergencia uniforme, fuerte y débil, se denotan por

u- ĺım
n→∞

Tn = T ; s- ĺım
n→∞

Tn = T ; w- ĺım
n→∞

Tn = T ,

respectivamente. Además, la convergencia uniforme implica la convergencia fuerte y
la convergencia fuerte implica la convergencia débil.

Ahora bien, un operador es densamente definido si tiene dominio denso en H. Para
un operador densamente definido T se denota su adjunta como T ∗, con dominio

domT ∗ = {h ∈ H : ∃k ∈ H tal que 〈Tf, h〉 = 〈f, k〉 , ∀f ∈ domT} ,(2)

de manera que T ∗h = k. El adjunto T ∗ es un operador lineal cerrado en H (c.f. [14,
Sec. 1.2]) y puede tener dominio no denso en H (ver Ejemplo 3).

Permita introducir una parte de la teoŕıa de operadores simétricos (ver [14, Secs. 3.1
y 3.2] para más referencia).

Un operador T es simétrico o hermitiano si su forma sesquilineal es real, es decir, si
〈f, Tf〉 ∈ R, para todo f ∈ domT . Esto es equivalente a decir que 〈f, Tg〉 = 〈Tf, g〉,
para todo f, g ∈ domT .

Los operadores simétricos son caracterizados por tener espectro real. Además, un
operador densamente definido T es simétrico si T ⊂ T ∗ y autoadjunto si T = T ∗.

Ejemplo 1. El operador identidad If = f y el operador cero Of = 0, para todo
f ∈ H, son ejemplos sencillos de operadores en B(H), con norma ‖I‖ = 1, ‖O‖ = 0 y
adjunto I∗ = I, O∗ = O, es decir, son autoadjuntos.

Ejemplo 2. Sea H = L2(R) el espacio de las funciones cuadrado integrable en R,

con producto interno 〈f, g〉 =
∫
f(t)g(t)dt. Considere el operador de multiplicación

Jf(t) = tf(t) cuyo dominio viene dado por

dom J =

{
f ∈ L2(R) :

∫
(1 + t2) |f(t)|2 dt <∞

}
,

el cual es denso en L2(R).
El operador J es autoadjunto y no acotado. En efecto,

〈Jf, f〉 =

∫
tf(t)f(t)dt =

∫
f(t)tf(t)dt = 〈f, Jf〉 , ∀f ∈ dom J

de donde se sigue que J ⊂ J∗. Luego, si g ∈ dom J∗, entonces 〈Jf, g〉 = 〈f, J∗g〉, para
todo f ∈ dom J , que verifica tg(t) = J∗g(t) ∈ L2(R). De este modo, g ∈ dom J y por
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lo tanto J∗ = J . Continuando, defina para n ∈ N

fn(t) =

{
1 , si n ≤ t < n+ 1

0 , en otro caso

Aśı, ‖fn‖ = 1 y uno calcula que ‖Jfn‖ > n→∞. Por lo tanto, J es no acotado.

Ejemplo 3. Considere un conjunto lineal D en H y 0 6= g ∈ H. Sea F un funcional
lineal no continuo sobre D y defina el operador lineal T con domT = D, tal que
Tf = F(f)g.

El operador T no es acotado ni cerrable. Ciertamente, como F no es continuo existe
{fn}n∈N ⊂ D, con ‖fn‖ = 1, tal que 0 6= |F(fn)| → ∞. Aśı, ‖Tfn‖ = |F(fn)| ‖g‖ →
∞, es decir, T no es acotado. Además, haciendo hn = F(fn)

−1
fn se tiene que hn → 0

y Thn = F(hn)g = g 6= 0, es decir, T no es cerrable.
Si D es denso en H, entonces T ∗ no es densamente definido y T ∗ = O�{g}⊥

.

Desde luego, como el producto interno es continuo y F es discontinuo, la aplicación
f → 〈h, Tf〉 = F(f) 〈h, g〉 es continua si y solo si h ⊥ g. Por lo tanto, domT ∗ = {g}⊥
y T ∗h = 0, para todo h ∈ domT ∗.

2.2. La gráfica de un operador. Este tema se aborda de manera análoga a [5,
Cap. 3]. Sea H⊕H la suma ortogonal de dos copias de H (c.f. [5, Sec. 2.3]), es decir,

H⊕H :=
{(

f
g

)
: f, g ∈ H

}
,(3)

que es un espacio de Hilbert con producto interno〈(
f
g

)
,
(
h
k

)〉
= 〈f, h〉+ 〈g, k〉 ,

(
f
g

)
,
(
h
k

)
∈ H⊕H .

La convergencia en H⊕H implica la convergencia en cada una de sus entradas.
La gráfica de un operador lineal T viene dada por

G(T ) :=
{(

f
Tf

)
∈ H⊕H : f ∈ domT

}
,

la cual resulta ser un conjunto lineal en H⊕H. Sin embargo no todo conjunto lineal
en H⊕H resulta ser la gráfica de un operador lineal.

Proposición 1. Un conjunto lineal G ⊂ H⊕H es la gráfica de un operador lineal
si y solo si {(

f
g

)
∈ G : f = 0

}
=
{(

0
0

)}
.(4)

Demostración. Suponga que (4) se cumple y considere las aplicaciones lineales
π, ρ : G → H tales que

π
(
f
g

)
= f ; ρ

(
f
g

)
= g ,

(
f
g

)
∈ G .

De este modo, kerπ =
{(

0
0

)}
y se verifica que T = ρπ−1 es un operador lineal con

domT = πG. Por lo tanto G(T ) = G. La prueba inversa es directa. �

Para efectos prácticos, se introducen las aplicaciones U,W : H⊕H → H⊕H, que
actúan como

U
(
f
g

)
=
(
g
f

)
; W

(
f
g

)
=
(
g
−f

)
,
(
f
g

)
∈ H⊕H

las cuales son operadores lineales que satisfacen U2 = I = −W2 y UW = −WU.
Para dos operadores T, S, lo siguiente se cumple de manera sencilla:

(a) T ⊂ S si y solo si G(T ) ⊂ G(S).

(b) T es cerrado si y solo si G(T ) es cerrada.

(c) Si T es invertible entonces G(T−1) = UG(T ).
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Para un conjunto lineal G ⊂ H⊕H, denote el conjunto lineal

−G :=
{(

f
−g

)
∈ H⊕H :

(
f
g

)
∈ G

}
.

Proposición 2. Si G ⊂ H⊕H es un conjunto lineal, entonces:

(a) (WG)⊥ = W(G⊥).

(b) WG = WG.

(c) (UG)⊥ = U(G⊥).

(d) UG = UG.

(e) U2G = W2G = G.

(f) UWG = WUG = −G.

Demostración. Note que
(
f
g

)
∈ (WG)⊥ si y solo si ∀

(
h
k

)
∈WG,

(
k
−h

)
∈ G y〈(

g
−f

)
,
(
k
−h

)〉
=
〈(

f
g

)
,
(
h
k

)〉
= 0 ,

si y solo si
(
g
−f

)
∈ (G)⊥, o bien

(
f
g

)
∈W(G)⊥. Esto prueba el punto (a). Ahora,

WG =
(

(WG)
⊥
)⊥

= W
((
G⊥
)⊥)

= WG ,

es decir, (b). Los puntos (c),(d) se siguen de manera análoga y (e),(f) se siguen
directamente de la definición, notando que G es conjunto lineal. �

Los operadores U,W y sus propiedades serán de gran utilidad en la secuela.

3. Operadores lineales multivaluados

Esta sección presenta una manera de extender la teoŕıa espectral de operadores
lineales en espacios de Hilbert.

3.1. Espectro de un operador multivaluado. Se llama operador lineal multiva-
luado o relación lineal a un conjunto lineal T en H⊕H (ver (3)), con

domT :=
{
f ∈ H :

(
f
g

)
∈ T

}
ranT :=

{
g ∈ H :

(
f
g

)
∈ T

}
kerT :=

{
f ∈ H :

(
f
0

)
∈ T

}
mulT :=

{
g ∈ H :

(
0
g

)
∈ T

}(5)

los cuales son conjuntos lineales en H. La notación (5) es habitual en el caso de
operadores lineales a excepción de mulT , que representa el multivaluado de T .

Una relación T es cerrada si T = T , la cual es subespacio (conjunto lineal cerrado)
en H⊕H. Uno verifica fácilmente que si T es cerrada, entonces kerT y mulT son
subespacios de H.

Observación 2. La gráfica de un operador linear es un caso particular de una
relación. Una consecuencia de la Proposición 1 es que una relación T es la gráfica
de un operador si y solo si mulT = 0. En el contexto de operadores multivaluados se
identifica a cada operador con su gráfica.

Para dos relaciones T , S y ζ ∈ C, se consideran las relaciones:

T + S :=
{(

f
g + h

)
:
(
f
g

)
∈ T,

(
f
h

)
∈ S

}
ζT :=

{(
f
ζg

)
:
(
f
g

)
∈ T

}
ST :=

{(
f
k

)
:
(
f
g

)
∈ T,

(
g
k

)
∈ S

}
T−1 :=

{(
g
f

)
:
(
f
g

)
∈ T

}
que representan la suma de relaciones, multiplicación por escalar, composición de
relaciones e inversa de una relación, respectivamente. Note que T−1 = UT y esto
extiende la noción de la inversa de un operador lineal.
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Dos relaciones T y S son linealmente independientes si T ∩S =
{(

0
0

)}
. Además se

asume que los śımbolos u, ⊕, y 	 representan la notación estándar, es decir,

T u S =
{(

f + h
g + k

)
:
(
f
g

)
∈ T,

(
h
k

)
∈ S y T ∩ S =

{(
0
0

)}}
.

T ⊕ S = T u S , con T ⊂ S⊥ .
T 	 S = T ∩ S⊥ .

Hablando de manera estricta, el śımbolo ⊕ en este contexto difiere de la expresión
H⊕H. Esto no debeŕıa causar confusión al usar el mismo śımbolo.

Se denota la adjunta de una relación T como la relación lineal

T ∗ :=
{(

h
k

)
∈ H⊕H : 〈h, g〉 = 〈k, f〉 , ∀

(
f
g

)
∈ T

}
.

Este concepto extiende al de (2), sin pedir restricción sobre la densidad del dominio.

Teorema 3. Para relaciones T, S y 0 6= α ∈ C, lo siguiente se cumple:

(a) T ∗ = (WT )
⊥

(b) T ∗∗ = T

(c) (T ∗)−1 = (T−1)∗

(d) (αT )∗ = αT ∗

(e) S ⊂ T ⇒ T ∗ ⊂ S∗

(f) kerT ∗ = (ranT )⊥

Demostración. Note que
(
h
k

)
∈ T ∗ si y solo si para todo

(
f
g

)
∈ T , 〈k, f〉 = 〈h, g〉, es

decir,
〈(

h
k

)
,
(
−g
f

)〉
= 0, esto si y solo si

(
h
k

)
∈ (WT )⊥ y por lo tanto (a). Luego, se

sigue de la Proposición 2 que

T ∗∗ =
(
W (WT )

⊥
)⊥

=
(
T⊥
)⊥

= T

que produce (b). Además, (T ∗)−1 = U (WT )
⊥

= (WUT )
⊥

=
(
T−1

)∗
, es decir, (c).

Es simple calcular por contención que (αT )∗ ⊂ αT ∗ y como α 6= 0, se tiene que

αT ∗ = α
(
α−1αT

)∗ ⊂ αα−1 (αT )
∗

e implica (d). Si S ⊂ T entonces WS ⊂WT . Aśı,

(WT )⊥ ⊂ (WS)⊥ y se tiene (e). Por último,
(
f
0

)
∈ T ∗ si y solo si 〈f, k〉 = 〈0, h〉 = 0,

para todo
(
h
k

)
∈ T , esto si y solo si f ∈ (ranT )⊥, de donde se llega a (f). �

La igualdad (a) implica que T ∗ es una relación cerrada. Además se sigue de las
igualdades (c) y (f) que

domT = ranT−1 =
(

ker
(
T−1

)∗)⊥
= (mulT ∗)

⊥
,(6)

es decir, si un operador no está densamente definido en H entonces su adjunta tiene
multivaluado no trivial. De esto proviene la condición de densidad en (2).

Observación 3. Dos conjuntos lineales cerrados G,L que son linealmente indepen-
dientes satisfacen

G ∩ L =
(
G⊥ u L⊥

)⊥
.

Ciertamente, si f ∈ G ∩ L, entonces 〈f, h〉 = 0 para todo h ∈ G⊥ u L⊥, lo cual

produce G ∩ L ⊂
(
G⊥ u L⊥

)⊥
. Inversamente, note que G⊥, L⊥ ⊂ G⊥ u L⊥ y como

los conjuntos son cerrados,
(
G⊥ u L⊥

)⊥ ⊂ G,L, es decir,
(
G⊥ u L⊥

)⊥ ⊂ G ∩ L.

Corolario 4. Si S, T son relaciones cerradas linealmente independientes entonces

(S u T )
∗

= S∗ ∩ T ∗ .
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Demostración. Del punto (a) del Teorema 3 y de la Proposición 2, uno calcula de
manera sencilla que

(S u T )
∗

= W (S u T )
⊥

= (WS uWT )
⊥

=
(
S∗⊥ u T ∗⊥

)⊥
= S∗ ∩ T ∗ ,

la última igualdad se sigue de la Observación 3. �

Una relación es acotada si resulta ser un operador lineal acotado. Cabe aclarar que
en el contexto de relaciones lineales existen diferentes maneras de definir relaciones
acotadas (ver por ejemplo [7]).

Se denota el conjunto cuasi-regular de una relación T como

ρ̂(T ) := {ζ ∈ C : (T − ζI)−1 es acotada} .

Proposición 5. El conjunto cuasi-regular de una relación es abierto.

Demostración. Para ζ ∈ ρ̂(T ) se tiene la existencia de cζ > 0 tal que

‖k‖ ≤ cζ ‖h‖ , ∀
(
h
k

)
∈ (T − ζI)−1 .(7)

Considere la bola abierta Bc−1
ζ

(ζ) y η ∈ Bc−1
ζ

(ζ). Uno calcula de manera sencilla que

para
(
f
g

)
∈ (T − ηI)−1 se tiene

(
f + (η − ζ)g

g

)
∈ (T − ζI)−1. Aśı de (7),

1

cζ
‖g‖ ≤ ‖f + (η − ζ)g‖ ≤ ‖f‖+ |η − ζ| ‖g‖ .

De esta manera, ‖g‖ ≤ c′ ‖f‖ con c′
−1

= c−1
ζ −|η − ζ| > 0 y por consiguiente (T−ηI)−1

es acotada. Por lo tanto Bc−1
ζ

(ζ) ⊂ ρ̂(T ). �

Para ζ ∈ ρ̂(T ) se tiene que ran(T −ζI) es cerrado si y solo si T es cerrada. Además,

dim (ran(T − ζI))
⊥

es contante en cada componente conexa de ρ̂(T ) [13, Sec. 2].
El conjunto regular de una relación T se denota como

ρ(T ) := {ζ ∈ C : (T − ζI)−1 ∈ B(H)} .

Claramente el conjunto regular está contenido en el cuasi-regular y también es abierto.
Además, si una relación no es cerrada entonces su conjunto regular es vaćıo.

Considere los siguientes conjuntos:

σ(T ) := C\ρ(T ) (espectro)

σ̂(T ) := C\ρ̂(T ) (núcleo espectral)

σp(T ) := {ζ ∈ C : ker(T − ζI) 6= {0}} (espectro puntual)

σ∞p (T ) := {ζ ∈ σp(T ) : dim ker(T − ζI) =∞} (espectro puntual no discreto)

σc(T ) :=
{
ζ ∈ C : ran(T − ζI) 6= ran(T − ζI)

}
(espectro continuo)

Teorema 6. Si T es una relación cerrada entonces σp(T ) ∪ σc(T ) = σ̂(T ).

Demostración. Si ζ ∈ ρ̂(T ) entonces ran (T − ζI) es cerrado y además

ker (T − ζI) = mul (T − ζI)−1 = {0} ,(8)

esto implica que ζ /∈ σp(T ) ∪ σc(T ). Por otra parte, si ζ /∈ σp(T ) ∪ σc(T ) el mismo
cálculo de (8) muestra que (T−ζI)−1 es un operador cerrado, ya que T es cerrada, con
dominio cerrado y por lo tanto acotado (ver Observación (1)), es decir, ζ ∈ ρ̂(T ). �

Observación 4. Como en el caso de operadores lineales en espacios de Hilbert de
dimensión finita, las relaciones lineales son cerradas y sus espectros puntal no discreto
y continuo son vaćıos. Además, el núcleo espectral coincide con el espectro.
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Es conveniente descomponer a una relación cerrada T como T = T� ⊕ T∞, donde

T∞ :=
{(

0
g

)
∈ T

}
y T� := T 	 T∞(9)

son cerradas llamadas la parte multivaluada y la parte operador de T , respectivamente.
Note que ranT� ⊥ ranT∞ = mulT y domT = domT�.

Lema 7. Si T es una relación cerrada, entonces ρ̂(T ) ⊂ ρ̂(T�).

Demostración. Uno verifica de manera sencilla que (T� − ζI)−1 ⊂ (T − ζI)−1, para
ζ ∈ C. Aśı, si ζ ∈ ρ̂(T ) entonces (T − ζI)−1 es acotada al igual que (T� − ζI)−1, es
decir, ζ ∈ ρ̂(T�). �

Es simple calcular que para una relación cerrada T con domT ⊂ (mulT )⊥,

T − ζI = (T� − ζI)⊕ T∞ , ζ ∈ C.(10)

Teorema 8. Si T es una relación cerrada tal que domT ⊂ (mulT )⊥, entonces
ρ̂(T ) = ρ̂(T�).

Demostración. Es suficiente mostrar debido al Lema 7 que ρ̂(T�) ⊂ ρ̂(T ). Esto se
sigue directamente si (T − ζI)−1 es acotada, para todo ζ ∈ ρ̂(T�). Note de (10) que

(T − ζI)−1 = (T� − ζI)−1 ⊕ (T∞)−1 .

De este modo, para
(
h
k

)
∈ (T − ζI)−1, existen

(
r
k

)
∈ (T� − ζI)−1 y

(
s
0

)
∈ (T∞)−1

tales que h = r + s. Como ζ ∈ ρ̂(T�), existe C > 0 tal que ‖k‖ ≤ C ‖r‖. Aśı,

‖k‖ ≤ C (‖r‖+ ‖s‖)
= C ‖r + s‖ = C ‖h‖ .

Por lo tanto (T − ζI)−1 es acotada. �

Observación 5. La propiedad del Teorema 8 no siempre se cumple para el conjunto
regular de una relación. Ciertamente, para A autoadjunta se tiene domA ⊂ (mulA)⊥

(ver Proposición 11). Si mulA 6= {0} entonces dom(A�− ζI)−1 6= H, para todo ζ ∈ C
y por ende ρ(A�) = ∅. Sin embargo C\R ⊂ ρ(A) (consecuencia del Teorema 13).

El siguiente resultado se presenta con efecto de interés al lector, el cual puede
encontrarse en [13, Teo. 2.10].

Teorema 9. Si T es una relación cerrada con domT ⊂ (mulT )
⊥

, entonces:

σ̂(T ) = σ̂(TT ) σc(T ) = σc(TT )

σ(T ) = σ(TT ) σp(T ) = σp(TT )

donde TT = T� en el espacio de Hilbert (mulT )
⊥ ⊕ (mulT )

⊥
.

La afirmación anterior significa que las propiedades espectrales de una relación T

con domT ⊂ (mulT )
⊥

, son las mismas que las de su parte operador T� visto en el

espacio (mulT )
⊥ ⊕ (mulT )

⊥
.

3.2. Operadores multivaluados simétricos. Esta parte extiende el concepto de
operador simétrico. Particularmente el concepto de operador autoadjunto.

Una relación A es llama simétrica si A ⊂ A∗ y autoadjunta si A = A∗. Los siguientes
resultados exhiben caracterizaciones de las relaciones simétricas.

Proposición 10. Para una relación lineal A, los siguientes son equivalentes:

(a) A es simétrica.

(b) Para cada
(
f
g

)
y
(
h
k

)
en A, se cumple que 〈f, k〉 = 〈g, h〉.

(c) Para cada
(
f
g

)
en A, se tiene que 〈f, g〉 ∈ R.
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Demostración. (a)⇒ (b) Si
(
f
g

)
,
(
h
k

)
∈ A entonces

(
h
k

)
∈ A∗, es decir, 〈h, g〉 = 〈k, f〉.

(b)⇒ (c) Para
(
f
g

)
∈ A, se tiene 〈f, g〉 = 〈g, f〉. Por lo tanto 〈f, g〉 ∈ R. (c)⇒ (a)

Si
(
f
g

)
∈ A entonces para todo

(
h
k

)
∈ A y α ∈ C, se tiene que

(
f
g

)
+ α

(
h
k

)
∈ A y

〈f + αh, g + αk〉 ∈ R. Como 〈f, g〉 , 〈h, k〉 ∈ R, se sigue que

α 〈f, k〉+ α 〈h, g〉 = α 〈k, f〉+ α 〈g, h〉 .

Aśı, para α ∈ {1, i}, uno llega a Im 〈f, k〉 = Im 〈g, h〉 y Re 〈f, k〉 = Re 〈g, h〉, es decir,

〈f, k〉 = 〈g, h〉. Por lo tanto
(
f
g

)
∈ A∗. �

Observación 6. Existe otra caracterización de relaciones simétricas con respecto a
su conjunto cuasi-regular. A saber, A es simétrica si y solo si C\R ⊂ ρ̂(A) y∥∥(A− ζI)−1

∥∥ ≤ 1/ |Im ζ| ,

para todo ζ ∈ C\R [13, Obs. 3.2].

Proposición 11. Si A es una relación simétrica entonces domA ⊂ (mulA)⊥.

Demostración. Si A ⊂ A∗ entonces mulA ⊂ mulA∗ y tomando complemento ortogo-
nal se llega a (mulA∗)⊥ ⊂ (mulA)⊥. Por lo tanto de (6) se sigue la afirmación. �

Como consecuencia del resultado anterior, una relación simétrica cerrada cumple
las propiedades espectrales del Teorema 9.

Proposición 12. Si A es una relación simétrica cerrada con dominio todo el
espacio, entonces A es un operador autoadjunto y acotado.

Demostración. Como domA = H se sigue de (6) y la Observación 2 que A∗ es un
operador y, además, A = A∗. Por último, A es un operador cerrado con dominio
cerrado y por tanto acotado. �

La sección concluye con la siguiente caracterización de relaciones autoadjuntas.

Teorema 13. Una relación es autoadjunta si y solo si es simétrica cerrada con
espectro real.

Demostración. Si A = A∗ entonces es simétrica y cerrada. Ahora, para ζ ∈ ρ̂(A)\R
de la Observación 6 se tiene que ζ ∈ ρ̂(A)\R y (A − ζI)−1 es un operador. De este
modo como A es cerrada,

H =
(
mul(A− ζI)−1

)⊥
=
(
ker(A− ζI)

)⊥
= ran(A− ζI) ,

es decir, ζ ∈ ρ(A). Como ρ̂(A) es abierto y dim (ran(A− ζI))
⊥

permanece constante
en componentes conexas de ρ̂(A), si ζ ∈ ρ̂(A) ∩ R, entonces ζ ∈ ρ(A). Por lo tanto,
ρ̂(A) = ρ(A), que implica σ(A) ⊂ R.

Inversamente, si A ⊂ A∗ es cerrada con espectro real, entonces ±i ∈ ρ(A) que

implica ran(A− iI) = H y ker(A∗− iI) = {0}. Por consiguiente, si
(
f
g

)
∈ A∗ entonces

existe
(

h
g − if

)
∈ (A− iI), es decir,(

h
g − i(f − h)

)
∈ A ⊂ A∗ .(11)

Por linealidad,
(
f − h
i(f − h)

)
∈ A∗ que equivale a f −h ∈ ker(A∗− iI). Por lo tanto f = h

y de (11) se obtiene que
(
f
g

)
∈ A. �

El teorema anterior es equivalente a decir que una relación A es autoadjunta si y
solo si es simétrica cerrada, con ρ̂(A) = ρ(A).
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4. El problema de momentos de Hamburger truncado

Para n ∈ N, considere {sj}2nj=0 ⊂ R, con s0 = 1, tal que

n∑
j,k=0

sj+kαlαk > 0 ,(12)

para toda sucesión no trivial {αj}nj=0 ⊂ C.

Problema 1. Resolver si existe una medida µ sobre R, tal que

sj =

∫
R
λjdµ(λ) , j = 0, 1, . . . , 2n .

El problema anterior se le conoce como el problema de momentos de Hamburger
truncado para 2n-sucesiones positivas definidas y este problema tiene solución debido
a (12) (c.f [15, Sec. 9.1]).

Lo siguiente es dar concretamente la medida µ que resuelve el Problema 1 y
determinar su unicidad.

Sea Cn[t] el espacio de los polinomios complejos de grado ≤ n, equipado con
producto interno

〈f, g〉 =

n∑
j,k=0

sj+kαlβk , f =

n∑
j=0

αjt
j , g =

n∑
j=0

βjt
j ∈ Cn[t]

y base ortonormal {ej}nj=0, calculada mediante proceso de Gram-Schmidt, donde ej
es un polinomio de grado j, con coeficiente principal positivo.

Considere sobre Cn[t] al operador de multiplicación Jf(t) = tf(t), el cual clara-
mente tiene dominio

dom J = span {ej}n−1
j=0 = Cn[t]	 {en} .(13)

Proposición 14. El operador de multiplicación es simétrico. Además, existen
aj ∈ R, bj > 0, con j = 0, 1, . . . , n− 1, tales que

Jej = bjej+1 + ajej + bj−1ej−1 . (b−1 = 0)

Demostración. Es sencillo verificar que 〈Jf, f〉 = 〈f, Jf〉, para todo f ∈ dom J ,
lo que implica que J es simétrico. Además para j = 0, 1, . . . , n − 1, se tiene que
Jej =

∑n
k=0 〈Jej , ek〉 ek. Como J es simétrico, 〈Jej , ek〉 = 〈ej , Jek〉 = 0 para

1 < |j − k|, ya que Jej es de grado j + 1 y Jek es de grado k + 1. De este modo

Jej = 〈Jej , ej+1〉 ej+1 + 〈Jej , ej〉 ej + 〈Jej−1, ej〉 ej−1 .

Observe que Jej y ej+1 son polinomios de grado j+1 con coeficiente principal positivo
y entonces 〈Jej , ej+1〉 > 0. Por lo tanto, haciendo bj = 〈Jej , ej+1〉, aj = 〈Jej , ej〉 se
llega a (13). �

El resultado anterior asegura que la representación matricial de J con respecto a
la base {ej}nj=0, está dada por

J =


a0 b0 0 . . . 0 ∗
b0 a1 b1 . . . 0 ∗
. . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . an−1 ∗
0 0 0 . . . bn−1 ∗

 .

Además, (6) señala que J∗ es un operador multivaluado con mul J∗ = span {en}.
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Sea J0 ⊃ J el operador con dom J0 = Cn[t] y representación matricial

J0 =


a0 b0 0 . . . 0 0
b0 a1 b1 . . . 0 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . an−1 bn−1

0 0 0 . . . bn−1 0

 ,

que representa una extensión autoadjunta de J . Estos operadores serán identificados
con su gráfica para trabajar con operadores multivaluados en Cn[t]⊕ Cn[t].

Considere el operador multivaluado

Z := span
{(

0
en

)}
⊂ Cn[t]⊕ Cn[t] .

Teorema 15. El operador de multiplicación satisface J = J0 ∩ Z∗.

Demostración. Si f ∈ dom J , entonces 〈f, en〉 = 〈Jf, 0〉 = 0. Aśı,
(
f
Jf

)
∈ Z∗ y

J ⊂ J0 ∩ Z∗. Para la otra contención, si
(
f
g

)
∈ J0 ∩ Z∗, entonces f ∈ dom J0 y

〈f, en〉 = 〈g, 0〉 = 0, es decir f ∈ dom J , lo que lleva a J0 ∩ Z∗ ⊂ J . �

Uno verifica de manera sencilla que J0 y Z son linealmente independientes.

Corolario 16. El adjunto de J viene dado por J∗ = J0 u Z.

Demostración. Uno tiene del Corolario 4 que J0 u Z = (J0 u Z)
∗∗

= (J0 ∩ Z∗)∗. Por
lo tanto, del Teorema 15 se tiene la afirmación. �

El siguiente resultado es consecuencia directa del Teorema 15 y de [11, Teo. 2.4]

Corolario 17. Todas las extensiones autoadjuntas del operador de multiplicación
J son perturbaciones unidimensionales del operador J0 y están en correspondencia
uno-a-uno con τ ∈ R ∪ {∞}, las cuales vienen dadas por

Jτ =
{(

f(t)
J0f(t) + τ 〈f, en〉 en

)
: f ∈ Cn[t]

}
, τ 6=∞(14)

que son operadores lineales, a diferencia de

J∞ = J u Z

que resulta ser un operador multivaluado.

Las extensiones (14) tienen representación matricial

Jτ =


a0 b0 0 . . . 0 0
b0 a1 b1 . . . 0 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . an−1 bn−1

0 0 0 . . . bn−1 τ

(15)

mientras que la representación matricial de la parte operador de J∞ es

J∞� =


a0 b0 0 . . . 0 0 ∗
b0 a1 b1 . . . 0 0 ∗
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . an−2 bn−2 ∗
0 0 0 . . . bn−2 an−1 ∗
0 0 0 . . . 0 0 ∗

 .
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En virtud del Teorema 9 y de la Proposición 11, el espectro de J∞ coincide con el
espectro de

J∞� =


a0 b0 0 . . . 0 0
b0 a1 b1 . . . 0 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . an−2 bn−2

0 0 0 . . . bn−2 an−1

 ,(16)

en el espacio Cn−1[t].
Lo siguiente es demostrar la solución al Problema 1. Debido al teorema espectral,

cada extensión autoadjunta (15) de J tiene representación

Jτ =
∑

λ∈σ(Jτ )

λPλ , (τ ∈ R)

donde Pλ es la proyección ortogonal sobre el auto-vector unitario de λ ∈ σ(Jτ ). Defina
la medida espectral (ver [14, Caps. 4 y 5])

Eτ (M) :=
∑

λ∈σ(Jτ )∩M

Pλ , M ∈ B(R) ,

donde B(R) representa la σ-álgebra de Borel en R. Aśı,

Jτ =

∫
R
λdEτ (λ) .(17)

Ahora bien, denote

µτ (λ) := 〈1, Eτ (λ)1〉 ,

la cual representa una medida de probabilidad, ya que µτ (R) = 〈1, 1〉 = s0 = 1.
De esta manera se cumple que para j, k = 0, 1, . . . , n,

sj+k =
〈
tj , tk

〉
=
〈
Jj1, Jk1

〉
=
〈
Jjτ1, Jkτ 1

〉
=
〈
1, Jj+kτ 1

〉
=

∫
R
λj+kd 〈1, Eτ (λ)1〉 =

∫
R
λj+kdµτ (λ) .

(18)

Con esto se ha demostrado lo siguiente:

Teorema 18. El Problema 1 tiene infinitas soluciones parametrizadas por τ ∈ R
de la siguiente manera:

sj =

∫
R
λjdµτ (λ) , j = 0, 1, . . . , 2n .

De manera análoga a (17) se tiene la existencia de una medida espectral E∞ para
(16) en Cn−1[t], tal que J∞� =

∫
R λdE∞(λ). La sección finaliza con el siguiente

resultado que se demuestra siguiendo las mismas ĺıneas de (18), con la medida
µ∞(λ) := 〈1, E∞(λ)1〉.

Corolario 19. El Problema 1 satisface

sj =

∫
R
λjdµ∞(λ) , j = 0, 1, . . . , 2(n− 1) .

La condición (13) fue la que condujo a trabajar el problema de momentos de
Hamburger truncado con la teoŕıa de operadores multivaluados. Gracias a esta teoŕıa
se han podido caracterizar todas las medidas que resuelven el Problema 1.
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