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EL TEOREMA DE METRIZACION DE URYSOHN

FIDEL CASARRUBIAS SEGURA

RESUMEN. Demostramos que en cualquier espacio topolégico normal 77 que tiene
una base a lo mas numerable existe una pseudométrica que define a su topologia.
Con esto damos la demostracién del clésico teorema de metrizacién de Urysohn
que trata sobre la metrizabilidad de espacios topolégicos regulares Ty que tienen
una base a lo més numerable.

1. INTRODUCCION

El concepto de distancia entre dos puntos es algo muy intuitivo. Frechet di6
una formulaciéon matemédtica de la distancia entre dos puntos, llamada métrica,
abstrayéndola de la recta real, del plano y del espacio tridimensional. Los espacios
métricos, como llamamos hoy dia a las parejas formadas por un conjunto no vacio
y una métrica, aparecen en muchas areas de las matemadaticas como herramientas
fundamentales.

La distancia entre puntos se puede utilizar para definir la distancia de un punto
a un conjunto y con ello definir una topologia; para hacerlo basta acordar que todos
los puntos cuya distancia al conjunto A es igual a cero, son cercanos a A y definir la
cerradura de A como el conjunto de tales puntos. Por esta razén podemos pensar a
la nocién de espacio topolégico como una axiomatizacién de la idea de cercania de un
punto a un conjunto. Los espacios topologicos cuya topologia proviene de una métrica
son llamados metrizables. Estos espacios tienen muy buenas propiedades, y en cierta
forma, podemos pensar que su estructura topoldgica es sencilla.

(,Cuando un espacio topolégico es metrizable? Tratar de responder a esta pregunta
conlleva la idea de buscar condiciones (necesarias y) suficientes que nos permitan
construir una métrica y reconstruir a la topologia con esa métrica. Hacer esto es crear
un teorema de metrizacion.

Probablemente el teorema de metrizaciéon mas conocido es el teorema de metrizacién
de Urysohn. Este teorema fue originalmente demostrado para espacios topoldgicos
normales T} segundo-numerables en el famoso articulo Zum Metrizationproblem ([4]),
y poco tiempo después fue extendido a la clase de los espacios T3 segundo-numerables
por Tychonoff.

La prueba de Urysohn en realidad muestra que todo espacio normal, 77, segundo-
numerable es un espacio pseudometrizable; es decir, un espacio en el cual es posible
definir una pseudométrica de manera tal que la topologia original del espacio es igual
a la topologfa inducida por la pseudométrica.

Nuestro proposito principal en esta nota es dar una demostracién simple y detalla
de este cldsico teorema de (pseudo)metrizaciéon. Exhibimos explicitamente la técnica
empleada por Urysohn para construir una pseudométrica que induzca la topologia de
cualquier espacio normal segundo-numerable.

La prueba de Urysohn hace uso de su muy famoso lema. En esta nota, también
proporcionamos una prueba del lema de Urysohn; y la hacemos en dos partes. Primero
aislamos en un resultado auxiliar la técnica para crear funciones continuas a partir
de cubiertas abiertas particulares, que estan indexadas por subconjuntos densos de la
recta real. Después demostramos el lema de Urysohn haciendo uso de este resultado
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técnico. Esta manera de presentar la demostracién del lema de Urysohn la hace mas
asequible para estudiantes de cursos béasicos de topologia.

Presentamos también la demostracion original (en lenguaje moderno) de Tychonoff
acerca de que todo espacio regular segundo-numerable es un espacio normal, resultado
con el cual se extiende el teorema de metrizacién de Urysohn de la clase de los
espacios T} segundo-numerables a la clase de los espacios regulares T que son segundo-
numerables.

2. TERMINOLOGIA Y NOTACION

Una topologia 7 en un conjunto no vacio X es una coleccién de subconjuntos de
X que es cerrada bajo uniones de cualquier cantidad de conjuntos y cerrada bajo
intersecciones de cantidades finitas de conjuntos (y contiene a los conjuntos @) y X).
A la pareja ordenada (X, 7) se le llama espacio topoldgico.

Una base para una topologia 7 es una subcolecciéon B C 7 tal que para todo U € T
y todo elemento x € U, existe B € B tal que x € B C U. Un espacio topolégico (X, )
es segundo-numerable si T tiene una base a lo méas numerable.

En esta nota distinguimos a los espacios normales de los espacios Ty. Para ser més
precisos, diremos que un espacio topolégico (X, 7) es normal si para cualquier par de
subconjuntos cerrados y ajenos F'y G existen abiertos ajenos U y V tales que FF C U
y G C V.Y diremos que (X, 7) es un espacio T si es normal y ademds satisface el
axioma de separacion 77 .

También distinguiremos a los espacios regulares de los espacios T3. Un espacio
topoldgico (X, 7) es regular si para cada subconjunto cerrado F' de X y cada punto
x € X\ F, existen abiertos ajenos A, B tales que x € Ay FFC B. Y X es un espacio
T3 si es un espacio regular TOIH

Recuerde que un espacio X es T) (respectivamente, Tj) si para cualquier par de
elementos diferentes z y y en X es posible hallar un abierto U tal que UN{z,y} = {«}
(respectivamente, tal que |U N {z,y}| = 1).

En algunas partes de esta nota hacemos uso del resultado que muestra que el limite
uniforme de una sucesién de funciones continuas real valuadas y definidas en un espacio
topolégico X, es una funcién continua de valores reales. La demostracién de este hecho
bésico puede ser consultada en [II, 6.4.3].

3. EL LEMA DE URYSOHN

El lema de Urysohn [5] es uno de los resultados mds relevantes y fundamentales, y
mas conocido, de la topologia general. En él se demuestra que en los espacios normales
hay una gran cantidad de funciones continuas de valores reales con buenas propiedades
de separacion. La «maquinaria» que construye esas funciones continuas es aislada en
el siguiente lema técnico.

LEMA 1 ([2]). Suponga que (X,T) es un espacio topoldgico y que D es un subcon-
junto denso de la recta real R que tiene asociada una cubierta abierta U = {Uy}aebD
de X con las siguientes propiedades:

1. Sia,feD ya<f entonces cl(U,) C Ug.
2. ﬂaED Ua = Q]
Entonces la funcion f: X — R definida por:

f(x)=inf{a € D:z € Uy}

es continua.

1si X es regular y Tp, y  y y son elementos distintos de X, entonces por el axioma Ty existe un
abierto U tal que [UN{z,y}| =1.Siz € Uy y ¢ U entonces = ¢ cl({y}). Como X es regular, existen
abiertos ajenos V' 'y W tales que x € V y y € cl({y}) C W. De manera andloga, siy € Uy x ¢ U
entonces existen abiertos ajenos V' 'y W tales que y € V y z € cl({z}) C W. Asi, X es un espacio
Hausdorff.
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Demostracion. Debido a que U es una cubierta de X, cada conjunto 4, = {a € D :
x € Uy} es no vacio, y también es acotado inferiormente en R. En efecto, si A, no
es acotado inferiormente entonces para cualquier elemento 8 € D es posible hallar un
elemento o € A, de modo que o < 8. Aplicando (1) tenemos que cl(U,) C Ug. Luego
como « € A, se tiene que x € U, C cl(U,) C Ug. Entonces 8 € A,. Por lo tanto,
Az =D yporellox € (),cpUa; lo que contradice la condicién 2.

El que los conjuntos A, sean no vacios y acotados inferiormente garantiza que el
numero real f(zr) =inf{o € D :x € U,} estd bien definido.

Verifiquemos ahora que f es continua. Suponga que zg € X es un elemento
cualquiera y que € > 0 es un ndmero positivo arbitrario. Como f(xg) = inf A,, <
f(zo) + € existe By € Az, tal que f(zg) < Bo < f(zg) + €. Por ser D denso en R
podemos elegir 81,82 € D tales que f(xzg) — ¢ < 1 < B2 < f(xp). La definicién
de f(xo) implica que zg & Ug,. Por (1), 1 < B2 implica que cl(Ug,) C Upg,. Luego
zo & cl(Ug, ). Por lo tanto Ug, \ cl(Ug, ) es un abierto de X que contiene a xo. Resulta
ademds que f[Ug, \cl(Ug,)] C (f(z0)—¢, f(x0)+e€). Efectivamente, si z € Ug, \cl(Ug, ),
entonces Sy € A, ={feD:xecUs}y A, C(p1,). Luego, 81 < f(z) < By porque
f(x) = inf A,, B es cota inferior de A, y By es elemento de A,. Consecuentemente,
FlUs, \cl(Ug, )] € [B1, Bo] € (f(xo) —e, f(zo)+e€). Por lo tanto f es continua en zg. O

El lema de Urysohn trabaja en espacios normales, en su demostracion usamos la
siguiente propiedad de estos espacios topoldgicos, la cual es muy sencilla de demostrar:

Si F' es un subconjunto cerrado y U es un subconjunto abierto de un

espacio normal X tal que F' C U, entonces existe un abierto V de X tal

que FCV Ccl(V)CU.
En efecto, por la normalidad de X existen abiertos ajenos V' y W que contienen,
respectivamente, a los subconjuntos cerrados ajenos F'y X \ U. Debido a que X \ W
es cerrado, podemos concluir que F CV C cl(V) C X \ W C U, como se desea.

La razén por la cudl se elige la anterior propiedad de espacios normales es la
siguiente. Para aplicar el lema[I]en un espacio normal debemos construir una cubierta
abierta de dicho espacio normal. La construccién se hace seleccionando en pasos
sucesivos a conjuntos abiertos. La condicion 1 del lema [I| nos dice que en cada paso
podemos aplicar la propiedad de espacios normales: FF C V C cl(V) C U, y elegir
al abierto V' que nos proporciona esa propiedad, para que éste forme parte de la
cubierta. En cada uno de esos pasos, la aplicacién de dicha propiedad de espacios
normales, y por consecuencia, la eleccién del abierto V, estd supeditada a la forma en
que estd acomodado un determinado niimero racional en el intervalo [0, 1] en relacién
a una cantidad finita de otros niimeros racionales. Lo curioso es que para descubrir ese
acomodo, esencialmente aplicaremos el método que nos ensenaron en educacién bésica
para saber, por ejemplo, dénde debemos colocar al racional % en el [0,1] cuando el
intervalo [0, 1] estd «dividido en octavos». De esta manera, como alguna vez escuche
decir a un buen amigo, «la prueba del lema de Urysohn es esencialmente saber cémo
estdn “acomodados” los nimeros racionales en [0, 1]».

LEMA 2 (de Urysohn). Sea X un espacio normal. Supongamos que F y G son
subconjuntos cerrados X que son ajenos. Entonces existe una funcion continua f :
X = [0,1] tal que fIF] € {0} y fIG] € {1}

Demostracion. La idea clave para la demostracién es construir una cubierta abierta
para X que satisfaga las hipétesis del lema [} Para ello utilizaremos un subconjunto
denso especial de la recta real y a los subconjuntos cerrados ajenos F'y G del espacio
normal X. Una vez hecho esto el lema [I] nos construye la funcién continua que
necesitamos.

Definicion de un subconjunto denso D de R adecuado. Consideremos una enume-
racién inyectivaﬂ Dy ={qn : n =0,1,2,...} del conjunto QN [0,1] tal que gg = 0

2Considere una biyeccién f de NU {0} en QN [0,1] tal que f(0) =0y f(1) =1.



74 FIDEL CASARRUBIAS SEGURA

y g1 = 1. Definamos D = (—00,0) U Dy U (1,00). Es facil demostrar que D es un
subconjunto denso de R.

Ahora construiremos a una cubierta abierta U de X a partir de los subconjuntos
cerrados F'y G, indexada por el conjunto D, y que cumpla las condiciones del lema [T}

Construccion de la cubierta U = {U, : « € D}. Primero definamos

U, - 0 a<o,
X a>1.

Con los elementos de U que tenemos definidos hasta este momento podemos ya
verificar que la coleccién U serd una cubierta de X y que se cumplird la condicién 2
del lema [1} Observe que estos elementos cumplen también la condicién 1.

De esta manera, nuestra tnica preocupacién ahora es construir a los restantes
elementos de la cubierta U con el tnico requisito de que ellos cumplan la condicién 1
del lema (1} Es decir, debemos construir una coleccién Uy = {U,,, : n =0,1,2,...} de
subconjuntos abiertos de X que tengan la siguiente propiedad:

(a) sir < sconr,s€ Dy entonces cl(U,) C Us.

Como X es un espacio normal, y F' es un cerrado tal que FF C X \ G, existe un
subconjunto abierto V de X tal que F C V C cl(V) € X\ G. Defina Uy, =V y
U, =X\G.

Supongamos ahora que n > 2 y que hemos construido los subconjuntos abiertos
Ugo:Ugr» Ugss - - -, Uy, de tal forma que ellos satisfacen la condicién (a). La idea para
construir al subconjunto abierto Ug,,, radica en saber «cdmo estd acomodado el
racional g, en [0,1]» en relacién a los niimeros racionales qq, g1, . - ., ¢,. Para saberlo,
simplemente aplicamos nuestros conocimientos de educacién bésica y definimos

r=max{q : k€ {0,1,...,n} & qx < qni1}

y
s=min{g :1€{0,1,...,n} & gnt1 <@}
Es claro que r,s € {q0,q1,---,qn} ¥ que 7 < @nt1 < s. Por nuestra hipétesis de
recursién, tenemos que cl(U,) C Us. Como X es un espacio normal, existe W abierto
en X tal que cl(U,) C W C cl(W) C Us. Defina U, ,, = W.
No es dificil verificar ahora que los conjuntos

{qu’ Uq1 ’ quv R UQn’ UQWH»I}

satisfacen las condiciones requeridas. Esto completa la construccién recursiva de la
familia Uy = {U, : r € D} C 7x que satisface la condicién (a).

Definamos U = {U, : a« € R\ [0,1]} UlUy. Es facil verificar que la colecciéon U
satisface las hipotesis del lema |1} La funciéon f : X — R que se define en el lema
a partir de la cubierta U que hemos construido es continua. Ademds f[X] C [0,1],
f(F)C {0}y f(G) C {1}. Efectivamente, si existiera un elemento z € X para el cual
f(z) = inf{fa € D:x € Uy} <0, entonces existe 8 < 0tal que § € {a € D:z € U,};
pero entonces x € Ug = ), lo cual es evidentemente una contradiccién. Por otro lado,
como para toda a € (1,00), U, = X, se tiene que (1,00) C {a € D : z € U,}.
Luego, f(z) = infla € D : 2 € U,} < 1 = inf(1,00). En consecuencia, f[X] C [0,1].
Por otra parte, si € F entonces © € Uy,. Luego, 0 = gy € {« € D : z € U,}.
Por ello, f(z) = inf{a € D : z € Uy} < 0. Es decir, f(z) = 0. Finalmente, si
x € G entonces x ¢ Uy, y por ello, x ¢ U, para todo @ < 1. En consecuencia,
{a€eD:2eU,} = (1,00). Y entonces f(z) = 1. O

n+1

Uno de los corolarios inmediatos del lema de Urysohn es la siguiente caracterizacién
de la normalidad en términos de funciones continuas.

COROLARIO 3. Las siguientes condiciones son equivalentes para cualquier espacio
topoldgico (X, ).
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1. (X,7) es un espacio normal;
2. para cualesquiera subconjuntos cerrados ajenos Fy y Fy de X existe una funcion

[ X = [0,1] tal que f[F1] € {0} y f[F2] € {1}.

4. EL TEOREMA DE PSEUDOMETRIZACION DE URYSOHN PARA ESPACIOS
NORMALES

Si X es un conjunto no vacio, entonces una funcién p de valores reales no negativos
definida en X x X es llamada pseudométrica si cumple las siguientes tres condiciones:
(1) p(z,z) = 0 para cada =z € X, (2) p(x,y) = p(y,x) para todo z,y € X; (3)
plx, z) < p(z,y) + p(y, z) para cualesquiera z,y,z € X.

Si p es una pseudométrica sobre X, entonces definimos a las bolas abiertas como
los conjuntos B(z,r) = {y € X : p(z,y) < r}, donde z € X y r > 0. La coleccién
7, ={0}U{A: (Vz € A)(3r>0:B(z,r) C A)} es la topologfa sobre X inducida
por la pseudométrica p.

La diferencia entre una métrica y una pseudométrica es simplemente la condicién
(1), la cual se sustituye en el caso de una métrica por la condicién: (1°) p(x,y) =0 si
y solo si x = gﬁ Desde el punto de vista topoldgico esta diferencia es codificada por
el axioma de separacion 7.

PRrROPOSICION 4 (Kolmogorov). Las siguientes condiciones son equivalentes para
cualquier pseudométrica p sobre X :

(1) p es una métrica;
(2) (X,7,) es un espacio Tp.

Demostracion. (1) = (2). Si z,y € X son elementos diferentes, entonces U =
B(z,r) € 1, donde r = d(z,y). Es claro que |U N {z,y}| = 1. Esto muestra que
(X, 7,) es un espacio topoldgico Tp.

(2) = (1). Suponga que x,y € X son tales que = # y. Como (X, 7,) es Tp, existe un
abierto U tal que |UN{z,y}| = 1. Podemos suponer sin perder generalidad que x € U.
Entonces existe » > 0 tal que B(z,r) C U. Como y ¢ U, tenemos que y ¢ B(z,r).
Consecuentemente, p(x,y) > r > 0. Esto demuestra que la pseudométrica p es una
métrica. 0

Un espacio topoldgico (X, 7) es pseudometrizable si existe una pseudométrica p de
modo que 7, = 7. En el siguiente teorema se resume el método de Urysohn para
pseudometrizar a cualquier espacio normal segundo-numerable.

TEOREMA 5. Todo espacio normal, Ty y segundo numerable es pseudometrizable.

Demostracion. Supongamos que (X, 7) es un espacio normal que es segundo numera-
ble. Fijemos una base numerable 3 para 7. Definamos como D al siguiente conjunto:

D={(U,V)eBxB | cU)CV}

Debido a que B es numerable, la coleccién D también lo es. Podemos entonces suponer
que D = {D,, : n € N}. Como cada elemento D,, € D es una pareja ordenada
D,, = (U,V) escribiremos D,, = (Uy,,V,,) para enfatizar que los elementos U, y V,
forman la pareja ordenada D,,; de esta manera

D={D, = Uy V,) €BxB| cl(U,) CV,;neN}
Aplicando el el lema de Urysohn, podemos fijar para todo niimero natural n una
funcién continua f, : X — [0, 1] tal que f,[cl(U,)] C {0} y fu[X \ Vo] C {1}.
Afirmacion 1. Larelacion p(z,y) = " | 5| fn(®)— fn(y)| define una pseudométri-
cap: X xX —->RenX.

3Es claro que toda métrica es una pseudométrica, pero la funcién constante cero es una pseu-
dométrica que no es una métrica en cualquier conjunto con al menos dos elementos.
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Demostracion de la Afirmacion 1. Para cualesquiera x,y € X, la sucesién

(3 #1i - sl

es acotada superiormente en R porque Y7 ; 2 |f;(z) — fi(y)| < X1, 57+ < 2 para
toda n € N. Asf la serie Yo° | 5[ f,(x) — f,(y)| es convergente.

Por otro lado, es fécil probar que p(z,y) = 0, p(z,z) =0, p(z,y) = p(y, ) y ademds
p(x, z) < p(z,y)+p(y, z) para cualesquiera z, y, z € X; esto es, p es una pseudométrica
en X. X

La idea ahora es demostrar que la pseudométrica p genera a la topologia de X.
Para hacerlo, primero demostraremos que si fijamos la segunda variable en la funcién
p entonces la funcién resultante es continua.

Afirmacion 2. Para cada z € X, la funcién f, : X — R definida por f.(z) = p(z, 2)
es una funcién continua de (X, 7) en (R, 7r).

Demostracion de la Afirmacion 2. Fijemos un elemento cualquiera z € X. Para cada
k € Ny cada x € X, definimos h. j(x) = 5¢|fr(x) — fu(z)|. No es dificil darse cuenta
que cada funcién h, : X — R es una funcién continua en (X, 7). Definamos ahora
Gz = Zzzl h.r (n € N). Como g, es suma de funciones continuas, cada g, , es
una funcién continua.

La sucesion de funciones continuas (gzn)nen converge uniformemente en X a la
funcion f,: supongamos que € > 0. Fijemos un N € N de modo que QN% < 5.
Aplicando lo establecido en los pérrafos anteriores, es facil verificar que |g,n(z) —
g-.m(7)| < § para todo m,n € N con n,m > N y para cualquier z € X. Resulta
que |g..n(z) — fo(x)] < € para todo n > N y todo elemento = € X. Efectivamente,
supongamos que * € X y que n > N son elementos cualesquiera. Como f,(z) =
limy, 00 92,0 (), existe M € N tal que |g. m(z) — f.(x)] < § para todo m > M.
Fijemos m € N de modo que m > N + M. Entonces n,m > N y m > M. Luego
|gz,n(x) = f(2)] < |gz7n(x) - gz7m(x)| + |gz,m(37) = f(z)] < % + % = ¢. Por lo tanto,
(g2,m)nen converge uniformemente en X a la funcién f.. X

Como f, es el limite uniforme de una sucesiéon de funciones continuas real valuadas,
f- es continua para todo z € X. Obsérvese que f,(x) = p(z, z) para cada z € X.

Para finalizar la demostracién, verificaremos que la topologia 7, inducida por p
en X coincide con la topologia 7. Para hacerlo es suficiente demostrar la siguiente
afirmacion.

Afirmacion 3.
(a) Para cada z € X y r > 0, existe un B € Btal que z € BC B(z,7) ={y € X :

p(z,y) <7}
(b) Para cada B € By cada x € B, existe una € > 0 tal que B(x,¢) C B.

Demostracion de la afirmacidn 3. (a) Supongamos que z € X. Por la afirmacién 2, la
funcién f, : X — R definida por f,(x) = p(z,2) es continua en X cuando en X se
considera a la topologia 7. Consecuentemente, por la continuidad de f, en z, sir > 0
existe un elemento B € B tal que z € By f,(B) C (f.(2) —r, fo(2) + ) = (—r, 7).
Entonces, para cada x € B se tiene que p(z,z) = f.(x) € (—r,7); por lo tanto,
z € BC B(z,7).

(b) Supongamos, por el contrario, que existen B € By x € B tales que B(z,€)\ B #
() para cada € > 0. En particular, para toda n € N, podemos fijar x,, € B(x, 2%) \ B.
Como x € B, B es abierto basico y X es normal 77, existe U € B tal que x € U C
cl(U) C B. Luego la pareja ordenada (U, B) pertenece a D. Por ello, existe N € N tal
que (U, B) = Dy = (Un, Vn). Como para cada n € N sucede que z,, € X'\ B, tenemos
que fy(2) =0y fn(z,) =1 paratodan € N. En particular, fy(z) =0y fn(zy) = 1.

En consecuencia, p(z,2n) = Y071 3r|fa(@) = fu(en)| = s lfn(@) — fn(an)] = 5x
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lo cual contradice la eleccién de z en B(z, 5i7) \ B. Esta contradiccién muestra que
(b) es cierta. X

Verifiquemos que 7 = 7,. Si U € 7 es no vacio, para toda x € U podemos fijar un
elemento B de la base B de modo que x € B C U. Por el inciso (b) de la afirmacién
3, existe €; > 0 tal que € B(z,€e) C U. Esto muestra que U € 7,. Entonces 7 C 7,.
Por otra parte, si U € 7, es no vacio, entonces para toda z € U existe 7, > 0 tal que
B(x,r;) C U. Aplicando el inciso (a) de la afirmacién 3, para toda x € U podemos
fijar un elemento B, de la base B, € B de modo que = € B, C B(z,r;). Entonces
U = U,ey Be € 7. Por lo tanto, 7, C 7. O

Como todo espacio pseudometrizable T es metrizable, a partir del teorema [5
podemos concluir el teorema de metrizaciéon de Urysohn para espacios Ty.

TEOREMA 6 (Urysohn []). Todo espacio normal, Ty y segundo numerable es
metrizable.

5. EL TEOREMA DE METRIZACION DE URYSOHN PARA ESPACIOS T3

En la parte final de [4] Urysohn planted la pregunta de si era posible modificar la
hipétesis de normalidad en el teorema [f] a una hipétesis mas débil. En [3], Tychonoff
resolvié positivamente este planteamiento demostrando el siguiente resultado.

TEOREMA 7 (Tychonoff). Todo espacio seqgundo numerable reqular es normal.

Demostracion. Supongamos que (X,7) es un espacio regular segundo numerable.
Supongamos también que B es una base numerable de (X,7) y que F y G son
cualesquiera subconjuntos de X, cerrados, ajenos y no vacios.

Para cada x € F, por la regularidad de (X, 7), existen abiertos ajenos A,, B, tales
que x € A, y G C B,. Debido a que B es una base para 7, para cada z € F, existe
U, € B tal que x € U, C A,. Obsérvese que cl(U,) NG = () para cada x € F.

Definamos F = {U, : « € F'}. Como F C B, tenemos que F es numerable. Luego
podemos numerar a sus elementos: 7 = {U,, : n € N}. Entonces F C |J;—, Uy, y
ademds, cl(U,) NG = 0 para cada n € N.

De manera totalmente andloga a lo antes hecho, podemos construir una coleccion
G={V,:neN} CBtal que G CJ,2, Vs, y ademss, cl(V,,) N F = @ para cada
n € N.

Deﬁnamos ahora C, = Uy, Dy = Vi \ cl(Uy), y para cada n > 2, C, =
Un \ U2y Cl i)y Do =V \UjZ, l(C).

Claramente cada conjunto C),, vy cada conjunto D,, es abierto en X. Ademas,
Cn, CU, y D, CV, para cada n € N. Definamos U = |J;-,C,, y V. = U, D
Resulta que U y V son abiertos. Para terminar demostraremos que U y V son conjuntos
ajenos y que FF C U y G C V. Efectivamente, supongamos por el contrario que existe
rz € UNYV. Entonces existen n,m € N tales que x € C,, N D,,,. Si n < m entonces
z € CrN(Vin \UiL; cl(Cy) € Cn (Vi \ el(Cr) € (C \ Cr) =0, 1o cual es imposible.
Luego, debe ocurrir que n > m. Pero entonces z € C,,ND,,, = (U,\U\—; L el(D)ND,y, C
(Up \ D) N Dy, = 0, lo cual es absurdo. Lo anterior muestra que necesariamente
UNV = (. Por otro lado, si z € F entonces existe n € N tal que z € U,,. Sin =1
entonces z € Uy = C7; C U. Supongamos que n > 2. Como z € F, z & cl(V;) para cada
i € N. Debido a que D; C V; para toda i € N, podemos concluir que z ¢ | J!; cl( i)
Luego, z € U, \U}; ! cl(D;) = C,, C U. Por otra parte, si z € G es cualquier elemento,
entonces existe m € N tal que z € V;,,. Como z € G, z & cl(U;) para toda i € N. Como
C; C U; para toda i € N, tenemos que z € V;;, \ Ui_1 c(C;))=D,, CV. O

Algunos autores enuncian el teorema [7] para espacios T, es decir, para espacios
regulares que ademas son espacios T OH Se puede notar en la prueba que dimos que

o)l que un espacio sea regular no implica que éste sea Ty. Como ejemplo de ello considere al
conjunto R con la topologia indiscreta 7 = {0, R}.
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no es necesario el uso del axioma Tj. También es importante mencionar que de esta
prueba (la cual es original de Tychonoff) se extrajo la siguiente caracterizacién de los
espacios normales.

PROPOSICION 8. Las siguientes condiciones son equivalentes para cualquier espacio
topoldgico (X, T):

1. (X,7) es un espacio normal,

2. para cualquier subconjunto cerrado F y cualquier abierto U con F C U, existe
una sucesion (W, )nen de subconjuntos abiertos de X tal que F C |J,—, W, y
cl(W,) C U para toda n € N.

Demostracion. (1) = (2). Supongamos que F' es cerrado y que U es un abierto tal
que FF C U. Como X es un espacio normal, podemos encontrar un abierto V de X tal
que FFCV Ccl(V) CU. Definamos ahora W,, =V para toda n € N. Es claro que la
sucesién (W), )nen tiene las propiedades deseadas.

(2) = (1). Consideremos subconjuntos cerrados ajenos F'y G de X. Definamos
U=X\G. Como F C Uy U es abierto, por hipétesis, existe una sucesién de
subconjuntos abiertos (Uy,)nen de X tal que F C |32, U, v cl(U,) € X \ G para
cada n € N. De manera andloga, existe una sucesién (V,),en de abiertos tales que
GCU,— Vaycl(V,) C X\ F para cadan € N.

Definamos ahora Cy = Uy, D1 = V1 \ cl(U;), y para cada n > 2,

Cp=U,\ D A(D;) y Dp=Vp,\ Lnj c(C)).

=1

Claramente cada conjunto C,, y cada conjunto D,,, es abierto en X. Ademsds,
C, C U,y D, CV,paracadan € N. Definamos ahoraU = J;~_, C,, y V =._, D,,.
Resulta que U y V son abiertos, son conjuntos ajenos y ademés F CU y G C V (vea
la prueba del teorema . Por lo tanto, X es un espacio normal. O

Para los fines de esta nota la consecuencia més importante del teorema [7] es el
siguiente teorema de pseudometrizacién para espacios regulares Ty que son segundo
numerables.

TEOREMA 9 (de metrizacién de Urysohn). Todo espacio sequndo numerable, reqular
y Ty es metrizable separable.

Demostracion. Supongamos que (X, 7) es un espacio regular, Ty y segundo numerable.
Aplicando el teorema podemos concluir que (X,7) es un espacio normal T7.
Aplicando ahora el teorema [f] tenemos que X es pseudometrizable.

Debido a que todo espacio pseudometrizable T es metrizable, el espacio (X, 1)
es metrizable. Este es separable porque todo espacio segundo-numerable lo es. Esto
termina la demostracién del teorema. O
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