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INTRODUCCION A LAS ECUACIONES DIFERENCIALES
TROPICALES

CRISTHIAN GARAY LOPEZ

RESUMEN. Presentamos una introduccién a la teoria de las ecuaciones diferencia-
les tropicales y explicamos cémo estas se pueden aplicar de manera concreta a
problemas de sistemas clasicos de ecuaciones diferenciales algebraicas.

1. INTRODUCCION

Este articulo pretende ser una excursién guiada al formalismo y filosofia detras de
las ecuaciones diferenciales tropicales, con el propédsito de presentar una versién del
teorema fundamental de la geometria algebraica diferencial tropical como aparece en
[3]. Este resultado abre la puerta a aplicaciones a la teorfa de (soluciones en series
de potencias de) ecuaciones diferenciales (algebraicas) cldsicas, lo cudl justifica la
importancia de un desarrollo mas amplio de esta teoria.

Como excursién guiada, se enfatiza la presentacion de las ideas para que sea ac-
cesible a un publico amplio, digamos, para estudiantes a partir del ultimo ano de la
licenciatura en matematicas o carreras afines que sepan rudimentos de estructuras al-
gebraicas y de ecuaciones diferenciales. El lector interesado en un primer acercamiento
més riguroso y general al estado del arte de este tema puede consultar [2]. La forma
en la que lo presentamos es mediante ejercicios basicos esparcidos a lo largo del docu-
mento, que aunque no son esenciales para llenar huecos en la exposicion, creemos que
ayudan a la comprensién y apreciacién de los conceptos.

Mas alla de las posibles aplicaciones ofrecidas por el teorema fundamental, creemos
que esta teoria representa un buen ejemplo de aplicacién de los semianillos (conmuta-
tivos con identidad) y de las valuaciones generalizadas. Estos son basicamente los dos
pilares sobre los que se basa la teoria, y se pueden ver como extensiones naturales de
sus contrapartes usuales, a saber, los anillos conmutativos y las valuaciones de Krull.

El presente trabajo esta dividido de la siguiente manera: en la seccién 2 presentamos
la motivacién de la teoria de las ecuaciones diferenciales tropicales. En la seccién 3
introducimos el concepto de semianillo como objeto algebraico rector de la teoria, ya
que este describe de manera unificada tanto el marco clasico como el tropical. Los
objetos relevantes son los polinomios diferenciales con coeficientes en un semianillo de
series de potencias formales y sus soluciones en series de potencias.

En la seccion 4, vemos como los conceptos introducidos en la seccién anterior
interactiian por medio de los mapeos de tropicalizacion, los cuales permiten describir
una correspondencia entre soluciones de sistemas de ecuaciones diferenciales clasicas
con sus contrapartes tropicales. Finalmente, en la seccion 5, discutiremos otros caminos
y conceptos complementarios, como el de seminorma no arquimedeana, el cual es una
generalizacion reciente del concepto de valuacién de Krull o de seminorma de anillo
(podemos decir que es una valuacién que toma valores en un semianillo idempotente
y que no necesariamente es multiplicativa).
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2. MOTIVACION

Contrariamente a la Matemadtica, sin adjetivos, la Matematica tropical no existe
como tal; lo que tenemos son aplicaciones, o métodos tropicales aplicados a la Ma-
tematica cldsica. En esencia, existen dos mundos paralelos: el clasico y el tropical, y el
segundo estd frecuentemente subordinado al primero. En esta secciéon vamos a explicar
esto.

El computdlogo brasileno Imre Simon fue de los primeros en estudiar problemas de
matematicas aplicadas usando cierto tipo de estructuras algebraicas, cuyo represen-
tante mds conocido (probablemente) es el siguiente: T = (R U {—o0}, ®,®, —00,0),
donde a®b:=a+by a®b:= max{a,b} con respecto al orden usual en RU{—oc0}. Es-
tos se nombraron como semianillos max-plus, puesto que T es muy cercano al concepto
de anillo con estas operaciones, o con el galicismo semianillos tropicales, porque Simon
es Brasileno, que es tropical a ojos de los franceses. Esta historia se puede consultar
en [10].

Una vez que el origen del nombre ha sido aclarado, el lector se podra convencer sin
mucho esfuerzo que varios de los conceptos bésicos del algebra conmutativa se pueden
formular sobre T de manera andloga al caso de anillos, por ejemplo, un polinomio
tropical (o con coeficientes en T) es una suma de la forma

p(:v):ao@alc)x@“-@ad@x@d, ag,...,aq € T.

De la misma manera, podemos definir médulos tropicales (o T-mdédulos), series
de potencias tropicales, etc. Inclusive conceptos mas atrevidos fuera del algebra
conmutativa, como curvas algebraicas tropicales planas (conjuntos de ceros en T? de
polinomios tropicales en dos variables), o como serd el caso de este articulo, soluciones
de ecuaciones diferenciales tropicales (los ceros de polinomios diferenciales tropicales).

En este contexto, cuando hablamos de un objeto matematico, tendremos dos tipos:
clasicos o usuales, y nuevos o tropicales, y tropicalizar es viajar del mundo clésico al
tropical, con el fin de analizar un problema desde otra perspectiva, frecuentemente
con el fin de entenderlo mejor o de resolverlo. Una vez tropicalizado, la forma del
problema cambia, pero algunos de sus aspectos fundamentales se conservan. O quiza
el problema sea tan complicado que solo queramos entender mejor algunos aspectos de
él. Este ultimo es el caso de las soluciones de ecuaciones diferenciales. A continuacién
daremos un ejemplo de la aplicacion concreta de esta metodologia.

2.1. El teorema de la correspondencia de Mikhalkin. Los problemas de
conteo o combinatorios' son propensos a ser transformados, y uno de los ejemplos més
exitosos (sino es que el mds) de tropicalizacién de un problema fue dado por Grigory
Mikhalkin [9] para contar curvas algebraicas. Recordemos que una curva algebraica
de grado d > 1 en el plano proyectivo CP? es el conjunto de ceros de un polinomio
homogéneo de grado d en las variables x,y, z.

Problema 1. Dados dos ntmeros naturales d > 1, 0 < g < W y P una
configuracién de 3d+ g — 1 puntos en CP?, contar cudntas curvas algebraicas de grado
d (y género g) pasan por P.

Este ntimero no depende? de P, por lo que se puede denotar como N(d, g).

Ejemplo 1. Este problema es una generalizacion de nociones bien conocidas de
geometria. Por ejemplo, si d = 1, entonces g = 0, y P consta de 2 puntos en CP?,
luego N(1,0) = 1, pues por dos puntos en el plano pasa una tnica linea.

IEntendiendo combinatoria como el dominio de lo discreto.
2Siempre y cuando la configuracién sea genérica.
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Elegimos este problema por varias razones: tiene una larga historia, es dificil de
resolver (aunque no es dificil de formular), y béasicamente fue el trabajo que puso lo
tropical en el mapa de la matemédtica mundial, o al menos de la geometria algebraica.
Mikhalkin lo resolvid, pero no contando curvas algebraicas de grado d —lo cual es
dificil- sino de la siguiente manera:

1. primero noté que habia un problema tropical andlogo: dada una configuracién
Q de 3d+ g — 1 puntos en el plano proyectivo tropical TP?, podemos calcular el
nimero N*°P(d, g, Q) de curvas tropicales de grado d (y género g) que pasan
por Q, digamos que son C1, ..., Cytrop(d,g,0),

2. después vio que el problema original se podia tropicalizar, lo que significa
que si Dy, ..., Dn(q,q) son las curvas que pasan por la configuracién original
Py si Q@ = trop(P) es la tropicalizacién de P, entonces {trop(D;) : j =
177N(dvg)} = {Cl A 17"'Ntr0p(dvgv Q)}7

3. defines la multiplicidad p(C;) de C; como el nimero de curvas D; que se
tropicaliza en C;. Luego, el problema sale por definicién, pues N(d,g) es la
suma de las multiplicidades p(C1) 4 - - - 4 p(Creron(d,g,0))-

Aunque este problema ya estaba resuelto, este método tiene dos ventajas: primero,
el mundo tropical es independiente del mundo algebraico, es decir, podemos comenzar
directamente eligiendo una configuracién tropical Q ventajosamente, y segundo, las
multiplicidades de las curvas tropicales se calculan combinatoriamente, —a diferencia
de recursivamente, como los métodos disponibles anteriormente—.

TEOREMA 1 (El teorema de la correspondencia de Mikhalkin). El nimero N(d, g)
se puede calcular tropicalmente.

Se llama teorema de la correspondencia porque cada una de las curvas algebraicas
D; que nos interesan se envia en una de las curvas tropicales C;; basicamente queremos
usar la combinatoria para resolver problemas cldsicos, como el anterior. Es dificil
hacerle justicia a un resultado tan bello en un espacio tan pequeno, pero se puede
consultar [8, Section 1.7], o el articulo original [9] para saber més.

Después del teorema de la correspondencia de Mikhalkin, el punto fuerte de la
aplicacién de métodos tropicales a problemas cldsicos fue la obtencién de resultados
tipo teorema de correspondencia. El propdsito de este articulo es mostrar que el
teorema fundamental (Teorema 14) se puede ver como un caso particular de teorema
de correspondencia para el caso de soluciones en series de potencias de ecuaciones
diferenciales.

2.2. Soluciones en series de potencias de ecuaciones diferenciales. Esta de
mas decir que las ecuaciones diferenciales siempre han sido un area importantisima no
solo de las matematicas tanto puras como aplicadas, sino también de casi cualquier otra
rama del conocimiento humano. También esta de mas decir que resolverlas es bastante
complicado, y que dentro de los métodos de solucién particularmente tratables esta el
de proponer soluciones en series de potencias formales.

Concretamente, consideraremos K un campo de caracteristica cero (podemos su-
poner K = C) y relaciones algebraicas con coeficientes en el anillo K¢, u] de series de
potencias formales en las variables ¢, u, de tipo

(1) P(t7u;xaxt7xu7xtu~"ay7ytayu>ytu7"')'

Una ecuacién diferencial clésica es el enunciado P = 0, y buscamos parejas (¢, u),
Y(t,u) € K[t,u] de manera que al hacer la sustitucién = ¢,y = 1 en (1), la siguiente
expresion

(2) P|w:sa7y:w = P(taua Ly Pty Puy Ptuy - - - awawta¢u7 wtua .- ) = 0
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2
sea verdadera, donde ¢; = %‘f, - %, ete. Insistimos en que las relaciones (1)
deben de ser algebraicas, por lo que no permitimos expresiones que involucren cosas
como raices cuadras, normas o valores absolutos, o funciones trigonométricas.

Entonces lo que hacemos es considerar expansiones @(t,u) = 3 o2 aijt'w,
V(t,u) =33 e bi jt'u’ con a; ;,b; ; € K, las substituimos en (2) para obtener una
serie D -, ene fii{@mn,bmn})t'u? = 0, y luego resolvemos el sistema infinito de
ecuaciones algebraicas {fi j({a&m.n,bmn}) =0 : (i,j) € N?} para los vectores infinitos
de coeficientes (@, pn), (bmn) € KV,

Ejemplo 2. Sea P(t;x,2') = x — 2’. Al proponer o(t) = 3,y a;t* v hacer la
substitucion = = ¢, obtenemos Pl,—, = ¢ — ¢’ = >~ (a;i1 —ia;)t' " = 0, 1o que da

{a; = “=L : i > 1}, y finalmente ¢(t) = p(t,a0) = > oy 2t%, ag € K.

i i=0 7!

Ahora consideremos un sistema de ecuaciones diferenciales algebraicas {P; = 0},
con coeficientes en K [t, u] como en (1). Una cuestién muy importante, pero claramente
muy dificil, es la siguiente:

Problema 2. ;Qué se puede decir del conjunto de todas las parejas (p,¢) €
K|[t,u] x K[t,u] que satisfacen el sistema {P; = 0};?

Luego, no estamos interesados ni en hallar soluciones concretas de estos sistemas
ni en interpretarlas, contrariamente a lo que ocurre comtinmente en Fisica u otras
ciencias; mas bien nos interesan las propiedades de los conjuntos de soluciones. Hasta
aqui llega el repaso de todo lo que necesitamos saber de ecuaciones diferenciales
clésicas.

A inicios de 2015, Dima Grigoriev introdujo en [7] el concepto de ecuacién diferencial
tropical. El ya habifa estudiado previamente la estructura de las soluciones en series
de potencias de ecuaciones diferenciales algebraicas, y se pregunto si habia un teorema
de correspondencia similar al de la seccién 2.1 entre las soluciones de sus ecuaciones
diferenciales tropicales y las soluciones de un sistema clédsico. Por lo tanto, el objetivo
inicial de la teoria de ecuaciones diferenciales tropicales era aplicarla al estudio del
conjunto de soluciones en series de potencias de sistemas clasicos de ecuaciones
diferenciales.

El mismo afio se probé que dicha correspondencia existia para el caso ordinario [1],
y después para el caso parcial en [3]. A partir de ahora, nos dedicaremos a explicar
esta correspondencia, la cual se puede consultar en el Teorema 14.

3. ECUACIONES DIFERENCIALES CON COEFICIENTES EN UN SEMI ANILLO

En esta parte, asumiremos que el lector tiene conocimientos basicos de estructu-
ras algebraicas. En particular todas nuestras estructuras serdn conmutativas y con
identidad, por lo que procuraremos no estarlo repitiendo.

Como ya comentamos, los semianillos ofrecen un marco algebraico capaz de describir
la teoria de ecuaciones diferenciales tanto tropical como la clésica de la seccién 2.2. Por
lo tanto, en un intento de poner ambos mundos al mismo nivel, los introduciremos
como casos particulares de la teoria de semianillos. El lector que quiera saber més
sobre esta estructura algebraica, puede consultar [6].

Los semianillos conmutativos con identidad son 5-tuples S = (S, +, x,0,1) muy
comunes en la naturaleza matematica, donde cada simbolo representa lo que el lector
tiene en mente. De entrada cualquier anillo conmutativo con identidad es un semianillo,
pero la clase de semianillos es estrictamente més grande que la de anillos; por ejemplo,
los niimeros naturales S = N equipados con la suma y el producto usuales, o el conjunto
potencia S = P(X) de un conjunto X # (), equipado con la unién y la interseccién
como suma y producto, respectivamente.
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Ejercicio 1. Verificar que lo tnico que le falta a los ejemplos anteriores para ser
anillos es que la ecuacién a + b = 0 a veces no tiene solucién en S.

Pretenderemos que un semianillo S es un anillo en el que no siempre nos es posible
hacer restas, o mejor ain: que un anillo es un semianillo en el que podemos restar.
En un curso cldsico de dlgebra abstracta probablemente se nos diga que no es bueno
trabajar en una estructura S en el que las ecuaciones del Ejercicio 1 no tengan solucién
en S, después de todo hemos estado acostumbrados a trabajar con grupos, que son
estructuras algebraicas donde todo elemento es invertible: por ejemplo las simetrias
de figuras geométricas bajo la composicién, el grupo de Galois de una extensién de
campos, o la construcciéon K de Grothendieck, la cual le asocia a todo monoide un
grupo (de manera universal).

El hecho de no tener inversos aditivos a veces puede ser remediado agregandolos
artificialmente —como cuando pasamos de N a Z.— Sin embargo, estaremos interesados
en un cierto tipo de semianillos en los que esto no tiene remedio, y de los cuales P(X)
es un ejemplo.

Ejercicio 2 (No se le pueden afadir inversos a (P(X),U)). Probar que el tnico
homomorfismo de semigrupos (P(X),U,0) — (G,+,0) con G un grupo, es el
homomorfismo 0.

En este trabajo, nuestro ejemplo principal de semianillo sera el siguiente.

Definicién 2. El semianillo booleano B es el conjunto ordenado {0 < 1} con la
suma a + b = max{a, b} y el producto de toda la vida.

Al semigrupo (B, +,0) tampoco se le pueden afiadir inversos (se prueba como en el
Ejercicio 2). Si seguimos con la idea de que esto es problemdtico, entonces la moraleja
es que a veces se pueden remediar los problemas, y a veces no. Sin embargo nosotros
estaremos contentos con estos fenémenos porque los veremos como oportunidades de
acceder a nuevos mundos sin alejarnos tanto del contexto usual; después de todo,
dentro de los semianillos se encuentran los anillos.

El objeto principal de estudio de esta seccién seran las soluciones en series de
potencias (formales) de ecuaciones diferenciales en dos mundos muy diferentes: el
clésico y el tropical. Entonces, lo primero que vamos a hacer es construir las series de
potencias con coeficientes en un semianillo.

Definicién 3. Si S es un semianillo, definimos el semianillo S[t,u] de series de
potencias formales en las variables ¢, u como el conjunto de todas las expresiones

(3) a=a(tu) = Z aijt'v’, a;; €8, ACN?
(i,7)€A
equipado con la suma y el producto de series usuales.
El conjunto soporte de la serie (3) es Supp(a) := {(4,7) € A : a;; # 0}.

Vamos a equipar a S[t,u] con tantas derivaciones (i.e. operador lineal que satisface
la regla de Leibniz para la derivacién de un producto) como variables: si a es de la
forma (3), definimos

Oa . 1 4 da ) —
5 = Z ia;  t’ L, 30" Z Ja; jt'u’ L
(i,j)€A (i,§)€A

donde ia = a+---+a para ¢ € N. Notemos que %o% = %o %, por lo que
—_——

i—veces

. e a 2
denotamos a esta COomposIClon en comun como %

Ejercicio 3. Muestre que (B[t,u],+, x,0,1) (donde B es el semianillo booleano)
es un semianillo conmutativo con identidad, y describa concretamente sus elementos.
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9 8 . 3 . . 3} . ,
Luego, muestre que #;, 5~ : B[t,u] — B[t,u] son derivaciones y describa cémo

actian concretamente en los elementos de B[t, u].

Ya que tenemos algunas derivadas con que trabajar, introduzcamos ahora ope-
radores diferenciales. El formalismo algebraico que utilizaremos es el de polinomios
diferenciales, el cual se puede consultar en la Definicién 8.

Definicién 4. Un monomio diferencial con coeficientes en el semianillo S[t, u] en
las variables z,y es un producto finito de las variables {z; jy, Y. : (4,7), (k1) € N2},
es decir, una expresién de la forma

(4) a:z:;?“ . m“yjl yzh, con a € S[t,u], I;,J; € N?, my,,my; € N.

Se supone que cada sub-indice I = (,7) que aparece en las variables z,y codifica
el operador diferencial mtguj, por lo que si I; = (a;,b;), J; = (¢j,d;), el monomio (4)

es una forma abreviada de escribir el siguiente operador dlferenaal

S[t,u] x S[t,u] — S[t, u]

(5) 01 Hbip(t,u)\ ™ Ty (09Tt u) \ "
(p(t, w), vt u)) HGH otai aub ]1;[1 Ot Qudi '

. 1. .z mr m .
Para ahorrar espacio, podemos escribir la sucesion z; ™" - - a7 s (respectivamente
s

m.y. . . .
Yy, Yy, ‘7’) como z7"" (respectivamente y3*’) donde my y my son ciertas matrices
con entradas en N, como mencionamos el Ejercicio 4. Escribiremos axI yJ |x:%y:¢
en vez de la forma desarrollada de la evaluacién del operador a la derecha de (5).

Dado que una suma finita de monomios es un polinomio, una suma finita P =
al(t,u)x?: B yfﬁ"l + ot ap(t,u)x mI“y?:J“ de monomios diferenciales se llama un
polinomio diferencial y en este caso induce por linealidad un operador diferencial
P S[t,u] x S[t, u] — S[[t u] que manda (p(t, u), ¥ (t,u)) en P(p, 1), la suma de las

evaluaciones ), akxlmk ka | pm =
Ejercicio 4. Sea S un semianillo y considere el siguiente polinomio diferencial:
2 2 3 4
P = a(t,u)r 0)y,0) + b(t,u)y(lvl) + C(t»U)x(O,O)x(Lo)$(0,1)x(1,1)~
Como indicamos anteriormente, cada monomio diferencial se puede codificar con

una pareja de matrices (my, my), por ejemplo, el tercero estarfa inducido por la pareja

2 4
operador diferencial determinado por P.

1 . . . .
(< 3 ,0). Describa las parejas de matrices de los dos monomios restantes, y el

La ventaja de este acercamiento general es que el operador P : S[t, u] x S[t, u] —
S[t,u] inducido por un polinomio P es vdlido para series con coeficientes en cual-
quier semianillo S. A partir de ahora nos enfocaremos solamente en dos semianillos
radicalmente diferentes, a saber B y C.

Definicién 5. Si P es un polinomio diferencial con coeficientes en C[t, u], decimos
que una pareja (p(t,u),¥(t,u)) € C[t,u] x C[t,u] es solucion de P si P(p,1) = 0.

Ejercicio 5. Calcular todas las soluciones ¢ =37, ;s a; jt'u’/ € C[t, u] del polino-
mio diferencial complejo P = tx(y 0y + uw(o,1) + (t?> + v?) de una variable .

Ahora viene una pequena discusién filoséfica. Si P es un polinomio diferencial
con coeficientes S[t,u], entonces el enunciado P = 0 es una ecuacién (de igualdad)
diferencial (pues P es un polinomio diferencial). Este enunciado tiene sentido para
cualquier semianillo S, y podemos investigar la naturaleza del conjunto de parejas
(p,¥) € S[t,u] x S[t,u] que satisfacen la ecuacién diferencial P = 0. Si acaso S
es un anillo, recuperamos la nocién usual de solucién de una ecuacién diferencial de
la seccién 2.2, sin embargo, veremos que esta definicion no da buenos resultados en
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el caso S = B, por lo que tendremos que definir el concepto de solucién de manera
diferente.

Es por eso que la Definicién 5 tiene un cambio sutil, ya que remplazamos los
conceptos de anillos de ecuacidn diferencial P = 0 y de solucion de P = 0 por el
de solucion del polinomio P, evitando hacer mencién a la condicion P = 0. Por lo
tanto, aunque el acercamiento por semianillos unifica ciertas cosas, otras deben de ser
tratadas por separado.

3.1. Soluciones para polinomios diferenciales con coeficientes en B. Recor-
demos que B solo tiene dos elementos, y del Ejercicio 3 sabemos que los elementos

de B[t,u] y las derivaciones son faciles de describir, puesto que si (m,n) € N2, en-
tonces el operador % : B[t,u] — B[t,u] envia a = 37, ;o4 t'u’ en gﬁg;‘i =
Z(i,j)E(AJr(fmﬁn))z(o,O) t'u’. Asi que derivar series booleanas es muy facil: el operador

m—+4n , .
% actia en los elementos a € B[t, u] como operadores de desplazamiento por el

vector entero (—m, —n) en su soporte Supp(a) C N2. Ver Figura 1.

1
L ] o L] . L ] a
du
. . . . ] & > * Jtou?
t - t

F1Gura 1. La serie booleana a(t,u) identificada con su soporte y la
accién del operador %22 en ella.

Ahora nos preguntamos,

Problema 3. Dado un polinomio diferencial P con coeficientes en B[¢t, u], jcudndo
decimos que la pareja (p, 1) € B[t,u] x B[t, u] es una solucién de P?

Veremos a continuacién que aunque la definicién usual P(p, ) = 0 tiene sentido
también en este caso, nos da resultados incompletos.

Ejercicio 6. Un semianillo S es idempotente si a+a = a para todo a € S. Mostrar
que en un semianillo idempotente, si >, a; = 0, entonces a; = 0 para todo .

En el siguiente ejercicio nos damos cuenta de que como la estructura de semianillo
es muy cercana a la de anillo, muchos de los conceptos de anillos se transfieren de
manera natural a semianillos.

Ejercicio 7. Mostrar que B[t, u] es idempotente, y que no tiene divisores de cero,
esto es, si ab =0 entonces a =00 b = 0.

Sean P = a4 (t, u)xirllll yi“ + o+ an(t, u)mlmnl“ y?:“ un polinomio diferencial con
coeficientes en B[t, u] y (¢, %) € B[¢t, u] x B[t, u]. Del Ejercicio 7, tenemos que B[t, u]
es idempotente, por ende obtenemos que P(p,%) = 0 si y solo si la evaluacién de

1;

. m myj. . . ..
cada monomio a;(t,u)ry "y, |z=py=y €s 0, y por el mismo ejercicio sabemos que

. o . . my.
B[t,u] no tiene divisores de cero, por lo tanto deducimos que zy,

m
Yy,

z=p = 0 0 que

Ji

y=yp = 0.
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my. _ m11 mls . . . . ey
Luego xy ' =z ' -+~ x; ' con I; = (aj,b;), usamos la definicién (5) para obtener

l’IlIi
.’L’Ii

I = (aj,b)-

0%t p(tiu) _

= 1., 0%+ p(t,u)
r=e 8t3 oui

J ot% gubi

mr;
) = 0, y esto sucede si 0 para algun

Ejercicio 8. Dado un polinomio diferencial P con coeficientes en B[t, u], formular
las condiciones concretas sobre (¢, 1)) € B[t, u] x B[t, u] para tener P(p,) = 0.

Al trabajar sobre semianillos idempotentes, frecuentemente encontramos fenémenos
como los del Ejercicio 8, en el que la traduccion literal de los conceptos cldsicos no
sirve de mucho, por lo que se tiene que encontrar un reemplazo adecuado a nuestros
fines. Para formular correctamente el concepto de solucién de un polinomio diferencial
P con coeficientes en B[¢, u], necesitaremos lo siguiente.

Definicién 6. El poligono de Newton New(A) de A C N? es la envoltura convexa
en R? del conjunto

{I+JeN?:TeAy JeN?}.

El conjunto Vert(A) de vértices de A son los puntos extremos del poligono New(A).

Luego New(A) son todas las combinaciones convexas finitas de elementos de la
forma (i +m,j +n) con (i,j) € Ay m,n € N. Es un hecho bésico de teorfa de la
convexidad que Vert(A) siempre es un conjunto finito (cf. [5, Theorem 3.1.29]). Dada
una serie booleana ¢ = Z(i, fea t'u’ con conjunto soporte A, decimos que el polinomio

Z(i,j)evert(A) tiu/ es el polinomio de vértices de ¢ y lo denotamos por V().

Ejemplo 3. El polinomio de vértices de la serie booleana ¢ = tu*+t2u3 +3u3+t4u
es V(p) = tut + tu, de acuerdo a la Figura 2.

t

FIGURA 2. El conjunto soporte A de la serie ¢ = tu* + t?u? +
t3u3 + ttu, su poligono de Newton New(A), y su conjunto de vértices
Vert(A) = {I1,14}. Luego V(p) = tu® + ttu.

Con lo anterior podemos dar la definiciéon de soluciones de polinomios diferenciales
con coefficientes en B[t, u].

Definicién 7. Sea P = a; (¢, u)xi‘ll y;r:"l +-+ an(t,u)xﬂl“ y}r:]"“ un polinomio

diferencial con coeficientes en B[¢,u]. Decimos que una pareja (¢,v) € B[t, u] x
B[t,u] es solucidn de P si cada monomio t‘u’ del polinomio V(P(p,1))) aparece en
V(a;(t, u)x:n‘ y;”‘ |z=¢,y=w) Para al menos dos monomios diferentes de P.

Ejemplo 4. Retomemos el polinomio P = tx(170)+ua:(0,1)+(t2+u3) con coeficientes
en C[t,u] del Ejercicio 5. Ya que todos los coeficientes numéricos de las series
t,u,t2 + u> son 1, podemos interpretar a P también como un polinomio diferencial
con coeficientes en B[t, u].
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Vamos a probar que ¢ = t? + tu + u® € B[t,u] es una solucién de P segin la
Definicién 7. Primero evaluamos cada monomio de P en x = ¢ = t2 + tu + u®:

0
t$(1,0)|x:<,9 = ta(ﬁ + tu + u3) =2 tu,

y de manera similar para los otros dos monomios. Asi obtenemos el valor de P evaluado
en :

P(p) = (£ +tu) + (tu +u®) + (* +u®) = 2 + tu + u®.
Luego, de la Figura 3b calculamos el conjunto de vértices V (P(p)) = V(2 +tu+u?) =
t2 4+ tu + u3, y de la Figura 3a calculamos el conjunto de vértices de cada uno de los
tres monomios de P evaluados en ¢: V(2 + tu) = t2 + tu, V(tu + u?) = tu + v y
V(t2+u?) = t? +u3. Finalmente vemos que la condicién de la Definicién 7 se satisface.

a) b)

FicurA 3. Poligonos de Newton junto con sus conjuntos de vértices
para los elementos del Ejemplo 4: a) para cada uno de los tres
monomios de P evaluados en ¢; y b) para V(P(p)).

Observacion 1. Aunque la Definicién 7 es misteriosa, es importante notar que
dado un polinomio diferencial P con coeficientes en B[t,u] y una pareja (p,) €
B[t,u] x B[t,u] (que a priori es un objeto infinito), solo es necesario verificar un
nimero finito de condiciones para ver si (p, 1) es o0 no solucién de P. En general, P
impone un numero finito de condiciones sobre el soporte de los elementos de su espacio
de soluciones, como podemos ver en el Ejercicio 9.

Ejercicio 9. En el Ejemplo 4, mostramos que la serie ¢ = t2 +tu+u3 € B[t,u] es
una solucién de P = tx(y o) +ux(o,1) + (t2 +u?). Muestre usando la Definicién 7 que el
espacio de soluciones de P estd descrito por el siguiente ntimero finito de condiciones:

{o= &t 00,0002 ¢4y 20,03 € af,

(i,5)€A

Es claro que el fenémeno descrito en la Observacién 1 no sucede para las soluciones
en series de potencias de ecuaciones diferenciales con coeficientes en un anillo. Por
ejemplo, el polinomio diferencial P = tx(y o) +ux(g,1) + (t2 + v?) impone un conjunto
infinito de ecuaciones sobre los coeficientes de los elementos p = 3, ; a; jt'ul € C[t,u]
de su espacio de soluciones, los cuales incluyen a; ; = 0 para todo i > 1,y ia; j+ja; ; =
0 cada vez que i,j > 1, i # j. Volveremos sobre esto més tarde.

Ya hemos definido de manera separada el concepto de solucién de un polinomio
diferencial con coeficientes en C[t,u] y en B[t, u], y hemos visto que los formalismos
obtenidos son bastante diferentes. Lo que haremos a continuacion serd conectar estos
dos mundos con diversos mapeos de tropicalizacion, es decir asociarle a objetos
definidos sobre C ciertos objetos definidos sobre B. Esto nos dard acceso a enunciados
de comparacién, y lo increible serd que jlos soportes de las soluciones de ciertos sistemas
sobre estos dos semianillos coinciden!
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4. (PARA QUE SIRVEN LAS ECUACIONES DIFERENCIALES TROPICALES?

Como dijimos al inicio, el objetivo incial de la teoria de ecuaciones diferenciales
tropicales tal y como se introdujo en la seccién 3.1, era el de aplicarla al problema
de encontrar soluciones en series de potencias formales para sistemas cldsicos de
ecuaciones diferenciales. De hecho, para muchas personas, los desarrollos ofrecidos
por los métodos tropicales son estériles si no se pueden aplicar a los problemas de la
matematica clasica.

Concretamente, sea K un campo de caracteristica cero y {P;}; un conjunto de
polinomios diferenciales con coeficientes en K[t,u], como los que manejamos en
la secciéon anterior para el caso K = C. Recordemos que en el problema 2 nos
preguntamos la naturaleza del conjunto de todas las parejas de series (p,v) €
K|[t,u] x K[t,u] que satisfacen el sistema de ecuaciones diferenciales {P; = 0},.

Esto cae en la rama conocida como geometria algebraica (diferencial), puesto que
nos interesa hallar las soluciones comunes de un sistema de polinomios (diferenciales).

En esta seccion discutiremos algunos aspectos del teorema fundamental de la
geometria algebraica diferencial tropical, tal y como estd en [3]. Esta es la parte més
técnica de este trabajo, pues tiende el puente entre el mundo clésico y el tropical.
Para poder hablar de cosas interesantes, en esta secciéon vamos a cambiar C por un
campo de caracteristica cero K, y como no queremos dar falsas esperanzas, aunque
complique las cosas, lo supondremos algebraicamente cerrado y no-numerable. Luego,
campos como la cerradura algebraica de los nimeros racionales Q% o el campo de
los ntimeros reales R, quedaran excluidos.

Definicion 8. Sea S un semianillo. El semianillo de polinomios diferenciales con
coeficientes en S[t,u] y en dos variables diferenciales x,y es el siguiente semianillo de
polinomios en infinitas variables:

(6) Sl ullz gy, Yoy : (i,4), (k1) € N?]

Recordemos que los elementos de (6) son sumas finitas de monomios diferenciales
como en (4). Para ahorrar espacio, vamos a denotar el semianillo (6) como S[¢t, u]{z, y},
lo cual es un pequeno abuso de notacién, pero lo corregiremos mas adelante.

Sea ¥ C K|[t,u]{z,y} un conjunto arbitrario de polinomios diferenciales. Denotare-
mos por Sol(X) el conjunto de las parejas (p, ) € K[t,u] x K[t, u] que sean solucién
comun a todos los elementos P € X, en el sentido de la Definicién 5. El sueno seria
poder describir el conjunto Sol(¥), pero dado que este problema es muy dificil®, nos
contentaremos con poder decir algo —cualquier cosa— sobre él.

Para hacer esto, trasladaremos la discusién al mundo discreto al tropicalizar tanto
nuestros polinomios diferenciales de ¥ como las parejas (¢, %) € K[t,u] x K[t,u] de
las soluciones del sistema {¥ = 0}.

Definicién 9. Si ¢ = }7(; ;yc 4 @ijt'e’ es un elemento de K[t,u] con conjunto
soporte Supp(yp) = A, su soporte booleano es el elemento de B[t, u] definido por
sp(p) :== Z thu.
(i,5)€A

Notemos que al pasar al contexto de objetos sobre B estamos tropicalizando, ya
que las series B[t,u] se pueden identificar efectivamente con su soporte, que son
subconjuntos del conjunto discreto N2.

Si P es un polinomio diferencial con coeficientes en K [t, u], lo podemos transformar
en un polinomio diferencial sp(P) con coeficientes en B[t,u] al tomar el soporte
booleano de los coeficientes de sus monomios diferenciales.

3De hecho es algoritmicamente imposible, segiin los trabajos de J. Denef y L. Lipschitz.
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o s _ mp; mjy, mp,, mg . .
Definicién 10. Sea P = a1 (t,u)zy, *yy,~* + -+ an(t,u)rp "yz ’* un polinomio
diferencial con coeficientes en K¢, u]. Definimos su soporte como

Sp(P) = Sp(al)w?;h y‘f]l:h 4+ Sp(an)!EEIn y;:f" )

Como se dice frecuentemente en el drea, los objetos que acabamos de definir son
sombras combinatorias de los objetos cldsicos de los que provienen.

Ejemplo 5. En el Ejemplo 4, consideramos el polinomio diferencial P = tx(; o) +
uz(o,1) + (t? + u?) con coficientes en C[t,u], y justificamos el hecho de que podiamos
tratarlo como un polinomio con coeficientes en B¢, u] simplemente diciendo que las
series t, u, t> + u3 tenfan coeficientes {0,1}. Lo que en realidad hicimos fue tomar
sp(P) = sp(t)z(1,0) +5p(u)x(0,1) +5p(t? +u?) =ty 0) +uz (o) + (1* +u?), y aunque
P y sp(P) se escriben igual, representan objetos distintos.

La primera relacion que nos indica que vamos por el camino correcto es la siguiente.

Ejercicio 10. En el Ejercicio 5, se calcularon las soluciones ¢ = Z(i‘j) a; jt'ul €
Clt,u] de P = tx( o) + uw(o,1) + (t? + u?®). Muestre que si ¢ es una solucién de P,
entonces la serie booleana sp(y) es una solucién de sp(P) en el sentido de la Definicién
7.

Con el ejercicio anterior queremos motivar la validez del siguiente resultado.

PROPOSICION 11. Sea P € K[t,ul{z,y}. Si (p,v) € K[t,u] x K[t,u] es una
solucién de P, entonces (sp(p), sp(v¥)) € B[t,u] x B[t,u] es solucion de sp(P) €

B[t, ul{z, y}.

Demostracion. Para probar esto necesitamos un poco méas de herramientas que las
que hemos introducido, pero trataremos de dar una idea de las partes esenciales. Un
concepto clave es el de valuacién, el cual se puede consultar en la seccién 5.

Primero escribimos P = a;(t, u)mi?ll yih + - tan(t, u)x?zl“ y_?l"“, A; = Supp(a;)
para ¢ = 1,...,n, y A = Supp(y), B = Supp(v), de manera que sp(a;) =
D(igea, t'uls sp(p) = 2o jyeat' ) v sp() = 3o jept'u’-

Por definicién, sp(P) = sp(al)x;?ll yi“ + -t sp(an)x;’:“‘ y?:f“ es un polinomio
diferencial con coeficientes en B[¢, u], y (sp(v),sp(¢)) € B[¢, u] x B[¢, u] son un par
de series booleanas, por lo que la siguiente evaluacion tiene sentido :

sp(P)(sp(), sp(¥)) = sp(ar)ay, * Yy lomsp(p).y—sp(w) T
+5p(an) Ty, Yy " lemsp(o) y=sp()

Por otro lado, la evaluacién (7) es por definicién una serie booleana en las variables
t,u, y si C es su conjunto soporte, entonces podemos escribir

sp(P)(sp(e) sp(@) = 3 td = 3l 4¢,

(i,9)eC (i,5)€Vert(C)

(7)

donde V(sp(P)(sp(),sP(¥))) = > j)evert(c) tiu/ es el polinomio de vértices de la
evaluacién (7) y & tiene soporte C'\ Vert(C). De acuerdo a la Definicién 7, tenemos que
verificar que para cualquier monomio en t‘u’ con (i, j) € Vert(C'), existen al menos dos
monomios diferentes en la expansién (7) que lo contienen en su respectivo polinomio
de vértices. Claro, suponiendo que P(p,1) = 0 se satisface.

Ahora notamos que si tenemos un monomio diferencial z;™ y una serie ¢ € K[t, u],
entonces

(8) sp(ay ™ [o=p) = xim‘z:w(w)’

que quiere decir que, en este caso, las operaciéon de tomar el soporte booleano y la
operacién de evaluar conmutan. Invitamos al lector a convencerse de (8), pero debe
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de ser claro puesto que el campo K es de caracteristica cero y los soportes son los
mismos.

En general tenemos

(9) sp(azT Yy la=p,y=v) € SP(@)TT YT lu=sp(e),y=sp(¥)>

lo que quiere decir que el mapeo sp no es multiplicativo. Esto viene del hecho de
que puede haber cancelaciones aditivas del lado izquierdo de (9), pero éstas no son
reflejadas del lado derecho puesto que no hay inversos aditivos. Sin embargo, veremos
que esto no afecta de ninguna manera el cdlculo del polinomio de vértices que nos
interesa, jpor una maravillosa propiedad de unicidad de los vértices de la suma de dos
politopos convexos que se halla escondida en el siguiente enunciado!

Hecho: sean ¢,v € B[t,u] con conjuntos soportes A y B respectivamente, y
sea 7 = 1 su producto con conjunto soporte C. Si (ic,jc) € N? es un vértice
de C, entonces existen tnicos vértices (iag,j4) de A y (ip,jp) de B tales que
(ic,jc) = (ia,74) + (i, jB). Ver [4, Lemma 6].

En particular, esto quiere decir que el polinomio de vértices del lado derecho de
(9) tiene un dnico levantamiento p(t,u) en la evaluacién azy Y™ [z=py=y, ya que
la unicidad de la expresién (ic, jo) = (ia,74) + (i, jp) implica que no puede haber
cancelaciones aditivas. Luego podemos escribir

mjy. my. _
ai:Z:Ii I.yJiJ1 |x:ga,y:¢ — Pi(t,U) + 2,
donde sp(p;(t,u)) = Z(iJ)EVert(C) t'u/ es un polinomio que agrupa los términos

iniciales (el levantamiento del polinomio de vértices), y Z; es una serie con términos
de orden superior (todo lo demds). Ahora tenemos

P, ¥) = (pr(t,u) + E1) + -+ + (pn(t,u) + En) =0,
y nos concentramos en los soportes de los elementos de la expresion anterior. Vemos
que sp(p;(t,u)) consiste de los minimos de sp(a:)xy™ Y3 |s=sp(¢),y=sp(w), ¥ los mini-
mos de la suma ), sp(al-)x;:n‘ y}?”"|x=5p(¢)7y=sp(¢) forman el polinomio de vértices
V(sp(P)(sp(#),sp(¥))) = >_i jyevert(c) L't de la evaluacion (7).

Finalmente, dado que P(p,1) = 0, entonces cada minimo global debe de aparecer
como minimo local en al menos dos monomios de P para que los coeficientes puedan
ser capaces de sumar 0, luego, como los minimos locales (monomiales) s{ pasan a
minimos locales en sp(p), hemos deducido que éste dltimo polinomio se anula en el
punto indicado, de acuerdo a la Definicién 7. O

Por lo tanto, dado un polinomio diferencial P € K[t,u]{z,y}, ya vimos que los
soportes booleanos de sus soluciones son soluciones de su polinomio diferencial soporte
sp(P). El siguiente paso es preguntarse :

. Qué tanto difieren los conjuntos de soluciones de sp(P), y de los soportes booleanos
de las soluciones algebraicas de P del conjunto ? En general, un levantamiento de una
solucién (p, 1) de sp(P) es una solucién (P, ) de P tal que (sp(®),sp(¥)) = (p, ).

No es dificil ver que en general sp(P) tiene soluciones artificiales (combinatorias),
es decir, que no tienen un levantamiento.

Ejercicio 11 (Soluciones tropicales artificiales). Sea P el polinomio diferencial
complejo del Ejemplo 5. Del Ejemplo 4 sabemos que v = t? + tu + u® € B[t,u] es
solucién del polinomio booleano sp(P). Muestre que ¢ no tiene un levantamiento a
una solucién de P.

Ejercicio 12 (Soluciones tropicales artificiales, bis). Sea P =z — z1 € C[¢]{z} el
polinomio del Ejemplo 2. Muestre que el conjunto de soluciones de sp(P) es

{a = Zti €B[t] : 0,1¢€ Supp(a)} u{0}.
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Concluimos que tropicalizando nuestras ecuaciones, aparte de recuperar los sopor-
tes de las soluciones algebraicas obtenemos también soluciones artificiales. Entonces
podemos preguntarnos: jqué utilidad tiene la teoria tropical para la teoria cldsica?
Es aqui donde entra el enunciado del teorema fundamental de la geometria algebraica
diferencial tropical, el cual dice :

dado un sistema ¥ C K[t, u]{x,y}, si es posible, usando métodos tropicales, calcular
exactamente el conjunto de soportes de sus soluciones

{(A,B) € P(N?) x P(N?) : existe (p,1) € Sol(X) con Supp(¢) = A, Supp(v)) = B},

a condicion de que calculemos los conjuntos de soluciones de suficientes polinomios
diferenciales tropicales asociados a 3.

Esto es, bajo ciertas condiciones, las soluciones comunes de ciertos sistemas de poli-
nomios diferenciales tropicales seran exactamente los soportes booleanos de soluciones
de sistemas clésicos. Clarifiquemos esto.

4.1. El teorema fundamental. Notemos que S[t,u] C S[t,u][zq ),y

(i,4), (k,1) € N?], y por razones técnicas, necesitamos extender las derivadas %, o
que ya tenemos en los elementos de S[t, u] a derivadas de polinomios diferenciales.

Entonces, dado un polinomio diferencial P, queremos definir los polinomios diferen-
ciales %—1; vy ‘3—5. Como %, 8% deben ser lineales, basta definir su accién en un monomio
diferencial a(t,w)z™"y}" como en (4), y finalmente como debe extender las derivadas
de series que ya teniamos, y satisfacer la regla de Leibniz para la derivacion de un pro-
ducto, es suficiente definir su accién en las variables x(; ;), y(x,i)- Los definimos como
operadores de desplazamiento, concretamente:

Oy _ . 9%y _
ot L) ou Gt

y de manera similar para las y ;).

Ejemplo 6. Sea P = ax(1,0)y(1,0) + by(zlyl) + Cx(OVO)x%l,o)xz())OJ)x?1,1) el polinomio

del Ejercicio 4. Calculemos %—f:

G = Siraoyao tagraoyen) + i +2yanyent
dec 2 3 4 o 2 3 4
+ 50,00 (1,0)(0,1)%(1,1) T €57 (£(0,0T(1,0)%(0,1)%(1,1))»
y luego tenemos que desarrollar cada uno de los términos entre paréntesis, por ejemplo:
5 (E@.0¥(10) = T@0¥0) + T0Y0); ete.

Ahora si ya podemos introducir el concepto més importante de esta seccién.
Es la pareja (S[t,u][z( ), Y], {%, a%}) la que se denota tradicionalmente como
STt, ul{x, y}.

Definicién 12. Un ideal G C K[t,ul{z,y} es diferencial si 22, 9 € G cada vez
que P € G.

Ejercicio 13. Sea P € KJt,u]{z,y}. Muestre que el ideal (usual) [P] generado
por {% : (m,n) € N*} en K[t,u]{z,y} es un ideal diferencial, y que es el més

pequeno que contiene a P.

Recordemos que dada una familia ¥ C K[t,u]{z,y}, denotamos por Sol(X) el
conjunto de las parejas (p, %) € K[t,u] x K[t, u] que son solucién comin a todos los
elementos P € X, en el sentido de la Definicién 5. También existe el ideal diferencial
[X] generado por ¥ (ver Ejercicio 13), y ambos sistemas tienen las mismas soluciones
(ver Ejercicio 15). Insistimos en que hallar Sol(X) se parece mucho a encontrar el
conjunto de puntos K [t, u]-racionales de un esquema afin no Noetheriano, por lo que
a veces las llamamos AD-variedades, por Algebraica Diferencial.

De manera similar, si P € B[t, u]{z,y}, denotamos por Sol(P) C B[t, u] x B[t, u]
el conjunto de todas las parejas (¢, 1) € B[t, u] x B[t, u] que son solucién de P.
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Definicién 13. Una A D-variedad tropical es cualquier conjunto de la forma

X := () Sol(sp(P))
PeG
donde G C Kt,u]{z,y} es un ideal diferencial.
Dada cualquier familia ¥ C K¢, u]{z,y}, la tropicalizacién Sol(sp([X])) de su AD-
variedad asociada Sol(X) es la AD-variedad tropical asociada al ideal diferencial [X].

Ejemplo 7 (AD-Hipersuperficies tropicales). Llamamos AD-hipersuperficie al con-
junto de ceros Sol(P) de un solo polinomio P € K[¢, u]{z,y} (por razones obvias).

Para calcular la tropicalizacién de esta hipersuperficie, primero tenemos que calcular
el ideal diferencial [P] C K[t,u]{z,y} como en el Ejercicio 13, y la tropicalizacién es

ﬂQe[p] Sol(sp(Q)).
Ahora si estamos listos para ver cudles sistemas tropicales vienen del algebra.

TEOREMA 14 (Teorema fundamental). Sea ¥ C K[t, u]{x,y} arbitrario, con K un
campo de caracteristica cero, algebraicamente cerrado y no numerable.

Entonces para cualquier (@,v) en la AD-variedad tropical Sol(sp([X])), existe una
solucion (D, V) € K[t,u] x K[t,u] del sistema {X = 0} tal que sp(®) = ¢, sp(¥) = 1.

Como mencionamos al inicio en la seccién 2.1, este es un teorema de correspondencia
similar al de la Correspondencia de Mikhalkin (Teorema 1), porque dice que el conjunto
de soportes {(sp(®),sp(¥))} de soluciones (@, ¥) de un sistema {X = 0} se tropicaliza
precisamente en la AD-variedad tropical Sol(sp([X])). Para complementarlo, tenemos
que describir las fibras

sp (g, ) = {(®,¥) € Sol(X) : sp(®) = p,sp(¥) =}, (p,1) € Sol(sp([X])).

Este resultado es el caso m = n = 2 del teorema fundamental, el cual es vélido para
cualquier nimero de variables K[t1,...,tm]{z1,..., 20}, m,n > 1.

Observacion 2. En la Observaciéon 1 vimos que podiamos cambiar un sistema
infinito de ecuaciones (las impuestas sobre los coeficientes de una serie ¢ que deben
satisfacer una ecuacién diferencial P = 0 dada) por un sistema finito de ecuaciones
(las restricciones sobre el conjunto soporte de una serie ¢ que satisface el polinomio
diferencial tropical sp(P)). Tenemos que pagar este cambio de la siguiente forma.
Todo sistema cldsico {¥ = 0} es equivalente a un sistema finito {P; = --- = P, = 0},
de esto sentimos que muy probablemente debamos de resolver un nimero infinito
de ecuaciones diferenciales tropicales del sistema {sp(Q) : @ € [X]} para describir
completamente el conjunto Sol(sp([X])). Por lo tanto, tenemos acceso a los siguientes
dos paradigmas:

s Cléasico: Resolver un nimero finito de sistemas (de ecuaciones) infinitos,
» Tropical: Resolver un nimero infinito de sistemas (de ecuaciones) finitos.

Ejercicio 14. Use el Teorema Fundamental para calcular la AD-hipersuperficie
tropical Sol(sp([P])) asociada al polinomio diferencial ordinario P = z—x; del Ejemplo
2, asf como la fibra sp~!(¢) para cada ¢ € Sol(sp([P))).

Ejemplo 8. Continuando con el Ejemplo 7, vamos calcular la AD-hipersuperficie
tropical X asociada al polinomio diferencial P = tx( o) + uw1) + 2 + ud en
C[t,u]{=,y}. Por definicién tenemos que X = [o¢(p; Sol(sp(Q)), y por el Teorema
14, tenemos que X = {sp(®) : P(®) = 0}. Dado que la solucién general de P es de
la forma ® = ¢ — 1t? — Lu®, ¢ € C, tenemos X = {1+ t?+u?,¢> + u3}. Vemos que las
fibras son

{fc—3t2—1ud : ceC*}, sip=1+12+1u5,
sp” () =
{112 — Lu?}, sip=t+u?
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Para terminar de reforzar esto, veamos una diferencia clara entre el comportamiento
de estos dos conjuntos de soluciones.

Ejercicio 15. Demuestre que si P € K[t,u]{z,y} y (¢,%) € Sol(P), entonces
(p,0) € Sol(%—f). De esto deduzca que X y [X] tienen las mismas soluciones.

Veamos que esto no es cierto si P € B[t,u]{z}. Sea P =x1 +x(0,1) + (t* +u?) y
¢ = t?u + u®. Muestre que ¢ € Sol(P), pero ¢ ¢ Sol(%—f).

A continuacién, ilustramos con [4, Example 28] cémo esta teoria se puede usar
concretamente para hallar condiciones necesarias y relaciones en los soportes de las
soluciones de sistemas de ecuaciones diferenciales.

Ejemplo 9. Consideremos { Py, Po, Ps} = X C C[¢,u]{z,y} dado por
P = x%w) —4x0,0), P2 =T1,1)Y0,1) — T0,0 T 1, P3=1y@2,0 — T(1,0-

Ahora consideramos sp(P;) = x%l 0) T 0,00, ¥ evaluamos en (p, 1) de soportes A y

B respectivamente, lo que da sp(Py)(p, ) = (%—f)Q+<p. Si la coordenada ¢ es solucién,
podemos probar de la Definicién 7 que (0,0) € Asiysolosi(1,0) € A.

Ahora sp(aP1 ), ) = %—f?;tz + 8t y supongamos que (i,0) es un vértice de esta
expresion para algtin i > 0. Si la coordenada ¢ es solucién, entonces 2 —3 =i —1, lo
que da 7 = 2.

Se puede probar que las parejas (@, ¥) € Sol(X) estdn dadas por:

2

¢:a2+2at+\/§au+t2+\/§tu+%,

ol o v atu T T +tu L
u—+a 2atu + — —t — 4+ —
V2 2 3 V2 612
donde a,b,c € K son arbitrarios. Vemos que las restricciones tropicales se reflejan en
los soportes de las soluciones clésicas, ya que los monomios correspondientes a? 4 2at

en un levantamiento ® de ¢ son simultdneamente nulos o no nulos.

\If=b+ct+

En la Figura 4 codificamos los coeficientes de las series soluciones del sistema del
Ejemplo 9 como funciones de tres pardmetros a,b,c € K

i
@
5 be
@ @ @
@—@*’

FicurA 4. Coeficientes de las parejas de soluciones del sistema del
Ejemplo 9 a) para ®; y b) para .

<

Ejercicio 16. Calcule la AD-variedad tropical Sol(sp([X])) para el sistema del
Ejemplo 9 usando la Figura 4. Ademds, dada (¢, ) € Sol(sp([X])), calcule la fibra

sp~ e, ).
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5. OTRAS DIRECCIONES

Es importante mencionar que existe una tercera caracterizacion de las AD-
variedades tropicales de la Definiciéon 13 en términos de ideales iniciales libres de
monomios (ver [4]). Esta caracterizacién es local en el sentido que permite concentrar-
se en la siguiente pregunta:

Problema 4. Dados A, B C N2, jserd que el sistema {3 = 0} tiene una solucién
(®,0) € K[t,u] x K[t,u] con soporte (A, B)?

Cuando se le adjunta esa tercera caracterizacion, se le conoce como el teorema
fundamental porque es el andlogo en geometria algebraica diferencial del llamado teo-
rema fundamental de la geometria algebraica tropical [8, Theorem 3.2.3], el cual da
tres formas equivalentes de definir variedades tropicales sobre un campo no arquime-
deano, esto es, una pareja (K, v) de un campo con un valor absoluto no arquimedeano
v: K — Rzo.

Hablando de valuaciones, y como comentamos al inicio, éstas son muy importantes
en esta teoria.

Definiciéon 15. Una seminorma no arquimedeana es un mapeo v : R — S de un
anillo R a un semianillo idempotente S que para a,b € R satisface
1. v(0) =0y v(£l) =1;
2. v(a+b)+wv(a)+v(b) =v(a) +v(b); y
3. v(ab) + v(a)v(b) = v(a)v(b).
La seminorma v es multiplicativa si satisface v(ab) = v(a)v(b) para a,b € R. Una
valuacion no arquimedeana es una norma multiplicativa.

Este concepto es una generalizacién del de valuacién clasica?, o de Krull, que
se obtiene al usar el orden de un monoide totalmente ordenado (M, x,1,<) para
inducir una suma idempotente a + b := max{a,b} y convertir a M en un semianillo
idempotente.

Gran parte de la riqueza y novedad combinatoria de la teoria de ecuaciones
diferenciales tropicales es que podemos construir un semianillo idempotente S y una
valuacién no arquimedeana v : K[t,u] — S en el sentido de la Definicién 15 que no
es de Krull. Veamos esto de manera rapida y sin tantos detalles: dado A C N2, decimos
que A es un conjunto de vértices si Vert(A) = A, en el sentido de la Definicién 6. Si S
es la familia que consta de todos los conjuntos de vértices, definimos v : K[t,u] — S
como la funcién que a cada serie ¢ € KJt,u] le asigna los vértices de su conjunto
soporte v(p) = Vert(Supp(y)). Entonces con las definiciones adecuadas de suma
y producto en S, la aplicaciéon v se vuelve una valuacién no arquimedeana. Como
comentamos en la prueba de la Proposicion 11, la propiedad multiplicativa de v es la
mas sutil, y se deduce de una propiedad de vértices de una suma de Minkowski de dos
politopos descritos en términos de sus vértices.

Ahora si, vamos a discutir el orden de S.

Ejercicio 17. Dados dos conjuntos de vértices P,Q € S, escribimos P < @ si
P C New(Q) (ver la Definicién 6). Mostrar que < es una relacién de orden, y que no
es total, al encontrar dos monomios (4,5), (k,[) € N? que no sean comparables.

Lo interesante es que la teoria de ecuaciones diferenciales tropicales da una razén
concreta para estudiar este tipo de seminormas no arquimedeanas.

Es necesario mencionar que de momento, las restricciones del Teorema fundamental
14 no pueden ser aligeradas. En particular, hay ejemplos concretos de ecuaciones
diferenciales con coeficientes en Q8 (el cual satisface todas las hipdtesis, excepto ser

4A1 mismo tiempo, las valoraciones no estdn muy lejos del concepto usual de seminorma de un
algebra, el cual se obtiene tomando S = R, inclusive del concepto de homomorfismo de semianillos.
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no numerable) en donde el teorema falla. Y apenas se estd empezando a explorar
que pasa en el caso de campos de caracteristica positiva: notemos en particular que
nuestras derivaciones 2, 2 : S[t, u] — S[t,u] no funcionan correctamente si S es un
anillo de caracteristica positiva.

Pero veamos doénde si se puede aplicar este teorema. Basicamente cuando decimos
K campo algebraicamente cerrado, caracteristica 0 y no numerable, pensamos en dos
arquetipos muy diferentes entre si, a saber:

1. Arquimediano: C,
2. No-Arquimediano: Q2'¢ (los niimeros p-ddicos),

Los nombres vienen del hecho de que estos campos se pueden volver campos to-
polégicos métricos por medio de una norma usual v : K* — R>( arquimedeana en el
primer caso, y no-arquimedeana en el segundo. Hasta el momento solo hemos discutido
soluciones en series de potencias formales de nuestros sistemas ¥ C K[t, u[{z, y}, pero
si consideramos como K a uno de estos campos topoldgicos, seria natural estudiar las
propiedades de convergencia de dichas soluciones/e\n la completacion métrica K de

estos campos, siendo C=cC ya completo y C,, = leg los complejos p-ddicos.

Luego, las series ¢ € K [t,u] con radio de convergencia positivo se pueden inter-
pretar como funciones analiticas ¢ : U — K en una vecindad U 3 0 del origen en el
plano analitico asociado a K ; lo que es interesante es que el teorema fundamental 14 es
ciego ante campo K , pero las condiciones de convergencia son radicalmente diferentes
en los dos casos anteriores: el caso C lleva a la teoria de soluciones holomorfas en
varias variables de ecuaciones diferenciales parciales, y el segundo lleva a la teoria de
soluciones analiticas no-arquimedeanas de ecuaciones diferenciales parciales p-adicas.
Esto también se encuentra todavia muy inexplorado.

Las dos consideraciones finales es que esta teoria se puede percibir como una
aplicacién de la teoria semianillos. Para un tratamiento més completo véase [6].

El presente trabajo representa una de las primeras referencias para varias ideas y
conceptos de esta drea, la cual es tan nueva que, si se complementa con [2], resulta en
una descripcion auto contenida de practicamente todo lo que se ha hecho en el area
hasta el momento.

Finalmente, los poliedros (poligonos) de Newton que aparecen aqui se pueden
expresar en la forma New(A) = A + R%,, donde A es la envoltura convexa de
Vert(A), y es un politopo de reticula. Encontrar los vértices de este tipo de politopos
es un problema muy activo en estos momentos, y seria interesante saber si se pueden
disenar algoritmos eficientes para aplicarlos a la resolucién de ecuaciones diferenciales
tropicales.
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