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PATRONES DE FLUJO EN CAJAS DE BASE CUADRADA AL
INICIO DE LA CONVECCION DE RAYLEIGH-BENARD

JAVIER PEREZ Y JOAQUIN DELGADO

RESUMEN. Mostramos patrones al inicio de movimiento de fluido, el cual se mueve
debido a suministro de calor por la parte de abajo. Los patrones de movimiento
dependen del tamano del contenedor del fluido y de la diferencia de temperaturas
en la parte inferior y superior del contenedor. Proponemos una manera sencilla de
seguir la evolucién de los patrones debido al cambio de tamano de los contenedores.

1. INTRODUCCION

Consideramos un fluido en reposo contenido en un recipiente paralelepipédico con
base cuadrada. La parte inferior se calienta provocando la expansion del fluido y la
consecuente disminucién en su densidad. Ello causa una competencia entre las fuerzas
de flotacion y de gravedad, haciendo posible que se genere movimiento en el fluido. Esto
se logra cuando se sobrepasa el valor critico del nimero de Rayleigh, Ra., que mide la
relevancia de las fuerzas gravitacional, la flotacién y la diferencia de temperatura con
respecto a la viscosidad y conductividad térmica en el fluido. Este escenario da lugar
a una inestabilidad hidrodindmica y al flujo correspondiente se le llama conveccion de
Rayleigh-Bénard.

El inicio de la conveccién, ha sido ampliamente estudiado en contenedores paralele-
pipédicos de base rectangular, incluyendo las bases cuadradas, ver por ejemplo [4], [1],
[6], [13], [14] v [12]. Las diferencias entre el trabajo de los autores recién citados estén
en las condiciones de frontera y en las funciones base que usan para aproximar solu-
ciones. Parte primordial de éstos trabajos es el calculo de los valores Ra., en donde,
al menos las primeras investigaciones fueron motivados por patrones de movimiento
observados experimentalmente.

Sin embargo el andlisis de patrones en el caso de bases cuadradas ain no ha sido
estudiado en detalle. Por ejemplo, Daniels y Jhugroo [3], identifican patrones al inicio
de inestabilidad, con el modelo unidimensional de Swift-Hohenberg, el cual solo es
valido en el caso de que los contenedores sean suficientemente grandes horizontalmente.
Gelfgat [8], considerd contenedores paralelepipédicos de base rectangular, incluidas las
cuadradas, y con condiciones de frontera mixtas en la parte superior del contenedor,
el autor incluye la descripcién de algunos patrones de velocidad y temperatura.

En el problema que aqui abordamos, los contenedores tienen base cuadrada y
todas sus paredes son rigidas, las laterales son aisladas térmicamente, y las tapas,
inferior y superior, son perfectamente conductoras de calor (diatérmicas). En el estado
inicial el fluido esté en reposo, y la temperatura y la presiéon varian respectivamente,
lineal y cuadraticamente con respecto a la variable z. El problema estd modelado
por la aproximacién de Boussinesq, i.e., ecuaciones de balance de masa, momento
y energia, en donde la densidad es considerada constante excepto en los términos
debido al flotamiento, ver por ejemplo [2, p.16]. Realizamos un andlisis lineal del
inicio de inestabilidad al cambiar de un estado estacionario y sin movimiento a uno
convectivo. De acuerdo al principio de intercambio de inestabilidad, [2, p.24], el sistema
alcanza un estado de estabilidad neutral cuando al menos uno de los eigenvalores de
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30 JAVIER PEREZ, JOAQUIN DELGADO

la aproximacién lineal se hace cero. El primer eigenvalor de valor real que se hace cero
cuando el nimero de Rayleigh se incrementa, define el nimero critico de Rayleigh.

Calculamos el nimero de Rayleigh critico para un rango amplio de los valores de
la longitud del lado de la base L, para dichos calculos usamos el método de Galerkin
y tomamos en cuenta las simetrias del problema. Mostramos resultados en forma
numérica y con curvas Ra vs. L. Ademds, con el objeto de probar la precisién de
nuestros calculos, comparamos los valores criticos obtenidos para diferentes nimeros
de funciones base y de iteraciones.

Nuestros resultados nos permiten determinar la forma en que los patrones de flujo
varian con respecto a L. Mostramos la evolucién de los patrones a lo largo de las
curvas Ra(L), en las dos formas posibles: una con una simetria particular y la otra
con la curva envolvente de cuatro de las ocho simetrias del problema. En la parte final
de este documento, mostramos un diagrama simple de la evolucién de patrones para
valores crecientes de L.

Los patrones que reportamos, tienen diferentes simetrias dependiendo de los valores
de L. Sin embargo es necesaria mas investigacion para determinar patrones en los
cambios de simetria, debido a que se incrementa la multiplicidad de los eigenvalores
del problema lineal.

2. LAS ECUACIONES

Consideramos fluido calentado por debajo, en un contenedor paralelepipédico de
paredes rigidas con longitudes laterales L y altura d. Las paredes horizontales del con-
tenedor mantienen la temperatura y las verticales son adiabaticas. Las temperaturas
para las paredes superior e inferior son Teo1q ¥ Thot v €l gradiente de temperatura del
fluido es AT = Thot — Teora > 0.

Usamos variables adimensionales de posicién (z,y, z), velocidad @ = (u,v,w),
temperatura 6, tiempo ¢ y presién p, cuyas escalas caracteristicas son respectivamente:
d, aRa'’?/d, AT, d*>/a y poraRa'/?/d>. Donde §, v y « son los coeficientes de
expansion térmica, viscosidad cineméatica y difusion térmica, g es la aceleracién de
la gravedad, po es la densidad a la temperatura de referencia Ty = (Thot + Teotd)/2 ¥
Ra = BATgd?®/av es el nimero de Rayleigh.

El coeficiente de difusividad térmica « es proporcional al coeficiente de conductivi-
dad térmica k, ésto es: a = k/c,po, donde ¢, es el calor especifico a volumen constante.
Usamos la ecuacién de estado p = po(1 — B[T — Tp]), la cual relaciona linealmente la
densidad con la temperatura.

Los perfiles estacionarios de temperatura y velocidad estan dados respectivamente
por Ts(z) = —ATz+ Ty y s = 0, las desviaciones de los perfiles estacionarios son:
0= (T—-Ts)/AT y 4.

Usamos las ecuaciones de la aproximaciéon de Boussinesq para las desviaciones de
la velocidad y temperatura, en la forma (ver [13]):

(1) Vi =0,
(2) Pﬂ%ﬁ = Ra'/?0é3 — Vp + V*i — Ra**Pr~Y(i- V)i,
(3) %9 = Ra'/*@ - é5+ V20 — Ra**(@- V)9,

donde Pr = v/a es el nimero de Prandtl, V2@ = (V2u, VZv, V2w) y é3 = (0,0, 1).
De aqui en adelante fijamos la altura del contenedor a d = 1, por lo que

(x,y,Z)eQ:{ L L]X[ L L]X{ 1 1}7

EXINEEINEY

ver Figura 1.
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Ficura 1. Esquema de la posicién y las medidas del contenedor.

Adicionalmente a las propiedades térmicas de las paredes enunciadas arriba, supo-
nemos que en éstas el fluido no resbala, por lo que las condiciones de frontera son:

00
— — = — = =4 —
U=v=w p 0, encx 5
00 L
(4) u = :w:a—yzo’ eny:ﬂ:a,

u=v=w=60=0, enz==1/2

3. APROXIMACION LINEAL
La parte lineal y estacionaria del sistema (1-3) es:
() Vi = 0.
U Vp . 0
© () (V) = (5)

Donde el operador lineal £ y la matriz J que acopla la velocidad vertical con la
temperaturas son:

0000
i\ _af @ P o000
E(e)—v(a)”m J(a)’ =10 0 0 1

0010

Usamos el método de Galerkin para aproximar las soluciones del sistema (6) por
medio de:
Ntot

(7) (ﬁapprox; aapprom)T = Z alF;lu
=1

donde las funciones base

© e (5)

estan por definirse y los coeficientes desconocidos a; se calculan resolviendo el sistema
de ecuaciones dado por el producto en L?(€):

Niot
(9) <ﬁ (Z alﬁ) 7ﬁ’n> :Oa n:1725"7Nt0t7
=1

con Nyo ntimero total de funciones base y B(-) = £(-)—(Vp, 0)7 el residual del sistema
(6).

Como se muestra enseguida, es posible construir las funciones base (8) de tal manera
que se satisfagan las condiciones de frontera (4) y la ecuacién de continuidad (5), por lo
que una vez establecidas las funciones base ya no nos ocuparemos de estas restricciones.
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Dado que la base del campo de velocidades debe satisfacer V -y, = 0, existe /Tn tal
que X, =V X ffn donde /Yn = Tp€1 — Ynés + P, €3 para algunos potenciales escalares
Tn, ©n ¥ ¥n. Sin embargo, de acuerdo a Puigjaner et al. [13] podemos expresar el
campo vectorial que satisface las condiciones de frontera (4) como sumas de campos
vectoriales proyectados en espacios 2-dimensionales (z-tollos y y-rollos) los cuales
dependen de las tres variables espaciales x, ¥, z. Por lo tanto, en lo que respecta a la
completez, es suficiente buscar solo dos tipos de potenciales escalares para la velocidad
¥n Y Tn, y uno para la temperatura ¢, tal que F, sea un x—rollo, y—rollo o un vector
de temperatura, es decir

%Qpn 0 0

0
(10) F, e S N R
0 0 On,

El costo numérico de no incluir el potencial escalar ), ha sido evaluado en [14]. En
su trabajo, los autores notaron una diferencia significativa en el analisis no lineal, no
asi en el andlisis lineal, particularmente en la prediccion numérica del ntimero critico
de Rayleigh en el contenedor cibico.

De acuerdo con la discusién previa, usamos una base completa de funciones escalares
dependientes de (x,y, z) como sigue,

(2,9, 2) = @i(2)p; (y)er(2),
(11) Tn(xvyv Z) = Ti(x)Tj(y)Tk('z)v
On(,y,2) = bi(2)d;(y)Pr(2);

donde el conjunto de indices i, j,k puede relacionarse biunivocamente con n, ver
seccion 3.2.

Construiremos las funciones (11) usando las funciones base de Puigjaner et al. [13]:
cos((2k — 1))
gk (%) = o
sen(2kn),
R cos(2(k — 1))
hk(f) = (6]
sen((2k — 1)7d),
cosh(}\ki) i cos(}\ki’)
PO cosh(Ak/2) cos(A/2)
f(@) = 0
senh(fixg®)  sen(fixZ)
senh(fix /2) sen(fix/2)?
para & € [—1/2,1/2], k = 1,2,..., y donde Xk,ﬂk son respectivamente, las raices

positivas de:
tanh(\,/2) + tan(A\,/2) = 0 y tanh(fix/2) — tan(jix/2) = 0.
Estas familias son soluciones de los problemas de Sturm—Liouville:
9"(x) = ag9(x) con g(£1/2)=0 y a,<0
h'(z) = aph(x) con RK'(£1/2)=0 y a<0
fVi(z)=asf(x) con f(£1/2)=f"(£1/2)=0 y a;>0

donde a4, ap y Gy son valores constantes. Las familias fi, son conocidas en la literatura
como beam—functions o funciones de Chandrasekhar.
Reescalando para « € [—L/2, L/2] definimos:

a@=3(7). m@=h(7), nE@=7(7)
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los pardmetros A\ y pg, de las funciones base fi(x) se obtienen con las relaciones
A =LA,y fix= L.
Con este reescalamiento las funciones base (10) son:

Fi@)g; () fi(2)

S 0
(12) = g wiiie) |
0
O A~
W | e@pwie)
(13) = Ca@nwh) |
0
0
(14) Fy = 8 ’
hi(2)hy (9)3(2)

note que no es necesario usar funciones reescaladas en la variable z.

3.1. La eleccion de paridades de las funciones base. Siguiendo a Puigjaner
[13], agrupamos las funciones base de acuerdo a la paridad de las funciones depen-
dientes de x,y 6 z, ver Tabla 1, donde e denota funcién par y o funcién impar. Las
paridades de la temperatura son las mismas, contando derivadas, que las del com-
ponente vertical de la velocidad de cada rollo. Asi, las paridades de los componentes
horizontales de la velocidad quedan determinadas, via la velocidad vertical, por las
paridades de la temperatura, dando un total de ocho bloques.

Bloque | x-rollo | y-rollo | Temperatura
1 eee ooe oee
2 eoe oee ooe
3 oee eoe eee
4 ooe eee eoe
5 eeo 000 0eo
6 €00 0eo 000
7 oeo €00 eeo
8 000 eeo €00

TABLA 1. Asignacién de paridades de las funciones base de (12),
(13) y (14).

3.2. El problema de valor propio. Dado que el campo de velocidades definido
por las funciones base es solenoidal y los gradientes de los campos vectoriales son
ortogonales con respecto al producto interior L2(2), la ecuacién residual (9) se puede
escribir como:

Ntot
</3 (Z ali’l> ,F;L> =0, paran=1,2,..., Nyy.
1=1

Aplicando linealidad
S o [(VEL R+ rat2 (R, B =0,

=1
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o equivalentemente, donde indices repetidos denotan suma

(15) Mlnal = 07 n = 172)---7Nt0t7
donde
(16) My, = (V*Fy, ) + Ra'/2 (TR, F, ),

para l,n € {1,2,..N;ot }. Note que debido a las condiciones de no resbalamiento en las
fronteras la matriz M, es simétrica, por lo que podemos escribir (15) como M,,;a; = 0
0, en forma matricial

(17) M(Ra)d =0,

donde se muestra explicitamente la dependencia de la matriz M del ntimero de
Rayleigh y d es el vector con entradas a;.
A continuacion agrupamos las funciones base de acuerdo a su paridad

(18) {ﬁh . -7ﬁM’}7 {ﬁM'+17 . -,ﬁzM'}, cey {ﬁ7M’+17 . 7ﬁ8M’}7

donde M’ es el niimero de funciones base en cada bloque. Siguiendo a Puigjaner [13],
denotamos nb(l) el nimero de bloque de indice I, de acuerdo a esta forma de agrupar
tenemos, por ejemplo nb(l) = 1 paral=1,..., M’ nb(l) =2 paral = M'+1,...,2M’,
etc.

Con esta agrupacién la matriz M se descompone en una matriz diagonal de 8 x 8
bloques, cada bloque de dimension M’ x M’, esto tltimo se sigue del siguiente lema:

) es el numero de bloque de indice L,

LEMA 1. Si My, denota la matriz (16), y nb(l)
—1,2,...,8.

entonces My, = 0 si nb(l) # nb(n), para n,l

Demostracion. Los productos interiores de la ecuacién (16) se obtienen integrando,
con respecto a x, y 0 z, sobre un intervalo simétrico, productos de la forma Gy, i)F @
con i = 1,2,3 6 4, y donde la funcién escalar G% es alguno de los componentes de
V2F; @) 6 de J Fr(l ), en cualquier caso, ambas transformaciones conservan las paridades

de Ffl ), con que de acuerdo a la Tabla de paridades 1 y suponiendo nb(l) # nb(n), estas
integrales involucran la integracion de una funcién impar sobre un dominio simétrico,
lo cual da cero. O

Adicionalmente, en cada bloque de (18), usamos las funciones siguiendo el esquema:

{lew'vF]%f}’ {FJZ\/I+17"7F2yN} y {F20N+1a-~>F??N}a

donde 3N = M'. Por ejemplo, si i = 1,2,...n,, j = 1,2,...ny, k = 1,2,...n;,
entonces N = ngnyn, y M = 3ngnyn.. Mientras que

n=(i—1ngn.+ (G —n, +k,

es la relacién entre los indices {4, j,k} y n.
Usando el lema 1, cada subsistema de (17) queda

Aps Agy Ra'/?Byg a” 0
(19) Ays Ay, Ra'?By a |=(o0 [,
Ra'/?By, Ra'/?By, Apgg a’ 0

donde (a@*,a¥,a’)" son los coeficientes {a;};, 1 =1,2,..,N,N+1,...,2N,2N +1,..,3N,

Aaﬁ - {<VQF7?7F5>}7LZ Y Baﬂ - {<Jﬁg,i‘lﬁ>}n l7

con o, B =x,y 6 0.
El problema (19) resulta en el problema de valor propio

1
20 A" 'BTC 'Be= —¢
(20) = 5ot
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FiGURA 2. Numeros critico de Rayleigh del bloque 1, usando dife-
rentes estrategias numéricas.

donde

A, A, o ar
AZ(A Ay)7B:(B0m739y)7C:Aaeac:<c—iy)a

yxr vy

@ = —Ra'?C'Bé.

Dado que las funciones base pueden elegirse con paridades de cada uno de los
ocho bloques, el problema de valor propio (20) representa en realidad ocho problemas.
En cada uno de ellos, usamos el método de potencias para obtener el valor propio
dominante A4 = 1/Rae, y su vector propio asociado. En consecuencia obtenemos
el menor valor Ra tal que se satisfaga (20). Con los valores de Ra. y los coeficientes
{a;} queda determinada la solucién aproximada (7).

La dimensién de la matriz A es 2n,nyn, X 2n,nyn., lo cual, para nimeros grandes
de funciones base, dificulta el célculo de A~!, ver por ejemplo la Tabla 3, en donde
se muestra la cantidad de funciones base para alcanzar una precisién alta. En caso de
grandes dimensiones, nuestra estrategia para calcular A~!, consistié en descomponer
recursivamente a la matriz A en cuatro matrices, llegado a su fin el proceso recursivo,
calculamos la inversa de las matrices mas pequenas factorizandolas previamente, con
rotaciones de Householder, en la forma QR, donde @ es ortogonal y R es triangular.

4. VALIDACION DEL METODO NUMERICO

Clasificamos las estrategias en la precisién de nuestros célculos con etiquetas: Muy
baja, Baja, Media y Alta, dependiendo del valor del nimero de funciones base y del
nuimero de iteraciones, por ejemplo en la Tabla 3 se muestran los valores usados para
lograr precisién Alta. Las precisiones Muy baja y Baja solo cambian en el nimero de
iteraciones, en el primer caso 100 iteraciones, en el segundo de 100 a 4000 dependiendo
del valor de L, en ambos casos se usaron 7 funciones base en cada direccidn, i.e.,
Ng = Ny = N, = 7. En el caso de la precisiéon Media se usaron 10 funciones base en
cada direccién y el nimero de iteraciones fué de 100 a 4000 dependiendo del valor L.

Como prueba adicional calculamos separadamente los nimeros de Rayleigh de los
bloques 1 y 4 y de los bloques 5 y 8, los cuales deben ser los mismos por simetria.

En las Figuras 2 y 3 comparamos curvas con diferentes precisiones en diferentes
bloques. La estimacién del error relativo entre las estrategias de precisiéon Alta y
Media es del orden de 1074,

En las Figuras 4-5 usamos precisién Media, en las figuras 7-12, usamos precisién
Baja.
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— Alta
— Media

1916

1914

Ficura 3. Comparacién de las estrategias Alta y Media de los
nimeros criticos de Rayleigh del bloque 3. Note la no-monotonfa.

L/nb Ty4 2 3
6 1756.33 1754.58 1759.24
5 1777.27 1783.56 1779.30
1 1829.14 1812.92 1815.00
3 1894.80 1983.10 1919.14
2 2454.22 2616.64 2084.89
1 3388.58 5900.60 7456.24

1/2 17085.02 47361.85 77769.86
1/4 200307.88 636184.23 1124580.63
1/6 958540.79 3121016.37 | 5592399.77
1/8 | 2971362.50 | 9757932.48 | 17567042.39
1/10 | 7190279.64 | 23705400.82 | 42768590.22
1/12 | 14838646.36 | 49024076.24 | 88550854.85
TABLA 2. Numeros de Rayleigh criticos Ra. de alta precisién,
obtenidos en el presente trabajo, para diferentes longitudes de la base
cuadrada L y para bloques nb = 1, ..,4. Las negritas indican el valor
minimo de Ra, para cada L. En la Tabla 3 se muestran los valores
de los parametros usados en rutinas numéricas.

L 6 5 4 3 2 1 (1/2|1/4(1/6|1/8|1/10 | 1/12
Niter | 4000 | 4000 | 1000 | 400 | 400 | 100 | 100 | 400 | 400 | 400 | 400 | 1000
Ny 36 34 32 |30 | 20 | 20 | 20 | 14 | 14 | 10 9 9
Ny 36 34 32 |30 | 20 | 20 | 20 | 14 | 14 | 10 9 9
n, 7 7 8 9 | 20 | 20 | 20 | 40 | 40 | 80 | 100 | 100
TABLA 3. Numeros de iteraciones y funciones base, para cada L,

usados en célculos reportados en Tabla 2.

5. RESULTADOS

En las Tablas 2 y 3 reportamos respectivamente, nimeros criticos de Rayleigh con
precisién Alta y los parametros usados para el cdlculo de estos valores. En las Figuras
4 y 5 mostramos las gréficas del nimero critico Ra versus L para todos los bloques de
paridades.

Los numeros criticos de Rayleigh que reportamos en la Tabla 2, se comparan bien
con los resultados de otros autores, ver Tablas 4, 5, y 6. En el caso de valores pequenos
de L, los cuales representan paralelepipedos delgados, se espera un nimero critico de
Rayleigh grande para iniciar la conveccién, como es evidente en la Tabla 2.

Mizushima y Nakamura [11], reportan valores mostrados en las Tablas 4 y 6, para
sus calculos usaron el método de Galerkin y paquetes de resolucién numérica con
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40000 -

— Blocks 1 and 4
— Block 2
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— Blocks 5 and 8
— Block 6

30000

20000 (-
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FiGurA 4. Grafica del nimero critico Ra versus L para todos los
bloques. Los modos de la temperatura impares en z estan en las curvas
superiores, los impares en las curvas inferiores. Para valores fijos de
L el valor critico de Rayleigh Ra. es el minimo de las valores criticos
de todos los bloques. La Figura 5 muestra detalles de los modos de la
temperatura pares de z.

Ra
4000

3500 H

3000

— Blocks 1 and 4
— Block 2
— Block 3

2500

2000

L

L L L L I
2 3 4 5 6

Ficgura 5. Detalles de la Figura 4 para los modos pares en z, bloques
1,2, 3yd4.

Bloque 1 | Bloque 2 | Bloque 3
Mizushima y Nakamura[l1l] | 3388.5

Puigjaner et al.[14] 3389 5903 7458
Torres et al. [15] 3388.527 | 5900.449 | 7456.149
Presente trabajo 3388.58 | 5900.60 | 7456.24

TABLA 4. Comparacién de valores del ntimero critico de Rayleigh
en contenedor ctiibico (L = 1).

L | Catton [1] | Presente trabajo
1/2 17 307 17 085.02
1/4| 203 163 200 307.88
1/8| 3011718 297136.5

TABLA 5. Comparacién de resultados del presente trabajo con los
de Catton (L < 1). Ver Tabla 3 para ntmero de funciones base e
iteraciones.

37
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L | Edwards[6] | Mizushima y Nakamura[l1] | Presente Trabajo
2 2107 2084.89
4 1827 1812.92
5 1777 1777.27
6 1765 1754.58
12 1729 1719.05

TABLA 6. Comparacién de valores del nimero critico de Rayleigh
(L > 1), los espacios en blanco no fueron reportados.

doble o cuadruple precisién. Ellos muestran que a pesar de que los patrones criticos
son similares a rollos 2D, éstos tienen valores diferentes de cero en la componente de
la velocidad de direccion transversal de los ejes de simetria del patréon de movimiento,
por lo que los rollos son realmente 3-dimensionales. Esto es consistente con nuestros
resultados.

Puigjaner et al. [13] (p. 29, Fig. 14) reportan graficamente valores de Ra. versus
la longitud de un lado de contenedores paralelepipédicos de base rectangular, para los
bloques 1 a 4. Como casos particulares estdn las bases cuadradas de longitud 1/2, 1y
2. También se muestra que Ra. pertenece al tercer bloque de paridades para una base
cuadrada de longitud 2. Nuestros resultados son consistentes con los de estos autores.

6. PATRONES

Como es evidente de la Figura 4, el nimero minimo de Rayleigh en cada uno
de los bloques tiende a agruparse en una de dos clases, de acuerdo a las paridades
de las funciones base de la temperatura en la direccién z. Los bloques 1,2,3 y 4
correspondientes a las funciones z—pares y los bloques 5,6,7 y 8 correspondientes a
las funciones z—impares. El minimo nimero de Rayleigh se alcanza sistematicamente
en los bloques correspondientes a las funciones z—pares. Esto en concordancia con el
principio general de que la primera bifurcacion se alcanza dentro del bloque con un
ntimero minimo de ceros en la direccién z, Chandrasekhar [2, p.36], Drazin [5, p.239).

Fukazawa y Funakoshi [7], analizaron la conveccién de Rayleigh-Bénard en conte-
nedores paralelepipédicos con paredes termicamente conductoras. Estos autores en-
contraron que un intercambio de modos inestables sucede en contenedores con base
cercana a ser cuadrada de lado 4 6 5.5. En estos valores particulares de L ocurre una
interacciéon de modos. Es necesaria mas investigaciéon para entender los mecanismos
de bifurcacién en modos que compiten por el valor minimo y las reglas de seleccién
de patrones, ver [9] y [10]. Por ejemplo, para valores L en el intervalo (0,1.58449),
el valor critico de Ra se da en los bloques 1 y 4, debido a los dos bloques, hay dos
vectores propios linealmente independientes con lo que, de acuerdo a la teoria lineal,
cualquier combinacion lineal de ellos da un posible patrén de bifurcacién.

Las curvas de nivel en el plano z = 0, particularmente la curva w = 0, son
especialmente utiles para describir la evolucién de los patrones a lo largo de un tinico
bloque. En términos de evolucién, primero se forma un patrén de conveccién complejo
en las esquinas del contenedor, el cual para valores crecientes de L, termina apareciendo
en el plano z = 0 como nuevas curvas las cuales satisfacen w = 0, dichas curvas tienden
a crecer hasta que terminan cerrandose, de esta manera aparecen nuevas regiones,
separadas por w = 0, en las cuales el fluido sube o baja. Ademds siempre que haya
una paridad impar en funciones dependientes de z 6 y (por ejemplo en el bloque
de paridades 1 las funciones dependientes de x son impares), el eje z = 0 6 y = 0,
respectivamente, es también parte de la curva w = 0. Este mecanismo de desarrollo
fué observado a lo largo de todos los bloques. Por ejemplo la Figura 6 muestra la
evolucién de los patrones de convecciéon a lo largo del bloque 1.
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L=1.5

FIGURA 6. Serie de grificas que inicia con la curva Ra(L) del bloque
1, los puntos sobre ella indican los valores de L con los cuales se
obtuvieron el resto de las graficas de esta Figura: curvas de contorno
del campo de velocidad vertical w en z = 0 (las lineas negras se
corresponden a w = 0). Para valores crecientes de L se aprecia la
evolucién de patrones descrita en el texto.

Como es evidente en la Figura 5 el nimero critico de Rayleigh se alcanza en
diferentes bloques dependiendo del valor de L, En la Figura 7, se muestra la curva
Ra.(L) y la evolucién de patrones para valores crecientes de L. La curva Ra.(L) es la
envolvente de las curvas Ra(L) de la Figura 4. Los puntos de colores marcados sobre
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FiGUrRA 7. La curva inicial Ra.(L) es la envolvente de las curvas
de la Figura 4, los puntos sobre ella, indican valores de L y bloques
dominantes con los cuales se obtuvieron las figuras restantes. Para
valores crecientes de L se aprecia la evolucion de los patrones con
curvas de contorno del campo de velocidad vertical w en z = 0. la
versién simplificada se muestra en Figura 8 y la versién 3D se muestra
en Figuras 9-12.

Ra.(L) indican los valores L y sus correspondientes bloques de paridades. Para estos
puntos se graficaron curvas de nivel en el plano z = 0.

La Figura 8 muestra un esquema sobresimplificado de la sucesién de patrones de la
figura 7. Una vez que las superficies w = 0 cruzan el plano z = 0, ellas se desarrollan
completamente como curvas cerradas. Asi, el campo de velocidades tiende a formar
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Ficura 8. Esquema simplificado de la sucesién de patrones de bifur-
cacién para valores de L crecientes. Las lineas negras son la intersec-
cién de las superficies w = 0 con z = 0, y son los ejes de rotacién de
los rollos 3D formando patrones complejos. De izquierda a derecha y
de arriba hacia abajo, los valores son L = 1,2,3,3.8,4.4,5,6,6.4 y se
corresponden con la sucesién de patrones de las Figuras 7y 9 a 12.

patrones en forma de toros que rodean el origen y con eje de simetria en el plano
z=0.

Las Figuras 9-12, muestran en 3 dimensiones los patrones de movimiento asociados
a la Figura 7. Por ejemplo en la primer columna de la Figura 9 mostramos diferentes
graficas del patrén de movimiento, correspondientes al eigenvector en L = 1 y bloque
1. Las graficas se muestran en el siguiente orden: mostramos la superficie w = 0 y el
campo de velocidad sobre ella, el cual la cruza horizontalmente; enseguida mostramos
la misma superficie w = 0 pero ahora con algunas lineas de flujo para dar una idea del
flujo global; la dltima figura muestra en detalle lineas de flujo en planos cercanos a la
frontera, ésto para mostrar la complejidad del flujo cerca de las fronteras. Las figuras
siguientes, hasta la Figura 12, muestran los patrones de movimiento correspondientes
a los valores indicados en la Figura 7.

Con el propésito de describir los patrones dominantes al inicio de la conveccién,
consideramos los valores minimos de Rayleigh para cada L, ver Figuras 4, 5 y 7.
Resumimos la sucesién de patrones para valores crecientes de L como sigue:

Para L = 1, la primer columna de la Figura 9, describe un rollo finito a lo largo
del eje z; la superficie w = 0 contiene el plano de simetria x = 0, consistente con las
funciones base del componente w del bloque 1, las cuales son impares en x. Dado que
las condiciones de frontera requieren que el campo de velocidades se haga cero en las
fronteras, el rollo tiene que deformarse dando un flujo complejo cerca de las mismas.
Note los pequenos componentes de la superficie w = 0 cerca de las esquinas los cuales
anticipan puntos de retorno en las lineas de flujo, este hecho es dificil de identificar
debido a que la velocidad cerca de las fronteras es pequena comparada con velocidades
del centro.

Para L = 2, segunda columna de Figura 9, el nimero critico de Rayleigh ahora se
alcanza en el bloque 3. La superficie w = 0 es un cilindro a lo largo del eje z y el
campo de velocidad describe un patron en forma de toro. En este bloque el flujo cerca
de las fronteras tiene ahora una estructura mas complicada. Dado que las funciones
base para el componente w son pares en x y ¥, la simetria hace que ninguno de los
planos, = é y, estén contenidos en la superficie w = 0, como en el caso previo.

Para valores crecientes de L aparecen cerca de las esquinas, nuevos componentes
de la superficie w = 0 y éstos se desarrollan hasta que cruzan verticalmente el plano
z = 0 formando cilindros. Dependiendo de la simetria del bloque en donde el nimero
critico de Rayleigh se alcanza, los planos z é y forman parte de la superficie w = 0,
Por ejemplo, si el nimero critico de Rayleigh se alcanza en el bloque 1, el plano x = 0
siempre esta presente, y si se alcanza en el bloque 2, ambos planos = y y estan presentes,
este es el caso mostrado en la segunda columna de la Figura 10 para L = 3.8.
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F1GURA 9. Patrones al inicio de conveccién, primer columna L = 1
y bloque 1, segunda columna L = 2 y bloque 3. De arriba a abajo:
superficies w = 0 y campo de velocidad en ellas; superficie w = 0
y lineas de flujo en 3D; lineas de flujo sobre planos cercanos a las
fronteras.

Esta sucesién de patrones de inicio de conveccion se repite tal como se muestra
desde la Figura 10 a la Figura 12. Los patrones para los valores L = 2, 3,5, mostrados
en las Figuras 9, 10 y 11, se comparan bien con los campos vectoriales horizontales en
el plano z = 0.4 obtenidos por Edwards [6].
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FicurA 10. Patrones al inicio de conveccién, primer columna L = 3
y bloque 1, segunda columna L = 3.8 y bloque 2. Mismo orden
enunciado que en la Figura 9.
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FiGURA 11. Patrones al inicio de conveccién, primer columna L

segunda columna L = 5 y bloque 1. Mismo orden que el

enunciado en figura 9.

)

y bloque 3
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FicurA 12. Patrones al inicio de conveccién, primer columna L = 6
v bloque 2, segunda columna L = 6.4 y bloque 1. Mismo orden que
el enunciado en figura 9.

7. PALABRAS FINALES

Proponemos una manera sencilla de seguir la evolucién de los patrones de convec-
cién para L creciente. Para establecer esta propuesta procedimos en primer lugar a
identificar valores de L en donde las simetrias del flujo cambian, para L € (0, 6.6] iden-
tificamos 7 valores, ver Figura 4, en estos valores particulares de L lo valores propios
tienen la misma multiplicidad algebraica y geométrica, igual a 2 o 3, segtin el niimero
de curvas Ra.(L) que se intersectan. Adicionalmente, graficamos de cuatro formas
diferentes el patrén de flujo para valores de L con una sola simetria, Figuras 7y 9 a
12, estas visiones multiples nos permitieron proponer un diagrama simplificado de la
evolucién de patrones para los modos dominantes. Un trabajo futuro es el de aclarar
el papel, dentro del contexto de la teoria de bifurcaciones, de los valores propios con
misma multiplicidad algebraica y geométrica.
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