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SOBRE LAS LOGICAS ABSTRACTAS

EDGAR A. VALENZUELA NUNCIO

RESUMEN. Presentaremos un panorama de las légicas abstractas. Mostramos la
utilidad e inspiracién de estas con varios ejemplos. Ademds, recorremos temas
que son objeto de estudio de la Ldégica Abstracta, presentamos una serie de
aplicaciones breves.

1. CARENCIAS DE L,

La légica de primer orden L, tiene una plétora de resultados y herramientas:
compacidad, Lowenheim-Skolem, saturacién, interpolacién, entre muchas otras. Pero
si de expresividad se trata, esta vastedad de teoremas e instrumentos resulta ser
una limitacién. Hay resultados que utilizan fuertemente compacidad, indicando la
expresion restringida que posee L. Por ejemplo, decir que un conjunto estd bien
ordenado estd fuera del rango de expresion de la légica de primer orden. Recordamos
esta definicion.

Decimos que (A, <) esta bien ordenado cuando cualquier X < A tiene un <-minimo.

Si @ fuera un conjunto de férmulas de primer orden que define el buen orden
entonces

A= ® < estd bien ordenado.

Pero consideremos © = ® U {¢;11 < ¢ : i < w}. Si O tuviera un modelo A,
deducirfamos que {c/' : i < w} no tiene un minimo. Para obtener un modelo de ©
acudimos a compacidad: sea A < © un conjunto finito. En A ocurren a lo méas n
constantes ¢; para algin natural n < w. Si tomamos Ap = <w, <,Q1,... ,an>, vemos
que estd bien ordenado y satisface A con las interpretaciones ch = a;. Entonces ©
tiene como modelo un conjunto que no estd bien ordenado. Concluimos que el buen
orden no es definible en L.

Esto nos indica que la compacidad nos imposibilita acceder a ciertas caracteristicas
naturales del orden y, en general, de estructuras matematicas que ocurren en muchos
ambitos.

Otra carencia expresiva con respecto a los érdenes, que la encontramos en una
de las estructuras mas estudiadas, es la propiedad arquimediana. De nuevo usando
compacidad podemos demostrar que la teorfa de R = (R, 0,1, +, -, <) junto con

c#O0nc#1
{n-1<c:neN},

tiene un modelo A. Este modelo a pesar de ser elementalmente equivalente a R, no
posee la propiedad arquimediana porque le agrega el punto ¢* a R y funge como un
contraejemplo a dicha propiedad.

2. EXPRESIVIDAD RECLAMADA

Tanto la propiedad arquimediana y el axioma del buen orden pueden ser formuladas
en una légica més expresiva que es la logica de segundo orden L£!I. Esta légica
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extiende a L, al permitir una nueva cuantificacién sobre un conjunto de variables
{X, X0, X1,...} de segundo orden,

o(X) e LM — IXp(X),VXp(X) e L.

Estas férmulas nuevas cuantifican sobre relaciones y funciones en nuestra estructura,
por eso se dicen de segundo orden y el primer orden lo forman los elementos del
universo. El buen orden lo podemos expresar como

p(<) A VX3 (X (2) A VY(X(y) — = <y),

donde p(<) € L, ({<}) expresa que < es un orden lineal. Y la propiedad arquimediana
la podemos formular con

IN(N(0) A V(N (z) - N(z + 1)) A Vady(z <y A N(y)).

Notemos como en ambas expresiones utilizamos X (x) que se interpreta como x € X.
Otra cosa que podemos expresar en £! es que un conjunto tenga tamafio infinito

M 3N, s3z(N(z) A
M| > w— Vy(y € ) A Vy(y < s(y)) A

Yy(N(y) — N(s(y)))
< es un orden lineal sin punto final.

En el algebra también encontramos ejemplos que no pueden ser expresados en
primer orden. En la teoria de grupos decimos que un grupo es de torsién si todo
elemento tiene orden finito, es decir, existe un natural n < w tal que' a”™ = ¢, donde
e es el elemento neutro del grupo. Para ver esto considérese cualquier conjunto de
féormulas @ en el lenguaje de teorfa de grupos (o incluso en cualquier lenguaje més
grande), la teoria T' de grupos y el conjunto {¢” # e : 0 < n < w} y proceda por
compacidad, entonces el grupo resultante no puede ser de torsién. Pero si podemos
expresarlo, por ejemplo, al permitir disyunciones infinitas

Vx\/x":e.

n<w

Esta regla genera una nueva logica L, ., que permite conjunciones y disyunciones de
longitud infinita w y por lo recién argumentado, queda claro que es mas expresiva que
L. De hecho, también tiene la propiedad de interpolacién.

TEOREMA 1. Sean ¢, ¢ € L., con =@ — . Podemos encontrar 0 € L,,,,, tal que
Ep—0ykE0— ¢, ademds en 0 solo aparecen simbolos que comparten ¢ y 1.

Pero esta logica infinitaria no posee una propiedad de Lowenheim-Skolem en el
mismo sentido que L, para ver esto simplemente notemos que la férmula

Vx\/xzcm,

m<w

solo puede tener modelos a lo mds numerables. Ademads de tampoco poseer compacidad
por un argumento similar; consideremos

{c;vécl-:z'<cu}+Vx\/x:ci7 (%)
<w
cualquier conjunto finito de () tiene un modelo (por ejemplo {(w,0,n;);<k), pero la
totalidad no puede tener un modelo porque por un lado la interpretaciéon de ¢ no es
igual a ninguna de las interpretaciones de las constantes ¢;,7 < w, y por otro lado si
es igual al menos a una.

Aunque perdemos compacidad y Lowenheim-Skolem en general, logramos conservar
algunas herramientas como interpolacién, y teoremas de transferencia cardinal. Aun
mas, hemos ganado suficiente poder expresivo como para caracterizar estructuras
numerables.

=a----- a, n veces.
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TEOREMA 2 (Scott). Para cualquier estructura numerable A (con lenguaje numer-
bale), existe p € L, tal que para cualquier estructura numerable B

BEy «— Ax=B.

Por supuesto podemos fortalecer L, al permitir conjunciones mas grandes, incluso
permitir cuantificaciones infinitarias, de esta forma llegamos a L. Esta logica permite
tener < k conjunciones y disyunciones, ademdas permite cuantificacién de orden
infinito, es decir, si & = @1, ..., ¢, Teg1, ... es de longitud < A entonces VZp(Z) € L.

Otro concepto fuera del alcance de L, es la expresion de cardinalidad. L, no es la
herramienta adecuada para expresar que algo es infinito. Aunque si podemos expresar
que algo tenga un tamano finito determinado, por ejemplo tener cardinalidad <20 se
puede expresar en un lenguaje con 20 constantes y con el enunciado

YV \/ T =c.
<20
Pero no podemos distinguir entre cardinalidades infinitas, esto es una consecuencia de
los teoremas de Lowenheim-Skolem ascendente y descendente.

Definicién 3. (Descendente) si ¢ tiene un modelo de cardinalidad > w entonces
tiene uno de cardinalidad w y (Ascendente) modelos en cardinalidades arbitrariamente
grandes; donde ¢ viene de un lenguaje numerable.

Esto nos hace pensar que debe de haber una herramienta que nos ayude a expresar
esto y esta la encontramos por el lado de los cuantificadores generalizados. Entre estos
cuantificadores generalizados encontramos los cuantificadores de cardinalidad: £(Q,,)
es la logica que extiende a primer orden al permitir formulas del tipo

Qazep(x),

cuya interpretacién es

ME Qap(r) <= [{ae M : M |= gla]}| = wa,

es decir, existen al menos w, elementos a que satisface . En esta 16gica se puede ver
que también perdemos Lowenheim-Skolem al considerar la férmula

0 = Qux(c # ),

que nos dice que tenemos al menos w, elementos en el dominio de nuestra estructura;
si @ > 0, entonces ¢ no puede tener modelos con cardinalidad w, de hecho ninguna
cardinalidad < w,. Pero Keisler [8] logré demostrar que el caso o = 1 si satisface
compacidad.

Considerando el caso a = 0 tenemos que cualquier férmula en £(Qg) de hecho se
puede expresar en £/ con la siguiente equivalencia

M = Qorih(z) = M = 3Y (0¥ AVu(Y(v) = 9(v)),
donde ¢ es el enunciado que expresa infinitud, pero ¢¥ es la relativizacién a Y, es
decir,
N, sVay((N(z) — Y (2)) A (s(z) =y — Y (x)
Fz(N(2) A Vw(w € 2)) A Vw(w < s(w))

Vw(N(w) — N(s(y))a
< es un orden lineal sin punto final en Y).

AY (y)A

Y

¥

Con esto obtenemos que £/ es tan expresiva como £(Qp).
Otra variacién de segundo orden considera un nuevo cuantificador aa, cuyas letras
provienen del inglés almost all. La sintaxis de la légica obedece las siguientes reglas

o(s) € L(aa) = aasp(s) € L(aa).

Para aclarar la seméntica tenemos que pasar por unas definiciones técnicas.
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Definicién 4. Sea M un conjunto |M| > w,
P.M={sc M :|s| =w}.

Un conjunto X < P, M es cerrado si {s, : n <w} < X implica | J,,_, sn € X, no estd
acotado si para cada s € P,M existe s’ € X con s < s'. Decimos que X es un club?
si es cerrado y no estd acotado. El filtro® club es el conjunto Cpy = {X < P,M : X
contiene a un club }. Finalmente decimos que Y < P, M es estacionario si intersecta
a cada elemento del filtro club.

Entonces la semdntica de L£(aa) se define extendiendo la de primer orden de la
siguiente forma

M E aasp(s) < {se PuM : M = ¢[s]} € C.
Si definimos statsp(s) = —aas—e(s), es decir

M = statsp(s) < {seP,M : Mk —y[s]} ¢ Cu
= P,M\{seP,M: M=y[s]}¢Cn

Es decir que para todo club X € Cps tenemos que X ¢ P,M\{s € P,M : M = ¢[s]},
esto es

para todo club X € Cy existe t € {s€e P,M : M = ¢[s]} conte X.
Lo que equivale a afirmar que {s € P,M : M |= ¢[s]} es estacionario. Consideremos
el siguiente enunciado
stats3z(o(z) A —s(x)), (%)

que equivale a —aasVz(o(x) — s(z)). St M = () tenemos que A = {ae M : M |=
pla]} satisface |A| = wy y a la inversa, si |A| = w; entonces M |= (x). Para ver esta
equivalencia notemos que si |A| > w; entonces no existe s € P,M con A C s, por tanto
M = —aasVz(p(z) — s(z)). Luego si |A| < w, tenemos que A = {s € P,M : A C s}
es estacionario, de hecho es un club y por tanto

M E aasVz(p(z) — s(x)).

Es decir, hemos probado que Qizp(z) = statsdz(p(z) A —s(x)). Por tanto L(aa)
extiende a £(Q1). De esto deducimos que perdemos Lowenheim-Skolem descendente,
pero Barwise, Makkai y Kaufmann [2] probaron compacidad para esta légica.

Ademads notemos que si M es numerable entonces {M} es un club y de hecho estd
contenido en cualquier club. Por tanto

M | aasp(s) < M | o[M],

es decir, el cuantificador se comporta como el cuantificador universal V en cualquier
modelo numerable.

3. COMPARANDO LOGICAS

Para estudiar légicas requerimos una herramienta que nos permita relacionarlas
entre ellas, lo mas natural es pensar en una relacién de orden entre légicas que nos
permita evaluar cuando una es mads expresiva que otra. En seguida la ilustramos
aprovechando considerar una forma muy natural de obtener nuevas légicas a partir de
una. Podemos considerar LI £, ., (Qo) y semejantes. También podemos tomar su
unién £ U L. La diferencia entre £ v £, U LT es que la primera permite tener
férmulas con conjunciones infinitas y cuantificaciones sobre relaciones, mientras que
la segunda solo permite que las férmulas tengas cuantificaciones de segundo orden o
conjunciones infinitas, no puede tener ambas, en ese sentido £ es mas expresiva que
Ly U LT En este caso tenemos una forma obvia de comparar las férmulas ya que
de hecho L., u L = LT porque la sintaxis coincide. Pero eso no es necesariamente
el caso al tratar con dos logicas arbitrarias, tomemos como ejemplo £1 = L(Qn) y

2Club por closed, cerrado en inglés, y unbounded, no acotado.
3es un filtro porque es cerrado bajo supraconjuntos y bajo intersecciones, de hecho es cerrado bajo
intersecciones.
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Ly = Lrw,,,- En Lo tenemos permitido cuantificar hasta w, variables, por lo cual
podemos fijar el siguiente enunciado

W Nze#aen \ olze), (V)

E#C E<wa

donde la longitud de T es w,. Claramente estamos afirmando la existencia de al menos
w,, elementos que satisfacen . Esto nos dice que existe una traduccién natural de £
en Lo:
Qazp(z) — (V).

Notemos que en este caso L, resulta ser estrictamente méas expresiva porque podemos
definir el buen orden en L, pero en £; no necesariamente se puede hacer porque
aunque podamos cuantificar la existencia de un conjunto infinito (incluso més fuerte
que eso cuando « # 0) no podemos definir que de hecho este conjunto infinito genere
una cadena decreciente. Esta discusién nos lleva a la siguiente definicion.

Definicién 5. Decimos que £y es mds expresiva que Lo, o L1 es tan expresiva
como Lo, en simbolos Ly < L1, siempre que para cada enunciado ¢ € L( exista un
enunciado v € £ tal que

(MMl = {M: M9}

Ejemplo 1. Ya probamos las siguientes relaciones.
’C(QO) < EII»

‘C(Ql) < ‘C(aa)7

L(Qa) < Liwaiss

‘wa < ﬁmu L(Qa)’ E(aa>'

En la definicién de la relacién < se hace mas explicito el uso de las clases de
estructuras. Esto extiende la equivalencia de formulas de primer orden de forma
natural, en primer orden decimos que dos férmulas @, 1 son equivalentes cuando

MEp = ME1),

dado cualquier modelo M. Formulado en otro sentido y teniendo en mente que las
férmulas pueden ser sintacticamente diferentes, podemos decir que para comparar
dos légicas necesitamos una traduccién que asegure la misma expresividad y esto lo
comprobamos al ver las clases de modelos de ambos enunciados, si las clases son iguales
entonces los enunciados expresan lo mismo pero en diferentes 1égica. En este punto ya
se puede hasta comparar logicas abstractas pero seguimos sin poseer una definicién
formal. Acudimos a dos definiciones para abrir un panorama formal en esta discusién,
pero queremos senalar que no son las Uinicas y que quiza usar una u otra en diferentes
momentos sea mas conveniente.

4. DIFERENTES LOGICAS

Definicién 6. Decimos que una légica L es

» atdmica si para cada vocabulario v y cualquier ¢ € L, (v) atémica, existe

¥ e L(v) con
Mody,,,(p) = Mod,(V);

= cerrada bajo conjunciones si para cada vocabulario v y cualesquier ¢, € L(v),
existe ¥ € L(v) con

Modg(9) n Modg(y) = Mod(9);

» cerrada bajo disyunciones si para cada vocabulario v y cualquier ¢ € L(v),
existe ¥ € L(v) con

Modz () U Modz () = Modz(9);
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= cerrada bajo negaciones si para cada vocabulario v y cualquier ¢ € L(v), existe
¥ e L(v) con
Mod.(p) = Est(v)\Mod,(?),
donde E'st(v) es la clase de todas las v-estructuras;
= cerrada bajo particularizacion si para cada vocabulario v con una constante ¢
y cualquier ¢ € L(v), existe ¥ € L(v\{c}) con

Modg(9) = {(M,a) : (M,a) = ¢(a) para alguna a € M};

= cerrada bajo relativizacion si dados dos vocabularios vg,vi, ¢ ¢ vg U V1 ¥
v € L(vg), ¥ € L(v1 L {c}) arbitrarias, existe ¥ € L(vg U v1) con

Modg (V) = {M: U$A es vop-cerrado, <U$A, Mecvo E 0}
aqui U$A ={aeM:{M,a) =9}

Una logica L se dice regular si satisface cada una de las propiedades anteriores.
Estas légicas satisfacen L, < £, aunque no necesariamente L, < £ implica que la
logica es regular.

Estas definiciones resaltan que no toda légica satisface propiedades de cerradura
que consideramos bésicas. Incluso con los ejemplos que hemos dado de légicas que
extienden a primer orden podemos ver que todas satisfacen al menos la cerradura bajo
negacién, conjunciéon y particularizacién. A continuacién vemos ejemplos de légicas que
no satisfacen algunas de estas propiedades.

1. La l6gica L(«, ) se formula al considerar férmulas atémicas y sus negaciones
y las cerramos bajo A, v,3,V,Qa, D y o < . Donde
M Qazp(r) < [{ae M : M = ¢la]}] > wa,
M = Dgre(z) <= para todos a € M, salvo < wg, M = ¢[a].
En principio por supuesto que no es cerrada bajo la negacién porque solo
las férmulas atémicas tienen negacién. Uno se veria tentado a extender esta
negacién de la siguiente forma
~ ¢ =0, ¢ atémica,
~¢=09, atémica negada,
~ (P Ap) =~ dv ~ 1,
~ (o V)=~ dn ~ 1,
~ 326(x) = Vo ~ ¢(x),
~ Vag(z) = I ~ b(a),
~ Qard(z) = D ~ 6(a),
~ Dprd(r) = Qaw ~ d().
Consideramos un vocabulario v S {<} entonces
Quox(z < c)n ~ Qur(x <)
significa que ¢ tiene al menos w, predecesores pero que hay < wg elementos
que no preceden a ¢, lo cual no tiene absolutamente nada de contradictorio.
Por ejemplo en un arbol con una rama de longitud w, + 1 y el orgen con w,
sucesores

— We——

En este caso
Mod(Qux(z < ¢)) # Est(v)\Mod(~ Quz(x < c)).



SOBRE LAS LOGICAS ABSTRACTAS 63

2. Consideramos Cl,) cuyas férmulas ¢ € L,y son de la forma VZy(x), donde
Y(x) € Lyx y no aparecen cuantificadores en 1. Claramente esta légica no
puede ser cerrada bajo particularizacion y de hecho tampoco bajo negacién
porque —VZ(Z) = IZ—Y(T).

3. En general, la unién Ly u £1 de dos logicas no tiene la propiedad de conjuncién
ni disyuncién, esto es facil de argumentar porque si ¢y € Lg,11 € L1 son tales
que no existe ¢g € L1 con

Mg = M = ¢
ni p1 € Ly tal que

ME P = M o1,
es decir que Lo € L1 yv £1 € Ly. Entonces ¥g A 1,90 v 1 ¢ Lo U L.
Pero si ambas satisfacen conjunciéon y disyuncién, podemos encontrar £ >
Lo u L1 que si se cierra bajo conjuncién y disyunciéon simplemente al cerrarla
“manualmente”. Ademas, la unién tiene la propiedad de negacién cuando y solo
cuando ambas la tienen.

5. TEOREMA DE LINDSTROM: LS Y COMPACIDAD COMO BARRERAS EXPRESIVAS

Hemos visto como dos propiedades de L,,,, nos han imposibilitado expresar escena-
rios muy naturales con los cuales se encuentran los matematicos. Estas son compacidad
y Lowenheim-Skolem. También observamos como al extender L, perdiamos alguna
de estas propiedades. Esto no es ninguna coincidencia ya que Lindstrom logré carac-
terizar a primer orden como la mayor légica que satisface estas dos propiedades.

TEOREMA 7 (Lindstréom). Si £ es una ldgica regular que satisface compacidad y
Léwenheim-Skolem descendente, entonces L, es tan expresiva como L.

Este resultado fue un parteaguas en la historia de la légica ya que se considera el
nacimiento del estudio de las 1égicas abstractas. Aunque las 16gicas infinitarias han
sido incitadas desde el inicio de la légica formal al interpretar las cuantificaciones
como conjunciones o disyunciones infinitarias, o aunque la légica de segundo orden
estd formulada desde Leibniz y ha estado en el corazén de la fundamentacién de
las matematicas desde finales del siglo XIX, no existia un estudio que diera una
caracterizacion de una logica. Tampoco existia la nocién de comparacién entre l6gicas
(no fuera de los conocimientos bédsicos como que L,y extendia a primer orden, que
era tan obvio que no requeria un estudio profundo). Y menos una caracterizacién que
comprendia conceptos modelo-tedricos.

Este teorema no es el unico en esta direcciéon. Antes de enunciar algunas de ellas,
establecemos las propiedades. Decimos que L satisface:

= la propiedad de Robinson, si para cualesquier vocabularios v, vg, vy con v =
vp M V1, cualesquier conjuntos de enunciados ® < L(v) y ®; < L(v;), i < 2. Si
® es completa y & U ®; tiene modelo, ¢ < 2, también lo tiene & U Py U P;.

» la propiedad de Tarski cuando al tener una sucesién (A4, : n < w) con
A, <z Api1, entonces

.An <r U .An

n<w
TEOREMA 8. L, es tan expresiva como L i

= L tiene la propiedad de Léwenheim-Skolem y la propiedad de Robinson.
= L es compacta y tiene la propiedad de Tarski.
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