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DESOLVIDANDO A NINA BARI

CARMEN MARTINEZ-ADAME

RESUMEN. Se conoce poco sobre las mateméaticas més antiguas, en parte porque
porciones sustanciales de sus escritos se han perdido. Sin embargo, este no es
el caso de las matematicas de los siglos XIX y XX, se conoce poco sobre ellas
por otras razones. El objetivo de este texto es desolvidar a una de las primeras
matemadticas soviéticas, heredera de una importante tradicién cientifica de mujeres
rusas a finales del siglo XIX. Nina Bari fue la primera mujer matemdtica en
graduarse de la Universidad Estatal de Moscu tras la revolucién rusa. Dedicé su
vida al estudio de la teoria de funciones y en este texto intentamos dar un breve
panorama sobre su vida.

1. INTRODUCCION

No fueron pocas las mujeres rusas que durante la segunda mitad del siglo XIX
optaron por una carrera cientifica, por otro lado, no son muchas las que son recordadas.
El objetivo de este texto es traer a la luz a una de las primeras matematicas soviéticas:
Nina Karlovna Bari.

Hay un aspecto importante y descuidado de la historia de la ciencia.
Es la historia de mujeres que han continuado la tradiciéon del avance
cientifico y tecnoldgico desde la prehistoria hasta nuestros dfas.>2 [2, p.
11]

1.1. Breve contexto de la situacién matematica general en Moscu a inicios
del siglo XX. En la segunda mitad del siglo XIX y principios del siglo XX San
Petersburgo era la capital del Imperio Ruso y su escuela de matematicas era una
de las lideres en Europa. Fue de manera muy paulatina con la vuelta del siglo
que la Universidad de Moscti empez6 a cobrar importancia en el desarrollo de las
matematicas.

Un momento clave para la escuela matematica moscovita fue la llegada de ma-
temdticos como Boleslav K. Mlodzeevskii (1858-1923) y Dmitri Fyodorovich Egorov
(1869-1931). En particular, el curso de teorfa de funciones de una variable real dado
por Mlodzeevskii en la Universidad de Mosct por primera vez durante el otono de 1900
se volvié muy popular y atrajo a un amplio piblico, posteriormente el curso fue repe-
tido en 1902, 1904 y en 1907. En estos cursos se abordaban temas de la atn naciente
teorfa de conjuntos® y estos temas empezaron a cobrar gran importancia. En 1904
P. Florenski, un estudiante graduado de la Universidad de Mosct, publicé el articulo
Simbolos de un infinito que contenia el primer esbozo en ruso de los conceptos bésicos
de la teoria de conjuntos de Cantor. En 1907 se publicé el libro Nimeros Transfinitos
de Zhegalkin y con esto se marcé el verdadero inicio de las mateméticas en Moscti.

2010 Mathematics Subject Classification. 01A60, 26-03.
Palabras clave. Mujeres matematicas, historia de la teoria de funciones.
1E1 presente texto tiene un fuerte componente histérico por lo que consideramos importante
preservar las citas en su idioma original. Sin embargo, para facilitar la lectura, éstas aparecen como
notas al pie de pagina y en el cuerpo del texto apareceran traducciones al castellano.
2There is an important and neglected aspect of the history of science. It is the story of women
who have carried on the tradition of scientific and technological advance from prehistoric times up to
the present day.
3De hecho fue Mlodzeevskii quien establecié la terminologia rusa en estos temas.
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Egorov habia comprendido con profundidad la importancia de las nuevas ideas de
Cantor, Borel y Lebesgue y para 1912 sus seminarios eran el escenario para la discu-
sién de nuevos descubrimientos matemaéticos a los cuales asistian todas las personas
que se dedicaban a las matematicas en Mosci. Entre sus estudiantes se encontraban
futuras grandes personalidades de las matematicas como Vladimir Golubev, Vyaches-
lav Stepanov y Nikolai Luzin; este dltimo seria ademdas, maestro y mentor de Nina
Bari.

2. LA VIDA TEMPRANA DE NINA KARLOVNA BARI

Nina Karlovna Bari nacié en Mosci el 19 de noviembre de 1901, hija de Karl Adol-
fovich Bari y Olga Eduardovna Seligson. El era médico vy no hay mucha informacion
sobre su madre.

Nina Karlovna asisti6 a la escuela secundaria privada para mujeres de L. O. Vya-
zemska y en 1918 presentd y aprobé el examen para obtener el certificado equivalente
al de una escuela secundaria para hombres. Con este certificado pudo entrar a la Fa-
cultad de Fisica y Matemaéticas de la Universidad Estatal de Moscui en 1918 cuando
reabrié tras la revolcuién rusa. La Universidad habia existido como una instituciéon
de educacién superior para hombres pero fue hasta después de la revolucion que se
permitié la entrada a mujeres.

Lazar Aronovich Lyusternik (1899-1981) fue un matemético soviético, también
estudiante de Luzin, que en 1967 publicé un articulo en cuatro partes, que se tradujo al
inglés como The early years of the Moscow mathematical school. Lyusternik comienza
este articulo diciendo que en 1961 sus actividades habituales se vieron interrumpidas
durante algin tiempo por mala salud y durante ese tiempo escribié sus memorias. En
ellas menciona en muchas ocasiones a Nina Bari y le dedica una pequena seccién que
comienza de la siguiente manera:

Hasta antes de la revolucién, a las mujeres no se les habia permitido
ingresar a la universidad. En 1918 tuvo lugar la primera admisién de
mujeres a la MGU.* Entre los estudiantes de esta matricula estaba
Nina Karlovna Bari [...] Quienes conocieron a Nina Karlovna en sus
anos posteriores podrian imaginarla sin dificultad en su juventud. Era
una mujer esbelta de tez morena, cabello negro rizado, ojos vivos y
brillantes, con un andar enérgico y voz clara [...] Ya como estudiante,
Nina Karlovna se destacé por su sobresaliente habilidad matemética. Se
gradud antes de tiempo y fue, con toda probabilidad, la primera mujer
graduada de la universidad y la primera en inscribirse como estudiante
de posgrado.® [26, p. 79]

Cuando Nina Bari ingresé a la universidad en 1918, se convirtié en una de las
primeras mujeres en ser aceptadas en el Departamento de Fisica y Matematicas de la
Universidad Estatal de Moscu. Se gradud en 1921, solo tres afos después de ingresar
y de hecho fue la primera mujer en egresar. Después de graduarse, Bari comenzo6 su
carrera docente; dio clases en el Instituto Comunista de Sverdlov de 1921 a 1922, en
el Instituto Politécnico de Moscu de 1921 a 1923 y en el Instituto Forestal de Moscu
de 1921 a 1925.

Para poder comprender cabalmente el trabajo de Bari consideramos importante
conocer el contexto en el cual se desarrolld y este es el objetivo de la siguiente seccion.

4Al hacer la transliteracién del nombre de la univeridad se obtiene Moskévskiy gosudarstvenniy
universitét imeni M. V. Lomondsova y de ahi las siglas, MGU.

5Until the revolution women had not been allowed into the university. In 1918 the first admission
of women to MGU took place. Among the students of this enrolment was Nina Karlovna Bari [...]
Those who knew Nina Karlovna in her later years could easily picture her in her youth. She was a
slim woman with a dark complexion, black curly hair, lively brilliant eyes, energetic walk and clear
voice [...] Already as a student Nina Karlovna was noted for her outstanding mathematical ability.
She graduated ahead of time and was, in all probability, the first woman graduate of the university
and the fisrt to enrol as a research student.
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3. ALGUNOS COMENTARIOS SOBRE LA TEORfA DE FUNCIONES

3.1. Teoria de funciones. La intencién de esta secciéon no es hacer una historia
global de la teoria de funciones ni mucho menos del anélisis funcional, el objetivo es
presentar el estado del arte de la teoria de funciones al interior de la escuela soviética
como contexto para el trabajo realizado por Nina Bari.

Uno de los problemas centrales de la teorfa de funciones durante el siglo XIX
fue la posibilidad de representar a una funcién arbitraria por medio de una serie
trigonométrica. Esta idea se plante6 por primera vez por Leonhard Euler en relacién
con el trabajo de Daniel Bernoulli sobre la cuerda vibrante y fue uno de los problemas
centrales del trabajo de Fourier desde 1811.

Esta teorfa tiene como punto de partida a la serie (hoy conocida como serie de
Fourier) para funciones f(t) que sean continuas y 27-periddicas

(1) % +Zan cosnt + by, sinnt
n=1
en donde a, = %foh f(t) cos(nt)dt y b, = L 0% f(t)sin(nt)dt paran =0,1,...

El problema de si una funcién arbitraria tiene una expansién en una serie de Fourier
evolucioné durante el siglo XIX para convertirse de un problema de existencia a un
problema de unicidad en la segunda mitad del siglo; y es este problema de unicidad el
que mas nos interesa aqui. Este problema se puede expresar de la siguiente manera:
[ Existen dos series trigonométricas distintas que converjan a la misma funcién en cada
punto del intervalo [0, 27]? Sobre este tema Heinrich Eduard Heine, en 1870, publicd
el siguiente resultado:

TEOREMA 1. Una funcion f(x), continua en general pero no necesariamente finita,
puede representarse de solo una manera mediante una serie trigonométrica de la forma
f(x) = 2ao + (a1 cosz + by sinz) + (az cos2x + bosin2x) + ... si la serie converge
uniformemente en general.5 [22, p. 355]

La pregunta sobre la unicidad es claramente equivalente a: ;Existe una serie
trigonométrica que converge a cero en todos sus puntos sin que todos sus coeficientes
sean cero? Cantor, también en 1870, dio una respuesta negativa a esta pregunta,
probé que si para todo valor real de una variable = entre limites dados (a < z < b),
lim(a,, sin nx + b, cosnz) = 0, entonces lima,, = 0 y limb, = 0.7 [17, p. 135]

A partir de esto Cantor pudo concluir en [18, p. 142] que si una funcién f(z) de
una variable real z estd dada por una serie trigonométrica convergente para todo
valor de x, entonces no existe otra serie de la misma forma que también converja
para todo valor de z y represente a la misma funcién f(x).® Posteriormente Cantor
generalizd este resultado para que la convergencia no se tuviera que pedir en todos
los puntos o dicho de otra manera, si la serie expresada en (1) converge a cero para
toda t € [0,27] \ E en donde E es un conjunto finito o infinto que cumple ciertas

6El teorema esta enunciado por Heine de la siguiente manera: Satz. Eine im allgemeinen stetige,
nicht nothwendig endliche Function f(z) lasst sich hoschstens auf einer Art in eine trigonometrische
Reihe von der Form f(z) = %ao + (a1 cosz+by sinx)+ (a2 cos 2x+bs sin 2x)+. . . entwickeln, wenn die
Reihe der Bedingung unterworfen ist, im allgemeien in gleichem Grade convergiren. Hemos modificado
la traduccién ligeramente para utilizar la nomenclatura actual de algunos conceptos en aras de una
mejor comprensién. La expresién en general usada por Heine se refiere a la posible excepcién de un
nimero finito de puntos.

"Lehrsatz. Wenn fiir jeden reellen Werth von x zwischen gegebenen Grenzen (a < z < b):
lim(ay, sin nx + by, cosnz) = 0, so ist sowohl: lim a,, = 0, wie lim b,, = 0.

8Satz: Wenn eine Function f(z) einer reellen Veranderlichen z durch eine fiir jeden Werth von =
convergente trigonometrische Reihe gegeben ist, so giebt es keine andere Reihe von derselben Form,
welche ebenfalls fiir jeden Werth von z convergirt und die ndmliche Function f(z) darstellt.



68 C. MARTINEZ-ADAME
propiedades especificas, entonces todos los coeficientes de la serie son iguales a cero.’
Esta idea de que la condicién deseada se cumpliera fuera de un conjunto excepcional
E marcaria de ahi en adelante no solo el trabajo matematico de Cantor sino a la teoria
de funciones en general.

Para lograr esto, Cantor introdujo la nocién de conjunto derivado que es el conjunto
de todos los puntos de acumulaciéon de un conjunto dado y enuncié y demostro el
siguiente teoremas:

TEOREMA 2. Si una ecuacion que tiene la forma
0=Co+C1+---+C, +...

en donde Cy = %do, C, = cpsinnx + d,, cosnx es satisfecha para todos los valores de
x, con la posible excepcion de aquellos que corresponden a los puntos de un conjunto
de puntos P de v-ésima especie'® dado en el intervalo (0. ..(2m)), en donde v designa
a un nimero entero tan grande como se quiera, entonces dy =0 y ¢, = d,, = 0.'1 [19,
p. 130]

Posteriormente, en 1882 [21], Harnack generalizé el resultado de Cantor probando
que cuando el conjunto de puntos en los que la oscilacién de la funcién es mayor que
un numero dado es denso en ninguna parte, entonces los limites de las sucesiones de
coeficientes seran cero.

El trabajo sobre la unicidad del desarrollo de una funcién en serie trigonométrica
estaba lejos de estar terminado cuando en 1902 Egorov realizd una estancia en Berlin,
Paris y Gottingen. A partir de ésta y el tiempo compartido con Schwarz, Lebesgue y
Hilbert (entre otros) su interés por la teoria de funciones aument6 notablemente.

También durante la primera década del siglo XX, Hobson publicé su famoso tratado
The Theory of Functions of a Real Variable and the Theory of Fourier’s Series, y W.
H. Young, en 1909, publicé su nota sobre series trigonométricas que comienza de la
siguiente manera:

El teorema fundamental de la teoria de las series trigonométricas es el
que establece que no pueden existir dos series trigonométricas distintas
que converjan al mismo valor para todos los puntos del intervalo (—, 7)
con excepcién de un conjunto reducible!? de puntos en los que no se sabe
que la serie converja al mismo valor, o que converja en absoluto.'® [33,
p. 44]

Lo que Young hace notar en su breve articulo es que este teorema se puede modificar
de la misma manera que Harnack modificé el de Cantor para probar que

9Este estudio y la posibilidad de presentar una demostracién rigurosa fueron el origen de la teoria
de conjuntos cantoriana que parte de una teoria rigurosa de los niimeros reales y la posibilidad de
relacionar al continuo geométrico con el continuo aritmético.
10yn conjunto P es de la v-ésima especie si su v-ésimo conjunto derivado es finito.
H\Wenn eine Gleichung besteht von der Form:

0=Co+Ci1+--+Cn+...

wo Cp = %do, Cyp = cpsinnx + dy, cosnz, fiir alle Werthe von & mit Ausnahme derjenigen, welche
den Punkten einer im Intervalle gegebenen Punktmenge P der v*¢™ Art entsprechen, wobei v eine
beliebig grosse ganze Zahl bedeutet, si ist:

do =0;¢n =dpn =0.

12un conjunto es llamado reducible si su conjunto derivado es numerable.

13The fundamental theorem in the theory of trigonometrial series is that which states that two
distinct trigonometrial series cannot existe which converge to the same value for all points of the
interval (—m, ) with the exception of a reducible set of points at which the series are not known to
converge to the same value, or to converge at all.
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TEOREMA 3. Si los valores de una funcion se asignan a todos menos a un conjunto
numerable de puntos, [la funcidn] se puede expresar como una serie trigonométrica de
a lo mds una manera.** Ibid.

Para 1910 Egorov, ya de regreso en Mosct, organizé su famoso seminario de teoria
de funciones y en 1916 Dmitrii Men’shov presentd su tesis sobre la teoria riemanniana
de series trigonométricas. Poco tiempo después él obtuvo uno de los resultados funda-
mentales sobre el problema de la unicidad que marcé el inicio de una nueva direccién
en la investigacién de la matemdtica rusa (y también la polaca). En Sur ["inicite du
dévelopment trigonometrique Men’shov demostré algo totalmente inesperado: la exis-
tencia de una serie trigonométrica, con una infinidad de coeficientes distintos de cero,
que converge uniformemente a cero excepto en los puntos de un conjunto perfecto de
medida cero. Segin A. Zygmund, este descubrimiento puede ser considerado un punto
de partida para la teoria moderna sobre las series trigonométricas [36, p. 591-2].

Lo que Men’shov probé fue el siguiente resultado:

TEOREMA 4. Existe una serie trigonomélrica uniformemente convergente a cero
en (0,27), excepto en un conjunto perfecto de medida cero, y que posee una infinidad
de coeficientes distintos de cero.'> [28, p. 435

Y a partir de este teorema se sigue el siguiente corolario:

COROLARIO 5. Si una funcion f(z) admite un desarrollo trigonométrico que con-
verge a ella en casi todas partes, admite una infinidad de desarrollos trigonométricos
de esta naturaleza.' [28, p. 436)

Estos resultados promovieron ampliamente una discusién sobre los conjuntos que
comenzaron a llamarse los conjuntos de unicidad y son éstos los que Nina Bari
comenzaria a estudiar. Este tema de investigacién resulté ser particularmente rico
e incluso para 1935 cuando Zygmund publicé la primera edicién de su tratado
Trigonometric Series él escribi6 en el prefacio que:

Dos [...] grandes problemas de la teoria esperan también su solucién.
Estos son la estructura de los conjuntos de unicidad y la estructura de
las funciones con series de Fourier absolutamente convergentes.'” [35, p.
xi]

3.2. Luzitania. Como mencionamos anteriormente la situacién de las matematicas
en Mosci cambi6 a inicios del siglo XX, en particular debido al trabajo de Mlodzeevskii
y Egorov. Entre los estudiantes de Egorov se encontraba Nikolai Nikolayevich Luzin
quien tuvo un importante papel en la vida de Nina Bari.

Luzin estudié matematicas en la Universidad Estatal de Mosct, ingres6 en 1901 y
se gradud en 1905. Posteriormente, de 1910 a 1914 estudié en Gottingen y Paris, y
de regreso en Mosci obtuvo su doctorado en 1916 con una tesis llamada La Integral
y Series Trigonométricas. En 1911 obtuvo su primer resultado imporante que fue
la construccién de una serie de potencias de variable compleja con coeficientes que
tienden a cero pero que diverge en todas partes en el circulo unitario, [23]. A partir
de esto, construyd una serie trigonométrica real divergente en casi todas partes con
coeficientes que convergen a cero. Este ejemplo era inesperado y de hecho refuté una
conjetura de Pierre Fatou.

H41f the values of a function be assigned at all but a countable set of point, it can be expressed as
a trigonometrical series in at most one way.

1571 existe une série trigonometrique uniformément convergente vers zéro dans (0, 27), sauf un
ensemble parfait de mesure nulle, et possédant une infinité de coefficients non nuls.

165 une fonction f(z) admet un développment trigonométrique convergent vers elle presque
partuout, elle admet une infinité de développments trigonométrique de cette nature.

TP wo [...] major problems of the theory also await their solution. These are the structure of the
sets of uniqueness and the structure of the functions with absolutely convergent Fourier series.
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En 1912 demostré lo que ahora se llama el teorema de Luzin en andlisis real que
establece que una funcién finita en casi todas partes es medible si y solo si es una
funcién continua en casi todo su dominio. En los anos de 1915 a 1918 comenzé un
seminario sobre la teoria descriptiva de funciones que jugd un papel importante en
el desarrollo de las matematicas en Mosci. Como miembro de este seminario, P. S.
Aleksandrov, siendo aun estudiante, resolvié un problema planteado por el mismo
Luzin al demostrar que todo B-conjunto (o boreliano) no numerable tiene la potencia
del continuo, y otro estudiante, Mikhail Suslin, probé que esta construccién de hecho
daba una clase de conjuntos mucho mas amplia que los B-conjuntos a los que llamé
A-conjuntos (siguiendo la nomenclatura para los borelianos en honor a Aleksandrov).
Suslin posteriormente demostré una gran cantidad de propiedades fundamentales de
estos conjuntos.

En 1917, poco antes de la revolucién, Luzin fue nombrado profesor de matematicas
puras en la Universidad de Mosci. Sin embargo, durante la guerra civil rusa que se
extendié de 1918 a 1920, Luzin dejé Mosci para ir al Instituto Politécnico Ivanovo-
Voznesensk!'® y regresé a Moscii en 1920. A partir de esa fecha organizé nuevamente
un seminario de matematicas en la Universidad Estatal de Mosci. En esta ocasion
entre sus estudiantes se encontraban algunas y algunos de los matematicos soviéticos
mdés famosos, y entre ellos, Nina Bari.

Este fue un periodo imporante para la matemética soviética y en particular para la
matematica moscovita que vivié un réapido desarrollo en torno del trabajo de Luzin.
El grupo de estudiantes que trabajan con él se empezd a conocer como Luzitania a
partir del otonio de 1920 y entre las y los luzitanos originales se encontraban V. V.
Stepanov, P. S. Alexandrov, P. S. Urysohn y evidentemente Nina Bari. Lyusternik se
unié un poco mas tarde. El interés central de este grupo era la teoria de funciones.

Formaban un grupo cercano y organizaban reuniones, muchas veces en el depar-
tamento de Luzin y muchas veces organizadas por Bari. Previo a la existencia de
Luzitania en la Universidad de Mosct existia el Circulo de Estudiantes de Matemati-
cas pero éste fue absorbido por Luzitania rapidamente. Luzin fue nombrado presidente
honorario y Bari fue electa como vicepresidenta.

4. LA VIDA MATEMATICA DE NINA KARLOVNA BARI

El grupo Luzitania estaba dedicado a estudiar la teoria de funciones y Bari se dedicé
a esto el resto de su vida. Fue como estudiante de Luzin cuando primero se enterd del
problema de unicidad y este problema la apasioné para siempre.

Poco después de que Bari empezara su carrera como docente, el Instituto de
Investigacion de Matematicas y Mecanica reabrié sus puertas y ella decidié continuar
ensenando pero también comenzar su carrera como investigadora. Fue de las primeras
estudiantes en el Instituto y Luzin era su director de tesis. Solamente habia una plaza
para estudiantes de posgrado oficialmente, pero habia 10 estudiantes en el Instituto.
El nombramiento oficial fue dado a Bari por ser la primera en la lista alfabética.l®

En 1922 Bari presenté su investigacién ante la Sociedad Matematica de Mosc;
fue la primera mujer en dar una conferencia en ese foro y en 1923 publico estos
resultados en el articulo Sur lunicité du développement trigonométrique, [3]. En 1925
Bari completé sus estudios de doctorado y en enero de 1926 defendid su tesis, Sobre la
unicidad de los desarrollos trigonométricos, para obtener el grado. La tesis contenia
soluciones a diversos problemas de la teoria de series trigonométricas centrandose
en el problema de unicidad que hemos mencionado. Algunos de los resultados de su
tesis habian sido publicados en [3] y en 1927 publicé un articulo detallado con estos
resultados, [4]. Por su trabajo recibié el premio Glavnauk.?"

18E] Instituto ahora es llamado Universidad Estatal de Quimica y Tecnologia de Ivanovo.

1941 ser oficialmente estudiante de posgrado Bari recibfa una beca, misma que compartia con los
demids estudiantes.

20Glavnauka es el acrénimo (transliterado) de la Administracién Central de Instituciones Cientifi-
cas, Académicas, Artisticas y Museograficas.
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En el articulo de 1923 Bari comienza diciendo que

El problema de unicidad de la expansién trigonométrica llama la aten-
cién sobre “conjuntos (U)” que tienen la siguiente propiedad: Si una
serie

ao

o0
5 + Zancosnx—l—bnsinnx

n=1

converge a cero en todas partes, excepto quizas en los puntos de tal
conjunto, todos los coeficientes a,, y b,, de esta serie son cero. Llamaremos
“conjuntos (M)” a aquellos que no tienen esta propiedad.?! [3, p. 1195]

En otras palabras los conjuntos de unicidad, conjuntos (U), y los conjuntos de
multiplicidad, conjuntos (M), se definen de la siguiente manera:

DEFINICION 6. Decimos que un conjunto E es un conjunto (U) si la convergencia
a cero de una serie trigonométrica fuera del conjuto E solo es posible en el caso en el
cual todos los coeficientes de la serie son cero.

DEFINICION 7. Decimos que un conjunto E es un conjunto (M) si existe una serie
trigonométrica con coeficientes distintos de cero que converja a cero en todas partes
fuera del conjunto E.

Es inmedianto a partir de estas definiciones que cada conjunto de puntos es o
bien un conjunto (M) o bien un conjunto (U) y con esta terminologia el resultado
de Cantor que mencionamos en la secciéon anterior se podria enunciar de la siguiente
manera: todo conjunto finito, o numerable reducible, es un conjunto (U). Y en virtud
de los resultados de Young y Men’shov se tiene que todo conjunto numerable es un
conjunto (U) y que existen conjuntos perfectos (M) de medida cero.

Dado el ejemplo construido por Men’shov era natural esperar que todo conjunto
perfecto de medida cero fuera un conjunto (M), sin embargo, Bari refuté esto mediante
la construccién de una clase de conjuntos perfectos (U). En 1921, Bari se planted
la pregunta “;Existen conjuntos (U) que tengan la potencia del continuo?”?? [3, p.
1195] y respondié de manera afirmativa a ella. Sobre este mismo tema, y de manera
independiente Rajchman publicé en [31, 32] la construccién de una clase particular de
conjuntos perfectos (U), que llamé conjuntos de tipo (H) entre los que se encontraba,
por ejemplo, el conjunto de Cantor,?® y asf surgieron de manera natural las preguntas
sobre la existencia de conjuntos perfectos (U) que no sean de tipo (H) y conjuntos (U)
no perfectos.

Este primer resultado le sirvié a Bari como punto de partida para demostrar que
la unién numerable de conjuntos cerrados (U) es un conjunto (U).?*

En 1927 Bari seguia trabajando este problema y lo plantea de la siguiente manera:

27,6 probleme de 'unicité du développement trigonométrique appelle ’attention sur les “ensembles
(U)” jouissant de la propriété suivante: Si une série

ag

oo
5 + Z an cosnx + by, sin nx

n=1

converge vers zéro partout, sauf peut-étre aux points d’un tel ensemble tous les coefficients a, et
bn, de cette série sont nuls. Nous appellerons “ensembles (M)” ceux qui ne jouissent pas de cette
propriété.

22Existe-t-il des ensembles (U) ayant la puissance du continu?

23La construccién de los conjuntos (H) es muy interesante y muy bonita, sin embargo por cuestiones
de espacio no la inlcuimos aqui. Las personas interesadas la pueden consultar en [31] disponible en
http://matwbn.icm.edu.pl/ksiazki/fm/fm3/fm3127.pdf

24Fste resultado no ha sido mejorado adn, es un problema abierto si la unién de dos conjuntos
(U) medibles arbitrarios (no necesariamente cerrados) es necesariamente un conjunto (U).
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Dado un conjunto de puntos F, determinar si existe una serie trigo-
nométrica, con coeficientes distintos de cero, que converja a cero en todas
partes fuera del conjunto F.%5 [4, p. 62]

El interés de Bari ahora era encontrar condiciones necesarias y suficientes para
que un conjunto perfecto fuera un conjunto (U). Descubrié algunas propiedades
extremadamente finas tanto de los conjuntos de unicidad como de los de multiplicidad
y demostré que la solucién del problema de la unicidad que tanto le intersaba no se
podia obtener unicamente estudiando la estructura geométrica de los conjuntos, sino
que la estructura aritmética de los conjuntos debia ser tomada en cuenta. Este trabajo
le llevé varios anos.

Bari probé en [5] y [6] que si P C [0,27] es un conjunto simétrico®® con razén
constante A = g > 0 en donde (p,q) = 1, entonces P es un conjunto (M) sip # ¢ —1
vy p#q—2.Y por otro lado, que sip=qg—1 6 p =g — 2, entonces P es un conjunto
(U).

Para cuando Bari demostro estos resultados ella era ya considerada experta mundial
en el tema y en los anos en los que habia llevado a cabo esta investigacion también
habia logrado tener una carrera académica sobresaliente.

Después de obtener el grado, Nina Bari trabajé como calculadora y luego como
investigadora asociada en el Instituto de Matematicas y Mecénica. En 1927 pasé seis
meses estudiando en la Sorbona y en el College de France en Paris en donde asitié al
seminario de Hadamard y tuvo una participacion activa en éste. Poco después viajo a
Lvov en Polonia en donde asistié al Congreso Matematico Polaco en 1927 y en 1928
viajé a Bologna en donde dié una conferencia llamada Sobre la estructura analitica
de una funcion continua arbitraria®” en el Congreso Internacional de Mateméticos.
En 1929 recibié una beca Rockefeller lo que le permitié continuar estudiando en Paris
hasta finales de ese afio y en 1932 se convirtié en profesora titular de la Universidad
Estatal de Moscu.

Para 1935 Bari contaba con 16 publicaciones y era conocida por su trabajo en
la teoria de funciones reales, en ese ano le fue conferido el grado de Doctora en
las Ciencias Fisico-matematicas.?® Para la década de los afios 40, Bari era ya una
profesora respetada en la URSS quien, junto con Men’shov, estaba a cargo del trabajo
de investigacién y docencia en teoria de funciones que se hacia en la universidad.

Consideramos que vale la pena senalar que aun cuando gran parte de la vida de
Bari giraba en torno de las matematicas, éstas no eran su tnico interés. Le gustaban
la poesia, la literatura, la musica y las artes en general. Lysuternik recuerda que

6

Era ingeniosa y le encantaba escribir poemas para una ocasién especial.
Asi, escribié sobre uno de sus companeros de clase y Uryson, de quienes
se sospechaba tenfan un romance [...] Nina Karlovna tenfa buena me-
moria para la poesia. Ella no sélo participaba en la creacion del folclore
de Luzitania, lo memorizaba.?® [26, p. 79)

y también que
Nina Karlovna era muy animada; le encantaban todo tipo de excursiones
v paseos. En 1924, ella y un grupo de amigos y los jovenes Mlodzeevskiis

25Un ensemble E de points étant donné, reconnaitre s’il existe une série trigonometrique, a
coefficients non nuls, qui converge vers zéro partout en dehors de ’ensemble E.

26yn conjunto simétrico con razén constante es un conjunto que se obtiene de la misma manera
que se obtiene el conjunto de Cantor pero en lugar de quitar intervalos de longitud % se quitan
intervalos de longitud A = % > 0.

273ur la structure analytique d’une fonction continue arbitraire.

28Este grado no tiene un equivalente directo en las universidades occidentales, es mas elevado que
el de un doctorado.

29She was witty, and loved to write poems for a special occasion. Thus, she wrote about one of
her classmates and Uryson, who were suspected of having a romance |...] Nina Karlovna had a good
memory for poetry. She not only took part in the creation of Luzitanian folklore, but she committed
it to memory.
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participaron en una excursion al Caucaso. Pero el apogeo de su carrera
turistica pertenece a un periodo muy posterior, cuando estaba casada
con V. V. Nemytskii, y no solo formaban una pareja matematica, sino
también viajera.*® [26, p. 79]

No es clara la fecha en la que contrajo matrimonio con Viktor Vladimirovich
Nemytskii, él era un ano mayor que ella e ingresé a la Universidad en 1921 cuando Bari
se gradud, posteriormente fue estudiante de posgrado bajo la direccién de Aleksandrov
y Stepanov y también obtuvo el grado Doctor en Ciencias Fisico-Matematicas, falleci6
repentinamente el 7 de agosto de 1967.%!

Fue Nemytskii quien introdujo a Bari en el montanismo y fue un deporte que prac-
ticaron juntos durante muchos anos, hicieron excursiones al Cducaso, a las montanas
de Altai, Pamir y Tyanshan e incluso Kamchatka que era la regién maés al este de
la Unién Soviética. Lyusternik comenta que sus companeros en estas expediciones la
recordaban como la que los animaba en momentos dificiles:

Sus companeros decian que encontraban dificultades en sus expediciones
turisticas, y en tales ocasiones Nina Karlovna siempre mantenia el &nimo,
animando a los demds.*? [26, p. 80]

De regreso a la vida matemaética de Bari, otro tema, dentro de la teoria de funciones,
que atrajo su atencién durante la década de 1940 fue el de bases y sistemas ortogonales
o biortogonales. En el estudio de los sistemas ortogonales una de las preguntas de
mayor interés es la estabilidad de distintas propiedades y este fue el tema estudiado
por Bari en una serie de articulos, [7, 8, 9, 10, 11, 12, 13].3* También introdujo una
serie de conceptos nuevos en torno de la proximidad de sistemas de funciones con base
en los cuales se establecié posteriomente el término bases de Bari.

En [10, p. 56] Bari present6 la siguiente definicién®*:

DEFINICION 8. Decimos que dos sistemas (¢, (x)) y (¥n(z)) estdn en proximidad
cuadratica si la serie > .| p2 converge, donde

Pn = P(%ﬂ#n) = \// [‘Pn(x) - wn(x)de

Bari presenté esta definicién en el contexto de espacios de Hilbert por lo que la
condicién de convergencia de la serie se puede escribir también como

00
Z ||90n - wn||2 < 00.
n=1

Con base en esta nocién es que se introdujo el término de base de Bari:

DEFINICION 9. Una base de Bari para X es una base para X que se encuentra en
proximidad cuadrdtica de una base ortonormal de X.

Bari también presenté la siguiente definicién, [10, p. 63], que resulta fundamental
para un teorema que demuestra en su articulo. Vale la pena notar que el concepto que

30Nina Karlovna was very lively; she loved all kinds of excursions and walks. In 1924 she and a
group of friends and the younger Mlodzeevskiis took part in an excursion to the Caucasus. But the
heyday of her tourist career belongs to a much later period, when she was married to V. V. Nemytskii,
and they made not only a mathematical, but also a touring couple.

31Después de morir, el cuerpo de Nemytskii fue llevado a Moscti, donde fue enterrado junto a Nina
Bari quien habia fallecido 6 anos antes.

32Her companions said that they met with difficulties on their tourist expeditions, and on such
occasions Nina Karlovna invariably kept up her spirits, encouraging the others.

33Una lista completa de las publicaciones de Nina Bari se puede consultar en (29, p. 128-131].

34Nous dirons que deux systémes (¢n(x)) et (¥n(x)) sont en proximité quadratique si la série
=2, p2 converge, ol

b
pn = p(Pn,Pn) = \// [on (@) — tn(z))2dz.
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ella define es al que hoy nos referirifamos como una independencia lineal débil o una
w-independencia lineal.

DEFINICION 10. Diremos que las funciones normadas (p,(x)) son linealmente
independientes en el espacio de Hilbert si no existe ninguna sucesion de numeros
C1,C2,...,Cn,..., No todos cero, tales que

b [ n 2
lim [Z CrmPm (x)] dx = 0.3

n—oo
m=1

En 1944, [10], Bari demostré el siguiente resultado ya clésico:

TEOREMA 11. Sean (pn(z)) y (¥n(x)) dos sistermas ortonormales que estdn en
prozimidad cuadrdtica. Entonces (¢n(x)) es completo si y solo si (v (x)) es completo.

Y si usamos el nombre de bases de Bari podemos reformular otro de los resultados
obtenidos por Bari en el mismo articulo:

TEOREMA 12. Sean X un espacio de Hilbert, (p,(x)) una base ortonormal para
X y (Un(z)) una sucesidn linealmente independiente en X que estd en prozimidad
cuadrdtica de (¢n(2)) tales que Y o7 | |lon — ¥n||> < 1. Entonces (¥n(z)) es una base
de Bari para X.

Este trabajo llevado a cabo por Bari dio lugar a un amplio trabajo por parte de la
comunidad matematica y fue un tema central de un gran nimero de articulos. Ademads,
en la teoria de funciones la cuestién de trasladar propiedades bésicas de sistemas
ortogonales a sistemas biortogonales arbitrarios o bases juega un papel importante.
Para estos fines, Nina Bari introdujo una vez més conceptos nuevos como el de sistema
de Bessel, sistema de Hilbert, sistema de Riesz-Fischer, base de Bessel y base de
Riesz. Esta innovacién creé un campo completo de investigacion sobre bases y sistemas
biortogonales sobre los que se trabajé arduamente.

Durante la década de los cincuenta la carrera académica de Bari siguié floreciendo,
continué como profesora en la Universidad Estatal de Moscu y participé en mulitples
congresos internacionales como el Congreso Internacional de Mateméaticas en Edim-
burgo en 1958, y el Tercer Congreso Soviético de Matematicas en Mosct en 1956 en
el que presenté un articulo sobre el estado de la teoria de las series trigonométricas.

Durante esta época también publicé un importante articulo, [14], sobre funciones
primitivas y series trigonométricas en el que prueba el siguiente resultado que combina
teoremas clédsicos de Luzin y Men’shov:

TEOREMA 13. Para cualquier funcion f(x), medible y finita casi todas partes en
[—7, 47, existe una funcidn continua F(z) en ese intervalo tal que F'(x) = f(z) casi
en todas partes en [—m, +m], y el resultado de la diferenciacion término a término de
la serie de Fourier de F(x) es una serie trigonométrica que converge a f(x) casi en
todas partes. [14, p. 687]

Bari era una profesora muy popular entre los estudiantes de la Universidad de
Moscti y en su obituario Men’shov, Stechkin y Ul’yanov recuerdan que

Teniendo un caracter enérgico y un temperamento vivo, Nina Karlovna
se dedicé activamente a atraer a los jévenes a la investigacién. Varios
de sus alumnos han defendido tesis (Ph.D. o D.Sc), entre ellos V.Ya.
Kozlov, P. L. Ul'yanov, Yu. A. Kaz’'min, Z. N. Kazhdan, R. S. Guter
y M. P. Shcheglov. Muchos jévenes investigadores matematicos se han

35Nous dirons que les fonctions normées (¢n(z)) sont linéairement indépendantes dans ’espace de
Hilbert s’il n’existe aucune suite de nombres c1,c2,...,¢n,... non tous nuls et tels que 'on a

" 2
|:Z cmgpm(:c)] dr = 0.
m=1

lim

b
n—oo [,
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desarrollado bajo su direccién y han obtenido resultados originales de
primer nivel.*% [29, p. 126]

Durante su carrera, Bari escribié también varios libros de texto: Algebra superior
en 1932 y Teoria de series en 1936 que tuvo una segunda edicién en 1938. Ademas
tradujo al ruso el libro de Lebesgue, Lecons sur l’integration et la recherche de fonctions
primitives y edité la publicacion de las obras completas de Luzin asi como de su libro
La integral y series trigonométricas. Para la publicacion de este tultimo se agreron
un buen nuimero de apéndices y notas que ella consideraba muy importantes dada la
cantidad de tiempo que habia pasado desde que Luzin habia escrito su tesis doctoral en
1915. Durante varios afios, Nina Bari también fue editora en jefe de la serie matematica
de la revista Uchenye Zapiski Moskovskogo Universiteta y una de las editoras de la
revista Vestnik Moskovskogo Universiteta.

La carrera académica de Bari culminé con 55 publicaciones de las cuales, la tltima
es un texto de mas de 900 paginas sobre series trigonométricas. Este texto, Series
Trigonométricas,” merece mencién especial. El texto estd escrito con el estilo usual
de Bari y abarca un gama excepcionalmente amplia de temas; se presenta material
sobre los fundamentos de la teoria de series trigonométricas hasta el estado del arte
de la misma. En el prefacio Bari nota que

el interés de los matematicos por las series trigonométricas no ha
disminuido y el progreso alcanzado ha sido tan notable que parece
necesario informar sobre el estado actual de nuestros conocimientos en
este campo.

La gama de cuestiones que deben ser consideradas es tan amplia que es
inmediatamente necesario limitarla. Por lo tanto, excluyo completamente
las integrales de Fourier, series trigonométricas de varias variables y solo
toco muy brevemente la investigacion de las mejores aproximaciones de
funciones por polinomios trigonométricos.

Ademsds, me refiero a sistemas ortogonales sélo en aquellos casos en
los que parece mas sencillo derivar un teorema en la teoria de series
trigonométricas a partir de teoremas mas generales relativos a siste-
mas ortogonales; si el pasar teoremas a sistemas ortogonales generales
requiere una investigacién especializada, me limito a formularlos para
series trigonométricas.

A pesar de las limitaciones impuestas al material aqui publicado, atin
queda mucho por incluir.*® [16, p. xix]

36Possessing an energetic character and a lively temperament, Nina Karlovna was active in drawing
young people into research. A number of her pupils have defended Ph.D. or D.Sc. theses, among them
V.Ya. Kozlov, P.L. Ul’yanov, Yu.A. Kaz’min, Z.N. Kazhdan, R.S. Guter and M.P. Shcheglov. Many
young research mathematicians have developed under her guidance and obtained first-rate original
results.

3TE] texto se tradujo al inglés y aparecié publicado en 1964 en dos volimenes bajo el titulo A
Treatise on Trigonometric Series, [16].

38 . the interest of mathematicians in trigonometric series has not diminished and the progress
achieved has been so considerable that it seems necessary to report the present state of our knowledge
in this field.

The range of questions which should be considered is so large that it is immediately necessary to
limit this. Therefore, I completely exclude Fourier integrals, trigonometrical series of several variables
and I only touch very briefly on the investigation of best approximations of functions by trigonometric
polynomials.

Furthermore I refer to orthogonal systems only in those cases where it seems simpler to derive
a theorem in the theory of trigonometric series from more general theorems concerning orthogonal
systems; if the transfer of theorems into general orthogonal systems requires specialized investigation,
I confine myself to formulating them for trigonometric series.

In spite of the limitations imposed on the material published here, there still remains very much
to include.
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El texto fue (y sigue siendo) sin duda un referente estdndar para todos los matemati-
cos que se especializan en la teoria de funciones y la teoria de series trigonométricas y
estd dedicado con carino a “la memoria de mi maestro, Nikolai Nikolayevich Luzin.”

En 1961, el 15 de julio, Nina Bari murié en un tragico accidente en el que cayé
frente a un tren en el Metro de Mosci. En su obituario Men’shov, Stechkin y Ul’yanov
escribieron:

La muerte prematura de Nina Bari es una gran pérdida para las ma-
temdticas soviéticas y una gran pena para todos los que la conocieron. El
recuerdo de su personalidad -vivaz, directa y con una inagotable reserva
de jovialidad- permanecera siempre en el corazén de quienes trabajaron
con ella o la conocieron.® [29, p. 127]

5. UN COMENTARIO FINAL

Si bien la presentacién que hemos hecho aqui no pretende ser exhaustiva, esperamos
haber logrado dos cosas: traer a la luz a una matemaética excepcional como Nina Bari,
y hacer nacer el deseo de conocer a otras matemaéticas, que como ella, jugaron un
papel clave en el desarrollo de la ciencia.
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