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DIAGONALIZACION DE MATRICES CIRCULANTES POR MEDIO
DE LA TRANSFORMADA DISCRETA DE FOURIER SOBRE
CAMPOS FINITOS

HORACIO TAPIA-RECILLAS Y ARMANDO VELAZCO-VELAZCO

RESUMEN. Por medio de la Transformada Discreta de Fourier (TDF) se diagona-
lizan matrices circulantes sobre campos finitos.

1. INTRODUCCION

La Transformada de Fourier, (TF) (y sus variantes), es una de las transformadas

mas usadas la cual tiene aplicaciones en varias dreas del conocimiento incluyendo co-
municaciones, astronomia, geologia, éptica, ingenieria médica; en diversos aspectos
como son el procesamiento de senales e imédgenes, diseno de antenas, teléfonos celu-
lares, localizacién de reservas de hidrocarburos, procesamiento de datos, entre otras
aplicaciones. Desde el punto de vista matemético también es una herramienta muy
importante. Clasicamente la TF se ha tratado sobre el campo de los niimeros com-
plejos, pero desde hace algin tiempo ha surgido la Transformada Discreta de Fourier
(TDF), particularmente por el uso de estructuras finitas como son los campos finitos.
Las matrices circulantes ([2]) también tienen varias aplicaciones incluyendo teoria de
gréaficas (Paley), procesamiento digital de imégenes, y teorfa de cédigos particular-
mente con cddigos ciclicos ([4]).
Es conocido que en el caso clésico, i.e., sobre el campo de los niimeros complejos, las
matrices circulantes se pueden diagonalizar por medio de la TDF ([1], [5]). El propésito
principal de esta nota es ver que por medio de la TDF también se pueden diagonalizar
las matrices circulantes sobre campos finitos. La nota se divide en 4 secciones: en la
segunda seccién se recordaran conceptos basicos sobre la TDF. La TDF definida sobre
campos finitos se aborda en la seccién 3, y en la seccién 4 se da el resultado principal
de esta nota (Teorema 1).

2. LA TRANSFORMADA DE FOURIER (TF)

En esta seccién se recordaran resultados que aparecen en la literatura los cuales
seran necesarios mas adelante. Para detalles el lector puede consultar, por ejemplo,

[, [7].

Sea F un campo, que puede ser finito con ¢ = p" elementos, p primo, o los niimeros
complejos C. Sea o la permutacién actuando sobre un vector renglén moviendo las
coordenadas un lugar a la derecha, i.e., o(cy,ca,...,cn) = (¢, c1, ...y ¢n—1). La permu-
tacién ¥ indica aplicar o k veces con 0 < k < n — 1. Obsérvese que o0 =Id=o".

Una matriz n X n sobre F es circulante ([2]) si sus renglones se obtienen del
primer renglén aplicando consecutivamente la permutacion ¢ al renglén obtenido
previamente. Asi una matriz circulante es:

M = (m,o(m), aQ(m), ey O’nil(m))t

donde m es el primer renglén de la matriz M y X* es la matriz transpuesta.
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Sea C' el conjunto de las matrices circulantes n x n sobre F. Es facil ver que con la
suma y producto usual de matrices y multiplicacion por escalares, este conjunto es una
F-4lgebra de dimensién n. Si M es una n x n matriz circulante y (mi1,mia, ..., m1y,)
es el primer renglén de M se usard la notacién M = circ(myy, mia, ..., m1y).

Sea J = cire(0,1,0,...,0) € C y sea H = (J) el grupo ciclico generado por J, el
cual claramente es de orden n. Sea F(H) el dlgebra de grupo generada por H sobre el
campo F, i.e,

F(H) = {ao+a1J + - +a,_1J"", a; € F}.
Se puede ver que el dlgebra de las matrices circulantes y esta algebra de grupo son el

mismo objeto: C = F(H). Obsérvese que F(H) se puede ver como las funciones de H
en [F:

F(H)={f:H —F, f funcién}.

Sea G un grupo finito abeliano y G = Hom(G,S%), i.e., el conjunto de homomorfismos
del grupo G en el circulo unitario complejo S'. Se puede ver que este conjunto es un
grupo llamado el grupo de caractéres de G. Este grupo tiene varias propiedades entre
las que se encuentran que G y G son isomorfos ([7]).

Estamos ahora en la situacién de recordar la definicién de la Transformada de
Fourier sobre el campo de los nimeros complejos [7]:

F:C(G) — C(G), Fr(x) =Y f9)x(),

geG

donde la barra indica conjugaciéon compleja.

3. LA TDF SOBRE CAMPOS FINITOS

Antes de recordar la TDF sobre campos finitos, introduzcamos otra estructura
algebraica. Sea F; un campo finito con ¢ elementos y sea

R, =F,[2]/(z" — 1) = {ap + ez + -+ - + an_12" "}, a; € F,}.

Es decir, R, es el conjunto de polinomios con coeficientes en F, de grado a lo mas
n, Este conjunto con la suma usual de polinomios, el producto de polinomios usual
reducido médulo z™ — 1 y la multiplicacién natural por escalares, es también una F,-
algebra. Por medio de la representacién polinomial se puede ver que los F,-espacios
vectoriales Fy y Ry, son isomorfos:

P:F; — Ry,
a=(ao,a1,...,an_1) — a(x) =ao + a1z +---+a,_ 12" "

No es dificil ver que R,, es isomorfo al dlgebra de matrices circulantes C'

Para definir la Transformada Discreta de Fourier sobre un campo finito, sea a €
un elemento fijo de orden n primo relativo con ¢ y sea {«) el grupo ciclico generado
por a.

La Transformada Discreta de Fourier F': Fy — Fy, se define como:

F(ag,a1,...,an—1) = eviy(a(z)) = (a(1),a(a), ya(a™D)Y),

donde a(z) es el elemento de R, correspondiente a (ag,a1,...,an—1) y a(a?) =
ap+ a1ad + -+ ap_105 Y Esta transformada tiene varias propiedades incluyendo
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el hecho que es una transformacién Fg-lineal. La matriz asociada a F' con respecto a
la base canénica es:

1 e [P an_l
1 a1l ... g-Dm-1)

Esta matriz es de tipo Vandermonde, la cual en particular es invertible. Para deter-
minar la matriz inversa se supondra que los enteros n y ¢ son primos relativos. La
matriz inversa es:

1 1 a_l e a_(n_l)
nfro :
1 a-(—1) ... o—(=Dn-1)

La transformacién lineal asociada a esta ultima matriz es la inversa de la TDF:
F1: Fy — Fy, F~1(A) = evia-1y(A(z)) = a = (ag, a1, ..., an 1)

= %(A(l),A(ofl), oy Aa= (DY,

donde A(z) = Ag+ Az + -+ Ay_q2" P ya;=Alad) =1 Z?;OI a~UA;.

En teoria de cédigos lineales a la TDF se le conoce como polinomio de Mattson-
Solomon y es usada para estudiar el peso de Hamming de los c6digos ([4]).

La discussién anterior se ilustrard con un ejemplo. Sea ¢ = 5, a« = 2 € F5. Se
puede ver ficilmente que n = 4, i.e, a* = 1, el grupo (o) = {1,2,4,8 = 3} y

(a=1) = {1,3,4,2}.

La matriz asociada a la TDF es:

1 1 1 1 1 1 1 1
1 a o o 1 2 4 3
M= 1 a2 o* o8| |1 4 1 4}
1 a® of of 1 3 4 2
y su inversa:
1 1 1 1
111 ot a2 a3
-1 _ 2
M 4|1 a? ot b
1 a2 afb o

4. LA TDF Y MATRICES CIRCULANTES

En esta seccion se demuestra que las matrices circulantes sobre un campo finito se
pueden diagonalizar por medio de la TDF.

Recordemos que una matriz circulante A = circ(ag, ai, ..., an—1) estd asociada con
el elemento a = (ag,a,...,an—1) € Iy el cual a su vez esta asociado al polinomio
a(z) = ag + a1z + asx® 4+ -+ + ap_12" ' € R,,. De esta manera se puede hablar
indistintamente de la matriz circulante, el vector o el polinomio asociado. Con la
notacion anterior se tiene el siguiente,

TEOREMA 1. Sea A una matriz circulante, M la matriz asociada a la TDF y M~!
su tnversa. Entonces,

M™'AM =D

donde D es una matriz diagonal.



98 HORACIO TAPIA-RECILLAS Y ARMANDO VELAZCO-VELAZCO

Demostracion. Dado que una matriz circulante A es un elemento del dlgebra de grupo
F,(J), ie, A=0bol +byJ+ - +b,_1J" ! conb; € F, y J = cire(0,1,0,...0), por
linealidad es suficiente probar el resultado para A = J. En este caso se afirma que
M~YJM = diag(1, a,a?,...,a" ). Probar esta relacién es equivalente a ver que,

JM = Mdiag(1,a,a?,...,a" ).

Primero obsérvese que la operacién JM hace un corrimiento hacia arriba a los
renglones de la matriz M y la operacién Mdiag((1,a,a?,...,a"~!) también hace
un corrimiento hacia arriba a los renglones de la matriz M. El ultimo renglén
(@™, 02", ...,a»~ ") = (1,1,...,1) dado que a” = 1, con lo cual queda probada la
afirmacién. O

A continuacién se ilustra este resultado con un ejemplo, para lo cual tomaremos
el caso introducido anteriormente donde o« = 2. En este caso J = cire(0,1,0,0) y se
tiene:

1 a o? o8
1 a?2 ot of
JM = 1 a® af o |’
1 1 1 1
y b
1 a o o 1 2 4 3
1 a2 o* af 1 4 1 4
. 2 3\ _ _
MdZCLg(LOé,O[,OZ)— 1 a3 0[6 0[9 - 1 3 4 2
1 a* o a'? 1 1 1 1

Tomando en cuenta que a* = 1, ambas matrices son iguales.
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