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SECCIONES CONICAS, UNA APROXIMACION ANALITICA

GABRIEL LOPEZ GARZA

RESUMEN. En varios libros de texto la demostracién basada en las ideas de Dan-
delin del teorema atribuido a Apolonio que establece que una cénica resulta de la
interseccién de un plano con un cono circular recto utiliza geometria sintética y la
definicién mediante la excentricidad de una cénica. Aqui presentamos una demos-
tracién que usa solo la definicién elemental de cénica mediante distancias entre
puntos con célculos e imagenes realizadas dentro del contexto de la Geometria
Analitica.

1. INTRODUCCION

El teorema maéas destacado de la geometria de las cénicas dice que se obtiene una
parabola o una elipse o una hipérbola al intersectar un plano con un cono circular
(de ahi el nombre “cénica” para estas curvas). Este hecho conocido desde Apolonio de
Perga tiene una fina demostracién debida a Dandelin [2] quien publicé sus resultados
en 1822. La demostracién que conocimos quienes fuimos estudiantes antes de que
existiera la internet no utiliza la definicién analitica de un cono ni sus propiedades
desde un punto de vista de la geometria analitica, por ejemplo la que aparece en el
celebrado libro de Courant y Robbins [1] pagina 200. Ademds, la demostracién tipica de
geometria analitica no utiliza la ecuacién de un cono ni las propiedades analiticas, sino
un enfoque sintético (véase, por ejemplo, [3]). Por si fuera poco, la demostracién de [3]
y otros libros de texto requiere definir la excentricidad de una cénica. Como se sabe, la
mads basica definicién de conica en geometria analitica requiere la formula de distancia
entre puntos. Sin embargo, Dandelin no requirié del concepto de excentricidad como
se puede ver en el original en la pagina 172, pero no utilizé geometria analitica en
sus demostraciones. Quien desee una aproximacién histérica del desarrollo e ideas de
Dandelin puede consultar [5].

En este articulo se presenta una demostracién del Teorema de Apolonio que utiliza
las técnicas y métodos de la geometria analitica en R?, la cual estd basada en la
construccién de esferas inscritas en un cono, llamadas esferas de Dandelin.

Cabe senalar que todas las graficas del presente articulo se realizaron con GeoGebra
utilizando las ecuaciones presentadas en este trabajo. Ojald que este articulo pudiera
servir como motivacién para que algin lector realice los calculos por si mismo y sus
propias graficas ya que es un buen ejercicio para un estudiante maduro en geometria
analitica.

2. TEOREMA PRINCIPAL

Las definiciones basicas de cono, seccién cénica, elipse, hipérbola y parabola se
encuentran en la seccién 3. Con las definiciones basicas de la referida seccion, el famoso
Teorema de Apolonio de Perga puede expresarse, omitiendo los casos triviales, de la
siguiente manera.

TEOREMA 1. Una seccion conica es una elipse o una hipérbola o una parabola.

En este articulo, la demostracion del Teorema de Apolonio se basa en la construccién
de las esferas de Dandelin. Considere un cono circular P y un plano C de modo que
el vértice del cono no esté en el plano. La esfera de Dandelin es una esfera inscrita en
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FicUrA 1. Elipse: por Lema 2, las distancias de P a F} y de P a N
son las mismas. Del mismo modo, las distancias de P a Fo y P a M
son las mismas. Segun el Lema 3, la distancia de M a N es constante
para P en la curva. Por lo tanto, la curva es una elipse.

el cono C, tangente al plano P. La existencia de las esferas de Dandelin se demuestra
facilmente en la seccién 3 dentro del contexto de la geometria analitica. Demostraremos
que se obtiene una pardbola con un plano paralelo a una linea generadora que no
estd en el plano y que se obtienen elipses e hipérbolas con planos no paralelos a ninguna
linea generadora. Veremos en la seccién 3 que dentro del contexto de la Geometria
Analitica, no hay pérdida de generalidad al considerar el cono 22 +y? — 22 = 0 y
los planos de la forma axz — z +d = 0, a,d # 0. Con esta configuracién tenemos los
siguientes casos: 1) |a| < 1, elipse; ii) |a|] > 1, hipérbola; iii) a = +1, pardbola.

Aqui presentamos dentro del marco analitico una demostracién simple del Teorema,
de Apolonio basada en dos lemas siguientes, los cuales se demuestran dentro del
contexto de la geometria analitica en la seccién final de este articulo.

LEMA 2. Las distancias desde un punto fuera de una esfera hasta los puntos de
tangencia en la esfera son iguales.

LEMA 3. La distancia entre los puntos de interseccion de una generatriz de un cono
circular con dos circulos situados en planos paralelos ortogonales al eje del cono es
constante.

Generalmente, los estudiantes comprenden ambos lemas de forma intuitiva, excepto
el caso cuando los circulos estdn en distintas ramas de un cono del Lema 3, el cual es
un caso relevante para la hipérbola. En este articulo se demuestran ambos lemas en
la seccién final utilizando las técnicas basicas de la geometria analitica.

Demostracion del Teorema 1. La siguiente demostracion estd esbozada en la Memoria
de Dandelin [2] en las pdginas 172 y 173. Vamos a denotar por P a cualquier punto
en la curva de interseccién del cono C y el plano P. Se denotard la distancia entre dos
puntos Py @ cualesquiera por |PQ)|.

i) Demostracion de la elipse. Para la elipse, se muestra fécilmente en la seccién 3
que hay dos esferas de Dandelin. Denotemos por F} y F5 los puntos de tangencia entre
las esferas y el plano P (vea las Figuras 2 (B), (C)). Ahora considere la linea recta
(generatriz) que pasa por Py el vértice del cono. Deje M y N los puntos de interseccién
de la generatriz con las esferas de Dandelin (Figura 2 (D)). Por Lema 2, |PFy| = |PM|
y |PFi| = |PN]|. Por otro lado, segin el Lema 3, para cualquier punto P en la curva
de interseccién, la distancia |M N| es constante. Pero |PF;| + |PFy| = |[MN], por lo
tanto, por definicién (ver seccién 3) la curva es una elipse.

i1) Demostracion de la hipérbola. Esta demostracién es similar a la demostracién
de elipse. Sea P, Fi, Fo, M y N como en las Figuras 3 y 4. Nuevamente por el
Lema 2, |PFy| = |PM| y |PFi| = |PN|. Por el Lema 3, |MN| es constante y
|PFy| — |PFy| = [MN]|. Por lo tanto, la curva es una hipérbola.

iit) Demostracion de la pardbola. Para la pardbola (ver Figuras 5 y 6), solo hay una
esfera de Dandelin y, por lo tanto, solo un foco F'. En este caso especial, P es paralelo
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(c) (D)

F1GURA 2. (A) El cono C se cruza con el plano P. (B) Las esferas con
cono inscrito son tangentes al plano P. (¢) Los puntos de tangencia
de las esferas con el plano P son los focos de la elipse. P es cualquier
punto de la elipse. (D) Por el Lema 2, las distancias de P a F} y de
P a N son las mismas. Del mismo modo, las distancias de P a F» y
P a M son las mismas. Segun el Lema 3, la distancia de M a N es
constante para P en la curva. Por lo tanto, la curva es una elipse.

FicurA 3. Hipérbola: segin el Lema 2, las distancias de P a F} y
de P a N son las mismas. Del mismo modo, las distancias de P a F5
y de P a M son las mismas. Dado el Lema 3, la distancia de M a
N es constante para cada punto P en la curva. Esta distancia es la
diferencia entre la distancia de P a F} y la distancia de P a Fy. Por
lo tanto, la curva es una hipérbola.

101



102 GABRIEL LOPEZ GARZA

FiGura 4. (A) El cono C se cruza con el plano P para formar una
hipérbola. (B) Esferas inscritas en cono tangentes al plano P. (¢) Los
puntos de tangencia de las esferas con el plano P son los focos F, F»
de la hipérbola. P es cualquier punto de la curva. (D) Por el Lema
2 las distancias de P a F; y de P a N son las mismas. Del mismo
modo, las distancias de P a Fy y de P a M son las mismas. Dado el
Lema 3, la distancia de M a N es constante para cada punto P en la
curva. Esta distancia es la diferencia entre la distancia de P a Fy y
la distancia de P a Fy. Por lo tanto, la curva es una hipérbola.

a una generatriz del cono. Aqui, por el Lema 2, |PF| = |PM|. Por otro lado, sea P,
el plano que contiene el circulo de tangencia de la esfera de Dandelin y el cono, y sea
L la interseccién de los planos Py P,. Desde P, trace un segmento ortogonal hasta
L y deje que N sea el punto de interseccién del segmento con L. Ahora, el segmento
PM estd en el cono y PN esta en P. Por tanto, el angulo entre PM y el plano P
es el mismo que el dngulo entre PN y P. Los angulos son iguales porque P es por
construccién paralelo a una generatriz del cono, y PM estéd en el cono. Por lo tanto,
el tridngulo M PN es is6sceles y, en consecuencia, |PM| = |PN| para cualquier punto
de la curva. De esta manera, la curva es una pardbola por definicién (ver seccién 3).00
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FicgurA 5. Dos vistas diferentes del caso de la pardbola. Segin el
Lema 2, las distancias de P a F'y de P a M son las mismas. Del
mismo modo, las distancias de P a F, y de P a M son las mismas.
El tridngulo M PN es isosceles. Por lo tanto, la distancia de P a F
es la misma que la distancia de P a N. Por lo tanto, la curva es una
parédbola.

3. CONSTRUCCIONES Y DEFINICIONES BASICAS

Antes de demostrar los lemas 2, 3 y que asi quede completamente demostrado el
Teorema de Apolonio, comenzamos con algunas definiciones elementales y la construc-
cion de las esferas de Dandelin.

Para los efectos de este articulo emplearemos un cono con eje paralelo al eje z, el cual
es el conjunto de todos los puntos en R3 que satisfacen la ecuacién
(z — x0)? + (y — y0)?
a? b2
El cono se llama circular siy solo si a = b. Si a # b, el cono se llama eliptico. El punto
(20, Yo, 20) se llama vértice del cono. Las lineas rectas en el cono que pasan a través
del vértice se llaman rectas generadoras o generatrices del cono.

De ahora en adelante, consideramos sin pérdida de generalidad un cono circular
con a = b =1 que tiene vértice en (0,0,0). Entonces, el cono en consideracién tiene
la ecuacion,

(1) 2?+y? -2 =0.

—(z—z)?=0.

Para simplificar, supusimos que el eje del cono es el eje z ya que se pueden dar pruebas
idénticas con los conos. 22 4+ 22 —y? =0y y?> + 22 — 22 = 0.

Definicién 4 (Seccién cénica). Una seccién cénica es el conjunto de todos los
puntos en la interseccion de un cono con un plano que no contiene el vértice del cono.

Ahora establecemos las definiciones de elipse, hipérbola y pardbola a partir de la
distancia entre puntos.

Definicién 5 (Elipse, hipérbola y pardbola). Dado un plano P, una elipse es el
conjunto de todos los puntos P € P de manera que la suma de distancias a dos puntos
fijos Fy, F5 llamados focos de la elipse es una constante mayor que la distancia entre
los focos. Hipérbola es el conjunto de todos los puntos P € P, de modo que el valor
absoluto de la diferencia de las distancias desde dos puntos fijos Fy, Fy (llamados
focos de la hipérbola) es una constante positiva menor que la distancia entre los focos.
Pardbola es el conjunto de todos los puntos P € P de tal manera que la distancia de
P a un punto F (llamado foco de pardbola) y la distancia de P a una recta la linea
L C P son iguales.
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FiGURA 6. (A) El cono C se cruza con el plano P paralelo a una de
las generatrices de cono. (B) Esfera inscrita en el cono, tangente al
plano P. El punto de tangencia de la esfera con el plano P es el foco
de la parabola F. (C) P, es el plano donde se encuentra el circulo de
tangencia de la esfera con el cono. La intersecciéon de P y P, es la
linea £, la directriz de la pardbola. (D) Segun el Lema 2, las distancias
desde P a F'y P a M son las mismas. Del mismo modo, las distancias
de P a Fy y de P a M son las mismas. El triangulo M PN es isosceles.
Por lo tanto, la distancia de P a F' es la misma que la distancia de P
a N. Por lo tanto, la curva es una parédbola.

3.1. Construccién de las esferas de Dandelin. La existencia de esferas inscritas
en un cono y tangentes a un plano de corte es una consecuencia de la existencia de
soluciones de un polinomio de segundo grado. Sea C el cono dado por la ecuacién (1)
y P un plano de intersecciéon a considerar. Denote con P cualquier interseccién de
puntos entre C y P. Sin pérdida de generalidad consideramos planos con ecuacién de
la forma

(2) ar—z+d=0, a,d#D0.

Hay una o dos esferas inscritas en C tangentes a P, dependiendo de a. Efectivamente,
las esferas tienen ecuaciones de la forma

(3) ?+y’ + (2 -0 =07,

donde ( y p son parametros a determinar, ya que, por simetria, las esferas deben tener
su centro en el eje del cono. Sea C' = (0,0,() el centro de dicha esfera, entonces la
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distancia de C a P viene dada por
c—dl _
a?+1
Por otro lado, considere el plano P; tangente al cono que tiene la ecuacion z—z = 0,
luego

(4) dist(C,P) = p-

(5) dist(C,P;) = 1< _ p

V2

Al igualar (4) y (5) obtenemos
(1—a?)¢? —4¢d+2d*> =0
d(2+v2v1+a? .
(6) C _ W S1 a ?é +1
¢=d/2 sia==l.

Por lo tanto, ( y p estdn completamente determinados. En el caso de la parabola,
a = +1, solo hay una esfera. En el caso de la elipse, |a| < 1, las dos esferas estén en la
misma rama del cono, y en el caso de hipérbola, |a| > 1, hay una esfera en cada rama
del cono.

3.2. Circulos de tangencia. Podemos encontrar los circulos de tangencia de las
esferas con el cono. Igualando (1) y (3), tenemos

20 = o
222 -2+ C—p* = 0
Lo SEVZ -
2
L ¢
2

ya que por (5), 2p?> — ¢? = 0. Ahora de (6), ¢ depende de los valores a y d para que
podamos parametrizar dichos circulos. En consecuencia:
i) Pardbola, ¢ = 3 entonces el circulo de tangencia de la esfera de Dandelin con el

cono estd dado por
= % cosf,
(7 y = 4sind,
z=4 0€l0,2n]
d(2 +V2V1 + a?)

1—a?
Para la elipse dos en una rama del cono y la hipérbola en cada rama,

ii) Elipse e hipérbola, ( = ¢, = , para que tengamos dos circulos.

x = (,cosb,
(8) Y= Co sin 9,
z=2C(, 0¢€]0,2n]

Construyendo la linea generadora a través de P.

4. DEMOSTRACIONES ANALITICAS DE LOS LEMAS 2 Y 3

Demostracion del Lema 2. No se pierde generalidad si suponemos que la esfera tiene
centro en el punto (0,0,0). Sea P, = (Z,, Yo, 2o) cualquier punto fuera de la esfera.
Sean P, = (x1,y1,21) v P» = (%2,y2,22) puntos de tangencia en la esfera. Se
puede demostrar que la ecuacién de cualquier plano tangente a la esfera en el punto
Pr = (x7,yr, 27) tiene la forma xx + yyr + 227 = 2 (vea por ejemplo [4]) . Como
P, estd en los planos tangentes que contienen P; y P, se cumplen las siguientes
ecuaciones
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9)
(10)
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2
T1%o + Y1Yo + 2120 = T

2
ToZo + Y2Yo + 2220 = 1.

Por otro lado, con la férmula de la distancia d(P,, P;) obtenemos

d(PmPl)Q = (330—331)2-1-(2/0—y1)2+(zo—2’1)2
= 224221t by
_2(1‘0371 + YoU1 +2021)

_ 2 2 2 2
= x,+y,+z,—r",

dada la ecuacién (9) y dado que x% +y3 + 22 = r?, ya que P; estd en la esfera. Observe

que

22 +y2 + 22 > r? ya que P, estéd fuera de la esfera. Del mismo modo, dada la

ecuacién (10), tenemos para

Por

d(P07P2)2 = (z, —.1‘2)2 + (Yo — 92)2 + (20 — 22)2 = xi +y§ +Zg —r?

lo tanto, es cierto que d(P,, Py) = d(P,, P5). ]

Demostracion del Lema 3. Sea N un punto en el circulo de la ecuacién (8) con 6 fijo y

d(2 - V2vV1+ a?)
(1-a?)

COZCN: a?él.

Una generatriz L que pasa por N tiene una ecuacion

(11)

L(t) = t(CN COS@7CN sen 97 CN)a te [7003 OO}

Ahora, dejemos que M sea el punto de interseccién de L(t) con el circulo

x = (prcosb,

(12) y = (msenb,
z =, 96[0,27‘[‘],
d(2 2v1 2
donde (jr = ( +(£[ 2)+ a4 ) Por tanto, la distancia entre M y N es
—a
. dv1 + a?
dist(M, N) = V2 = (vl = 42—
que es una constante dependiendo de a y d como se quiere demostrar. Il
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