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INTRODUCCION A LOS SISTEMAS DINAMICOS EN
VARIEDADES DIFERENCIABLES

CARLA VICTORIA VALENCIA NEGRETE

RESUMEN. Las definiciones formales de sistema dindamico y campo vectorial des-
criben cualidades distintas de un mismo fenémeno: la evolucién de un espacio en
el tiempo; y es en el desarrollo de uno a otro donde se explica la relacién que hay
entre ellos. Desde un punto de vista histérico, ambas nociones tienen origen en la
bisqueda de una explicacién del Sistema Solar. Si bien las piezas que conforman
una introduccion a los sistemas dindmicos en variedades diferenciables pueden en-
contrarse por separado y en contextos distintos, presentamos aqui su construccién
completa desde un punto de vista histérico y formal.

1. LEVANIA Y OTROS ANTECEDENTES

Johannes Kepler (1571 — 1628) partié de la descripcién de Copérnico, en la que los
planetas giran alrededor del Sol [4]; pero sigue la pista de la causa y con base en los
datos recopilados por Tycho Brahe descubre la forma eliptica de sus érbitas. Con un
conocimiento preciso de sus trayectorias disena un viaje a la Luna, o Levania como
la llamarfa en su relato El Suerio [10]. Asi, utiliza un primer sistema dindmico en una
ilusién, pues, como dirfa Karel Kosik, todo concepto tiene un elemento de fantasia [7]

Habiendo llegado a la ecuacion preferi la elipse, pensando que corres-

pondia a una hipdtesis distinta... pero ambas resultaron ser una y la

misma [11].
Newton (1642 — 1727) parte del trabajo de Kepler y enuncia las leyes del movimiento
en forma de las primeras ecuaciones diferenciales [3], donde aparecen ya las fuerzas
como un impulso preciso. Sin embargo, es bien sabido lo dificil que es resolverlas.
Es hasta 1881 que Poincaré (1854 — 1912), en Mémoire sur les courbes définies par
une équation différentielle [13], propone una manera nueva de abordar este problema:
Estudiar las propiedades geométricas de las soluciones. Este es el surgimiento de la
Teoria Cualitativa de Sistemas Dinamicos:

El estudio completo de una funcion comprende dos partes:

1° la parte cualitativa (por asi llamarla), o el estudio geométrico de la
curva definida por la funcion; y

2° la parte cuantitativa, o el cdlculo numérico de los valores que toma
la funcion [13].

2. SISTEMAS DINAMICOS Y CAMPOS VECTORIALES.

Una familia de curvas solucién de una ecuacién diferencial es un sistema dindmico. De
acuerdo a Hirsch y Smale en [6], es una forma de describir el cambio en el tiempo de
todos los puntos de cierto espacio, el conjunto de todas las trayectorias que recorren
sus elementos.

2010 Mathematics Subject Classification. 37-00, 37-01, 37CO05.
Palabras clave. Sistemas dindmicos, Variedades diferenciables.

109



110 CARLA VICTORIA VALENCIA NEGRETE

Definiciéon 1. Sea U un dominio en R™. Un difeomorfismo f: U — U es una
funcién biyectiva y diferenciable cuya funcién inversa f~! también lo es. Un sistema
dindmico es un grupo de difeomorfismos a un parametro, una familia de difeomorfismos
{g9": U — U}ier que se operan mediante la composicién: gt o g% = ¢***, ¢° = Idy; y
a partir de la cual se define una accién del grupo R en U que se considera equivalente:

g RxU— U,
(t,z) —  g'(z).

Cada ¢! indica la transformacién de U al tiempo t. Si consideramos z, € U fijo y
dejamos a ¢ variar en R, la curva descrita por los puntos g(t,z,) es la trayectoria que
recorre x, en el tiempo. Es decir,

Og,: R— U,
t—  g(t,z,),
es una curva diferenciable respecto a t que traza en U el movimiento de x, respecto a
este grupo de difeomorfismos a un parametro.

2 ait. U]

| —— =8

qit7a)

Sin embargo, la informacién obtenida usualmente al observar un proceso se interpreta
en términos del impulso

=02, (T)
y motiva el siguiente concepto:

Definicién 2. Un campo vectorial definido en U es una aplicaciéon continua

v: U — R",
que asocia a cada z € U, un vector v(z), basado en z.

La ecuacion

z=wv(x)

se conoce como la  ecuacidn diferencial auténoma correspondiente al campo vectorial
v. El dominio U es llamado el espacio fase de la ecuacién diferencial autéonoma y el
producto R x U, el espacio fase extendido.

Sea I C R un intervalo abierto. Una curva diferenciable o: I — U tal que, para todo
Tel,

0
a(7(7—) = (voo)(r)=v(o(T)),

es una solucidn de la ecuacién & = v(x) y su grafica en el espacio fase extendido es
una curva integral.



INTRODUCCION A LOS SISTEMAS DINAMICOS EN VARIEDADES DIFERENCIABLES 111

Por cada punto del espacio (2 = I x U y cada campo vectorial v: U — R™ en él, pasa
una sola curva integral. La solucion esta determinada en forma tnica por el Teorema
de Ezistencia y Unicidad bajo ciertas condiciones sobre el espacio fase extendido €.

El Teorema de Existencia y Unicidad

La primera demostracién del Teorema de Existencia y Unicidad fue realizada por
Cauchy (1789 — 1857). Lipschitz (1834 — 1903) hizo después una simplificacién de los
requisitos enunciados por Cauchy para garantizar la existencia de las soluciones [12].
Su planteamiento es més general y se conoce como la condicion de Lipschitz.

Definicién 3. Sea By(z) C U lavecindad By(z,) ={Z € U ||| Z—z, ||[< A}; I CR
un intervalo abierto; y Q = I x Byx(z,). Un campo vectorial v: Q — R™ satisface la
condicion de Lipschitz en § si dados (¢, x), (¢,2) € €,

[ v(t,z) —v(t,2) [[< k|l z—2
para alguna constante k que puede depender de z,.

TEOREMA 4. Bajo estas condiciones, aplicando el método de aproximaciones suce-
siwas de Picard, puede obtenerse una solucion unica de la ecuacion diferencial

i = v(t, ),
para la condicion inicial (to,x,) € Q.
Demostracion. Sea (), una sucesién en B)(z,) tal que x,, — z, cuando n tiende a

infinito; y

() = 70+ /t Wt 2 (1)) dt

una sucesién de funciones.

La sucesién (uy), converge uniformemente a la solucién z(t) y cumple la condicién
inicial x(t,) = z, porque toda u,(t,) = x, y la sucesién u, es de Cauchy ':

un(t) — wun1(B)|| < k l2n-1(t) — zn(t)||dt

para toda t € I.

1Es en este acotamiento de la integral donde se utiliza fuertemente la condicién de Lipschitz, pues
garantiza el no haber hoyos negros u otros comportamientos irregulares que serfan una complicacién.
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Utilizando el hecho de que la convergencia es uniforme, el limite es tinico y
t
z(t) = z,+ lim v(t, x,(t))dt

n—0oo to

t
= x0+/ Um v(t, z,(t))dt
t

n—oo
o

- x4 / ()t

o

es la solucién de la ecuacién & = v(t,z) con la condicién inicial (¢,,,) a lo largo del
intervalo I donde la funcién v cumple la condiciéon de Lipschitz. (I

Gracias a este ultimo resultado, el desarrollo entre ambos conceptos es:

{9": U = Uler flujo local o evolucién de U;

{o0z: I = U}gey familia de curvas integrales o soluciones de & = v(x);

!

v:U—R" campo vectorial local.

3. EJEMPLO. SISTEMAS DINAMICOS LINEALES

Remolinos, coénicas y otras curvas cerradas modeladas por un sistema dindmico
lineal son dibujos recurrentes en la naturaleza y soluciones de la ecuacién diferencial
matricial X = AX, con A € M, (R).

Definicion 5. Sea A: R™ — R™ una transformacion lineal, ¢ un nimero real y

g:RxR" — R",
(t,z) +— etA(x).

t

La funcién et es la serie

t? t3
Idgn +tA+§A2+§A3+-~-

y es un operador lineal.

Observacion 1. La prueba de este tltimo hecho es la conclusién de la siguientes
secciones, donde se presentan el espacio L(R™) y sus condiciones de convergencia.

3.1. El algebra L(R™). La estructura algebraica en L(R™) nos permite trabajar
con las transformaciones lineales a partir de las matrices en M, (R).
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3.1.1.  Expresion matricial del operador T. La expresion matricial A de cada trans-
formacién lineal T" se construye de acuerdo al siguiente proceso:

Sea 8 = {e1,ea,...,e,} una base de R™ y sea z € R™. Entonces, hay una coleccién
tnica de coeficientes reales {aq, o, ...,a,} tal que

i
i

<
I
—

ajej.

T es lineal, de modo que

3

T(.’L‘) = OéjT(Ej).

<.
Il
Q

A su vez, cada T'(e;) tiene una expresién unica en términos de la base f3,

T(ej) = Z akjek-
k=1

El operador T' € L(R™) se relaciona de manera unica, respecto a la base /3, con la
matriz cuyo vector columna es precisamente (akj):

T(z) ¢ Y a;T(e;) < [T(er), T(ez), ... T(en)] |
j=1

Observacion 2. Si en cambio nos interesa ver a T en términos de sus funciones
coordenadas, cada una de ellas corresponde al producto de renglones:

ai

Q2

aiy, ...,aln] = a1101 + —|— A1y = T]_(a)‘)

(o2

3.1.2.  Estructura algebraica en L(R").

Definicién 6. Un dlgebra F sobre un campo F' es un espacio vectorial sobre F'
que es ademas un anillo con distributividad en el producto:

Para cualquier par de vectores A, B € F y todo escalar « € F',

a(AB) = (aA)B = A(aB).

TEOREMA 7. El espacio de operadores L(R™) es un dlgebra.

Demostracion. La representacién matricial

T — A=[T(er),...,T(ey)]

es un isomorfismo de algebras ya que

1) ¢ relaciona adecuadamente a las operaciones:
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(T +T12) (x) <— (A1+A2)(2),
(T1oT3)(z) «— (A142)(z),
(aT)(z) <— (ad)(2);

2) y ¢ es biyectiva: Dada una base 7 de R”Q, el vector (a11,a12,...,0nn)
corresponde a la tinica matriz (ax;) que representa a la transformacién 7'

Ademsds, la dimensién es un invariante de espacios vectoriales (no cambia por el efecto
de un isomorfismo lineal) [5]. Por lo tanto, L(R") es un &lgebra de dimensién n?. O

3.2. Convergencia en L(R").

TEOREMA 8. La norma del supremo hace que la convergencia uniforme de una
sucesion de operadores en R™ sea una condicion equivalente para la convergencia de
la misma sucesion en L(R™) al asignar a cada operador la magnitud de la variacion
que provoca en la esfera S*~1 C R™.

Demostracion. La norma de un operador A en L(R™) es
[Alle = sup {[| A(x) |},
zesSn—1

a partir de la cual se define la distancia

dr: L(R") x L(R") —  R*,
(A, B) — ||A - B

Observacion 3. Toda rotacion Ry tiene norma 1 y toda A-expansion diagonal Ly
tiene norma A.

Ly (51

Sea (A )m una sucesién de operadores en L(R™). Entonces,

dr(Am, A) = sup {[|(Am — A)(2)]| }-

zeSn—1
Si (Ay)m converge uniformemente al operador A en R™ cuando m — oo, la sucesién
de ntimeros reales

gm(z) = [[(Am — A)(@)|| =0,
para todo z € R" y (A )m converge a A en L(R™).

Por otra parte, consideremos la sucesién r,,, = |4, — A||r. Entonces,
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gm ()

T >
" el

para todo x # 0. Si (A;,)m converge a A en L(R™), lim,, o0 mm = 0;

1
lim Gm () =0; y — lim g.(z) =0.

m—oo ||z

Los nimeros reales son un dominio entero y 1/[|z|| # 0, entonces

Ji antr) =0
para todo z # 0. Es decir, |[|(A, —A)(z)|] — 0 cuando m — oo y la sucesién (A, )m
converge uniformemente a A en R"”. O

3.3. El dlgebra de Banach L(R").

TEOREMA 9. El dlgebra L(R™) es un espacio completo. Asi, si una funcidn A es el
limite de una sucesidn de operadores en L(R™), A es un operador lineal.

e L 2
Demostracion. Sea (Ap)m una sucesién de Cauchy en L(R"™) y sea {B;}"_, una base
del espacio de operadores. Para cada indice m, existe una coleccién tnica de nimeros

(m)yn? (m) (m) (m)
reales {aj };l:o tal que A, = a7 "By +ay 'Bo+ -+, Bpe.
Si {B;};—; es un conjunto de operadores linealmente independiente, no hay una
combinacion lineal de sus elementos cuyos coeficientes sean grandes pero el vector
mismo sea pequeiio [8]. En otras palabras, dada una coleccién de escalares {o;}5_;,
no todos cero, existe un nimero ¢ # 0 tal que

la1Br +aBs + -+ asBs|l, > ¢ (o [+ |az |+ +]as]).

Como (A,,)m es una sucesién de Cauchy, dado € > 0, existe n,(e) € N tal que si
m,k > ny(e),

n2 n2
e > Am = Al = |30 (of” = al?) Byl = e |al o).
Jj=1 L j=1

De manera que para cada indice j de la base,

'Vlz
(m) _ (k) m) (k)| _ €
o =] < 3 oy =l <

y la sucesion (a;m)

’. m
) converge en R. Sean «a; = limy, 00 ag- ) v
m

Entonces, el operador A € L(R™) es el limite de la sucesién (A4,,), el espacio L(R™) es
un espacio completo. Por lo tanto, L(R™) es un dlgebra de Banach real. 0



116 CARLA VICTORIA VALENCIA NEGRETE

3.4. La serie et4.

TEOREMA 10. La serie e converge absolutamente en el espacio L(R™).
n tj ,
Demostracion.  La sucesion (Sy(t)), = Z A’ | es de Cauchy en L(R"). Sea
- J:
j=o

n

n(t) = ||tA|lr € R. Entonces,

J

th
> a4

k=i+1

155(8) =SB, =

i

L

J

)

iAk
]

Al aplicar el criterio del radio para confirmar la convergencia de la ultima serie y
el criterio de comparacion de Weierstrass para acotar la primera, se prueba que la
sucesién (Sy(t)), converge absolutamente en L(R™). Por lo tanto, para cada t € R,
la serie e*4 es un operador lineal. (I

Observacién 4. Una reescritura de la serie e permite notar que es una funcién
analitica de t. La curva en el espacio L(R"™), definida por

v:R— LR,
t— >yt

donde cada coeficiente es el operador ¢; = (1/;!) A7 y es una curva diferenciable cuya
derivada % e™ (como probaremos méas adelante) es el operador A e™4.

4. PROPIEDADES DEL OPERADOR e%A

Cada uno de los sistemas dindmicos lineales {e*4};cg se caracteriza de acuerdo a tres
aspectos fundamentales: su relacién con el campo vectorial matricial v(z) = Azx; la
forma descrita por sus soluciones; y las propiedades algebraicas que tiene como grupo.

4.1. Propiedades dindmicas. La familia de operadores exponenciales G4 = {e*4 |
t € R}, definida a partir de una transformacion lineal A € L(R"™), es un grupo bajo la
composicién y es el sistema dindmico correspondiente al campo vectorial v(z) = Az,

con x € R™.

TEOREMA 11. La funcion h: R — G 4, tal que t — et es un homomorfismo de
grupos y lleva la estructura de la suma en R al producto en G 4
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Demostracion.
t2 2
etAesA  — (Ian+tA+2A2+"'> (Ian‘i‘SA—l—SZAQ-F"')
2 52

_ e(t+s)A )

Entonces, h(—t) = e~ es el inverso multiplicativo de cada e4 y h(0) = e° es el
elemento neutro Idg» de G. U

TEOREMA 12. La sucesion %

0 TA _ 71 0 _ TA
T fnlirrgo at(Sn(T))fAe .

(Sn (7)) converge al operador Aet* en L(R") y

Demostracion. El limite de una sucesién en L(R™) es tnico y estd determinado por
la convergencia uniforme de la sucesién. Una vez que existe el limite de la sucesién de
derivadas, este coincide con la derivada del limite [2].

Para cada 7 € R, n € Ny todo x € R™:

Asi 5
/ v — TA T LTA TA
nh_}rrgo o (Sn(1)) = Ae y e Ae™.

De manera que el campo vectorial
v:R" — R,
r+— Ax
corresponde a la ecuacién diferencial matricial X = AX; y las curvas diferenciables

o, R— R"
T e (z).

son las soluciones de la ecuacién diferencial para cada condicién inicial (7, x). ]

TEOREMA 13. El campo vectorial v es auténomo (no depende del tiempo) y cumple
la condicion de Lipschitz en el espacio fase extendido 2 = R x R™.

Demostracion. Sean (t, x), (s,y) € 2. Entonces,

[v(z) vyl = [Alz) - Ayl
[A(z = y)||
< AlLllz -yl
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Observacion 5. Esto implica que el Teorema de Existencia y Unicidad se cumple
en ; y ain si sélo supieramos que %e”‘(zo) = Ae™(x,) para algin z, € R", esto

seria suficiente para concluir que la solucién o, : R — R" es tnica.

4.2. Propiedades algebraicas. Los objetos no persisten si se encuentran aislados;
lo hacen si interactian, en principio, con sus semejantes. Es el algebra quien estudia
las leyes y consecuencias de esta interaccion al formularla como una operacion. El
operador exponencial es especial en este contexto porque relaciona las estructuras de
los espacios M, (R) y GL,(R).

Representaciones

Para llevar conceptos y resultados de un sistema a otro (en su significado general
como un conjunto de reglas o principios sobre una materia, enlazados entre si por
una cualidad); se construyen analogfas entre objetos con caracteristicas similares, al
considerarlos elementos de una categoria F: una colecciéon de objetos y morfismos que
respecto a la composicion tienen el siguiente comportamiento:

i: Para cada objeto A € F hay una identidad Ida: A — A € F tal que
sif:A—=B,g:B—>AcF,
folda=f y Idaog=g.

ii: SiA, B,C, D, f,g,h:C —DEeF,
(hog)o f=hol(gof)

El conjunto de morfismos es un monoide, la estructura mas simple reconocida por
el dlgebra. Dentro de éste pueden escogerse aquellos morfismos que sean invertibles,
isomorfismos, en busqueda de un primer grupo de transformaciones de los espacios
pertenecientes a la categoria. Si el morfismo va un objeto a si mismo, es llamado
endomorfismo; y si es invertible, automorfismo.

Para la categoria de espacios vectoriales de dimensién finita, cuyos morfismos son
precisamente los operadores lineales, el grupo de endormorfismos End(R™) es también
el grupo de automorfismos Aut(R™), el Grupo Lineal General real de matrices
GL,(R) ={A € M,(R) | det(A) # 0}, pues la dimensién es un invariante de espacios
vectoriales.

Sea G un grupo y p: G — End(X) un homomorfismo, con X € F. Entonces, para
cada elemento g € G hay un endomorfismo p(g) € End(X) y la operacién en G es
reinterpretada como la composicién de transformaciones en X:

9192 — p(g1) © p(g2)-
Al homomorfismo p se le llama representacion de G en X porque G actia en X
mediante p y la evaluacion

ev: EndX)xX — X,
(f,x) — flx)

de la siguiente manera:

—
—
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En nuestro caso, p(A4) = €' es una representacién del grupo G de operadores lineales
invertibles en el grupo de endomorfismos GL, (R),

p: G — GL,(R),
A — et

5. SISTEMAS DINAMICOS EN VARIEDADES DIFERENCIABLES

Las variedades diferenciables son el modelo natural de los lugares en los que se observa
el movimiento (el universo es una variedad) y nos es indispensable para un estudio
mas general entender las nociones de sistemas dinamicos y campos vectoriales en estos
espacios. Para hacerlo recurriremos al Teorema de Existencia y Unicidad en variedades
diferenciables.

6. VARIEDADES DIFERENCIABLES

Definicién 14. Un subconjunto M C R* es una wvariedad diferenciable de
dimensién n si cada x € M tiene una vecindad W N M difeomorfa a un conjunto
abierto U del espacio euclidiano R™.

De manera més general, un conjunto M se dice variedad diferenciable de dimension
n si

(a) existe una cubierta abierta de M, {Wy}tacr

(b) para cada conjunto W,, existe una familia corresponiente de biyecciones
Yo Wy — U,, con U, abierto en R",

(c) se satisface la condicidn de consistencia siguiente:
dadas (Wa,¢a) ¥ (Wg, ) cuya interseccién W, N W3 = Wyog no es vacia,
entonces

Pap = SDB|W0¢B © <P;1\¢Q(WQB),
es un difeomorfismo entre los abiertos de R” ¢o(Wag) ¥ ©3(Wap)

Pa(Wap) ©8(Wag)

Llamamos sistema de coordenadas a las funciones ¢, y cartas a las parejas (W, ©q).

Pap

La coleccién de cartas {(We, ©a)}acr es un subatlas de la variedad M.
Dos altases de la variedad M son equivalentes si sus cartas son consistentes entre si.
Su unién es entonces otro atlas.

Una estructura diferenciable en M es un atlas maximal para la condicién [15]; o bien,
una clase de equivalencia de atlases de M [1]. A partir de estos tltimos conceptos
podemos considerar otra definicién [1].

Definicién 15. Una variedad diferenciable M es un conjunto con una estructura
diferenciable.
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Ejemplos.
Ejemplo 1. El espacio de matrices M, (R)

Sea X un algebra normada isomorfa a R™ y 7': R™ — X un isomorfismo entre ellos.
Entonces T' es continua; de hecho, una identificacién, por ser suprayectiva. Es decir,
X tiene la topologia de identificacién inducida por T, esto es:

» U C X es abierto si y sélo si su imagen inversa bajo T' es abierta en R™ [14].

Ademds, T es diferenciable en R™ porque X es un espacio métrico y la funcién lineal
més parecida a T es ella misma. La funcién inversa T~! es similar y también lo es
su restriccién a conjuntos abiertos. En efecto, T' es un difeomorfismo que genera una
estructura diferenciable en X,

[{(Uom T71 |Ua5 Uy — Rn)}aé]—' }

El mismo argumento para R muestra que tanto M, (R) como L(R™) son

variedades diferenciables de dimensién n2.

Ejemplo 2. El Grupo Lineal General real de matrices GLy (R)

La funcién det: M,(R) — R es continua y el conjunto

GLn(R) = {A € Mp(R) | det(A) # 0}

es abierto en M,R) y adquiere la estructura diferenciable relativa a la restriccién del
isomorfismo T del ejemplo anterior. Por lo tanto, el Grupo Lineal General real de
matrices GL,(R) es una subvariedad diferenciable de M, (R) con forma de cono:

Demostracion. La matriz Id € GL,(R), || Id ||= 1; y si A es invertible, para todo
r > 06 r <0, los operadores rA dibujan segmentos de recta contenidos en GL,(R).
Entonces, la subvariedad GL,,(R) de M, (R) es un cono sélido con eje de rotacién en
la recta que pasa por la identidad y el origen que no incluye el vértice 0 € L(R™). O

Observacion 6. El espacio GL,(R) es un grupo topoldgico, un espacio topolégico
con dos funciones continuas con las que tiene una estructura algebraica de grupo: el
producto

y la inversion

inv: GL,(R)

— GLy(R)
A — A

-1
Ejemplo 3. El toro T"

Una familia importante de variedades diferenciables consiste en los espacios de
orbitas [9] de subgrupos G de Diff(R™) que actiian en R™ mediante su evaluacién

ev: GxR" — R7,
(g,2)  +— g(x).
En particular, el toro T™ es el cociente R" /G, donde G es el grupo de translaciones
enteras en R",

G={gm | gm(x) = (x1+ M1, ..c,Tp + Mp), m = (Mmy,....,my) € Z"}.
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Las drbitas son los conjuntos orb G(x) = {gm(z) | gm € G} C R™ que se identifican
en un punto al hacer el cociente

R"/G = {[z] CR" | [z] = orb G(z)};

y son las mismas que las generadas por la accién del grupo Z"™

Z" xR" — R",
(m,z) +— (1 4+my, ...,y +my).
El espacio cociente o espacio de érbitas relativo a cada uno de los grupos es igual,
pues la relacién de equivalencia que determinan lo es:

" :Rn/Zn :RN/G:Rn/N,
donde x ~ y si y sdlo si hay un m € Z™ tal que x — y = m.

Observacion 7. De hecho, End(Z™) = G y el desarrollo anterior nos conduce a la
representacion

p: 2" — G
me—  Gm.

La evaluaciéon es una accién que actia propia y discontinuamente sobre R™: Todo
punto x € R™ tiene una vecindad U, tal que U N g,,U = @ para todo g,,U = {gm(x) €
R" | z € U} con m # 0. Entonces g, U N g, U = 0, si my # mo. En particular, la
accién es libre: © # g (x), si m #£ 0.

Esto hace que la aplicacion cociente

g:R" — "
sea una aplicacion [14]; es decir, cada punto [z] € T™ tiene una vecindad W C T™ que
satisface:
a) La imagen inversa de W, ¢=1(W), es la unién ajena de abiertos U,,.

Demostracion. Sea x € R™ un representante de la clase de equivalencia [x] € T™; sea
U una vecindad abierta de x tal que ¢, U NU = ) para toda m # 0; y denotemos
como U, a cada imagen g,,U. El espacio de 6rbitas tiene la topologia del cociente,
entonces q(U,,) = W es una vecindad abierta de [z]; y ¢7* (W) = UpmeznUpn. O

b) La vecindad W de [z] construida asi es abierta.

Demostracion. El espacio q(R™) adquiere la topologia del cociente, donde cada sub-
conjunto W es abierto en T™ si su preimagen ¢~ 'W es abierta en R”. (]

c) Para cada m € Z", la restriccién de ¢ |y,, es un homeomorfismo.

Demostracion. El que la accién sea libre es suficiente para garantizar que ¢ |y,, es
inyectiva y ¢ |Z,iz estd bien definida: Si y = = + m € R™ pertenece a la 6rbita de

x pero m # m, entonces y € Uy, ¥ ¢ |I}i ([#]) = = + m. Por lo tanto ¢ |y,, es un
homeomorfismo. U

Asi, el toro T™ es una variedad diferenciable de dimensién n cuya estructura diferen-
ciable estd generada por los atlas

{(Waaq_l |Wa)a€]-'}m€Z" = {(Waanga>aE}'}m€Z"

tal que {W, }oc 7 es una base de T" donde el grupo G actia propia y discontinuamente.
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Una ventaja de ver el toro T™ como acabamos de decribirlo, sobre la defincién del toro

como es producto T" = S x - .- x S, es que de la primera se infiere una operacién
mediante el diagrama conmutativo

+: R*"xR*" — R"
(,9) | lq

o: TxT* — T"
([l ly])  — [z 4y,

con la cual T™ es un grupo topoldgico.
Ejemplo 4. La esfera S*~1

La esfera S?~1 C R™ es una subvariedad de dimensién n — 1.

Demostracion. La topologia en S"~! estd determinada por la identificacién

PR\ {0} — g
xT

T o .
]

Es decir, U es abierto en la esfera cuando ¢~ 1U es abierto en R™ \ {0}.

Las cartas son las parejas (U, pU), donde cada U es proyectado a la vecindad

B1(0) = {z e R"' | [lz] < 1},

abierta en R"~1: p(xy,...,2,) = (21,...,2,_1). La funcién inversa de la proyeccién
-1 2 2 \1/2
se define como p~'(z1,...,xn 1) = (T1,.. ., Tp_1,(1 — 22 — - — 22 _)V/?).

Por lo tanto, la estructura diferenciable es la clase de equivalencia [(Uy, pUq)acx| de
atlases correspondientes a la base {Uy }aer de S 1. O
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