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EL PROBLEMA DEL BARRENDERO

HECTOR A. CHANG-LARA

RESUMEN. Analizamos una versién discreta del método de balayage propuesto
por Hermann Schwarz y rigurosamente demostrado por Henri Poincaré a finales
del siglo diecinueve para la resolucién de la ecuacién de Laplace.

1. UN JUEGO PARA COMENZAR

Para el juego del barrendero necesitamos papel, 1apiz, borrador y una calculadora.
Comienza dibujando un tablero de dimensiones dos por tres como en la Figura
Inicialmente hay un montoncito de arena en la casilla superior izquierda y un bote
de basura en la casilla inferior derecha. Te aconsejo que no dibujes el montoncito de
arena, pues esto ird cambiando durante el juego. Tampoco necesitas arena de verdad
o un bote, la idea es que con la ayuda de la calculadora iremos registrando en el papel
como ird cambiando la cantidad de arena en el juego a medida que este transcurre.

S\

FicurA 1. El tablero y su configuracién inicial

El objetivo es barrer tanta arena como sea posible en el bote, para esto debes
escoger en una serie de turnos una de las casillas del tablero y barrerla. Barrer una
casilla significa repartir la arena que en ella se encuentra en partes iguales entre sus
cuatro posiciones adyacentes (arriba, abajo, izquierda y derecha). Ten en cuenta que
algunas de ellas se salen del tablero, esta serd arena que no podrés recuperar. Por
ejemplo, la primera jugada (forzosamente en la esquina superior izquierda) se ve como
en la Figura

El reto al que te invito con este rompecabezas es el siguiente: Sin importar el nimero
de turnos que te tardes, jcudnta arena puedes meter en el bote? Juega un poco antes
de seguir leyendo.

2010 Mathematics Subject Classification. 00-01, 00-02, 00A08, 00A09, 00A69, 01A55.
Palabras clave. Laplaciano discreto, Método de balayage, Problema de Dirichlet, Nticleo de
Poisson.
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A A
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FiGURA 2. La primera jugada

1.1. Algunas estrategias. Para fijar ideas y facilitar la presentacion, usaremos
la enumeracion de las casillas como en la Figura [3| a continuaciéon y diremos que la
cantidad inicial de arena es 1. Las unidades (gramos, kilos, centimetros cibicos, litros,
etc.) con las que podriamos medir la arena no son relevantes para nuestro juego y por
lo tanto no nos preocuparemos por fijarlas.

112
415

FIGURA 3. Enumeracién de las casillas

La primera jugada es forzosamente barrer la casilla 1. Esto manda la mitad de la
arena fuera del tablero y deja 1/4 en las casillas 2 y 4. Luego de esto tenemos distintas
posibilidades. Vamos a intentar algunas y ver que logramos.

Nuestra primera estrategia no es muy buena, pero sin embargo es la mas sencilla
que se nos ocurre y nos permite familiarizarnos con el problema. Proponemos que
luego de barrer la casilla 1, procedemos a barrer las casillas 4 y 5 alternadamente,
olviddndonos de lo que sucede con el resto del tablero. Ciertamente no es lo mejor que
podemos hacer, pues esto siempre va dejando arena en las casillas 1 y 2 las cuales no
volveremos a tocar bajo esta propuesta.

Observamos que al comienzo de los turnos pares siempre hay arena en la casilla
4 y la 5 estd vacfa mientras que al comienzo de los turnos impares (mayores que 1)
siempre hay arena en la casilla 5 y la 4 estd vacia. Mds adn, si denotamos por puy la
cantidad de arena en la casilla 4 al comienzo del turno 2k, tenemos lo siguiente: Una
vez que barremos la 4, la 5 recibe uy /4. Una vez que barremos la 5, tanto el bote como
la casilla 4 reciben gy /16.

Es decir que pg+1 = pg/16. De forma inductiva descubrimos una férmula cerrada
para py teniendo en cuenta que pg = 1/4

 Mk—1  ME—2 Rt 1
BE =

16 162 0 16F 1  4dx16F 1
Cada dos turnos el bote recibe sucesivamente las siguientes cantidades de arena:
11/16, 12 /16, . ... Es decir que la cantidad que el bote recibe luego del turno 2k + 1
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estd dado por la suma geométrica

H1 o M2 Mk 1 1 1
[t [l I P e
6Tt T 64<+16+ +16k1>’
1
17
64~ 1 &
1
60

Notemos que estas sumas son crecientes (lo cual es intuitivo si consideramos que nunca
sacamos arena del bote) y tienen como limite 1/60 cuando &k — co. Como resultado
de esta serie concluimos que bajo esta estrategia el bote logra recibir por lo menos
cualquier cantidad de arena menor que 1/60, luego de un nimero suficientemente
grande de turnos.

1.1.1. Ejercicio 1. Otra posible estrategia muy sencilla es barrer periédicamente las
casillas 1, 2 y 3. Se trata de un caso que podemos analizar de forma similar al anterior
y el resultado te lo dejamos como ejercicio. Al final de este articulo encontrards una
seccién con las respuestas.

1.2. Simulacién. Una vez mas, la estrategia en el ejercicio anterior no es 6ptima,
pues va dejando arena en las casillas 4 y 5. Una estrategia que finalmente combina
ambas es barrer periddicamente las casillas 1, 2, 3, 4, y 5. Una vez més la cantidad de
arena que recibe el bote en este caso debe poder calcularse por medio de una combi-
nacién de series geométricas. Sin embargo a estas alturas, y dado que queremos seguir
explorando otras estrategias cada vez més complicadas, es sensato que recurramos a
una simulaciéon por computadora.
En nuestro programa debemos pensar primero en las variables que deben estar
involucradas y como estas interactiian entre si. Hagamos una lista:
= El turno que indicaremos por k,
= la distribucién de arena al comienzo del turno k en las distintas casillas del
tablero. Esto lo denotaremos por py (i) para i € {1,2,...,6}.
Las reglas del juego dicen que cuando barremos la casilla 1 en un dado turno k,
entonces los valores de 1 se definen segin

0sii=1,
fu1(2) = § e (8) + (1) sii € {2,4},
k(i) en cualquier otro caso.

Si en cambio barremos otra casilla, digamos j, debemos reemplazar la condicién en la
primera linea (i = 1) por ¢ = j, y en la segunda linea (i € {2,4}) por las casillas que
son adyacentes a j. Por ejemplo, para 7 = 2 se veria en cambio asi

0sii=2,
p1(i) = (@) + (1) si i € {1,3,5},
15 (i) en cualquier otro caso.

Tenemos asi con un sencillo ciclo nuestro programa para calcular la arena que recibe
el bote cuando barremos periédicamente los nodos 1, 2, 3, 4, v 5. En el siguiente enlace
encontraras una implementacién en Python:

https://colab.research.google.com/drive/1NXb3Zqlz-
jKiyC2ARGxHuTSQsL4wCDH3?usp=sharing

Es muy sencillo tomar este cédigo y modificarlo para ir explorando otras estrategias.
Por ejemplo, podriamos ver otra alternativa periédica como 1, 4, 2, 5, 3; 6 quizas una
completamente aleatoria (ambas implementadas igualmente en el enlace anterior).
La sorpresa es que en cualesquiera de estos casos la respuesta parece ser la misma,
iIncluso para la estrategia aleatoria!


https://colab.research.google.com/drive/1NXb3ZqIz-jKiyC2ARGxHuTSQsL4wCDH3?usp=sharing
https://colab.research.google.com/drive/1NXb3ZqIz-jKiyC2ARGxHuTSQsL4wCDH3?usp=sharing
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. Tiene esto sentido? Si ya has jugado lo suficiente con este modelo sospecharas
lo raro que es esta conjetura. Ella sugiere que cuando intentamos barrer todas las
casillas, la cantidad de arena que llega al bote es independiente del orden en que estas
se hayan barrido. Sin embargo, el modelo que hemos descrito es sensible al orden en
que se barren las casillas, por ejemplo observemos lo que sucede en la Figura [4] para
dos distintas formas de barrer dos casillas adyacentes. La de arriba deposita mas arena
en el bote.

Ficura 4. El orden de las barridas si afecta el resultado

El objetivo de este articulo serd demostrar la validez de esta conjetura y explorar
algunas de sus consecuencias. La idea clave estd basada en un principio sencillo y
bastante intuitivo (la ley de conservacién de la masa) aunque en una primera lectura
puede parecer sorprendente su aparicion. La presentacién estd motivada por el método
de balayageﬂ una técnica sugerida por Hermann Schwarz, y rigurosamente analizada
por Henri Poincaré a finales del siglo diecinueve para demostrar la existencia de la
ecuacién de Laplace con dato de borde fijo [7]. Esperamos asi con este breve articulo
ofrecer una invitacién al analisis de las ecuaciones diferenciales parciales elipticas.

2. EL TEOREMA DEL BARRENDERO

Para poder plantear un teorema formal en nuestro problema comenzamos por definir
algunos de los ingredientes. Como buenos mateméaticos tenemos en mente dar una
version un poco mas general.

Modelaremos en primer lugar el tablero usando la reticula Z? con la relacién de
adyacencia x ~ y cuando ||z — y|| = 1. Podemos imaginar que cada uno de los puntos
x = (z1,72) € Z? no es mas que una etiqueta para una casilla cuadrada centrada
en (z1,x2) de lado 1. Sus casillas adyacentes son las cuatro que son contiguas en las
direcciones cardinales, es decir (x1 — 1,22) , (x1 + 1,22), (x1,22 — 1), ¥ (21,22 + 1).

Sea p : Z% — [0,00) la distribucién de arena inicial que buscamos barrer de alguna
regién Q C Z2. En el juego que encontramos en la introduccién el dominio serfa el
tablero dos por tres menos la casilla 6 donde esta el bote, y la distribucién de arena

1Barrer en francés
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inicial es aquella que concentra el montoncito en la casilla 1E|

(1) Q= {(070),(1,0)7(0,1)7(171),(271)} y n= 1(0,1)~
Un plan de barridas esta dado por una lista de casillas by, bo, ... € €, las que iremos
barriendo en el orden respectivo. Si uy : Z2 — [0,00) denota la distribucién de arena
luego del £™° turno, se tiene entonces la siguiente férmula recursiva comenzando de
Ho = My
Osiz= bk,
pr () = S () + g1 (bg) sia ~ by,
tr—1(x) en cualquier otro caso.

Decimos que el plan by,bs, ... € Q barre a p de Q si
lim pp(z) =0, Vo € Q.
k—o0
Con estas herramientas ya podemos formular nuestro teorema.

TEOREMA 1. Dado Q C Z? finito y p : Z? — [0,00) se tiene que cualesquiera dos
planes by, ba, ... € Q y b, b, ... € Q que barren a u de Q satisfacen que los siguientes
limites existen y son iguales

lim pg(z) = lm pp(x), Vo € 72
k—o0 i—00

Observemos que los valores de interés para los limites son aquellos donde z est4 en el
complemento de €. Por hipétesis ya sabemos que limy_, o0 pr(2) = lim; 00 gy () =0
six e Q.

Si aplicamos este resultado al caso dado por nuestro problema original donde 2
y p estan dados por , descubrimos que en el limite el bote recibe una cantidad
de arena dada por limy_,o 11 ((2,0)). El teorema nos garantiza as{ que sin importar
el plan que se haya usado, y siempre que todas las casillas en 2 terminen limpias, la
cantidad de arena en el bote serd la misma en el limite. Mas atin, también nos dice que
la cantidad de arena en cualquiera de las demés casillas por fuera del tablero también
son independientes del plan de barridas.

En la demostracién de este resultado también veremos una forma practica para
calcular el limite limy_, o, pr por medio de la solucién de un sistemas de ecuaciones
lineales.

2.1. Ley de conservacién. Una idea 1til es llevar el registro de cuanta arena ha
salido de una casilla dada x luego de k turnos. Esto lo podemos modelar de forma
precisa definiendo las funciones uy, : Z2 — [0, 00) tales que ug = 0, y a partir de k > 1

wn() e 4 1 (@) F pe1 (Br) st @ = b,
s ug—1(z) en cualquier otro caso.

1 Qué quiere decir esta férmula? Al prinicipio no hemos barrido ninguna casilla y por
lo tanto ug es idénticamente nula. En el turno k barremos la casilla b y por lo tanto
debemos sumar al acumulado previo ug—1(by), la cantidad de arena en la casilla by
al comenzar dicho turno, es decir pg_1(by). Los demds valores de uy son exactamente
los mismos de u_1. También pudimos haber escrito la recurrencia usando la funcién
indicadora como

U = Ug—1 + f—1(bx) Lp,.

Observemos que para cualquier plan by, bs, ... € £ se tiene necesariamente que uy

permanece nula en el complemento de Q.

2Dado S C Z2, denotamos por 1g : Z — R la funcién caracteristica o indicadora del conjunto, es

decir
lsiz €S,
Ls(z) := .
0 en cualquier otro caso.

Si S = {xo} denotamos por conveniencia Iz, := 1z}
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La funcién wug nos permite dar una férmula para la ley de conservacién de
masa: En los primeros k turnos, la arena que entra menos la que sale de una casilla
x es justamente la diferencia entre las distribuciones i, menos jy en . Teniendo en
cuenta que la arena que entra a x estd dada por un cuarto de la arena que sacan sus
casillas adyacentes tenemos que

1
pre(x) — po(z) = 1 Zuk(y) - ug(w)
e ad S—~— Y N—~—
arena final arena inicial ~— , arena que sale

arena que entra

Esta identidad puede ser rigurosamente demostrada por un clasico argumento induc-
tivo usando las recursiones que definen a uy y ug.

La expresién en el lado derecho juega un rol protagoénico en esta presentacién y se
conoce como el Laplaciano discreto. Lo denotaremos de ahora en adelante usando

1

Au(z) == 1 Z u(y) — u(x).

Y~z

En otras palabras, la ley de conservacion de masa dice que
Aug = pr — p.

Noétese que también podemos reescribir la recurrencia para pi usando el Laplaciano
como

e = f—1 + pr—1(bg) ALy, .

Una propiedad fundamental del Laplaciano es su linealidad. Es decir que satisface el
principio de superposicién: Dadas las constantes a, 8 € R vy las funciones u,v : Z2 — R

Alou + Bv) = aAu + SAv.

Volviendo al problema del barrendero, pensemos un poco en las consecuencias que
podemos deducir de la ley de conservacién, dado que los limites propuestos existen.
Asumamos que tenemos un plan que barre a p de € tal que los limites pur — fioo
y ur — u estan bien definidos en todo Z? (lo cual serd parte de la demostracién).
En el limite recuperamos el siguiente sistema de ecuaciones lineales sobre {2, donde
recordemos se tiene que pi — 0,

Au = —p en .

Mientras tanto en el complemento de ) sabemos automaticamente que v = 0, dado

que las barridas nunca sacan arena de estas casillas. Lo curioso de este sistema de

ecuaciones lineales (para las variables {u(z)}.cq) es que a simple vista su formulacién

pareciera ser independiente del plan de barridas. jEsta es la clave de la demostracién!
Una vez calculada la funcién u tenemos que en todo Z? se cumple que

Poo = p + Au.

Finalmente buscamos concluir que p, es independiente del plan gracias a que u es de
hecho independiente del plan.

2.1.1. Ejercicio 2. En nuestro problema original dado por , jcudl seria el sistema
de ecuaciones? ;Como calculamos finalmente la cantidad de arena que recibe el bote

1100((2,0))7

2.2. Existencia y unicidad de soluciones. En esta seccién analizamos la exis-
tencia y unicidad de soluciones para el siguiente sistema de ecuaciones, conocido como
el problema de Dirichlet o la ecuacion de Poisson con dato de borde cero

Au = —p en €,
u=0en Z*\ Q.
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Dado que los valores de u ya se encuentran fijos en el complemento de €2, las
incégnitas restantes en el sistema consisten de los valores de u en 2. La ecuacién
Au = —p sobre ) representa as{ un sistema lineal deﬂ || ecuaciones y || incgnitas.

Tengamos en cuenta uno de los primeros resultados que aprendemos en algebra
lineal: Sea A una matriz cuadrada. Para que el sistema Ax = b tenga soluciones
unicas para cualquier b, basta con demostrar bien sea la existencia de soluciones para
cualquier b o la unicidad de las soluciones para algin b (en particular b = 0). En otras
palabras, A es invertible si y solo si logramos verificar que es inyectiva o sobreyectiva.

Nuestra estrategia consistird en probar la unicidad, o equivalentemente la inyecti-
vidad de la transformacién lineal A : V' — W donde

Vi={u:Z* >R |u=0enZ*\Q},
W= {p: Q- R},

son espacios vectoriales, ambos de dimensién |(2|. Tengamos en cuenta que la inyecti-
vidad de A es equivalente a decir que si v : Z? — R satisface

Au=0en
u=0en Z>\ Q.

entonces necesariamente u = 0 en todo Z2.

La idea para establecer dicha inyectividad consiste en el siguiente resultado conocido
como el principio del minimo: Si v : Z?> — R es no-negativa en el complemento de Q y
satisface Au < 0 en 2 entonces u es necesariamente no-negativa en todas partes. En
otras palabras no puede alcanzar un minimo estrictamente negativo en €.

Probablemente ya algunos lectores sospechen la conexién del Laplaciano discreto
con el Laplaclaciano continuo el cual involucra las segundas derivadas de una funcién.
En este sentido el principio del minimo es una manifestacion discreta del criterio de
la segunda derivadaﬁ Vale la pena leer la demostracion a continuacion teniendo esta
idea en mente.

LEMA 2 (Principio del minimo). Dado u : Z* — R tal que para Q C Z? finito

Au <0 en €,
u>0enZ?\Q,
entonces u > 0 en todo 72.
Demostracion. Asumamos por contradiccién que mingu < 0y sea M := {z € Q :

u(x) = ming u} finito y no vacio. Tomemos z* € M para el cual existe algin y* ~ x*
fuera de M, es decir que u(z*) < u(y*). Podriamos decir que u alcanza en z* un minimo
localmente estricto, dado que por lo menos en un nodo adyacente la desigualdad es
estricta. No es dificil probar que siempre es posible encontrar un punto z* con tales
caracteristicas gracias a que tanto M como su complemento son no vacios.

Vemos que ahora tenemos una contradiccion a partir de evaluar la ecuaciéon Au < 0
sobre x* L

* *
0< 1 Z*u(y)—u(x ) = Au(z*) <0.
Yyn~x

La primera desigualdad se debe a que u alcanza su minimo en z*, mas ain es estricta
gracias a la existencia de por lo menos una casilla adyacente y* donde u(z*) < u(y*).
La tltima desigualdad se obtiene de la hipétesis Au < 0 en Q. (|

3Dado © C Z2 denotamos por |Q] al nimero de puntos en Q.

43i 4 : R — R es una funcién doblemente diferenciable que alcanza su minimo en z* entonces
Au(z*) = u”(z*) > 0. En general, cuando u : R® — R tenemos que D?u(z*) es definida no-negativa,
es decir que

> miazj(x )€€ >0,  VE=(&1,...,6n) ER™

4,j=1
En particular Au(z*) = tr(D?u(z*)) > 0.
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CoroLARIO 3 (Existencia y unicidad de soluciones). Para Q C Z?2 finito y p :
72 — R el siguiente sistema tiene una tnica solucion u : Z> — R

Au=—pu en ),
u=0 en Z*\ Q.

Demostracion. Buscamos una solucién en el espacio vectorial
Vi={u:Z* >R |u=0enZ*\Q},

cuya dimension estd dada por || < co. Consideramos también el espacio de funciones

W = {u: Q — R} el cual es isomorfo a V', puesto que tienen la misma dimensién. Basta

con demostrar que el operador lineal A : V' — W es inyectivo, o equivalentemente tiene

un nucleo trivial. Por el teorema fundamental del algebra lineal esto autométicamente

nos diria que el operador es biyectivo, y por lo tanto se tiene una tinica solucién para

cada sistema de ecuaciones determinado por p € W, dado justamente por u = —A~!p.
La funcién u € V pertenece al nicleo de A si y solo si

Au=0en
u=0en Z>\ Q.

Gracias al principio del minimo dado en el Lema [2| obtenemos que u > 0 en Z2.
Si aplicamos el mismo razonamiento a —u obtenemos la otra desigualdad de donde
concluimos v = 0, es decir que el nicleo de A es trivial y por lo tanto A es
biyectiva. (I

2.2.1. Ejercicio 3. Dado Q C Z? finito v ¢ : Z? — R, demuestra que existe una
Unica solucién u : Z2 — R para el sistema

Au=0en Q,
u=enZ*\ .

Las funciones que satisfacen Au = 0 en 2 se dicen armoénicas en . Geométrica-
mente, el valor de u sobre cualquier x € ) es exactamente el promedio de los valores
en las casillas adyacentes. Mdas adelante veremos una férmula para calcular estas so-
luciones en términos del nucleo de Poisson que definiremos luego de la demostracién
del teorema del barrendero. De momento damos la siguiente pista para resolver el
ejercicio, si u resuelve el problema que se propone, entonces jqué ecuacion resolveria
vi=u— @7

2.3. Demostraciéon del teorema del barrendero. Ya estamos listos para de-
mostrar nuestro resultado principal. Algunos pasos en la demostracién se explican
en términos més intuitivos que rigurosos. Esperamos que esta metodologia tenga un
mayor alcance pedagogico y esperamos que los lectores mas inclinados a los aspectos
formales puedan llenar los detalles mas técnicos en la demostracién.

Demostracion del Teorema[d. Asumiendo la notacién e hipétesis del teorema, defini-
mos de forma recursiva y partiendo de ug := 0 las funciones ug := ug—1 + pr—11lsp,
las cuales son nulas en el complemento de 2 y verifican la ley de conservacién. En
términos de ecuaciones para estas funciones tenemos que

Auy = pig — v en £,
up =0 en Z2\ Q.

Definimos también u : Z2 — R como la solucién de
Au = —p en €,
u=0en Z>\ Q.

Gracias al resultado de existencia y unicidad (Corolario [3)) sabemos que u estd bien
definida y de su construccién queda claro que es independiente de los planes de
barridas.
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Para concluir la demostracion verificaremos los siguientes pasos:

1. poo := limg_, o pr estd bien definida.

2. Uso = limy_,oo up, estd bien definida.

3. Uso = U.
Con esta estrategia podemos de hecho concentrarnos en un solo plan de barridas y
obviar el otro.

Para establecer los primeros dos puntos usaremos que toda sucesiéon no-decreciente
y acotada por arriba, necesariamente tiene un limite.

Para ver el primer punto basta con fijarse en el comportamiento de u, en Z2\ 2, ya
que sabemos por hipdtesis que estas tienden a cero en 2. Afortunadamente tenemos
que en Z2\ Q se tiene que j es una sucesién no-decreciente de funciones tal que py, —
estd mayorizada por el total de arena que inicialmente esta en ). La monotonia de p
en Z? \ ) se tiene porque ninguna barrida pasa por las casillas en el complemento de
Q, solamente podemos ir sacando arena hacia el complemento. La cota para p — i en
72\ ) se debe en cambio a que no podemos depositar mas arena en x € Z?\ 2 que el
total que se encuentra originalmente en €. Es decir, que para x € Z2 \

po(r) < p(x) < pa(e) <. < ply) + pl).
yeQ

Con este razonamiento ya hemos justificado la existencia del limite en el primer paso.

De la propia construccién de {uy }x>0 se puede ver que esta forma una sucesién no-
decreciente de funciones, puesto que en cada iteracién uy — ug—1 = pg—1(bg)1p, > 0.
Basta con probar que u > uy para demostrar el segundo punto (y como bono obtener
la mitad de lo que nos hace falta para el tercer punto, u > uy). Gracias a la linealidad
del Laplaciano tenemos que la diferencia vy := u — uy, satisface

Avg = Au— Aug = —p — (g — p) = —p < 0 en €,
vp =0 en Z?\ Q.

Del principio del minimo (Lema [2)) se deduce que vy, > 0 y por lo tanto u > uy.
Ahora que sabemos que los limites fio, ¥V Uso estan bien definidos, y dado que
b1,b2,... € Q) barre a y de €2, tenemos que tomando k — oo en el sistema para uy

Ao, = —p en €,
Uso = 0 en Z2\ Q.

Por la unicidad de soluciones del problema lineal (Corolario |3) llegamos a que nece-
sariamente s, = U.

Recordemos que de hecho la conservacién de masa Auy, = p — p es una igualdad
vélida en todo Z2. Una vez establecidos los tres pasos concluimos la demostracién
haciendo notar que de la férmula anterior se tiene que en el limite uo, se puede
calcular a partir de

Poo = p+ Atoe = p+ Au,
una identidad que es independiente del plan de barridas dado que por definicién p y
u son independientes del plan. O

Nuestro teorema garantiza que para cualquier 2 C Z? finito y p : Z? — [0,00) se
tiene que si p puede ser barrido de €2, entonces la distribucién de arena que queda
por fuera de 2 es independiente del plan. Queda abierta la pregunta de si podemos en
todo caso barrer o no a p de 2. Te invitamos a que demuestres el siguiente resultado.
En la justificacién es ttil que pienses en algunas de las técnicas que fueron ilustradas
en la demostracién anterior.

TEOREMA 4. Dado 2 C Z? finito y p : Z* — [0,00) existe por lo menos un plan
b1,b2,... € Q que barre a p de €.

2.3.1. Ejercicio 4. Demuestra el teorema.
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2.4. El nucleo de Poisson. Los teoremas anteriores nos permiten dar un sentido
riguroso a la siguiente construccién. Dado Q C Z2? finito buscamos definir una
transformacién Pqo la cual toma una distribucién de arena p : Z%* — [0,00) (o

equivalentemente un vector de [0, oo)Z2) y devuelve la distribucién de arena ps, que
resulta al barrer p de . En la siguiente definicién podemos de hecho considerar
distribuciones con valores negativos.

Definicién 5. Dado Q C Z? finito, definimos el nicleo de Poisson como la
2 2
transformacién Po : RZ — R% tal que

Pa(p) = p+ Au,

donde u es la solucién de
Au= —p en ),
u=0en Z*\ Q.

Observamos que dado p : Z2 — R, tenemos que el resultado de la transformacién
vuelve a ser una funcién Po(u) : Z*> — R la cual se anula en . Los valores méas
interesantes son justamente Py (11)(y) para y € Z? \ . Por dar un ejemplo ilustrativo
que usaremos mas adelante tenemos que

1

2 sly ~ xg,
Py (1 =9a
{ 0}( xo)(y) {0 en cualquier otro caso.

Equivalentemente

1
P{ro}(]lzo) = 1 Z 1.

xr~ITo

De la linealidad del problema intuimos que P, también deberia ser lineal.
LEMA 6. Sean Q C Z? finito, a, B € R, y p,v : Z> — R, entonces
Polag + Bv) = aPa(p) + BP(v).
Demostracion. Sean u, v, w : Z?> — R tales que
Ay = —p en €,
u=0en Z>\ Q.
Av = —ven ,
v=0enZ>\ .
Aw = —(au+ Bv) en Q,
w=0en Z?\ Q.
por definicién sabemos que
Po(p) = p+ Au,
Po(v) = v+ Av,
Po(ap + Bv) = ap+ v+ Aw.
Basta con demostrar que w = au + Sv para obtener de esta forma que
Po(ap+ fv) = ap+ v+ Aw,
— alu+ Au) + B(v + Av),
= aPq(p) + BPa(v).

Ambas funciones, w y (qu+ fv), se anulan en Z2\ €2, y ademéas cumplen A(au+ Bv) =
Aw = —(ap + fv) en Q. Por la unicidad de soluciones podemos concluir la identidad
esperada. 0
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Gracias a esta linealidad observamos que solamente hace falta saber como actia
P sobre las distribuciones puntuales, es decir de la forma 1,, para recuperar su
comportamiento sobre una distribucién arbitraria, la cuales se descomponen tomando

la superposicion
= Z (@) Ly.

€72

En otras palabras
Pa(w) = 3 pla) Pa(L.).
TE€Z?
En la literatura es usual definir en cambio al nucleo de Poisson como
Pq : 7% x 72 — R tal que
Pa(z,y) = Pa(1)(y).

Es decir, la fraccion de arena que recibe un bote en la casilla y cuando se barre de 2 un
montoncito en = (con la excepcién de que Po(z,y) = 0 si y € Q). Incluso podriamos
fijarnos exclusivamente en los casos donde © € Q y y € Z2 \ Q, dado que los otros
escenarios son de alguna forma triviales. Cuando z € Z?\ Q no habria nada que barrer
en 2, y si y € Q entonces dicha casilla queda limpia al final de la secuencia de barridas.

2.4.1. Ejercicio 5. Demuestra que si x € Z? \ Q entonces
Po(z,y) = 1.(y)-
Por otro lado, para z € Z? y y € Q se tiene que
PQ (.’L‘, y) =0.

Gracias a la interpretacién de nicleo de Poisson en términos del problema del
barrendero es natural pensar que dados £; C §y C Z2 finitos, se tiene que al barrer
primero a 21 y luego a {25, se obtiene lo mismo que al barrer solamente (25. En términos
precisos tenemos el siguiente resultado. Puedes dar una demostraciéon usando ideas
parecidas a las que usamos para demostrar la linealidad.

LEMA 7. Dados Q C Qo C Z2 finitos se cumple que
PQ2 = PQ2 o PQI.

2.4.2. FEjercicio 6. Demuestra el lema.
Como consecuencia de la linealidad y el lema anterior tenemos la siguiente inter-
pretacién dual del nicleo de Poisson.
LEMA 8. Sea Q C Z? finito. Para y € Z* fijo, la funcion u(x) = Pq(x,y) =
Pq(1,)(y) es la solucion de
Au=0 en Q,
u=1, en Z*\ Q.

Demostracion. La condicién de borde se sigue del Ejercicio 5. Para x € Z2 \ Q

Po(z,y) = Ta(y) = 1y(2).

Para verificar la ecuacién usamos el Lema [ con Q0 = {z} C Qy p = 1, tal que

zZ~T T

En otras palabras A, Po(z,y) = 0. O

El niticleo de Poisson nos ofrece asi una solucién particular de la ecuacién Au = 0
en 2. Notemos por otro lado que las condiciones de borde de la forma 1, son
suficientes para reconstruir cualquier otra condicién de borde arbitraria gracias al
principio de superposiciéon. En otras palabras hemos llegado a la siguiente férmula de
representacion.
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COROLARIO 9. Sea Q C Z? finito. La solucién u : Z2 — R del problema

Au =0 en Q,
u= enZ*\Q,

puede escribirse en términos del nicleo de Poisson como

u@) = Y ¢(y)Palz,y).

yEZA\Q

2.4.3.  Ejercicio 7. Dadon € N, calcula el niicleo de Poisson para Q = [1,n]x{0}NZ2.

3. PROBLEMA CONTINUO

Las herramientas que hemos desarrollado hasta este punto son una interpretacién
discreta de un método que a finales del siglo diecinueve logré dar respuesta a uno
de los problemas méas importantes en la teoria de funciones analiticas: La posibilidad
de encontrar soluciones al problema de Dirichlet. En esta secciéon daremos un breve
vistazo al modelo continuo resaltando sus analogias con el modelo discreto. Finalmente
observaremos como aun hoy en dia las técnicas que hemos descrito en esta nota se
utilizan en matemdticas puras y distintas aplicaciones practicas.

3.1. El Laplaciano. El Laplaciano de una funcién v : R™ — R doblemente
diferenciable estd dado por

"L 9%
o) = Z W(Io)
i=1 ?

Este aparece motivado de forma geométrica cuando consideramos la diferencia entre
los promedios de uw en una esferaﬂ de radio 7 — 0T y su valor en el centrcﬁ

1

2
u\xr) — ulx x :L u\x 07"2 .
(2) |aB( )| 9B, xo)( ( ) ( 0))dS( ) QTZA ( 0)+ ( )

Recordemos que para v : Z2 — R se tiene algo muy parecido aunque mucho més

sencillo,
v(xg) =1 Z —v(zo).

T~
Es decir la diferencia entre el promedio de v en los nodos adyacentes a zq y el propio
valor de v(zg). En el caso discreto no tenemos que preocuparnos por el limite cuando
el radio tiende a cero porque de hecho tenemos a la mano “el radio mas pequeno”.

Veamos rapidamente la demostracién de la identidad . Tomando el cambio de
variables x = zg + rf y usando la expansion de Taylor

1
[0B,(x0)| Jos, (o) (u(z) - u(0)) dS(2),

2
= \31Bl\ (rDu(xo) -0+ %9 - D%u(20)0 + 0(7“2)) ds ().
OBy

La integral del primer término en el lado derecho se cancela por la simetria impar del
integrando sobre la esfera.

5Denotamos las bolas y las esferas respectivamente como
Br(z0) :={z € R" | ||z — zo]| < 7},
OBy (z0) :={z € R" | ||z — zo|| =7}

Si omitimos el centro es porque asumimos que este es el origen (zg = 0).

6El término o(r?) representa una funcién que tiende a cero mds répido que 72,

(7),

es decir

hnlr~>0+
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Para el segundo término tenemos que

6 - D*u(x0)0 dS(0) =
9B,

— LiOT 9B,
Los términos con i # j se cancelan igualmente por simetria impar. Restan asi los
términos donde ¢ = j para los cuales se tiene que una vez mas por simetria

B
/ 02dS(0) = ... = / 02dS(6) / Ze’%zs |a 2y
BBl aBl 8Bl =1
Dado que Y7, 6? =1 para 6 € 9By.

Como conclusion tenemos que cuando reunimos los términos

1 r? o= 0%u
_ w(x) — u(xg)) dS(x) = — — (z0) + o(r?),
B0y ()~ 100 5(0) = 203 5 an) +fr)

r? 9
= %Au(xo) + o(r?).

Ciertamente la férmula que hemos demostrado es ilustrativa desde el punto de vista
geométrico pero poco préactica para calcular. En ese caso se suele usar en cambio la
suma de las segundas derivadas.

Si aproximamos a las derivadas de una funcién usando los cocientes incrementales
obtenemos que

ou (2) = Tim u(z + (e/2)e;) —u(x — (g/2)e;)
82L‘i e—0 S ’
@(x) — lm Oiu(x + (e/2)e;) — Ou(x — (e/2)e;)
8xl2 e—0 € ’

u(x - ee;) — 2u(x) + u(x — ge;)

o sh—% g2 '

Por lo tanto
5 1

Au(z) =lime = — Z (u(y) — u(z))
e—=0 2n
Yoot
donde tomamos y ~. z si y es de la forma x + ee;. Hemos descubierto asi la segunda
analogia entre los Laplacianos discretos y continuos.

Otras propiedades que igualmente se cumplen para el Laplaciano continuo son el
principio del minimo y la existencia de un nticleo de Poisson (o la medida arménica)
para un dominio 2 C R™ y bajo ciertas hipétesis. Para aquellos lectores que ya
han tomado un curso de ecuaciones diferenciales parciales, seguramente ya se habian
encontraron con algunas de estas ideas en sus cursos. Para los que atin no lo han hecho
esperamos haber alimentado la curiosidad para embarcar el viaje en una hermosa
disciplina de las matematicas.

Apenas vimos un modelo que enfatiza una ley de conservacion o un fenémeno
de difusién. Las conexiones con distintas areas son de hecho abundantes, tanto
en fisica (electromagnetismo, mecénica de fluidos, mecdnica estadistica, cudntica,
etc), biologfa (dindmica de poblaciones), geometria (flujos geométricos, superficies
minimas), probabilidad (modelos estocéasticos, finanzas), optimizacién (penalizacién
por gradiente), y pare usted de contar. Una amena referencia que ilustra las conexiones
con probabilidad y redes eléctricas es Random Walks and Electric Networks por Peter
G. Doyle y J. Laurie Snell [5].

3.2. Un breve vistazo a la historia del balayage. Las ecuaciones diferenciales
nacieron a partir de la formulacién matematica de distintos procesos y modelos
fisicos. Gracias a la teoria mecdnica de Newton podemos entender la evolucién de
sistemas de cuerpos representados por parametros puntuales que describen distintas
configuraciones (posiciones, velocidades, dngulos, etc.). Sin embargo, no todos los
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fenémenos naturales pueden ser descritos puntualmente por una cantidad finita de
parametros, pensemos en cambio en fluidos como lo son los liquidos o los gases, la
descripcién de una membrana en reposo, o incluso modelos poblacionales donde la
gran cantidad de individuos hace poco practico hacer seguimiento de cada uno de los
agentes. En estos casos son necesarias la ecuaciones en derivadas parciales (EDPs). La
importancia de las EDPs en fisica fue reconocida tan pronto como el célculo diferencial
e integral fue establecido durante los siglos diecisiete y dieciocho. Tengamos en cuenta
que incluso hasta mediados del siglo diecinueve podria decirse que, fisica, matematicas
e ingenierias formaban parte de una misma disciplina.

Durante siglo diecinueve las matemédticas comenzaron a establecer las bases axiomati-
cas del célculo, reemplazando las motivaciones fisicas e intuitivas por demostraciones
rigurosas. En esta division entre matematicas puras y las ciencias aplicadas, las EDPs
habitaban una zona fronteriza, siendo muy aplicadas a fenémenos reales para merecer
el andlisis abstracto. Sin embargo, no tardaria en llegar el momento en que se descu-
briese que las EDPs juegan un rol protagénico dentro de las mismas bases abstractas
de las matematicas.

Podemos decir que fue en el andlisis de funciones complejas, y en particular la
tesis de Riemann en 1851, donde las EDPs hacen su primera apariciéon dentro de las
matematicas. Las simetrias de los niimeros complejos son una poderosa herramienta
que (contradictorio a su nombre) simplifican el cdlculo real. El punto de partida son las
funciones de la forma f = u+iv diferenciables de los complejos en si mismo los cuales
identificamos por z = z + iy. Para que la definicién de la derivada sea consistente en
este caso es necesario que las partes real e imaginaria de f satisfagan las ecuaciones

de Cauchy-Riemann
Ju  Ov Ju v

oxr oy’ oy  Ox’
De esta forma descubrimos adicionalmente que v y v son funciones arménicas dado
que
%u  O%u B 0%v 0%v _o
Ox2 + oy2  0xdy Oydx
v 0% 0%u 0%u
Av= 02 + oy2  Oxdy + oyox 0

Un punto clave en célebre teorema del mapeo de Riemann, uno de los resultados mas
importantes en analisis complejo y geometria de superficies, consiste en la posibilidad
de encontrar soluciones para la ecuacién de Laplace en un dominio @ C R? con un
dato de borde continuo ¢

Au =

Au=0en Q,
u = ¢ en 0.

Hasta ese momento, la resolucién de dicha ecuacion no era realmente una prioridad
en el andlisis matematico. Con ella se modela por ejemplo la distribucién de tempe-
ratura en una placa dada por €2 y por lo tanto su resolucién era palpable. Riemann
teniendo en cuenta que tales justificaciones no serian suficientes para los estandares
que se estaban estableciendo para ese entonces justificé la resoluciéon de la ecuacién
haciendo notar que esta es la ecuacién de punto critico cuando buscamos minimizar
el funcional’ de Dirichlet

w— D] ;:/ | Dul2dz.
Q

Dado que dicho funcional es no-negativo, quedaba “claro” que donde se alcanzara el
minimo, bajo la restriccion u = ¢ en 052, tendria que encontrarse la soluciéon buscada.

Veamos rapidamente que queremos decir con esta idea de la ecuacién de punto
critico. Sea 7 : 2 — R una funcién suave tal que n = 0 en 0. Si u : Q — R realiza el
minimo de D[u] bajo la restriccién u = ¢ en 02 entonces f(e) := D[u+en] alcanza su

"Un funcional es una funcién que es evaluada a su vez sobre otra funcién
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minimo en € = 0. Usando que en los minimos de una funcién se tiene que al derivada
se anula encontramos que

d
de

d
de

2/ Du - Dndz,
Q

= 72/ nAudz.
Q

La dltima igualdad se obtiene usando integraciéon por partes y el hecho que n =0 en
09). Dado que dicha identidad debe ser cierta para n arbitraria se deduce que Au =0
en €.

Weierstrass hizo notar que este razonamiento ain carecia de rigor matemaético.
No cualquier funcién no negativa (o en general acotada por debajo) debe tener
necesariamente un minimo, por ejemplo pensemos en la funcién exponencial en los
reales. De hecho, en 1871 Friedrich Prym encontré un caso para 2 = By donde existe
una funcién continua ¢ en la circunferencia pero sin embargo para cualquier funcién
continua que satisface u = ¢ en 0Bj se tiene que D[u] = co. Quedaba definitivamente
abierta la validez del andlisis complejo que tantos avances habia logrado en multiples
areas de las matematicas.

Simultdneamente a esta crisis, Hermann Schwarz, otro prominente matemaético
reconocido por sus trabajos en analisis complejo, habia propuesto un ingenioso método
para resolver la ecuacién de Laplace en un dado dominio = Q7 U Q5 que se
descompone en otros més sencillos 21 y 9. Gracias los trabajos de Fourier, Gauss,
Green y Poisson entre otros, se conocen férmulas de representacion para la solucién de
la ecuacion de Laplace con un dato de borde dado cuando el dominio es por ejemplo
un rectangulo o una bola, con esto nos referimos a esta clase de “dominios sencillos”.
Cuando en cambio tenemos 2 = Q; U 2y se tiene que la solucién del problema de
Dirichlet se recupera en el limite cuando, partiendo de una funcién ug tal que ug = ¢
en Jf), resolvemos alternadamente los problemas

/ |D(u + en)|2da,
e=0/Q

/ (€*|Dnl|* + 26 Du - Dy + || Dul|*)dz,
e=0JQ

Augg1 =0 en Q, Augp, = 0 en Q,
Ung1 = ugg en 2\ Oy, Unp = Ugp—1 en 2\ Qy.

Heuristicamente, comenzamos con un candidato ug que a pesar de tomar los valores
deseados en la frontera puede no tener el Laplaciano que necesitamos. En cada
iteracién lo que vamos haciendo es justamente “barrer el Laplaciano” de la funcién
dada en el sub-dominio donde sabemos exactamente como resolver la ecuaciéon de
Laplace.

Esta idea se generaliza sin problema al caso donde 2 es la uniéon de mas de dos
subdominios, incluso una cantidad numerable de ellos. No solamente desde un punto
de vista practico esta metodologia ofrece una idea 1til, sino también desde el tedrico.
Tengamos en cuenta que cualquier dominio se descompone como unién de bolas (por
ser un conjunto abierto). Esta iltima observacién en el caso numerable probablemente
no tendria mucho valor practico a la hora de calcular soluciones, sin embargo fue clave
en el andlisis de Poincaré.

Felizmente (y casi cuarenta anos después de la tesis de Riemann) Henri Poincaré
completd el andlisis riguroso de este método, hoy conocido como balayage que se
traduce como barrer [7]. La idea consiste en tomar una sucesién de bolas By, Ba, ... C
Q tales que para cualquier z € Q se cumple que z pertenece a un nimero infinito
de bolas de la sucesién. Comenzando con una funcién continua ug :  — R tal que
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up = ¢ en (2, definimos las iteraciones uy : Q — R tales que

Auk =0en Bk,
up = ug_1 en 0\ By.

El reto consiste en demostrar que u; — u donde u :  — R es una funcién continua,
doblemente diferenciable en () y satisface

Au=0en Q,
u=¢enQ\ By.

A pesar de las similitudes que podemos encontrar con el problema del barrendero,
el tratamiento en el caso continuo es mucho mas delicado, pensemos por un momento
algunos de los obstaculos que nos encontraremos en este escenario. Mientras que para
sistemas lineales de dimension finita con igual niimero de incégnitas que de ecuaciones,
la biyectividad es equivalente a la inyectividad esto no necesariamente se cumple en
sistemas de dimensién infinita como el que tenemos en el caso de la EDP. Por otro
lado, la convergencia puntual de ux — u no es suficiente para decir que u hereda las
ecuaciones que satisface la sucesion, es necesario tener un control mas estricto de las
soluciones. Abordar estos aspectos de forma rigurosa, usando por ejemplo el principio
del minimo y la desigualdad de Harnack, es lo que hace de la demostracién de Poincaré
uno de los avances més significativos de su época en el analisis de EDPs.

Ya entrado el siglo veinte, Oskar Perron encontraria una util y profunda inter-
pretacién al método de Balayage [6]. Cuando adicionalmente pedimos que Aug < 0
obtenemos que {uj} es una sucesién decreciente de funciones super-arménicas, es decir
que también satisfacen Auy < 0 (en un cierto sentido débil). Por lo tanto podemos
decir que u es el infimo de una familia de funciones super-armonicas. Mds aun, por
el principio del minimo sabemos que cualquier funcién super-armonica que tenga el
mismo dato de borde que la soluciéon u debe necesariamente mayorizar la solucién
u. El método de Perrén dice asi que la solucién del problema de Dirichlet se obtie-
ne justamente como la envolvente inferior de la familia de funciones super-armonicas
que toman el dato de borde prescrito. Mucho mas recientemente a partir de los anos
ochenta, estas ideas basadas en el principio de comparacién han motivado la teoria de
soluciones viscosas [4], las cuales son una de las dreas de investigacién activas hoy en
dia en el andlsis de EDPs.

Los esfuerzos por seguir analizando el funcional de Dirichlet, su posibilidad de
encontrar minimos, y cuando estos resuelven una ecuacion diferencial son parte de
otra historia muy interesante en la cual no haremos mayores comentarios. Solamente
quisiéramos hacer notar que, teniendo en mente esta otra direccién, Hilbert propuso
dos de sus veintitrés famosos problemas que guiarian el desarrollo de las matematicas
en el siglo veinte. En particular, mucho en el desarrollo del andlisis funcional y de la
teorfa de la medida fue consecuencia de estas preguntas. Recomendamos el articulo
de H. Brezis y F. Browder para informacién mds detallada al respecto [].

Uno de los aspectos que salta a la vista de esta breve historia es la retroalimentacién
entre la practica intuicién fisica con la abstraccion y el desarrollo del analisis moderno.
No vemos como algo negativo haber encontrado que la demostraciéon de Riemann
estaba incompleta, més bien representé la oportunidad de profundizar y consolidar
aspectos que llevaron al desarrollo del andlisis que hoy conocemos. Significé que el
problema era mucho més interesante de lo que sospechdbamos inicialmente. Por el
otro lado, la intuicién tampoco es una herramienta que debe ser descartada sino todo
lo contrario. De hecho asi lo manifesté en miltiples ocasiones el mismo Poincaré.

Esta interconexion entre matematicas y fisica sigue muy presente hoy en dia. Por
poner un ejemplo famoso, la conjetura de Poincaré, la cual plantea una propiedad
topolégica abstracta para describir a las esferas, pudo ser resuelta gracias al programa
de Richard Hamilton quien propuso en los afios ochenta un flujo parabdlico (el que
describe la evolucién del calor) para la métrica. Grigori Perelman es quien logra
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finalmente concluir a comienzos del siglo veintiuno el plan trazado por Hamilton.
Su demostracién, entre varios aspectos profundos de andlisis, propone un cuidadoso
control de la entropia del flujo, es decir una cantidad que originalmente conocemos
por sus motivaciones en termodindmica y que a simple vista no es natural relacionar
con geometria (aunque quizds no para Perelman y otros cuantos).

En el mundo préctico el método de balayage ha sido redescubierto en multiples
ocasiones. Hoy en dia los métodos numéricos para resolver problemas de aprendizaje
por refuerzo pueden ser considerados una adaptacién de las iteraciones de Schwarz. De
hecho, el mismo principio de programacién dinamica en la teoria de control 6ptimo es
también una manifestacién de esta teorfa. En la siguiente charla [2] discuto con mayor
detalle las interconexiones con la teoria de control éptimo.

4. SOLUCIONES A LOS EJERCICIOS

4.1. Ejercicio 1. En este caso obtenemos la serie

i 1+1+i+ fi
64 8 8 ) 56

4.2. Ejercicio 2. Tenemos que si denotamos por u; al valor de u en la casilla i,
entonces el sistema de ecuaciones es

—uy + jug + jus = —1,

1 1 1, _

Zul — U2 + Zu;g + Z’LL5 = O7

1

ZUQ — Uz = 0,

1 1

U1 —ug + zus =0,

1 1

FU2 + FU4L — U5 = 0.
La cantidad de arena que recibe el bote en el limite estd dada asi por

foo((2,0)) = uz + Lus ~ 0,066.

4.3. Ejercicio 3. La existencia y unicidad de la solucién u es equivalente a encon-
trar una unica funcién v := u — ¢ tal que

Av = —p en §,
v=0enZ?\Q,

donde p = Ag. Sabemos que v existe de forma tnica gracias al Corolario

4.4. Ejercicio 4. Sea by,bs,... € © un plan que recorre cada casilla un ntmero
infinito de veces. Por ejemplo, cualquier plan periédico donde aparezcan todas las
casillas de €. Esta condicién implica que para cada x € (2, existe un ntimero infinito
de sub-indices tales que py () = 0. Basta probar as{ que pioo = limg_,o0 i €xiste para
deducir que s = 0 en €2, es decir que by, by, ... € Q barre a u de €.

Definimos uy, y u exactamente como en la demostracién del Teoremal[l] Recordemos
que ug es no-decreciente y (por el principio del minimo) acotada por u, por lo tanto
Uso := liM_, o U estd bien definida. Dado que pr = p+Awuy tenemos que la existencia
del limite para uj; queda demostrada por la existencia del limite para uy.

4.5. Ejercicio 5. Sea z € Z?\ Q y u : Z?> — R tal que

Au= -1, en (,
u=0en Z>\ Q.

Dado que —1, = 0 en Q, puesto que x € Z? \ €, tenemos que necesariamente v = 0 y
por lo tanto

Po(z,y) = Po(1:)(y) = 1a(y) + 0 = 1.(y).
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Por otro lado, para yu : Z2 — R arbitraria sea u : Z? — R tal que
Au = —p en €,
u=0en Z>\ Q.
Si y € Q entonces

Po(p)(y) = py) + Auly) = ply) — py) =0
En particular Po(x,y) = Pa(1,)(y) = 0.

4.6. Ejercicio 6. Sea u : Z?> — R arbitraria y u,v,w : Z2 — R tales que

Au = —p en Q,
u=0en Z%\ Q.

Av = —Pq, () en o,
v=0en ZQ \ QQ.

Aw = —p en Qo,
w=0en Z?\ Q.

por definicién sabemos asi que
Po, (p) = p+ Au,
Po, (Pa, (1) = Po, (k) + Av,
Pa, (1) = p+ Aw.
Basta con demostrar que w = u + v para obtener de esta forma que
Po, (1) = p+ Aw = p+ Au+ Av = Po, (1) + Av = Po,(Pao, (1))-

Ambas funciones, w y (u+v), se anulan en Z?\ , veamos entonces que A(u+v) =
Aw = —pu en g para concluir por unicidad la identidad esperada.

En 7 C Qy tenemos que Py, (1) = 0y por lo tanto A(u+v) = —p+ Po, (1) = —p.
En el complemento s \ 1 usamos que Av = —Pq, (¢) = —(1 + Au) y por lo tanto
A(u+ v) = —p. Esto concluye la demostracién.

4.7. Ejercicio 7. Calcularemos Pq(z,y) en los casos no triviales los cuales estédn
dados por x € Q = [1,n] x {0} e y € Z?\ Q tal que es adyacente a por lo menos una
casilla de 2. En cada uno de los casos a continuacion fijaremos y y denotaremos por
pi = Pq((i,0),y) para i € [0, (n + 1)].

Caso 1: Siy = (n+ 1,0) tenemos que p; satisface

po=0,  pPny1=1 pip1+pi-1 = 4ps.
Para esta recurrencia se tiene el polinomio caracterfstico P(x) = 22 — 4x + 1 cuyas
raices son r4 = 2 + V3. Por lo tanto
pi = Aﬁ"i +A_rt,

De las condiciones de borde vemos que

1
Ay =—-A_ = ———— .
+ 7AiJrl —’1"71+1
Es decir que para i € {0,1,...,n,(n+1)}
. ri — ot
Po((4,0),(n +1,0)) = —F——
it —

y en los demads casos seria cero.
El caso y = (0,0) es simétrico y da como resultado

nl—i ol

. T
Po((4,0),(0,0)) =
i =
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Caso 2: Siy = (j,1) con j € [1,n] tenemos que p; satisface para i # j
po =0, Pnt1 =0, Pi+1 + pi—1 = 4p;.
Para ¢ = j se tiene en cambio que
Pj+1+pj—1+1=4p;.

Para analizar este caso partimos el intervalo [1,n] en los sub-intervalos [1,j] v [j,n] ¥
procedemos como en el caso anterior, siendo p; un pardmetro por ser fijado. Tenemos
de esta forma que

o A(ri —rt)sii€|0,4],
b= B(ri =t — e i €[4, (n+ 1))

Para que las férmulas coincidan en i = j requerimos que

J J
ry —nr_
B=A s -
n+1—j n+1l—j
Ty —Tr_

Finalmente la relacién p;+1+pj_1+1 = 4p; determina el coeficiente A = 1/(4da—b—c)
donde
J J
T (P — I,
ri—kl—J e A -
El caso restante y = (j, —1) es muy similar al anterior.

] J e Jj—1 _
a=ry —1r’, b=ry —rl 7, c=

AGRADECIMIENTOS. Esta presentacion ha formado parte de distintas charlas del autor
y mas recientemente del taller de ecuaciones diferenciales parciales para la EMALCA-
México 2021 organizada por la Universidad Judrez Auténoma de Tabasco [3]. El tra-
bajo de H. Chang-Lara ha sido generosamente financiado por el proyecto CONACyT-
MEXICO A1-S-48577.

REFERENCIAS

[1] Haim Brezis and Felix Browder. Partial differential equations in the 20th century. Adv. Math.,
135(1):76-144, (1998).

Héctor A. Chang-Lara. Introduccién a las soluciones viscosas: Browniano vs. eikonal.
https://youtu.be/ygdqx5DYGmO. Cibercoloquio latinoamericano, 25 de febrero del 2021.

Héctor A. Chang-Lara. Taller de ecuaciones diferenciales parciales elipticas.
http://personal.cimat.mx:8181/~hector.chang/emalca2021/, EMALCA 2021, organizada por
la Universidad Judrez Auténoma de Tabasco.

Michael G. Crandall, Hitoshi Ishii, and Pierre-Louis Lions. User’s guide to viscosity solutions of
second order partial differential equations. Bull. Amer. Math. Soc. (N.S.), 27(1):1-67, (1992).
Peter G. Doyle and J. Laurie Snell. Random walks and electric networks, volume 22 of Carus
Mathematical Monographs. Mathematical Association of America, Washington, DC, (1984).
Oskar Perron. Eine neue Behandlung der ersten Randwertaufgabe fir Au = 0. Math. Z.,
18(1):42-54, (1923).

H. Poincaré. Sur les Equations aux Dérivées Partielles de la Physique Mathématique. Amer. J.
Math., 12(3):211-294, (1890).

[2

3

[4

[5

6

[7

Héctor A. Chang-Lara,

Centro de Investigacién en Matematicas,

Unidad Guanajuato,

Area de matematicas baésicas,

Jalisco S/N, Col. Valenciana CP: 36023 Guanajuato, Gto, México,
Apartado Postal 402,CP 36000.

e-mail: hector.chang@cimat.mx


https://youtu.be/yg4qx5DYGm0
http://personal.cimat.mx:8181/~hector.chang/emalca2021/

	1. Un juego para comenzar
	1.1. Algunas estrategias
	1.2. Simulación

	2. El teorema del barrendero
	2.1. Ley de conservación
	2.2. Existencia y unicidad de soluciones
	2.3. Demostración del teorema del barrendero
	2.4. El núcleo de Poisson

	3. Problema continuo
	3.1. El Laplaciano
	3.2. Un breve vistazo a la historia del balayage

	4. Soluciones a los ejercicios
	4.1. Ejercicio 1
	4.2. Ejercicio 2
	4.3. Ejercicio 3
	4.4. Ejercicio 4
	4.5. Ejercicio 5
	4.6. Ejercicio 6
	4.7. Ejercicio 7

	Referencias

