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RECOLLEMENTS DE CATEGORÍAS TRIANGULADAS

VALENTE SANTIAGO VARGAS

Resumen. En la literatura se encuentran dos definiciones de recollement de ca-

tegoŕıas trianguladas y es bien conocido para los expertos que estas dos nociones

son equivalentes. En este art́ıculo probaremos la equivalencia de las dos defini-
ciones. También daremos una prueba detallada de que un funtor entre categoŕıas

trianguladas que es fiel y pleno y que poseé adjunto izquierdo y derecho puede
completarse a un recollement, dicho resultado se encuentra en el art́ıculo [5] de E.

Cline, B. Parshall, L. Scott.

1. Introducción

En esta sección introduciremos la noción de categoŕıa triangulada. Un ejemplo
de tal noción, son las categoŕıas derivadas, las cuales fueron inventadas por A.
Grothendieck y J. L. Verdier en la década de los años 60. Actualmente, las categoŕıas
derivadas se han convertido en una herramienta importante en muchas ramas de
la matemática como: geometŕıa algebraica, geometŕıa algebraica no conmutativa,
teoŕıa de representaciones, f́ısica-matemática, etc. En un intento de axiomatizar las
propiedades de la categoŕıa derivada, A. Grothendieck y J.L. Verdier introdujeron la
noción de categoŕıa triangulada. Durante largo tiempo, las categoŕıas trianguladas
se situaron en un extremo del álgebra homológica. Sin embargo, esta visión cambió
debido a los trabajos de D. Happel en los años 80, llegando a ser de gran importancia
en la teoŕıa de representaciones y en otras áreas como ya comentamos arriba.
Recordemos que una categoŕıa aditiva es una categoŕıa T tal que HomT (X,Y ) es
un grupo abeliano para todo X,Y ∈ T , la composición es bilineal y existen los
coproductos finitos en T . Una categoŕıa triangulada consiste de una categoŕıa aditiva
T , un automorfismo Σ : T −→ T (es decir, existe Σ−1 tal que Σ ◦ Σ−1 = 1
y Σ ◦ Σ−1 = 1) llamado “funtor de traslación” y una clase ∆T de “triángulos
distinguidos” los cuales satisfacen ciertos axiomas. Un triángulo distinguido η ∈ ∆T
es una terna de morfismos η : X // Y // Z // ΣX en T ; y los axiomas que
se pide satisfagan dichos triángulos distinguidos son con la finalidad de que modelen
(permitan hacer álgebra homológica) las propiedades básicas de las sucesiones exactas
cortas 0→ X → Y → Z → 0 en una categoŕıa abeliana A.

Dada una categoŕıa aditiva T y un automorfismo Σ : T −→ T , formamos una nueva

categoŕıa Diag(T ,Σ) cuyos objetos son diagramas de la forma A
f−→ B

g−→ C
h−→

Σ(A). Los morfismos en Diag(T ,Σ) son ternas (α, β, γ) de morfismos en T tal que el
siguiente diagrama conmuta

A1
f1 //

α

��

B1
g1 //

β

��

C1
h1 //

γ

��

Σ(A1)

Σ(α)

��

A2
f2 // B2

g2 // C2
h2 // Σ(A2).

La siguiente definición es estandar y la pueden encontrar por ejemplo en [11,
Definition 3.1] en pág. 11.
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Definición 1. Una categoŕıa triangulada T , es una terna (T ,Σ,∆) que satisface
las siguientes condiciones:

(a) T es una categoŕıa aditiva.
(b) Σ : T −→ T es un automorfismo aditivo.
(c) ∆ es una subcategoŕıa plena de Diag(T ,Σ) (cuyos objetos llamaremos triángu-

los distinguidos), la cual es cerrada por isomorfismos y satisface los siguientes
axiomas:

(T1) Para todo morfismo f : A −→ B en T existe un triángulo distinguido de la

siguiente forma A
f−→ B

g−→ C
h−→ Σ(A). Para todo A ∈ T , el diagrama

0 −→ A
1−→ A −→ 0 es un triángulo distinguido.

(T2) Si A
f−→ B

g−→ C
h−→ Σ(A) es un triángulo distinguido, entonces B

g−→

C
h−→ Σ(A)

−Σ(f)−→ Σ(B) y Σ−1(C)
−Σ−1(h)−→ A

f−→ B
g−→ C son triángulos

distinguidos.

(T3) Dados los triángulos distinguidos Ai
fi−→ Bi

gi−→ Ci
hi−→ Σ(Ai), con i = 1, 2;

y un par de morfismos α : A1 −→ A2, β : B1 −→ B2 tales que el siguiente
cuadrado conmuta

A1
f1 //

α

��

B1

β

��

A2
f2 // B2,

existe γ : C1 −→ C2 tal que la terna (α, β, γ) es un morfismos de triángulos, es
decir, el siguiente diagrama conmuta

A1
f1 //

α

��

B1
g1 //

β

��

C1
h1 //

γ

��

Σ(A1)

Σ(α)

��

A2
f2 // B2

g2 // C2
h2 // Σ(A2).

(T4) El axioma del octaedro. Para dos morfismos f1 : A −→ B, f2 : B −→ C existe
un diagrama conmutativo en T

A
f1 // B

g1 //

f2

��

X
h1 //

α

��

Σ(A)

A
f2f1 //

f1

��

C
g3 // Y

h3 //

β

��

Σ(A)

Σ(f1)

��

B
f2 //

��

C
g2 //

0

��

Z
h2 //

Σ(g1)h2

��

Σ(B)

��

0 // Σ(X) Σ(X) // 0

en el cual todos los renglones y la tercera columna son triángulos distinguidos.

2. Recollements

Los recollements fueron introducidos por A. A. Beilinson, J. Bernstein y P. Deligne
en [3], en la construcción de la categoŕıa de gavillas perversas sobre un espacio singular
en su axiomatización de los 6 funtores de Grothendieck para la categoŕıa derivada de
gavillas. En el contexto de categoŕıas abelianas, los recollements fueron estudiados por
V. Franjou y T. Pirashvili en [7], motivado por el trabajo de MacPherson-Vilonen en
la categoŕıa derivada de gavillas perversas. Los recollements de categoŕıas abelianas
fueron usados por E. Cline, B. Parshall y L. Scott para estudiar la categoŕıa de módulos



RECOLLEMENTS DE CATEGORÍAS TRIANGULADAS 55

sobre álgebras de dimensión finita sobre un campo K (ver [14]). Recientemente la
noción de recollement ha cobrado mucho interes recientemente por lo que este art́ıculo
pretende ser una introducción a la teoŕıa de recollements.
A continuación damos la primera definición dada por A. A. Beilinson, J. Bernstein y
P. Deligne en 1.4.3 en la pág. 44 de [3].
Dado un funtor F : A −→ B entre categoŕıas arbitrarias la imagen esencial de F
denotado por Im(F ) es la subcategoŕıa plena de B cuyos objetos son definidos como
sigue:

Im(F ) := {B ∈ B | existe A ∈ A tal que F (A) ' B}.
Si B tiene objeto cero, definimos el kernel de F como la subcategoŕıa plena de A
definida como sigue Ker(F ) := {A ∈ A | F (A) ' 0}.

Definición 2. [3, Definition 1.4.3] Consideremos el siguiente diagrama de funtores
triangulados entre categoŕıas trianguladas

B i∗=i! // A j!=j∗ //

i∗oo

i!
oo

C.
j!oo

j∗
oo

Se dice que tal diagrama forma un recollement si:

(a) (i∗, i∗ = i!, i
!) y (j!, j

! = j∗, j∗) son triples adjuntos, i.e. (i∗, i∗), (i!, i
!) (j!, j

!)
son (j∗, j∗) pares adjuntos;

(b) j∗i∗ = 0;
(c) i∗, j!, j∗ son fieles y plenos;
(d) Para cada A ∈ A existen triángulos distinguidos en A:

j!j
!(A) // A // i∗i

∗(A) // Σ(j!j
!(A)),

i!i
!(A) // A // j∗j

∗(A) // Σ(i!i
!(A)).

Observación 1. Hay un error de dedo en la notación de la definición original pues

los autores consideran el diagrama: DF
i∗ // D

j∗ // DU . El error consiste en que
en la sucesión anterior, debe ser j∗ en lugar de j∗.

Ahora enunciamos la segunda definición, por ejemplo ver pág. 96 en [17].

Definición 3. Consideremos el siguiente diagrama de funtores triangulados entre
categoŕıas trianguladas

B i∗=i! // A j!=j∗ //

i∗oo

i!
oo

C.
j!oo

j∗
oo

Se dice que tal diagrama forma un recollement si:

(a) (i∗, i∗ = i!, i
!) y (j!, j

! = j∗, j∗) son triples adjuntos, i.e. (i∗, i∗), (i!, i
!) (j!, j

!)
son (j∗, j∗) pares adjuntos;

(b) Im(i∗) = Ker(j∗);
(c) i∗, j!, j∗ son funtores fieles y plenos.

Recordemos que en una categoŕıa aditiva el coproducto de una familia vaćıa de
objetos es el objeto cero.

Lema 4. Consideremos funtores F : A −→ B y G : B −→ A entre categoŕıas
aditivas tal que (F,G) es un par adjunto. Si F es el funtor cero, entonces G es el
funtor cero.
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Demostración. Sabemos que existe isomorfismo funtorial para A ∈ A y B ∈ B
HomB(F (A), B) ' Hom(A,G(B)).

Como G(B) = 0 para todo B ∈ A, tenemos que HomB(F (A), B) ' Hom(A,G(B)) =
0 para todo A ∈ A y B ∈ B. En particular, para B = F (A) tenemos que
HomB(F (A), F (A)) = 0 y esto implica que 1F (A) = 0 y por lo tanto concluimos
que F (A) = 0. Luego, F es el funtor cero. �

Lema 5. Consideremos un recollement como en las Definiciones 2 o 3 . Entonces

(a) i∗j! = 0,
(b) i!j∗ = 0.

Demostración. Solo demostraremos (b) pues (a) es dual. Notemos primero que como
(i∗, i

!) y (j∗, j∗) son pares adjuntos, entonces (j∗i∗, i
!j∗) es un par adjunto. En efecto,

para B ∈ B y C ∈ C tenemos los siguientes isomorfismos funtoriales

Hom(j∗i∗(B), C) ' Hom(i∗(B), j∗C) [pues (j∗, j∗) es un par adjunto]

' Hom(B, i!j∗(C)) [pues (i∗, i
!) es un par adjunto.]

Por lo tanto, (j∗i∗, i
!j∗) es un par adjunto. Por Definiciónes 2(b) o 3(b), tenemos que

j∗i∗ = 0. Luego, por Lema 4, concluimos que i!j∗ = 0. �

La siguiente Proposición será muy útil en las pruebas de los resultados de este
art́ıculo.

Proposición 6. Sea F : A −→ B, un funtor. Las siguientes condiciones se
satisfacen

(a) Sea G : B −→ A adjunto a izquierda de F. Entonces F es fiel y pleno si y sólo
si la counidad (del par adjunto (G,F )) ε : G ◦ F −→ 1A es un isomorfismo.

(b) Sea H : B −→ A adjunto a derecha de F. Entonces F es fiel y pleno si y sólo
si la unidad (del par adjunto (F,H)) η : 1A −→ H ◦ F es un isomorfismo.

Demostración. Ver [4, Theorem 3.4.1] en pág. 114 y su dual. �

Proposición 7. Consideremos un recollement

B i∗=i! // A j!=j∗ //

i∗oo

i!
oo

C
j!oo

j∗
oo

como en la Definición 3. Entonces existen triángulos distinguidos

j!j
!(A) // A // i∗i

∗(A) // Σ(j!j
!(A))

i!i
!(A) // A // j∗j

∗(A) // Σ(i!i
!(A)).

Demostración. Demostremos la existencia del segundo triángulo ya que la existencia
del primero es análoga. Consideremos los pares adjuntos (i∗, i

!) y (j∗, j∗). Entonces,
tenemos unidad η : 1B −→ i!i∗ y counidad ε : i∗i

! −→ 1A de la adjunción (i∗, i
!); y

también la unidad η′ : 1A −→ j∗j
∗ y counidad ε′ : j∗j∗ −→ 1C de la adjunción (j∗, j∗).

Consideremos la unidad η′ : 1A −→ j∗j
∗. Luego, para A ∈ A tenemos morfismo:

η′A : A −→ j∗j
∗(A).

Por Definición 1(T1) y (T2), podemos completar al siguiente triángulo distinguido en
A:

(∗) : X
α // A

η′A // j∗j
∗(A) // Σ(X).

Lo que haremos en el resto de la prueba es ver que el morfismo α es isomorfo al
morfismo εA : i∗i

!(A) −→ A.
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Primero, dado que (j∗, j∗) es un par adjunto y j∗ es fiel y pleno (ver Definición 3(c)),
por Proposition 6(a), tenemos que la counidad ε′ : j∗j∗ −→ 1C es un isomorfismo.
Para A ∈ A y C ∈ C consideremos las identidades triangulares de la adjunción (j∗, j∗)
(ver [4, Theorem 3.1.5] en pág. 99):

1j∗(A) = ε′j∗(A) ◦ j
∗(η′A)

1j∗(C) = j∗(ε
′
C) ◦ η′j∗(C).

Como ε′ : j∗j∗ −→ 1C es un isomorfismo, concluimos de las identidades triangulares
que j∗(η′A) es isomorfismo. Aplicando j∗ al triángulo (∗) tenemos el triángulo distin-
guido en C:

j∗(X)
j∗(α)

// j∗(A)
j∗(η′A)

// j∗j∗j
∗(A) // Σ(j∗(X)).

Como j∗(η′A) es isomorfismo, concluimos que j∗(X) = 0 (ver [13, Corollary 1.2.6] en
pág. 41). Como Ker(j∗) = im(i∗) (ver Definición 3(b)), tenemos que existe Y ∈ B tal
que i∗(Y ) ' X.
Sin perdidad de generalidad supongamos que i∗(Y ) = X.
Como (i∗, i

!) es un par adjunto e i∗ es fiel y pleno, por Proposition 6(b), tenemos que
la unidad η : 1B −→ i!i∗ es un isomorfismo. Luego, i∗(ηY ) es un isomorfismo ya que
ηY lo es. Por otro lado, aplicando i! al triángulo (∗), tenemos el siguiente triángulo
distinguido en B:

i!(X)
i!(α)

// i!(A)
i!(η′A)
// i!j∗j

∗(A) // Σ(i!(X)).

Por Lemma 5(b), tenemos que i!j∗ = 0, y por lo tanto i!j∗j
∗(A) = 0, de donde

concluimos que i!(α) es un isomorfismo (ver [13, Corollary 1.2.6] en pág. 41).
Ahora, recordemos que para B ∈ B y A ∈ A tenemos isomorfismo funtorial

Γ : HomA(i∗(B), A) −→ HomB(B, i!(A)),

donde para f ∈ Hom(i∗(B), A) se tiene que Γ(f) := i!(f) ◦ ηB y para g ∈
HomB(B, i!(A)) tenemos que Γ−1(g) = εA ◦ i∗(g). Luego, considerando el morfis-
mo α : i∗(Y ) = X −→ A del triángulo (∗) tenemos que la igualdad Γ−1Γ(α) = α se
traduce en la conmutatividad del siguiente diagrama

i∗i
!(i∗(Y ))

i∗i
!(α)
// i∗i

!(A)

εA

��

X = i∗(Y )

i∗(ηY )

OO

α // A.

En el diagrama anterior i∗(ηY ) y i∗i
!(α) son isomorfismos. Luego tenemos el siguiente

diagrama conmutativo

X
α //

λ

��

A
η′A //

1

��

j∗j
∗(A) // Σ(X)

i∗i
!(A)

εA // A
β

// Z
γ
// Σ(i∗i

!(A))

donde λ := i∗i
!(α) ◦ i∗(ηY ) es un isomorfismo. Por lo tanto, existe isomorfismo

θ : j∗j
∗(A) −→ Z tal que el diagrama anterior se completa a un isomorfismo de

triángulos (ver Definición 1 (T3) y [13, Proposition 1.1.20] en pág. 36). Por lo tanto,
el morfismo α lo podemos sustituir por εA y asi tenemos triángulo distinguido

i∗i
!(A)

εA // A
η′A // j∗j

∗(A) // Σ(i∗i
!(A)).

Como i∗ = i! tenemos el triángulo deseado. �
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i∗ = i!

i∗

i!

B A
j! = j∗

j!

j∗

C

Figura 1. Idea general de recollement

Proposición 8. Consideremos un recollement

B i∗=i! // A j!=j∗ //

i∗oo

i!
oo

C
j!oo

j∗
oo

como en la Definición 2. Entonces Im(i∗) = Ker(j∗).

Demostración. Como j∗i∗ = 0 tenemos que Im(i∗) ⊆ Ker(j∗). Ahora veamos la otra
contención. Sea A ∈ Ker(j∗). Por Definición 2(d) sabemos que tenemos triángulo
distinguido

i!i
!(A) // A // j∗j

∗(A) // Σ(i!i
!(A)).

Como j∗(A) = 0, tenemos que j∗j
∗(A) = 0 y por lo tanto el morfismo i!i

!(A) // A

del triángulo de arriba es un isomorfismo (ver [13, Corollary 1.2.6] en pág. 41).
Es decir, A ' i!i

!(A) = i∗i
!(A). Lo cual prueba que A ∈ Im(i∗) y por lo tanto

Im(i∗) = Ker(j∗). �

Corolario 9. Las definiciones de recollement de 2 y 3 son equivalentes.

Demostración. Se sigue de las Proposiciones 7 y 8. �

La Figura 1 ilustra a grandes rasgos el recollement de la Definición 3.

3. Completación de recollements

Recordemos la siguiente definición (ver [11] en pág. 182).

Definición 10. Sea T una categoŕıa triangulada con traslación Σ. Sea S una
subcategoŕıa plena de T . Se dice que S es una subcategoŕıa triangulada de T
si

(a) Σn(X) ∈ S para todo X ∈ S y para todo n ∈ Z,

(b) Sea X // Y // Z // Σ(X) un triángulo en T . Si dos objetos del

conjunto {X,Y, Z} pertenecen a S entonces el tercero también está en S.

Sea S una subcategoŕıa triangulada de T , se dice que S es gruesa si cada vez que

tenemos morfismos X
π // Y

i // X tal que π ◦ i = 1Y con X ∈ S, entonces
Y ∈ S. Es decir, S es gruesa si es cerrada por sumandos directos.

Observación 2. Recordemos la siguiente construcción. Dada T categoŕıa triangu-
lada y X subcategoŕıa triangulada de T definimos los morfismos S(X ) como los mor-
fismos f : A −→ B tal que cuando completamos f a un triángulo

A
f
// B

g
// C // Σ(A)

tenemos que C ∈ X .
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En este caso tenemos la localización de Verdier de T respecto a la subcategoŕıa
triangulada X , la cual es por definición T /X := T [S(X )−1] y se tiene el funtor
canónico Q : T −→ T /X . Recordemos que T [S(X )−1] es notación para denotar a
la categoŕıa que se contruye a partir de T en la cual los morfismos que pertenecen a
S(X ) se vuelven invertibles (ver sección 2.2 en pág. 164 de [11]).
A continuación, veamos a grandes rasgos como se construye el cociente de Verdier
T /X . Para esto, hacemos la siguiente construcción. Consideremos dos diagramas

Z

s

��

f

��

X Y,

Z ′

s′

~~

f ′

  

X Y

con s, s′ ∈ S(X ). Decimos que dichos diagramas están relacionados si existen morfis-
mos t : W −→ Z y u : W −→ Z ′ en T tal que el siguiente diagrama conmuta

W

t

xx

u

''
Z

s

�� f
,,

Z ′
s′

rr

f ′

  

X Y

y además st = s′u ∈ S(X ). Se demuestra que la relación anterior es de equivalencia
y por lo tanto podemos hablar de clases de equivalencia de diagramas de la forma
anterior (ver [13, Lemma 2.1.14] en pág. 76). El cociente de Verdier T /X se define
como sigue.

(a) Los objetos de T /X son los mismos objetos que los de T .
(b) Sean X y Y dos objetos de T /X , un morfismo de X a Y en T /X consiste de

la clase de equivalencia de diagramas de la forma

Z

s

~~

f

��

X Y

con s ∈ S(X ).

La composición en T /X se define como sigue. Consideremos un morfismo de X a Y y
otro morfismo de Y a Z representados por los siguientes diagramas respectivamente:

W

s

~~

f

  

X Y,

W ′

s′

~~

f ′

  

Y Z

con s, s′ ∈ S(X ). Para hacer la composición, se construye un diagrama conmutativo
de la siguiente forma

L

s′′

~~

g

  

W

s

~~

f

  

W ′

s′

~~

f ′

  

X Y Z
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donde s′′ ∈ S(X ). Luego, la composición se define como la clase de equivalencia del
diagrama:

L

ss′′

��

f ′g

  

X Z.

Se demuestra que la composición definida arriba está bien definida (ver [13, Lemma
2.1.18] en pág. 80) y que T /X es una categoŕıa (ver [13, Definition 2.1.20] en pág.
81). Por otro lado, el funtor Q : T −→ T /X satisface que si f : X −→ Y es un
morfismo en T entonces Q(f) queda representado por la clase de equivalencia del
siguiente diagrama:

X
1X

~~

f

  

X Y.

Para el siguiente resultado, se necesita la siguiente noción. Sean T y T ′ categoŕıas
trianguladas. Un funtor F : T −→ T ′ es triangulado si manda triángulos distinguidos
de T en triángulos distinguidos de T ′. Se tiene el siguiente Teorema (ver [13, Theorem
2.1.8] en pág. 74).

Teorema 11. Sea T una categoŕıa triangulada y X una subcategoŕıa triangulada
de T . Entonces T /X es una categoŕıa triangulada y Q : T −→ T /X es un funtor
triangulado. Además el funtor Q : T −→ T /X satisface la siguiente propiedad
universal: si F : T −→ U es un funtor triangulado tal que X ⊆ Ker(F ), entonces
existe un único funtor triangulado G : T /X −→ U tal que el siguiente diagrama
conmuta

T
Q
//

F

��

T /X

G
||

U .

Observación 3. Recordemos para conveniencia del lector, cómo actúa el funtor
G : T /X −→ U en morfismos. Sea α ∈ HomT /X (X,Y ). Entonces α está representado
por un diagrama de la forma

Z

s

~~

g

��

X Y

con s ∈ S(X ). Como T /X es la categoŕıa donde Q(s′) es invertible para todo
s′ ∈ S(X ) (ver [13, Lemma 2.1.21]) se tiene que α = Q(g)Q(s)−1. Por otro lado,
como X ⊆ Ker(F ), se puede ver que F (s′) es invertible para todo s′ ∈ S(X ). Por lo
tanto, tenemos que G(α) se define como sigue:

G(α) := F (g) ◦ F (s)−1.

Ahora bien, si E es una subcategoŕıa triangulada de una categoŕıa triangulada D,
se define E⊥ := {Y ∈ D | HomD(X,Y ) = 0 ∀X ∈ E}. De manera dual, se define ⊥E .

El siguiente teorema se puede encontrar en [5, Theorem 2.1] en la pág. 506. En el
art́ıculo [5] sólo se da un esbozo de la prueba. Uno de los objetivos principales de este
art́ıculo es dar la demostración con todo detalle de tal resultado.

Teorema 12. [5, Theorem 2.1] Sea i∗ : D′ −→ D un funtor entre categoŕıas
trianguladas que es fiel y pleno. Supongamos que i∗ tiene un adjunto izquierdo i∗

y un adjunto derecho i! que son funtores de categoŕıas trianguladas. Sea E la imagen



RECOLLEMENTS DE CATEGORÍAS TRIANGULADAS 61

esencial de D′ bajo i∗ (i.e, los objetos de D que son isomorfos a i∗(X) para algún
X ∈ D′). Entonces

(a) Ker(i!) = E⊥.
(b) E = ⊥(E⊥), en particular E es una subcategoŕıa gruesa de D.
(c) Consideremos la unidad η : 1D −→ i∗i

∗ del par adjunto (i∗, i∗). Para cada
X ∈ D existe un triángulo distinguido

X0
uX // X

ηX // i∗i
∗(X) // Σ(X0)

que cumple las siguientes condiciones:
(c1) i∗(ηX) es un isomorfismo,
(c2) X0 ∈ ⊥E,
(c3) HomD(X0, s) : HomD(X0, A) −→ HomD(X0, B) es un isomorfismo para todo

s : A −→ B en S(E).
(d) El morfismo cociente j∗ : D −→ D/E tiene adjunto izquierdo j! y adjunto

derecho j∗ y tales adjuntos son fieles y plenos y además E = Ker(j∗). Es decir,
tenemos el siguiente recollement

D′ i∗=i! // D j!=j∗ //

i!

\\

i∗

��

D/E .

j∗

]]

j!

��

Demostración. (a) Consideremos E⊥ := {Y ∈ D | HomD(X,Y ) = 0 ∀X ∈ E}.
Sea Y ∈ E⊥, para X ' i∗(X

′) ∈ E con X ′ ∈ D′ tenemos que 0 =
HomD(i∗(X

′), Y ) = HomD′(X
′, i!(Y )) ya que (i∗, i

!) es par adjunto. En parti-
cular, tomando X ′ := i!(Y ) ∈ D′ tenemos que

0 = HomD(i∗(i
!(Y )), Y ) = HomD′(i

!(Y ), i!(Y )).

Por lo tanto, i!(Y ) = 0. Esto prueba que E⊥ ⊆ Ker(i!).
Ahora, sea Y ∈ Ker(i!). Para X ' i∗(X

′) ∈ E con X ′ ∈ D′ tenemos que
0 = HomD′(X

′, 0) = HomD′(X
′, i!(Y )) = HomD(i∗(X

′), Y ). Por lo tanto,
Y ∈ E⊥ y aśı tenemos que Ker(i!) ⊆ E⊥. Probándose que Ker(i!) = E⊥.

(b) Consideremos el par adjunto (i!, i
!) y su counidad ε′ : i!i

! −→ 1D. Entonces
para cada X ∈ D tenemos el siguiente triángulo distinguido en D

(∗) : i!i
!(X)

ε′X // X // Y // Σ(i!i
!(X))

Aplicando el funtor i! a este triángulo, tenemos el siguiente triángulo en D′

(∗∗) : i!i!i
!(X)

i!(ε′X)
// i!(X) // i!(Y ) // Σ(i!i!i

!(X))

Como i∗ = i! es fiel y pleno, por Proposición 6(b), tenemos que la unidad
(del par adjunto (i!, i

!)) η′ : 1D′ −→ i!i! es un isomorfismo. Consideremos las
identidades triangulares del par adjunto (i!, i

!) para cada Z ∈ D′ y W ∈ D (ver
[4, Theorem 3.1.5] en pág. 99):

1i!(Z) = ε′i!(Z) ◦ i!(η
′
Z)

1i!(W ) = i!(ε′W ) ◦ η′i!(W ).

Luego, como η′i!(X) es un isomorfismo, concluimos que i!(ε′X) es un isomorfismo.

Por lo tanto, del triángulo (∗∗) concluimos que i!(Y ) = 0 (ver [13, Corollary
1.2.6] en pág. 41). Luego, del inciso (a) de este teorema, tenemos que Y ∈ E⊥.
Ahora veamos que E = ⊥(E⊥). En efecto, es claro que E ⊆ ⊥(E⊥).
Por otro lado, supongamos que X ∈ ⊥(E⊥). Como i!i

!(X) = i∗i
!(X) ∈ E y
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E ⊆ ⊥(E⊥), concluimos que i!i
!(X) = i∗i

!(X) ∈ ⊥(E⊥). Dado que i!i
! es un

funtor triangulado, tenemos que Σ(i!i
!(X)) = i!i

!(Σ(X)) = i∗i
!(Σ(X)) ∈ E y

por lo tanto Σ(i!i
!(X)) ∈ ⊥(E⊥).

Luego, en el triángulo (∗), tenemos que Σ(i!i
!(X)), X ∈ ⊥(E⊥). Sea L ∈ E⊥,

aplicando HomD(−, L) al triángulo (∗) tenemos la sucesión larga

0 = HomD(Σ(i!i
!(X)), L) // HomD(Y,L) // HomD(X,L) = 0.

Por lo tanto, HomD(Y,L) = 0 y aśı obtenemos que Y ∈ ⊥(E⊥). Ya vimos
arriba que Y ∈ E⊥ y por lo tanto, Y ∈ (⊥(E⊥)) ∩ E⊥. Aśı, tenemos que
HomD(Y, Y ) = 0 y en consecuencia Y = 0.
Luego, del triángulo (∗) concluimos que ε′X : i!i

!(X) −→ X es un isomorfismo
(ver [13, Corollary 1.2.6] en pág. 41). Es decir, tenemos que X ' i∗i

!(X) ∈ E .
Por lo tanto ⊥(E⊥) ⊆ E y aśı E = ⊥(E⊥). De esta igualdad, es fácil ver que E
es cerrada por sumandos directos, es decir, que E es una subcategoŕıa gruesa.

(c1) Consideremos la unidad η : 1D −→ i∗i
∗ del par adjunto (i∗, i∗). Entonces, para

X ∈ D podemos formar el siguiente triángulo en D (ver Definición 1(T1)):

(♣) : X0
uX // X

ηX // i∗i
∗(X) // Σ(X0).

Notemos que como i∗i
∗(X) ∈ E , entonces el morfismo uX del triángulo (♣)

está en S(E) (ver observación 2, para definición de S(E)). Como i∗ es fiel y
pleno, por Proposición 6(a) tenemos que la counidad ε : i∗i∗ −→ 1D′ es un
isomorfismo. Aplicando i∗ al triángulo (♣) tenemos el siguiente triángulo en
D′:

(4) : i∗(X0)
i∗(uX)

// i∗(X)
i∗(ηX)
// i∗i∗i

∗(X) // Σ(i∗(X0)).

Consideremos las identidades triangulares para X ∈ D y Y ∈ D′ (ver [4,
Theorem 3.1.5] en pág. 99):

1i∗(X) = εi∗(X) ◦ i∗(ηX)

1i∗(Y ) = i∗(εY ) ◦ ηi∗(Y ).

Como εi∗(X) es un isomorfismo, concluimos que i∗(ηX) es un isomorfismo.
(c2) Por (c1) sabemos que i∗(ηX) es un isomorfismo. Luego, del triángulo (4) de

arriba, concluimos que i∗(X0) = 0 (ver [13, Corollary 1.2.6] en pág. 41).
Por otro lado, para Y ∈ D′, tenemos que i∗(Y ) ∈ E y como (i∗, i∗) es un par
adjunto, tenemos que

0 = HomD′(i
∗(X0), Y ) = HomD(X0, i∗(Y )).

Por lo tanto, X0 ∈ ⊥E .
(c3) Veamos que HomD(X0, s) : HomD(X0, A) −→ HomD(X0, B) es un isomorfismo

para todo s : A −→ B en S(E).
En efecto, como s ∈ S(E) tenemos que cuando completamos s a un triángulo
distinguido

A
s // B // C // Σ(A),

se tiene que C ∈ E . Aplicando HomD(X0,−) al triángulo anterior, tenemos la
sucesión exacta larga

D(X0,Σ
−1(C)) // D(X0, A)

s∗ // D(X0, B) // D(X0, C)

donde s∗ := HomD(X0, s). Como C,Σ−1(C) ∈ E y X0 ∈ ⊥E , tenemos la
siguiente igualdad HomD(X0,Σ

−1(C)) = 0 = HomD(X0, C) y por lo tanto
s∗ := HomD(X0, s) es un isomorfismo.
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(d) Primero, notemos que como E es una subcategoŕıa triangulada de D, existe el
cociente de Verdier D/E y funtor triangulado j∗ := Q : D −→ D/E .
Ahora veamos que j∗ : D −→ D/E tiene adjunto izquierdo j!. Como la prueba
es larga, dividiremos la prueba en varios pasos.
(1). Existe functor Φ : D −→ D.
Sea f : X −→ X ′ un morfismo en D; luego por la naturalidad de la unidad η
del par adjunto (i∗, i∗) tenemos el siguiente cuadrado conmutativo

X
ηX //

f

��

i∗i
∗(X)

i∗i
∗(f)

��

X ′
ηX′// i∗i

∗(X ′).

Luego, por Definición 1 (T3), tenemos que existe f : X0 −→ X ′0 tal que se tiene
el siguiente morfismo de triángulos

X0
uX //

f

��

X
ηX //

f

��

i∗i
∗(X) //

i∗i
∗(f)

��

Σ(X0)

Σ(f)

��

X ′0
uX′ // X ′

ηX′ // i∗i
∗(X ′) // Σ(X ′0).

Como uX′ ∈ S(E) (pues i∗i
∗(X) ∈ E) y por el inciso (c3), se tiene el siguiente

isomorfismo de grupos:

HomD(X0, X
′
0)

HomD(X0,uX′ )// HomD(X0, X
′).

Por lo tanto, es único el morfismo f : X0 −→ X ′0 que hace conmutar el diagrama
anterior. Aśı, podemos definir el funtor

Φ : D −→ D,

como sigue: Φ(X) = X0 para X ∈ D y Φ(f) = f para f : X −→ X ′ un
morfismo en D. Utilizando el hecho que HomD(X0, s) es un isomorfismo para
todo s : A −→ B en S(E), se puede ver que en efecto Φ es un funtor.
(2). El funtor Φ del paso (1) es un funtor triangulado.
Consideremos el siguiente triángulo en D:

X
f
// Y

g
// Z

h // Σ(X).

Al igual como hicimos arriba, podemos construir el cuadrado conmutativo

X0
uX //

f

��

(I)

X

f

��

Y0 uY

// Y.

Por [12, Lemma 2.6] (Lema del 9) aplicado al cuadrado anterior tenemos
el siguiente diagrama donde todos los renglones y columnas son triángulos
distinguidos y todos los cuadrados conmutan a excepción del marcado con (X):
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(?) : Σ(X0)
Σ(f)

// Σ(Y0)
Σ(ψ)

// Σ(W )
−Σ(γ)

// Σ2(X0)

i∗i
∗(X)

i∗i
∗(f)
//

a

OO

i∗i
∗(Y )

d //

b

OO

L
k //

c

OO

(X)

Σ(i∗i
∗(X))

−Σ(a)

OO

X
f

//

ηX

OO

Y
g

//

ηY

OO

Z
h //

e

OO

Σ(X)

Σ(ηX)

OO

X0

uX

OO

f
//

(I)

Y0

uY

OO

ψ
// W

µ

OO

γ
// Σ(X0).

Σ(uX)

OO

Notemos que como i∗i
∗ : D −→ D es triangulado, tenemos el siguiente

triángulo en D:

i∗i
∗(X)

i∗i
∗(f)
// i∗i
∗(Y )

i∗i
∗(g)
// i∗i
∗(Z)

i∗i
∗(h)
// Σ(i∗i

∗(X)).

Luego, existe isomorfismo ξ : i∗i
∗(Z) −→ L tal que el siguiente diagrama

conmuta (ver Definición 1 (T3) y [13, Proposition 1.1.20] en pág. 36):

i∗i
∗(X)

i∗i
∗(f)
//

1

��

i∗i
∗(Y )

i∗i
∗(g)
//

1

��

i∗i
∗(Z)

i∗i
∗(h)
//

ξ

��

Σ(i∗i
∗(X))

Σ(1)

��

i∗i
∗(X)

i∗i
∗(f)
// i∗i
∗(Y )

d // L
k // Σ(i∗i

∗(X))

Entonces podemos suponer que el diagrama (?) tiene la siguiente forma

(??) : Σ(X0)
Σ(f)

// Σ(Y0)
Σ(ψ)

// Σ(W )
−Σ(γ)

// Σ2(X0)

i∗i
∗(X)

i∗i
∗(f)
//

a

OO

i∗i
∗(Y )

i∗i
∗(g)
//

b

OO

i∗i
∗(Z)

i∗i
∗(h)
//

c′

OO

(X)

Σ(i∗i
∗(X))

−Σ(a)

OO

X
f

//

ηX

OO

Y
g

//

ηY

OO

Z
h //

e′

OO

Σ(X)

Σ(ηX)

OO

X0

uX

OO

f
//

(I)

Y0

uY

OO

ψ
// W

µ

OO

γ
// Σ(X0).

Σ(uX)

OO

Aplicando i∗i
∗ al morfismo de triángulos del segundo y tercer renglón del

diagrama anterior, tenemos el siguiente diagrama conmutativo

i∗i
∗i∗i

∗(X) // i∗i
∗i∗i

∗(Y ) // i∗i
∗i∗i

∗(Z) // Σ(i∗i∗i
∗i∗(X))

i∗i
∗(X)

i∗i
∗(f)

//

i∗i
∗(ηX)

OO

Y
i∗i
∗(g)

//

i∗i
∗(ηY )

OO

i∗i
∗(Z)

i∗i
∗(h)
//

i∗i
∗(e′)

OO

Σ(i∗i
∗(X))

Σ(i∗i
∗(ηX))

OO

Por inciso (c1), tenemos que i∗i
∗(ηX) y i∗i

∗(ηY ) son isomorfismos, por lo
tanto concluimos que i∗i

∗(e′) : i∗i
∗(Z) −→ i∗i

∗i∗i
∗(Z) es un isomorfismo (ver

[13, Proposition 1.1.20] en pág. 36).
Consideremos la unidad η : 1D −→ i∗i

∗ y counidad ε : i∗i∗ −→ 1D′ del par
adjunto (i∗, i∗). Como i∗ es fiel y pleno, por Proposición 6(a), tenemos que la
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counidad ε : i∗i∗ −→ 1D′ es un isomorfismo. Recordemos que el isomorfismo
funtorial dado por adjunción:

Θ : HomD(Z, i∗i
∗(Z)) −→ HomD′(i

∗(Z), i∗(Z))

está definido como sigue: para λ ∈ HomD(Z, i∗i
∗(Z)) se tiene que Θ(λ) =

εi∗(Z) ◦ i∗(λ) y para ζ ∈ HomD′(i
∗(Z), i∗(Z)) se tiene que Θ−1(ζ) = i∗(ζ) ◦ ηZ .

Luego, para el morfismo e′ ∈ HomD(Z, i∗i
∗(Z)) del diagrama (??) se tiene que

Θ−1Θ(e′) = e′. El cual se traduce en el siguiente diagrama conmutativo

i∗i
∗(Z)

i∗i
∗(e′)

// i∗i
∗i∗(i

∗(Z))

j:=i∗(εi∗(Z))

��

Z

ηZ

OO

e′ // i∗i
∗(Z).

Notemos que j := i∗(εi∗(Z)) es un isomorfismo pues la counidad ε : i∗i∗ −→ 1D′

es un isomorfismo; y además vimos arriba que i∗i
∗(e′) es un isomorfismo. De

esta manera, tenemos el siguiente diagrama conmutativo donde los morfismos
verticales son isomorfismos

Z
ηZ //

1Z

��

i∗i
∗(Z)

j◦i∗i∗(e′)
��

Z
e′ // i∗i

∗(Z).

Luego, tenemos el siguiente diagrama conmutativo

Z0
uZ // Z

ηZ //

1Z

��

i∗i
∗(Z)

j◦i∗i∗(e′)
��

// Σ(Z0)

W // Z
e′ // i∗i

∗(Z) // Σ(W )

Por lo tanto existe un isomorfismo α : Z0 −→W tal que el siguiente diagrama
conmuta (ver Definición 1 (T3) y [13, Proposition 1.1.20] en pág. 36):

Z0
uZ //

α

��

Z
ηZ //

1Z

��

i∗i
∗(Z)

j◦i∗i∗(e′)
��

// Z0[1]

α[1]

��

W
µ
// Z

e′ // i∗i
∗(Z) // W [1]

Por lo tanto el triángulo en la tercera columna del diagrama (??) lo podemos
sustituir por el triángulo superior del diagrama de arriba. Por lo tanto, tenemos
el siguiente diagrama

(? ? ?) : Σ(X0)
Σ(f)

// Σ(Y0)
Σ(ψ′)

// Σ(Z0)
−Σ(γ′)

// Σ2(X0)

i∗i
∗(X)

i∗i
∗(f)
//

a

OO

i∗i
∗(Y )

i∗i
∗(g)
//

b

OO

i∗i
∗(Z)

i∗i
∗(h)
//

c′

OO

(X)

Σ(i∗i
∗(X))

−Σ(a)

OO

X
f

//

ηX

OO

Y
g

//

ηY

OO

Z
h //

ηZ

OO

Σ(X)

Σ(ηX)

OO

X0

uX

OO

f
//

(I)

Y0

uY

OO

ψ′
// Z0

uZ

OO

γ′
// Σ(X0).

Σ(uX)

OO
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Ahora, como sólo hay un único morfismo de Y0 a Z0 que hace conmutar el
diagrama anterior (pues Φ es funtor), concluimos que ψ′ = g = Φ(g).
Veamos que Σ(X0) ' Σ(X)0.
Como i∗i

∗ es un funtor triangulado, existe un isomorfismo funtorial β : (i∗i
∗) ◦

Σ −→ Σ ◦ (i∗i
∗) tal que el siguiente diagrama conmuta para cada X ∈ D:

i∗i
∗(Σ(X))

βX // Σ(i∗i
∗(X))

Σ(X)

ηΣ(X)

OO

1 // Σ(X).

Σ(ηX)

OO

Luego, tenemos el siguiente diagrama de triángulos

Σ(X)0

uΣ(X)
// Σ(X)

ηΣ(X)
//

1

��

i∗i
∗(Σ(X)) //

βX

��

Σ(Σ(X)0)

Σ(X0)
Σ(uX)

// Σ(X)
Σ(ηX)
// Σ(i∗i

∗(X))
−Σ(a)

// Σ2(X0)

Por lo tanto, existe un isomorfismo ϕ : (Σ(X))0 −→ Σ(X0) tal que el diagrama
de arriba se convierte en un morfismo de triángulos (ver Definición 1 (T3) y
[13, Proposition 1.1.20] en pág. 36). Por lo tanto el diagrama (???) se convierte
en el siguiente diagrama

Σ(X0)
Σ(f)

// Σ(Y0)
Σ(g)

// Σ(Z0)
−Σ(γ′′)

// Σ2(X0)

i∗i
∗(X)

i∗i
∗(f)
//

a

OO

i∗i
∗(Y )

i∗i
∗(g)
//

b

OO

i∗i
∗(Z)

i∗i
∗(h)
//

c′

OO

(X)

i∗i
∗(Σ(X))

−Σ(a)

OO

X
f

//

ηX

OO

Y
g

//

ηY

OO

Z
h //

ηZ

OO

Σ(X)

ηΣ(X)

OO

X0

uX

OO

f
//

(I)

Y0

uY

OO

g
// Z0

uZ

OO

γ′′
// Σ(X)0.

uΣ(X)

OO

Ahora, sabemos otra vez que sólo hay un morfismo de Z0 a Σ(X)0 que hace
conmutar el diagrama de arriba (pues Φ : D −→ D es un funtor). Por lo tanto,
tenemos que γ′′ = h = Φ(h). Y aśı tenemos que

X0
f
// Y0

g
// Z0

h // Σ(X0) ' Σ(X)0

es un triángulo distinguido. Esto prueba que Φ : D −→ D es un funtor
triangulado.
(3). El funtor Φ induce un funtor triangulado Φ : D/E −→ D.
Para esto, verifiquemos que Φ(X) = 0 para toda X ∈ E . Por (c) tenemos
triángulo.

X0
uX // X

ηX // i∗i
∗(X) // Σ(X0).

Como X ∈ E , podemos suponer sin perdida de generalidad que X = i∗(Y ) para
algún Y ∈ D′. Entonces tenemos que ηX := ηi∗(Y ) : i∗(Y ) −→ i∗i

∗(i∗(Y )).
Ahora por las identidades triangulares, tenemos que 1i∗(Y ) = i∗(εY ) ◦ ηi∗(Y ).
Como la counidad ε es un isomorfismo, tenemos que i∗(εY ) es un isomorfismo.
Luego por la identidad de arriba, tenemos que ηi∗(Y ) = ηX es un isomorfismo
y aśı del triángulo de arriba tenemos que X0 = 0 (ver [13, Proposition
1.1.20] en pág. 36). Por lo tanto, tenemos que E ⊆ Ker(Φ). Luego por la
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propiedad universal del cociente de Verdier (ver Teorema 11), tenemos un funtor
triangulado Φ : D/E −→ D tal que el siguiente diagrama conmuta

D Φ //

j∗

��

D

D/E .
Φ

==

Por observación 3, tenemos que Φ está definido en morfismos como sigue.
Sea α ∈ HomD/E(X,Y ) que está representado por el diagrama de la forma

Z

s

~~

g

��

X Y

con s ∈ S(E). Entonces, tenemos que α = j∗(g)j∗(s)−1. Por lo tanto, tenemos
que Φ(α) se define como:

Φ(α) := Φ(g) ◦ Φ(s)−1.

(4). Veamos que Φ es adjunto a izquierda de j∗ : D −→ D/E . Para esto,
veamos que existe isomorfismo funtorial

HomD(Φ(X), Y ) ' HomD/E(X, j
∗(Y )),

para X ∈ D/E y Y ∈ D. Por construcción, tenemos que Φ(X) = X0 y j∗(Y ) =
Y . Es decir, probaremos que existe isomorfismo funtorial HomD(X0, Y ) '
HomD/E(X,Y ).
Para esto, definiremos isomorfismo de grupos

ΓX,Y : HomD(X0, Y ) −→ HomD/E(X,Y ).

En efecto, por construcción (inciso (c)), tenemos un triángulo distinguido en
D:

X0
uX // X

ηX // i∗i
∗(X) // Σ(X0)

donde uX ∈ S(E). Luego, para θ ∈ HomD(X0, Y ) podemos formar el siguiente
morfismo en D/E de X a Y (que llamaremos α) dado por el diagrama:

X0

uX

~~

θ

  

X Y.

Es decir, α = j∗(θ)j∗(uX)−1 : X −→ Y . Por lo tanto, definimos ΓX,Y (θ) :=
j∗(θ)j∗(uX)−1.
(4i). Veamos que ΓX,Y es suprayectiva. En efecto, sea ρ en HomD/E(X,Y )
que está representado por el diagrama de la forma

Z

s

~~

g

��

X Y

con s ∈ S(E). Como s ∈ S(E), por (c3), tenemos que HomD(X0, s) :
HomD(X0, Z) −→ HomD(X0, X) es un isomorfismo. Luego, como uX ∈
HomD(X0, X), existe un único morfismo f : X0 −→ Z tal que sf = uX .
Tenemos el siguiente diagrama conmutativo



68 VALENTE SANTIAGO VARGAS

X0

f

��
uX=sf

��

gf

��

Z

s

}}

g

!!

X Y.

Es fácil ver que el morfismo ρ está representado también por la clase de
equivalencia del siguiente diagrama

X0

uX

~~

gf

  

X Y.

Luego, por construcción, tenemos que ΓX,Y (gf) = j∗(gf) ◦ j∗(uX)−1 = ρ. Por
lo tanto ΓX,Y es suprayectiva.
Ahora notemos que ΓX,Y es morfismo de grupos (pues j∗ es funtor aditivo).
(4ii). Veamos que ΓX,Y es inyectiva. En efecto, sea θ : X0 −→ Y tal
que ΓX,Y (θ) = j∗(θ) ◦ j∗(uX)−1 = 0. De donde concluimos que j∗(θ) = 0.
Recordemos que j∗(θ) está representado por el siguiente diagrama

X0

1

}}

θ

  

X0 Y.

Además, el morfismo 0 ∈ HomD/E(X0, Y ) está representado por el diagrama

X0

1

}}

0

  

X0 Y.

Como j∗(θ) = 0, existen morfismos s′ : Z −→ X0 y β : Z −→ X0 tal que el
siguiente diagrama es conmutativo (ver la relación de equivalencia de diagramas
definida antes de este teorema):

Z

s′

~~

β

  

X0

1

��

θ

''

X0
1

ww

0

��

X0 Y

y el morfismo s′ = 1 ◦ s′ ∈ S(E). En particular, tenemos que θs′ = 0 con
s′ ∈ S(E). Por [11, Lemma 4.6.1] en pág. 4.6.1, tenemos que S(E) es un sistema
multiplicativo compatible con la triangulación de D (ver pag. 173 de [11], para
la noción de sistema multiplicativo). En particular, S(E) admite un cálculo de
fracciones a derecha. Aśı, por el dual de LF3 en pág. 172 de [11], tenemos que
existe s′′ : Y −→ Y ′ tal que s′′ ∈ S(E) y s′′θ = 0.
Por (c3), sabemos que tenemos el siguiente isomorfismo de grupos

Hom(X0, s
′′) : Hom(X0, Y ) −→ Hom(X0, Y

′).

Luego, como Hom(X0, s
′′)(θ) = s′′θ = 0, concluimos que θ = 0 y aśı concluimos

que ΓX,Y es biyectiva.
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(4iii). Veamos que ΓX,Y es funtorial. Para esto, veamos que el siguiente
diagrama conmuta

(�) : HomD(X0, Y )
ΓX,Y

//

HomD(Φ(α),β)

��

HomD/E(X,Y )

HomD/E(α,j∗(β))

��

HomD(X ′0, Y
′)

ΓX′,Y ′
// HomD/E(X

′, Y ′)

para α : X ′ −→ X un morfismo en D/E y β : Y −→ Y ′ morfismo en D.
Supongamos que α está representado por el siguiente diagrama

Z

s

~~

γ

��

X ′ X

con s ∈ S(E), es decir, α := j∗(γ) ◦ j∗(s)−1.

Por un lado, tenemos que
(

HomD/E(α, j
∗(β))

)
(ΓX,Y (θ)) = j∗(β)◦(ΓX,Y (θ)◦α).

Para θ : X0 −→ Y , se tiene que ΓX,Y (θ) = j∗(θ) ◦ j∗(uX)−1 está dado por el
diagrama

X0

uX

~~

θ

  

X Y.

Y los morfismos α y j∗(β) están representados por los siguientes diagramas
respectivamente:

Z

s

~~

γ

  

X ′ X,

Y

1

��

β

  

Y Y ′.

Luego, para calcular la composición ΓX,Y (θ) ◦ α construimos el siguiente dia-
grama

(�) : Z ′

δ

��

γ′

  

Z

s

~~

γ

��

X0

uX

~~

θ

  

X ′ X Y

donde δ ∈ S(E). Por lo tanto, la composición ΓX,Y (θ)◦α está representado por
el diagrama

Z ′

sδ

~~

θγ′

  

X ′ Y.
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Ahora, para calcular la composición j∗(β) ◦ (ΓX,Y (θ) ◦ α), construimos el
siguiente diagrama

Z ′

1

~~

θγ′

  

Z ′

sδ

~~

θγ′

  

Y

1

~~

β

  

X ′ Y Y ′.

Luego, tenemos que la composición j∗(β) ◦ (ΓX,Y (θ) ◦α) está representada por
el diagrama

Z ′

sδ

~~

βθγ′

!!

X ′ Y ′.

Ahora calculemos ΓX′,Y ′
((

HomD(Φ(α), β)
)

(θ)
)

. Como α = j∗(γ)j∗(s)−1 está

representado por el diagrama

Z

s

~~

γ

  

X ′ X,

tenemos que Φ(α) = Φ(γ)Φ(s)−1.
Recordemos que por construcción, Φ(γ) y Φ(s) son los únicos morfismos tal que
los siguientes cuadrados conmutan

Z0
uZ //

Φ(s)

��

Z

s

��

X ′0 uX′
// X ′,

Z0
uZ //

Φ(γ)

��

Z

γ

��

X0 uX

// X.

Por lo tanto, Φ(α) = Φ(γ)Φ(s)−1 está dado por la composición:

X ′0
Φ(s)−1

// Z0
Φ(γ)
// X0.

Luego, tenemos que
(

HomD(Φ(α), β)
)

(θ) = β ◦
(
θ ◦ (Φ(γ)Φ(s)−1)

)
está dado

por la siguiente composición:

X ′0
Φ(s)−1

// Z0
Φ(γ)
// X0

θ // Y
β
// Y ′.

Por definición de ΓX′,Y ′ tenemos que ΓX′,Y ′
((

HomD(Φ(α), β)
)

(θ)
)

está re-

presentado por el siguiente diagrama

X ′0
uX′

~~

βθΦ(γ)Φ(s)−1

!!

X ′ Y ′.
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Para finalizar, veamos que los siguientes dos diagramas representan el mismo
morfismo en D/E :

Z ′

sδ

~~

βθγ′

  

X ′ Y ′,

X ′0
uX′

~~

βθΦ(γ)Φ(s)−1

!!

X ′ Y ′.

Del diagrama conmutativo (�) de arriba podemos construir el siguiente
diagrama conmutativo

Z ′0
uZ′ //

Φ(δ)

��

Z ′

δ

��

γ′

  

Z0 uZ

//

Φ(γ)

��

Z

γ

��

X0

uX
~~

X0 uX

// X.

Del diagrama anterior, tenemos que γ′ ◦ uZ′ : Z ′0 −→ X0 es tal que
uX ◦ (γ′ ◦ uZ′) = (γδ) ◦ uZ′ , pero sabemos que Φ(γδ) : Z ′0 −→ X0 es el único
morfismo tal que uX ◦Φ(γδ) = (γδ)◦uZ′ (pues Φ es funtor bien definido). Por lo
tanto, concluimos que γ′ ◦uZ′ = Φ(γδ) = Φ(γ)Φ(δ). También, por construcción
de Φ(sδ), tenemos el siguiente diagrama conmutativo

Z ′0
uZ′ //

Φ(sδ)

��

Z ′

sδ

��

X ′0 uX′
// X ′.

Aśı, tenemos el siguiente diagrama conmutativo

Z ′0
Φ(sδ)

xx

uZ′

&&
X ′0

uX′

~~ βθΦ(γ)Φ(s)−1

,,

Z ′
sδ

rr

βθγ′

  

X ′ Y ′

Ya que β ◦ θ ◦ Φ(γ) ◦ Φ(s)−1 ◦ Φ(sδ) = β ◦ θ ◦ Φ(γ) ◦ Φ(δ) = β ◦ θ ◦ γ′ ◦ uZ′ y
también uX′ ◦ Φ(sδ) = s ◦ δ ◦ uZ′ . Como s, δ ∈ S(E), tenemos que sδ ∈ S(E).
Luego, tenemos que Φ(sδ) es un isomorfismo en D y aśı tenemos el siguiente
triángulo

Z ′0
Φ(sδ)

// X ′0 // 0 // Σ(Z ′0).

donde 0 ∈ E . Es decir, tenemos que Φ(sδ) ∈ S(E). Por lo tanto, los dos
diagramas requeridos son equivalentes. Por lo tanto,(

HomD/E(α, j
∗(β))

)
(ΓX,Y (θ)) = ΓX′,Y ′

((
HomD(Φ(α), β)

)
(θ)

)
.

Es decir, el diagrama (�) conmuta. Concluimos que, ΓX,Y es una biyección

natural y aśı Φ es adjunto a izquierda de j∗. Definamos j! := Φ el adjunto a
izquierda de j∗.
(5). Ahora veamos que j! : D/E −→ D es fiel y pleno. Para esto, por
Proposición 6(b), basta ver que la unidad η : 1D/E −→ j∗j! del par adjunto
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(j!, j
∗) es un isomorfismo.

Consideremos el isomorfismo funtorial

ΓX,j!(X) : HomD(j!(X), j!(X)) −→ HomD/E(X, j
∗j!(X))

La unidad de la adjunción se puede definir como ηX := ΓX,j!(X)(1j!(X)) (ver

[4, Theorem 3.1.5] en pág. 99). Recordemos que j!(X) = Φ(X) = X0 y
j∗j!(X) = X0 . Entonces, por construcción, tenemos que ΓX,j!(X)(1j!(X)) está
representado por el diagrama

X0

1

!!

uX

~~

X X0.

Como uX ∈ S(E), sabemos entonces que ΓX,j!(X)(1j!(X)) := j∗(1X0
)j∗(uX)−1 =

j∗(uX)−1 el cual claramente es un isomorfismo en D/E . Por lo tanto η es un
isomorfismo y aśı, tenemos que j∗ := Φ es fiel y pleno.
(6). Construcción del adjunto a derecha de j∗. De la misma manera con-
siderando la counidad ε′ : i∗i

! −→ 1D del par adjunto (i∗, i
!) para cada X ∈ D

consideramos el siguiente triángulo distinguido en D

i∗i
!(X)

ε′X // X // X0
// Σ(i∗i

!(X)).

De la misma manera como se hizo antes, se puede definir funtor triangulado
Ψ : D −→ D como Ψ(X) := X0. Este funtor triangulado induce un funtor
Ψ : D/E −→ D y se demuestra que j∗ := Ψ es un adjunto derecho de j∗ que es
fiel y pleno.
(7). Prueba de que Ker(j∗) = E = Im(i∗). Finalmente, notemos que por
la construcción del cociente de Verdier, se tiene que Ker(j∗) es la menor
subcategoŕıa triangulada y gruesa que contiene a E (ver Proposition 4.6.2 (3)
en [11], en pág. 183). Por el inciso (b), sabemos que E ya es gruesa y por lo
tanto, tenemos que Ker(j∗) = E = Im(i∗). Por lo tanto, hemos completado i∗
a un recollement.

�

Observación 4. Notemos que el triángulo X0
uX // X

ηX // i∗i
∗(X) // Σ(X0)

de 12(c) es básicamente el primer triángulo del inciso (d) de la definición 2 de
recollement.

El triángulo i∗i
!(X)

ε′X // X // X0
// Σ(i∗i

!(X)) que se construye al final de

la prueba del Teorema 12 es básicamente el segundo triángulo del inciso (d) de la
definición 2 de recollement.

Observación 5. En el Teorema 12, dada la mitad izquierda de un recollement,
completamos a un recollement. También, si se tiene el lado derecho de un recollement,
este se puede completar a un recollement, este resultado se puede ver en [6, Theorem
1.1] en pág. 86. En [14, Theorem 2.4] en pág. 26 se enuncian las dos completaciones,
pero sin demostraciones.

El siguiente resultado es importante y nos dá una relación de cierto tipo de
adjunciones y la categoŕıa de fracciones de una categoŕıa. Recordemos a grandes rasgos
que es la categoŕıa de fracciones (para más detalles ver [11, Section 2.2] en pág. 164).
Dada una categoŕıa C y un conjunto de morfismos S de C, la categoŕıa de fracciones
de C con respecto a S es una categoŕıa C(S−1) junto con un funtor canónico QS : C −→
C(S−1) que tiene las siguientes propiedades:

(a) QS(s) es un isomorfismo en C(S−1) para todo s ∈ S,
(b) Si F : C −→ D es un funtor tal que F (s) es un isomorfismo para todo s ∈ S,

entonces existe un único funtor F : C(S−1) −→ D tal que F = F ◦QS .
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Notemos que la categoŕıa de fracciones es una generalización del concepto de localiza-
ción en álgebra conmutativa.

Proposición 13. Sea F : C −→ D y G : D −→ C un par de funtores y supongamos
que F es adjunto a izquierda de G. Sea Σ = Σ(F ) el conjunto de morfismos σ de C
tal que F (σ) es un isomorfismo. Las siguientes condiciones son equivalentes:

(a) G es fiel y pleno.
(b) La counidad ε : FG −→ 1D del par adjunto (F,G) es un isomorfismo.
(c) El funtor F : C(Σ−1) −→ D tal que F = F ◦QΣ es una equivalencia.

Demostración. Ver [8, Proposition 1.3] en pág. 7, o también [11, Proposition 2.3.1] en
pág. 165. �

Observación 6. Tenemos el dual de la Proposición 13 (ver nota final de la pág. 8
en [8]). Sea F : C −→ D y G : D −→ C un par de funtores y supongamos que F es
adjunto a izquierda de G. Sea Σ = Σ(G) el conjunto de morfismos σ de D tal que
G(σ) es un isomorfismo. Las siguientes condiciones son equivalentes:

(a) F es fiel y pleno.
(b) La unidad η : 1C −→ GF del par adjunto (F,G) es un isomorfismo.
(c) El funtor G : D(Σ−1) −→ C tal que G = G ◦QΣ es una equivalencia.

Para finalizar el art́ıculo, daremos el siguiente teorema, el cual nos ayuda a visualizar
ciertas subcategoŕıas de un recollement (ver figura 2, el cual illustra el Teorema 14).

Teorema 14. Consideremos un recollement de categoŕıas trianguladas

B i∗=i! // A j!=j∗ //

i∗oo

i!
oo

C.
j!oo

j∗
oo

Entonces las siguientes condiciones se satisfacen.

(a) Im(i∗)
⊥ = Im(j∗) = Ker(i!)

(b) ⊥Im(i∗) = Im(j!) = Ker(i∗)
(c) C ' Im(i∗)

⊥

(d) C ' ⊥Im(i∗)
(e) A/⊥Im(i∗) ' B
(f) A/Im(i∗)

⊥ ' B

Demostración. (a) Veamos primero que Im(j∗) = Ker(i!). Por Lema 5(b), sabemos
que Im(j∗) ⊆ Ker(i!). Ahora veamos que Ker(i!) ⊆ Im(j∗). Sea A ∈ A con
A ∈ Ker(i!), por Definición 2(d) tenemos triángulo distinguido en A:

i!i
!(A) // A

α // j∗j
∗(A) // i!i

!(A)[1].

Como A ∈ Ker(i!), tenemos que i!i
!(A) = 0 y por lo tanto, tenemos que α

es un isomorfismo. De esta manera, A ' j∗j
∗(A) ∈ Im(j∗). Esto prueba que

Ker(i!) ⊆ Im(j∗) y por lo tanto Ker(i!) = Im(j∗).
Ahora, probemos que Im(i∗)

⊥ = Im(j∗). Para esto, veamos que Im(j∗) ⊆
Im(i∗)

⊥. SeaA′ = j∗(C) ∈ Im(j∗) yA = i∗(B) ∈ Im(i∗). Luego, HomA(A,A′) =
HomA(i∗(B), j∗(C)) = HomB(B, i!j∗(C)) = HomB(B, 0) = 0. Por lo tanto,
A′ ∈ Im(i∗)

⊥.
Veamos que Im(i∗)

⊥ ⊆ Im(j∗). Sea A ∈ Im(i∗)
⊥, entonces HomA(i∗(B), A) = 0

para todo B ∈ B. Por adjunción tenemos que HomB(B, i!(A)) = 0 para B ∈ B.
En particular, para B = i!(A) tenemos que HomB(i!(A), i!(A)) = 0 y entonces
i!(A) = 0. Pero, ya vimos que Ker(i!) = Im(j∗), por lo tanto, tenemos que
A ∈ Im(j∗). Esto prueba que Im(i∗)

⊥ ⊆ Im(j∗) y aśı Im(i∗)
⊥ = Im(j∗).

(b) Similar a (a).
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i∗(B) = Y
i∗ = i!

i∗

i!

B ⊥Y∩Y⊥

⊥Y

Y⊥

j! = j∗

j!

j∗

C

Figura 2. Descripción de ⊥Im(i∗) = Im(j!) = Ker(i∗) y Im(i∗)
⊥ =

Im(j∗) = Ker(i!) (ver Teorema 14).

(c) Como j∗ es fiel y pleno, sabemos que j∗ produce una equivalencia j∗ : C −→
Im(j∗). Pero por (a) tenemos que Im(i∗)

⊥ = Im(j∗). Esto prueba la equivalencia
requerida.

(d) Similar a (c).
(e) Consideremos el funtor triangulado i∗ : A −→ B y S := S(Ker(i∗)) (ver

observación 2). Sea f : X −→ Y un morfismo en A. Tenemos que i∗(f)
es isomorfismo si y sólo si f ∈ S. En efecto, completamos f a un triángulo
distinguido

X
f
// Y

g
// Z

h // Σ(X)

Luego, tenemos un triángulo distinguido en B:

i∗(X)
i∗(f)

// i∗(Y )
i∗(g)

// i∗(Z)
i∗(h)

// Σ(X)

Luego, tenemos que i∗(f) es isomorfismo si y sólo si i∗(Z) = 0 y esto pasa
si y sólo si f ∈ S. Por lo tanto, por Proposición 13, tenemos equivalencia de
categoŕıas

A[S−1] −→ B.
Pero por definición del cociente de Verdier, tenemos que A/S := A[S−1] (ver
pág. 182 de [11]). Por lo tanto, tenemos equivalencia de categoŕıas A/Ker(i∗) '
B.

(f) Similar a (e), utilizando el resultado dual de la Proposición 13, (ver Observación
6).

�

Observación 7. En general, no es cierto que Im(i∗)
⊥ ∩ ⊥Im(i∗) = {0}. En efecto,

se sabe que se tiene el siguiente recollement (ver [11] sección 4.14 en pág. 190)

Ka(Mod(A)) i∗=i! // K(Mod(A)) j!=j∗ //

i!

dd

i∗

zz

D(Mod(A))

j∗

dd

j!

zz

donde Ka(Mod(A)) es la subcategoŕıa de K(Mod(A)) que consta de los complejos
aćıclicos. En este caso se tiene que Im(i∗) = Ka(Mod(A)) y se tiene lo siguiente (ver
sección 4 de [1] en pág. 235):

(a) Los objetos de Ka(Mod(A))⊥ = Im(j∗) = Ker(i!) se llaman complejos K-
inyectivos y
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(b) Los objetos de ⊥Ka(Mod(A)) = Im(j!) = Ker(i∗) se llaman complejos K-
proyectivos.

Recordemos que para dos complejos X•, Y • en K(Mod(A)) se tiene un complejo
Hom•(X•, Y •) y se tiene la fórmula (para detalles ver sección 14 en pág. 195 de
[9])

Hi
(

Hom•(X•, Y •)
)

= HomK(Mod(A))(X
•, Y •[i]).

Notemos que un complejo Z• es aćıclico si y sólo si Z•[i] es aćıclico. Luego, usando la
fórmula de arriba, tenemos que

Y • ∈ Ka(Mod(A))⊥ ⇐⇒ Hom•(X•, Y •) es aćıclico para todo X• ∈ Ka(Mod(A))

X• ∈ ⊥Ka(Mod(A))⇐⇒ Hom•(X•, Y •) es aćıclico para todo Y • ∈ Ka(Mod(A)).

Por lo que la definición de complejo K-proyectivo y complejo K-inyectivo dada arriba,
es equivalente a la definición original dada por N. Spaltenstein en [18] en pág. 127.
Ahora bien, por [18, Proposition 1.2] en pág. 128, tenemos que si P es un A-módulo
proyectivo, entonces P [0] es un complejo K-proyectivo y tambén que si I es un
A-módulo inyectivo, entonces I[0] es un complejo K-inyectivo. Más generalmente,
complejos de proyectivos acotados por arriba son complejos K-proyectivos y complejos
de inyectivos acotado por abajo son complejos K-inyectivos (ver ejemplo 3.2 de [18]
en pág. 132). Entonces, si M es un A-módulo que es proyectivo e inyectivo, tenemos
que M [0] ∈ Ka(Mod(A))⊥ ∩ ⊥Ka(Mod(A)) y M [0] 6= 0 ∈ K(Mod(A)). Al parecer,
en general no hay una descripción de Im(i∗)

⊥ ∩ ⊥Im(i∗) como en el caso abeliano; y
tampoco hay un criterio para saber cuando Im(i∗)

⊥ ∩ ⊥Im(i∗) = {0}.
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