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RECOLLEMENTS DE CATEGORIAS TRIANGULADAS

VALENTE SANTIAGO VARGAS

RESUMEN. En la literatura se encuentran dos definiciones de recollement de ca-
tegorias trianguladas y es bien conocido para los expertos que estas dos nociones
son equivalentes. En este articulo probaremos la equivalencia de las dos defini-
ciones. También daremos una prueba detallada de que un funtor entre categorias
trianguladas que es fiel y pleno y que poseé adjunto izquierdo y derecho puede
completarse a un recollement, dicho resultado se encuentra en el articulo [5] de E.
Cline, B. Parshall, L. Scott.

1. INTRODUCCION

En esta seccién introduciremos la nocién de categoria triangulada. Un ejemplo
de tal nocién, son las categorias derivadas, las cuales fueron inventadas por A.
Grothendieck y J. L. Verdier en la década de los anos 60. Actualmente, las categorias
derivadas se han convertido en una herramienta importante en muchas ramas de
la matemdtica como: geometria algebraica, geometria algebraica no conmutativa,
teoria de representaciones, fisica-matematica, etc. En un intento de axiomatizar las
propiedades de la categoria derivada, A. Grothendieck y J.L. Verdier introdujeron la
nociéon de categoria triangulada. Durante largo tiempo, las categorias trianguladas
se situaron en un extremo del algebra homoldgica. Sin embargo, esta visién cambid
debido a los trabajos de D. Happel en los anos 80, llegando a ser de gran importancia
en la teorfa de representaciones y en otras areas como ya comentamos arriba.
Recordemos que una categoria aditiva es una categoria 7 tal que Homy(X,Y) es
un grupo abeliano para todo X,Y € 7T, la composicién es bilineal y existen los
coproductos finitos en 7. Una categoria triangulada consiste de una categoria aditiva
T, un automorfismo ¥ : 7 — T (es decir, existe L7! tal que Y o L7 = 1
y Yo X! = 1) llamado “funtor de traslacién” y una clase A7 de “tridngulos
distinguidos” los cuales satisfacen ciertos axiomas. Un tridngulo distinguido n € A+
es una terna de morfismos n: X Y 7 ¥ X en T;y los axiomas que
se pide satisfagan dichos tridngulos distinguidos son con la finalidad de que modelen
(permitan hacer dlgebra homoldgica) las propiedades bésicas de las sucesiones exactas
cortas 0 - X — Y — Z — 0 en una categoria abeliana .A.

Dada una categoria aditiva 7 y un automorfismo ¥ : 7 — 7, formamos una nueva

categoria Diag(T,X) cuyos objetos son diagramas de la forma A Jop o
3(A). Los morfismos en Diag(T, ) son ternas («, 8,v) de morfismos en T tal que el
siguiente diagrama conmuta

h1

A, B o $(A,)

bR

Ay By £ 0y — 2 23(A,).

La siguiente definicién es estandar y la pueden encontrar por ejemplo en [11,
Definition 3.1] en pag. 11.
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Definicién 1. Una categoria triangulada T, es una terna (7, X, A) que satisface

las siguientes condiciones:

(a) T es una categoria aditiva.

(b) ¥:7 — T es un automorfismo aditivo.

(c) A es una subcategoria plena de Diag(7, %) (cuyos objetos llamaremos tridngu-
los distinguidos), la cual es cerrada por isomorfismos y satisface los siguientes
axiomas:

(T1) Para todo morfismo f : A — B en T existe un tridngulo distinguido de la
siguiente forma A Jop Lo Y(A). Para todo A € T, el diagrama
0— A5 A4—50esun triangulo distinguido.

(T2) Si A Ry BRI LN % (A) es un tridngulo distinguido, entonces B —L+

- -2 (h i
c Y(A) ZY) %(B) y 7Y0O) " M4t B % 0 son tridngulos
distinguidos.

(T3) Dados los tridngulos distinguidos A; LN B; 25 ¢ N Y(A;), con i = 1,2;
v un par de morfismos « : Ay — As, 8 : By — Bs tales que el siguiente
cuadrado conmuta

A1 L} Bl
f2
A2 —_— BQ,

existe v : C; — (5 tal que la terna (a, 8,7) es un morfismos de tridngulos, es
decir, el siguiente diagrama conmuta

A, f1 B, g1 C, hy Z(Al)
Ja lg k Jz(a)
AL By 0y 2 m(4,).

(T4) El azioma del octaedro. Para dos morfismos f1 : A — B, fo: B — C existe
un diagrama conmutativo en T

Al g x My
o
A faf1 C g3 v hs3 Z(A)

J{fl B lE(fl)
S

ha

B—"2,c—* .7 %(B)
J JO E(g1)he
00— X(X)=——=%X(X)——0

en el cual todos los renglones y la tercera columna son tridngulos distinguidos.

2. RECOLLEMENTS

Los recollements fueron introducidos por A. A. Beilinson, J. Bernstein y P. Deligne
en [3], en la construccién de la categoria de gavillas perversas sobre un espacio singular
en su axiomatizacién de los 6 funtores de Grothendieck para la categoria derivada de
gavillas. En el contexto de categorias abelianas, los recollements fueron estudiados por
V. Franjou y T. Pirashvili en [7], motivado por el trabajo de MacPherson-Vilonen en
la categoria derivada de gavillas perversas. Los recollements de categorias abelianas
fueron usados por E. Cline, B. Parshall y L. Scott para estudiar la categoria de médulos
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sobre algebras de dimensién finita sobre un campo K (ver [14]). Recientemente la
nocion de recollement ha cobrado mucho interes recientemente por lo que este articulo
pretende ser una introduccion a la teoria de recollements.
A continuacién damos la primera definicién dada por A. A. Beilinson, J. Bernstein y
P. Deligne en 1.4.3 en la pdg. 44 de [3].
Dado un funtor F' : A — B entre categorias arbitrarias la imagen esencial de F'
denotado por Im(F) es la subcategorfa plena de B cuyos objetos son definidos como
sigue:

Im(F) :={B € B | existe A € A tal que F(A) ~ B}.

Si B tiene objeto cero, definimos el kernel de F' como la subcategoria plena de A
definida como sigue Ker(F) := {A € A| F(A) ~ 0}.

Definicién 2. [3, Definition 1.4.3] Consideremos el siguiente diagrama de funtores
triangulados entre categorias trianguladas

<

i gt

iv=i— A —j'=j*— C.

B

!

[ Jx
Se dice que tal diagrama forma un recollement si:

(a) (i*,i. = i1,i') v (ji,5' = j*,j.) son triples adjuntos, i.e. (i*,4,), (i1,4") (j1,5")
son (j*,j.) pares adjuntos;

(¢) s, 1,7« son fieles y plenos;

(d) Para cada A € A existen tridngulos distinguidos en A:

313 (A) —— A —— i,i* (A) —— 255 (4)),

it (A) —— A —— 5" (A) —— 2(iri'(A)).

Observacion 1. Hay un error de dedo en la notacién de la definicién original pues
los autores consideran el diagrama: Dp e spI Dy . El error consiste en que
en la sucesion anterior, debe ser j* en lugar de j,.

Ahora enunciamos la segunda definicién, por ejemplo ver pag. 96 en [17].

Definicién 3. Consideremos el siguiente diagrama de funtores triangulados entre
categorias trianguladas

" Jt
i=i— A ——j'=j*— C.

B

i Jw
Se dice que tal diagrama forma un recollement si:

(a) (i*,i« = i1,i') y (ji,5' = j*, j«) son triples adjuntos, i.e. (i*,i,), (ir,i') (ji,5")
son (j*,j«) pares adjuntos;

(b) Tm(i.) = Ker(j*);

(¢) ix, 1, J« son funtores fieles y plenos.

Recordemos que en una categoria aditiva el coproducto de una familia vacia de
objetos es el objeto cero.

LeEMA 4. Consideremos funtores F' : A — B y G : B — A entre categorias
aditivas tal que (F,G) es un par adjunto. Si F es el funtor cero, entonces G es el
funtor cero.
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Demostracion. Sabemos que existe isomorfismo funtorial para A € Ay B € B
Homp(F(A), B) ~ Hom(A, G(B)).
Como G(B) = 0 para todo B € A, tenemos que Homg(F'(A), B) ~ Hom(A, G(B)) =

0 para todo A € Ay B € B. En particular, para B = F(A) tenemos que
Homp(F(A), F(A)) = 0 y esto implica que 1p4) = 0 y por lo tanto concluimos

que F(A) = 0. Luego, F es el funtor cero. d
LEMA 5. Consideremos un recollement como en las Definiciones 2 o 8 . Entonces
(a’) Z*]' =0,

(b) i'5. = 0.

Demostracion. Solo demostraremos (b) pues (a) es dual. Notemos primero que como
(i4,3') y (5%, j.) son pares adjuntos, entonces (j*i.,4 j.) es un par adjunto. En efecto,
para B € By C € C tenemos los siguientes isomorfismos funtoriales

Hom(j*i.(B), C) ~ Hom(i.(B), j.C) [pues (j*,7.) es un par adjunto]
~ Hom(B,i'5.(C)) [pues (ix,i') es un par adjunto.]

Por lo tanto, (j*i.,i'j.) es un par adjunto. Por Definiciénes 2(b) o 3(b), tenemos que
§*i, = 0. Luego, por Lema 4, concluimos que i'j, = 0. (I

La siguiente Proposicién serd muy util en las pruebas de los resultados de este
articulo.

PROPOSICION 6. Sea F : A — B, un funtor. Las siguientes condiciones se
satisfacen
(a) Sea G : B— A adjunto a izquierda de F. Entonces F es fiel y pleno si y sdlo
si la counidad (del par adjunto (G, F))e:GoF — 14 es un isomorfismo.
(b) Sea H : B — A adjunto a derecha de F. Entonces F es fiel y pleno si y sdlo
st la unidad (del par adjunto (F,H))n:14 — H o F es un isomorfismo.

Demostracion. Ver [4, Theorem 3.4.1] en pdg. 114 y su dual. O
PROPOSICION 7. Consideremos un recollement
7" Ji
B =iy A—ji=j—C
it Jx

como en la Definicion 3. Entonces existen tridngulos distinguidos

313 (A) —— A—— i.i*(A) —— B(jij' (4))

ini' (A) —— A —— jij" (A) —— S(ini' (4)).

Demostracion. Demostremos la existencia del segundo tridngulo ya que la existencia
del primero es andloga. Consideremos los pares adjuntos (ix,i') y (j*,j«). Entonces,
tenemos unidad 7 : 13 — i'i, y counidad ¢ : i,i' — 14 de la adjuncién (i.,4'); y
también la unidad " : 14 — j,j* y counidad &’ : j*j. — 1¢ de la adjuncién (5*, j.).
Consideremos la unidad 7’ : 14 — j.j*. Luego, para A € A tenemos morfismo:

Mat A— juj"(A).

Por Definicién 1(T1) y (T2), podemos completar al siguiente tridngulo distinguido en

A:
(6 : X 2y A0 5 (A) — s N(X).

Lo que haremos en el resto de la prueba es ver que el morfismo « es isomorfo al
morfismo ¢4 : i.i'(A) — A.
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Primero, dado que (j*, j«) es un par adjunto y j, es fiel y pleno (ver Definicién 3(c)),
por Proposition 6(a), tenemos que la counidad ¢’ : j*j. — 1l¢ es un isomorfismo.
Para A € Ay C € C consideremos las identidades triangulares de la adjuncién (j*, j.)
(ver [4, Theorem 3.1.5] en pag. 99):

Ljv(a)y = € ay 0 5" ()
Lj,c) = J«(ec) 0 M) (c)-
Como ¢’ : j*j. —> 1l¢ es un isomorfismo, concluimos de las identidades triangulares

que j*(n'y) es isomorfismo. Aplicando j* al tridngulo (*) tenemos el tridngulo distin-
guido en C:

Y () L 3T L .
5 (X)) 225 57 (A) S 7 (A) —— S (X).

Como j*(ny) es isomorfismo, concluimos que j*(X) = 0 (ver [13, Corollary 1.2.6] en
pag. 41). Como Ker(j*) = im(i.) (ver Definicién 3(b)), tenemos que existe Y € B tal
que i, (Y) ~ X.

Sin perdidad de generalidad supongamos que i,.(Y) = X.

Como (i,i') es un par adjunto e i, es fiel y pleno, por Proposition 6(b), tenemos que
la unidad 7 : 15 — i'i, es un isomorfismo. Luego, i (ny) es un isomorfismo ya que
ny lo es. Por otro lado, aplicando 4" al tridngulo (%), tenemos el siguiente tridngulo
distinguido en B:

()

() 22 it 4) i (A) — S(H(X)).

Por Lemma 5(b), tenemos que i'j, = 0, y por lo tanto i'j,j*(A) = 0, de donde
concluimos que i'(a) es un isomorfismo (ver [13, Corollary 1.2.6] en pag. 41).
Ahora, recordemos que para B € By A € A tenemos isomorfismo funtorial

T : Hom(i,(B), A) — Homg(B,i'(4)),

donde para f € Hom(i,(B),A) se tiene que I'(f) := 4'(f) onp y para g €
Homp(B,i'(A)) tenemos que I'"'(g) = €4 o i.(g). Luego, considerando el morfis-
mo «a : i.(Y) = X — A del tridgngulo (%) tenemos que la igualdad T 'T'(a) = « se
traduce en la conmutatividad del siguiente diagrama

ini' ()
—

iit (14 (Y)) Qi (A)
}*(m’) IEA
X =i (V) 2— A

. . . ..l . . .
En el diagrama anterior i.(ny) y i.i (a) son isomorfismos. Luego tenemos el siguiente
diagrama conmutativo

X2 AT () —— 2(X)
Ll
i) A a2 g Y % (0. (A))
donde X\ := i,i'(a) o i.(ny) es un isomorfismo. Por lo tanto, existe isomorfismo

0 : j.j*(A) — Z tal que el diagrama anterior se completa a un isomorfismo de
tridngulos (ver Definicién 1 (T3) y [13, Proposition 1.1.20] en pdg. 36). Por lo tanto,
el morfismo « lo podemos sustituir por €4 y asi tenemos tridangulo distinguido

P (A) S AT G (A) —— (0l (A)).

Como i, = 7 tenemos el tridngulo deseado. O
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Ficura 1. Idea general de recollement

PROPOSICION 8. Consideremos un recollement
i* gt
B =iy A —j'=j*—C

i Jx

como en la Definicion 2. Entonces Im(i,) = Ker(j*).

Demostracion. Como j*i, = 0 tenemos que Im(i,) C Ker(5*). Ahora veamos la otra
contencién. Sea A € Ker(j*). Por Definicién 2(d) sabemos que tenemos tridngulo
distinguido

iyt (A) —— A —— j,j* (A) —— S(iri'(A)).
Como j*(A) = 0, tenemos que j,j*(A) = 0y por lo tanto el morfismo iyi'(A) —— A
del tridngulo de arriba es un isomorfismo (ver [13, Corollary 1.2.6] en pédg. 41).

Es decir, A ~ iyi'(A) = i,i'(A). Lo cual prueba que A € Im(i,) y por lo tanto
Im(i,) = Ker(5*). O

COROLARIO 9. Las definiciones de recollement de 2 y 8 son equivalentes.
Demostracion. Se sigue de las Proposiciones 7 y 8. (I

La Figura 1 ilustra a grandes rasgos el recollement de la Definicién 3.

3. COMPLETACION DE RECOLLEMENTS
Recordemos la siguiente definicién (ver [11] en pag. 182).

Definicién 10. Sea 7 una categoria triangulada con traslaciéon ¥X. Sea S una
subcategoria plena de 7. Se dice que S es una subcategoria triangulada de T
si

(a) ¥"(X) € S para todo X € S y para todo n € Z,
(b) Sea X Y Z ¥(X) un tridngulo en 7. Si dos objetos del
conjunto {X,Y, Z} pertenecen a S entonces el tercero también estd en S.

Sea S una subcategoria triangulada de 7, se dice que S es gruesa si cada vez que

tenemos morfismos X ——Y —— X tal que To¢ = ly con X € S, entonces
Y € S. Es decir, S es gruesa si es cerrada por sumandos directos.

Observacion 2. Recordemos la siguiente construccién. Dada T categoria triangu-
lada y X subcategorfa triangulada de 7 definimos los morfismos S(&X') como los mor-
fismos f: A — B tal que cuando completamos f a un tridngulo

A f

B¢ 2(A)

tenemos que C € X.
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En este caso tenemos la localizacién de Verdier de 7T respecto a la subcategoria
triangulada X, la cual es por definicion 7/X := T[S(X)7!] y se tiene el funtor
canénico Q : T — T /X. Recordemos que T[S(X)~!] es notacién para denotar a
la categoria que se contruye a partir de 7 en la cual los morfismos que pertenecen a
S(X) se vuelven invertibles (ver seccién 2.2 en pdg. 164 de [11]).

A continuacién, veamos a grandes rasgos como se construye el cociente de Verdier
T /X. Para esto, hacemos la siguiente construccién. Consideremos dos diagramas

Z 7
2
X v, X Y

con s, s’ € S(X). Decimos que dichos diagramas estén relacionados si existen morfis-
most: W —Zyu:W — Z"en T tal que el siguiente diagrama conmuta

w
/ \
Z o /A

X
Y

y ademés st = s'u € S(X). Se demuestra que la relacién anterior es de equivalencia
y por lo tanto podemos hablar de clases de equivalencia de diagramas de la forma
anterior (ver [13, Lemma 2.1.14] en pag. 76). El cociente de Verdier 7/X se define
como sigue.

(a) Los objetos de T /X son los mismos objetos que los de T.
(b) Sean X y Y dos objetos de 7/X, un morfismo de X a ¥ en 7/X consiste de
la clase de equivalencia de diagramas de la forma

X/Z\\J:Y

La composicién en 7 /X se define como sigue. Consideremos un morfismo de X a Y y
otro morfismo de Y a Z representados por los siguientes diagramas respectivamente:

W W’
X Y, Y z

con s,s" € S(X). Para hacer la composicién, se construye un diagrama conmutativo

de la siguiente forma
L
7N
w w’
NN
X Y Z

con s € S(X).
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donde s € S(X). Luego, la composicién se define como la clase de equivalencia del

diagrama:
L
sy \f’j
X Z.

Se demuestra que la composicién definida arriba estd bien definida (ver [13, Lemma
2.1.18] en pag. 80) y que 7 /X es una categoria (ver [13, Definition 2.1.20] en pag.
81). Por otro lado, el funtor Q : T — T /X satisface que si f : X — Y es un
morfismo en 7 entonces Q(f) queda representado por la clase de equivalencia del

siguiente diagramas:
X
N
X Y.

Para el siguiente resultado, se necesita la siguiente nocién. Sean 7 y T’ categorias
trianguladas. Un funtor F : T — T es triangulado si manda tridngulos distinguidos
de T en tridngulos distinguidos de 7”. Se tiene el siguiente Teorema (ver [13, Theorem
2.1.8] en pég. 74).

TEOREMA 11. Sea T wuna categoria triangulada y X una subcategoria triangulada
de T. Entonces T /X es una categoria triangulada y Q : T — T /X es un funtor
triangulado. Ademds el funtor Q : T — T/X satisface la siguiente propiedad
universal: si F : T — U es un funtor triangulado tal que X C Ker(F), entonces
existe un unico funtor triangulado G : T/X — U tal que el siguiente diagrama
conmuta

T % T/x

| A

u.

Observacion 3. Recordemos para conveniencia del lector, cémo actia el funtor
G :T/X — U en morfismos. Sea o € Homy,x(X,Y’). Entonces a estd representado

por un diagrama de la forma
Z
N
X Y

con s € S(X). Como T/X es la categoria donde Q(s’) es invertible para todo
s’ € S(X) (ver [13, Lemma 2.1.21]) se tiene que a = Q(g)Q(s)~!. Por otro lado,
como X C Ker(F'), se puede ver que F(s') es invertible para todo s’ € S(X). Por lo
tanto, tenemos que G(«) se define como sigue:

G(a):=F(g)o F(s)™".

Ahora bien, si £ es una subcategoria triangulada de una categoria triangulada D,
se define £+ := {Y € D | Homp(X,Y) =0 VX € £}. De manera dual, se define +£.

El siguiente teorema se puede encontrar en [5, Theorem 2.1] en la pdg. 506. En el
articulo [5] sélo se da un esbozo de la prueba. Uno de los objetivos principales de este
articulo es dar la demostracién con todo detalle de tal resultado.

TEOREMA 12. [5, Theorem 2.1] Sea i, : D' — D un funtor entre categorias
trianguladas que es fiel y pleno. Supongamos que i, tiene un adjunto izquierdo i*
y un adjunto derecho i' que son funtores de categorias trianguladas. Sea & la imagen
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esencial de D' bajo i, (i.e, los objetos de D que son isomorfos a i.(X) para algin
X €D'). Entonces
(a) Ker(i') = £*.
(b) &= L(ELY), en particular £ es una subcategoria gruesa de D.
(¢) Consideremos la unidad n : 1p — i, del par adjunto (i*,i.). Para cada
X € D existe un tridngulo distinguido

Xo —2 0 X — 54,07 (X) —— B(Xo)

que cumple las siguientes condiciones:

(c1) i*(nx) es un isomorfismo,

(62) X € J‘g,

(¢3) Homp(Xo, s) : Homp(Xo, A) — Homp(Xo, B) es un isomorfismo para todo
s:A— B en S(€).

(d) El morfismo cociente j* : D — D/E tiene adjunto izquierdo j y adjunto
derecho j. y tales adjuntos son fieles y plenos y ademds € = Ker(j*). Es decir,
tenemos el siguiente recollement

D’ o D j'=j*— D/E.

i Jx

Demostracion.  (a) Consideremos £+ := {Y € D | Homp(X,Y) = 0 VX € &}
Sea Y € &1, para X ~ i, (X') € £ con X’ € D' tenemos que 0 =
Homop (i, (X’),Y) = Homp (X', (Y)) ya que (i4,4') es par adjunto. En parti-
cular, tomando X’ :=4'(Y) € D’ tenemos que

0 = Homp (i, (i'(Y)),Y) = Homp (i (Y), ' (Y)).
Por lo tanto, i'(Y') = 0. Esto prueba que £+ C Ker(i').
Ahora, sea Y € Ker(i'). Para X ~ i,(X’) € € con X' € D' tenemos que
0 = Homp/ (X’,0) = Homp/(X',i'(Y)) = Homp(i.(X'),Y). Por lo tanto,
Y € &+ y asf tenemos que Ker(i') C £+. Probandose que Ker(i') = €.
(b) Consideremos el par adjunto (i1,7') y su counidad ¢’ : 4,i' — 1p. Entonces
para cada X € D tenemos el siguiente tridngulo distinguido en D

’

(%) 0 0i'(X) X X Y S0 (X))

Aplicando el funtor 7' a este tridngulo, tenemos el siguiente tridngulo en D’

i)

(k) + iy (X) i'(X) i'(Y) S(i'hi' (X))

Como i, = 14 es fiel y pleno, por Proposicién 6(b), tenemos que la unidad
(del par adjunto (i1,4')) 1’ : 1p — ‘i) es un isomorfismo. Consideremos las
identidades triangulares del par adjunto (iy,i') para cada Z € D' y W € D (ver
[4, Theorem 3.1.5] en péag. 99):

Liy(z) = €y(z) © 1(N7)

_ e /
Liwy = (ew) © M-
Luego, como 7, (x) €S un isomorfismo, concluimos que i'(£'y ) es un isomorfismo.

Por lo tanto, del tridangulo (%*) concluimos que i*(Y') = 0 (ver [13, Corollary
1.2.6] en pag. 41). Luego, del inciso (a) de este teorema, tenemos que Y € £+.
Ahora veamos que £ = +(£1). En efecto, es claro que £ C +(£1).

Por otro lado, supongamos que X € +(£1). Como iyi'(X) = i,i'(X) € € y



62

(c3)

VALENTE SANTIAGO VARGAS

£ C +(&1), concluimos que i (X) = i,i'(X) € H(EL). Dado que iyi' es un
funtor triangulado, tenemos que L(iyi'(X)) = ii'(Z(X)) = i,i' (Z(X)) € € v
por lo tanto X(iyi'(X)) € +(£1).

Luego, en el tridngulo (x), tenemos que X(ii'(X)), X € +(£1). Sea L € £+,
aplicando Homp(—, L) al tridngulo (%) tenemos la sucesién larga

0 = Homp (X (iri' (X)), L) — Homp(Y, L) — Homp(X, L) = 0.

Por lo tanto, Homp(Y,L) = 0 y asi obtenemos que Y € +(£+). Ya vimos
arriba que Y € &£ y por lo tanto, Y € (+(£1)) N EL. Asi, tenemos que
Homp(Y,Y) = 0 y en consecuencia ¥ = 0.

Luego, del tridngulo (*) concluimos que &’y : 4i'(X) — X es un isomorfismo
(ver [13, Corollary 1.2.6] en pag. 41). Es decir, tenemos que X =~ i,i'(X) € £.
Por lo tanto L(£+) C € y asi £ = +(£1). De esta igualdad, es facil ver que &
es cerrada por sumandos directos, es decir, que £ es una subcategoria gruesa.
Consideremos la unidad 7 : 1p — 4.i* del par adjunto (i*,4.). Entonces, para
X € D podemos formar el siguiente tridngulo en D (ver Definicién 1(T1)):

() : Xo 25 X — 54,7 (X) —— B(X).

Notemos que como i.i*(X) € &, entonces el morfismo ux del tridngulo (&)
estd en S(E) (ver observacién 2, para definicién de S(€)). Como i, es fiel y
pleno, por Proposicién 6(a) tenemos que la counidad € : i*i, — 1p/ es un
isomorfismo. Aplicando i* al tridngulo (&) tenemos el siguiente tridngulo en
D'

" (ux)

Fx).,

(D) :i*(Xo) " i+ (X) i, (X) —— S(i* (X))

Consideremos las identidades triangulares para X € Dy Y € D' (ver [4,
Theorem 3.1.5] en pag. 99):

Lix(x) = €i(x) © 1" (1x)

Li.v) =tis(ev) o ni(v)-
Como ¢;+(x) es un isomorfismo, concluimos que i*(nx) es un isomorfismo.
Por (cl) sabemos que i*(nx) es un isomorfismo. Luego, del tridngulo (A) de
arriba, concluimos que i*(Xy) = 0 (ver [13, Corollary 1.2.6] en pag. 41).
Por otro lado, para Y € D', tenemos que i,(Y) € £ y como (i*,i4) es un par
adjunto, tenemos que

0= HOIHD/ (Z*(XO>, Y) = HomD(Xo,i*(Y)).

Por lo tanto, X, € L€&.

Veamos que Homp (X, s) : Homp(Xg, A) — Homp(Xp, B) es un isomorfismo
para todo s : A — B en S(£).

En efecto, como s € S(€) tenemos que cuando completamos s a un tridngulo
distinguido

A—B C $(A),

se tiene que C € &. Aplicando Homp(Xy, —) al tridngulo anterior, tenemos la
sucesion exacta larga

D(Xo, 5~ 1(C)) —— D(Xo, A) —— D(Xo, B) —— D(X,, C)

donde s* := Homp(Xp,s). Como C,X"YC) € £y Xg € L&, tenemos la
siguiente igualdad Homp(Xo,X"1(C)) = 0 = Homp(X,,C) y por lo tanto
s* := Homp (X, s) es un isomorfismo.
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(d) Primero, notemos que como £ es una subcategorfa triangulada de D, existe el
cociente de Verdier D/€ y funtor triangulado j* :=Q : D — D/E.
Ahora veamos que j* : D — D/E tiene adjunto izquierdo j;. Como la prueba
es larga, dividiremos la prueba en varios pasos.
(1). Existe functor ® : D — D.
Sea f : X — X’ un morfismo en D; luego por la naturalidad de la unidad 5
del par adjunto (i*,4.) tenemos el siguiente cuadrado conmutativo

X — B i (X)

Jf Jm*(f)

XX (X,

Luego, por Definicién 1 (T3), tenemos que existe f : Xo — X}, tal que se tiene
el siguiente morfismo de tridngulos

Xo 25 X — 5 (X) —— 5(Xo)

lf Jf lm‘*(f) lE(f)

XX X G (X)) —— B(XD).

Como uxs € S(€) (pues i,i*(X) € £) y por el inciso (c3), se tiene el siguiente
isomorfismo de grupos:

Hom-D(Xg,uX/)

Homp(Xo, X{) Homp(Xg, X').

Por lo tanto, es tinico el morfismo f : Xy — X}, que hace conmutar el diagrama
anterior. Asi, podemos definir el funtor

d:D—D,

como sigue: ®(X) = Xg para X € Dy &(f) = fpara f : X — X' un
morfismo en D. Utilizando el hecho que Homp (X, s) es un isomorfismo para
todo s : A — B en S(E), se puede ver que en efecto ® es un funtor.

(2). El funtor ¢ del paso (1) es un funtor triangulado.

Consideremos el siguiente tridngulo en D:

x—t.y_¢

2(X).
Al igual como hicimos arriba, podemos construir el cuadrado conmutativo

Xo X4 X

b ]

YOT>Y.

Por [12, Lemma 2.6] (Lema del 9) aplicado al cuadrado anterior tenemos
el siguiente diagrama donde todos los renglones y columnas son tridngulos
distinguidos y todos los cuadrados conmutan a excepcién del marcado con (X):
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() S(X0) =2 w(v) 2 swy 20 2(x,)
a b c (X) —3(a)
i () 2 () s Lk S (X)
nx ny e S(nx)
x—t sy 9 Lz M iy
ux (I) wuy Iz S(ux)
Xo— 1 vy W n(xy).

Notemos que como i,i* : D — D es triangulado, tenemos el siguiente

tridangulo en D:

-
Tyl

— (YY) ——

(9)

ii*(2)

ivi* ()
—

(i3 (X)).

Luego, existe isomorfismo £ : i,i*(Z) — L tal que el siguiente diagrama
conmuta (ver Definicién 1 (T3) y [13, Proposition 1.1.20] en pag. 36):

it () S ) 2 () 5 6, ()
FLE T e

Y a ¥

105 (X) —=i.3*(Y) L Y% (X))

Entonces podemos suponer que el diagrama (%) tiene la siguiente forma

()

Z(¢)

() 1 B(X) S(Y0) BW) —— £2(Xo)
a b c (X) —3(a)
it (X) 2 () Y 2) 5 6L (x0)
nx ny e Z(nx)
x—1 vy .z b y(x)
ux 0wy n S(ux)
Xo— 1 Ly w T B(Xo).

Aplicando i,:* al morfismo de tridngulos del segundo y tercer renglén del
diagrama anterior, tenemos el siguiente diagrama conmutativo

i3y (X) —— 1,0%1,0% (YV) —— 1401, (Z) —— B(iyiyi*i* (X))

}*z‘*(nx) i*i*(ny)T i*i*(e/)T E(i*i*(nX))T

il sl vt (h
it (X) ——D Ly W, i.i%(2) W, i, (X))

Por inciso (cl), tenemos que i.i*(nx) v ixi*(ny) son isomorfismos, por lo
tanto concluimos que i.i*(€’) : 141" (Z) — i.11,3*(Z) es un isomorfismo (ver
[13, Proposition 1.1.20] en pég. 36).

Consideremos la unidad 7 : 1p — 4,4* y counidad ¢ : i*i, — 1ps del par
adjunto (i*,i.). Como i, es fiel y pleno, por Proposicién 6(a), tenemos que la
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counidad ¢ : i*i, — 1p/ es un isomorfismo. Recordemos que el isomorfismo
funtorial dado por adjuncién:
© : Homp(Z,i.i*(Z)) — Homp (i*(Z),i"(Z))

estd definido como sigue: para A € Homp(Z,i.i*(Z)) se tiene que O(\) =
gi+(z) ©1*(\) y para ¢ € Homp (i*(Z),i*(Z)) se tiene que ©~1(¢) = i.(¢) 0 nz.
Luego, para el morfismo ¢’ € Homp(Z,i,i*(Z)) del diagrama (%) se tiene que
©710(e¢/) = €. El cual se traduce en el siguiente diagrama conmutativo

i1 (e’)

i.i*(2) 0%, (i*(2))
nzT Jjﬁ—i*(ei*(Z))
Z ¢ ii*(2).

Notemos que j := 7. (g;+(z)) es un isomorfismo pues la counidad ¢ : i*i, — 1ps
es un isomorfismo; y ademés vimos arriba que i4i*(e’) es un isomorfismo. De
esta manera, tenemos el siguiente diagrama conmutativo donde los morfismos
verticales son isomorfismos

7z —2i,i%(2Z)
[ o
Z—5%4, i*(Z).
Luego, tenemos el siguiente diagrama conmutativo
Zo —2 7 — %0, (Z) — S(Z0)
llz Jjoui*(e')
W—— Z — % (Z) —— S(W)

Por lo tanto existe un isomorfismo « : Zy — W tal que el siguiente diagrama
conmuta (ver Definicién 1 (T3) y [13, Proposition 1.1.20] en pdg. 36):

Zo—2 7 — % (Z) —— Zy[1]

J{a JIZ ljoi*i*(e') la[l]
o ’

W —— 7 —%i.4"(Z) —— W[1]

Por lo tanto el tridngulo en la tercera columna del diagrama (xx) lo podemos
sustituir por el tridngulo superior del diagrama de arriba. Por lo tanto, tenemos
el siguiente diagrama

(")

(e x%) 1 5(Xo) (Ye) 2(Zo) —290, 52(x,)
a b c’ (X) —3(a)
i (X) T ( )Mi*i*(Z) ﬂf)E(z*i*(X))
nx ny Nz S(nx)
x—1 vy .z b x(X)
ux (I uy uz Z(ux)
Xo— v, — Y g sxy).
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Ahora, como s6lo hay un Unico morfismo de Yj a Zjy que hace conmutar el
diagrama anterior (pues ® es funtor), concluimos que ¥’ =g = ®(g).
Veamos que X(Xp) ~ 3(X)o.
Como i,1* es un funtor triangulado, existe un isomorfismo funtorial 5 : (i,i*) o
Y — Yo (i4i*) tal que el siguiente diagrama conmuta para cada X € D:

i (X)) 225 B0, (X))

772<X>T E(nxﬁ

NX) —— v(X).
Luego, tenemos el siguiente diagrama de triangulos

Us(x)

n=(x).
7

%(X)o %(X) «17(2(X)) —— Z(E(X)o)

1 Bx
2(uw P —X(a
£(Xo) 2 52(x) 5,07 (x)) 2 92(Xo)
Por lo tanto, existe un isomorfismo ¢ : (X(X))o — 3(Xp) tal que el diagrama
de arriba se convierte en un morfismo de tridngulos (ver Definicién 1 (T3) y
[13, Proposition 1.1.20] en pag. 36). Por lo tanto el diagrama (xx«) se convierte
en el siguiente diagrama

£(Xo) 2 5(vg) 20 3(20) 07, 32 xq)
a b o (X) )
i (X) 2 e ) 2 e ) Y2 (x))
nx ny nz Nz (x)
x4 .y .z b y(x)
ux (I uy uz ux(x)
Xo—t v — T sz (X,

Ahora, sabemos otra vez que sélo hay un morfismo de Zy a (X )o que hace
conmutar el diagrama de arriba (pues ® : D — D es un funtor). Por lo tanto,
tenemos que v/ = h = ®(h). Y asi tenemos que

Xo ¥~ Zo s v(Xo) = B(X)o

es un tridngulo distinguido. Esto prueba que ® : D — D es un funtor
triangulado.

(3). El funtor ® induce un funtor triangulado ® : D/ — D.

Para esto, verifiquemos que ®(X) = 0 para toda X € £. Por (¢) tenemos
tridngulo.

Xo 2 X — P57 (X) —— B(Xo).

Como X € &, podemos suponer sin perdida de generalidad que X = i,(Y) para
algin Y € D’. Entonces tenemos que nx = 7;,(y) : ix(Y) — 3% (1.(Y)).
Ahora por las identidades triangulares, tenemos que 1; (v) = i«(€y) o 7, (v)-
Como la counidad € es un isomorfismo, tenemos que i, (ey’) es un isomorfismo.
Luego por la identidad de arriba, tenemos que 7;_(y) = nx es un isomorfismo
y asi del tridngulo de arriba tenemos que X, = 0 (ver [13, Proposition
1.1.20] en pég. 36). Por lo tanto, tenemos que £ C Ker(®). Luego por la



RECOLLEMENTS DE CATEGORIAS TRIANGULADAS 67

propiedad universal del cociente de Verdier (ver Teorema 11), tenemos un funtor
triangulado ® : D/E — D tal que el siguiente diagrama conmuta

p—% .p

| A

DJE.

Por observacién 3, tenemos que ® estd definido en morfismos como sigue.
Sea o € Homp /¢ (X,Y') que estd representado por el diagrama de la forma

X/Z\\QJY

con s € S(€). Entonces, tenemos que o = 7*(g)7*(s)~L. Por lo tanto, tenemos
que () se define como:

D(a) := D(g) o B(s) ™ .

(4). Veamos que @ es adjunto a izquierda de j* : D — D/E. Para esto,
veamos que existe isomorfismo funtorial

Homp (®(X),Y) ~ Homp e (X, j*(Y)),

para X € D/€ y Y € D. Por construccién, tenemos que ®(X) = Xo y j*(Y)
Y. Es decir, probaremos que existe isomorfismo funtorial Homp(Xo,Y) =~
Homgp /¢ (X,Y).

Para esto, definiremos isomorfismo de grupos

2

FX,Y : HOIHD(X(),Y) — Homp/g(X, Y)
En efecto, por construccién (inciso (c)), tenemos un tridngulo distinguido en
D:
Xo 5 X — 54,7 (X) —— B(Xo)

donde ux € S(£). Luego, para 6 € Homp(Xy,Y) podemos formar el siguiente
morfismo en D/E de X a Y (que llamaremos «) dado por el diagrama:

Xo
2N
X Y.
Es decir, a = j*(6)j*(ux)~! : X — Y. Por lo tanto, definimos I'x y () :=
75 (0)5" (ux) ™.

(4i). Veamos que I'xy es suprayectiva. En efecto, sea p en Homp /¢ (X,Y)
que esta representado por el diagrama de la forma

Z
RN
X Y
con s € S(€). Como s € S(€), por (c3), tenemos que Homp(Xo,s)
Homp(Xo,Z) — Homp(Xo,X) es un isomorfismo. Luego, como ux €

Homp(Xp, X), existe un dnico morfismo f : Xg — Z tal que sf = ux.
Tenemos el siguiente diagrama conmutativo
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Es facil ver que el morfismo p estd representado también por la clase de
equivalencia del siguiente diagrama

2N

X Y.
Luego, por construccién, tenemos que I'x y (gf) = 5*(gf) o j*(ux)~™! = p. Por
lo tanto I'x y es suprayectiva.
Ahora notemos que I'x y es morfismo de grupos (pues j* es funtor aditivo).
(4ii). Veamos que I'x y es inyectiva. En efecto, sea 6 : Xo — Y tal
que I'xy(0) = j*(0) o j*(ux)~! = 0. De donde concluimos que j*(f) = 0.
Recordemos que j*(6) esta representado por el siguiente diagrama

Xo
/ XJ
X, Y.

Ademds, el morfismo 0 € Homp¢(Xo,Y) estd representado por el diagrama

Xo
/ \
Xo Y.
Como j*(0) = 0, existen morfismos s’ : Z — Xoy 8 : Z — X, tal que el

siguiente diagrama es conmutativo (ver la relacién de equivalencia de diagramas
definida antes de este teorema):

VA
N
Xo Xo
o 1
ﬂ lo
X, Y

y el morfismo ' = 105 € S(€). En particular, tenemos que s’ = 0 con
s’ € S(€). Por [11, Lemma 4.6.1] en pdg. 4.6.1, tenemos que S(&) es un sistema
multiplicativo compatible con la triangulacién de D (ver pag. 173 de [11], para
la nocién de sistema multiplicativo). En particular, S(€) admite un cédlculo de
fracciones a derecha. Asi, por el dual de LF'3 en pdg. 172 de [11], tenemos que
existe s/ 1Y — Y’ tal que s € S(€) y s"6 =0.

Por (¢3), sabemos que tenemos el siguiente isomorfismo de grupos

Hom(Xy, s”) : Hom(X,Y) — Hom(Xy,Y").

Luego, como Hom(Xy, s”)(0) = s”0 = 0, concluimos que § = 0 y asi concluimos
que I'x y es biyectiva.
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(4iii). Veamos que I'y y es funtorial. Para esto, veamos que el siguiente
diagrama conmuta
I'x,y
(o) : Homp(Xo,Y) ——————— Homp ¢(X,Y)
Homp(‘i’(a),ﬁ)l JHomD/s(a,J‘*(ﬁ))

Homp (X, V") ————— Homp e (X', Y")
X'y’

para « : X’ — X un morfismo en D/€ y 8:Y — Y’ morfismo en D.
Supongamos que « esté representado por el siguiente diagrama

A
N
X'’ X

con s € S(€), es decir, a := j*(y) o j*(s) L.

Por un lado, tenemos que (HomD/g a, 7%( ) = j*(B)o(I'x,y(0)oa).
Para 0 : Xog — Y, se tiene que I'x y (0) = j* ( x) ! estd dado por el
diagrama

Xo
2N
X Y.

Y los morfismos « y j*(/3) estan representados por los siguientes diagramas
respectivamente:

A Y
X' X, y Y’

Luego, para calcular la composicién I'x y (0) o a construimos el siguiente dia-

/\
/\/\

donde ¢ € S(&). Por lo tanto, la composicién I'x y (6) o v estd representado por
el diagrama

(M) :

Z/

N

X' Y.
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Ahora, para calcular la composicién j*(5) o (I'x,y () o «), construimos el

siguiente diagrama
Z/
VRN
z' Y
2NN
X' Y Y.

Luego, tenemos que la composicién j*(5) o (I'x,y (6) o ) esta representada por

el diagrama
Z/
y %7,
X' Y’

Ahora calculemos I'x/ y- ((Homp (®(a), 5)) (9)) Como a = j*(v)j*(s) 7! estd

representado por el diagrama

7
RN
X' X,

tenemos que ®(a) = ®(vy)P(s) L.
Recordemos que por construccién, ®() y ®(s) son los uinicos morfismos tal que
los siguientes cuadrados conmutan

Zo—2 5 7 Zo—2 57
l‘b(s) Js l@(’y) J{"/
X[/) T){/) )(/7 XO *ﬂx X

Por lo tanto, ®(a) = ®(y)®(s)~! estd dado por la composicién:

B(s)t >
X(’) (s) Zs (v) Xo.

Luego, tenemos que (HOHI'D(E(O{),B))(@) =Bo(fo(R(7)P(s)7!)) estd dado

por la siguiente composicién:

B(s)" ! o
X{J() Zo (’Y)XO 0 .y B v’

Por definicién de I'x/ys tenemos que I'x/ y ((Homp(g(a),ﬁ))w)) estd re-
presentado por el siguiente diagrama

Xo

U\V %(’YVP(S)l

X' Y.
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Para finalizar, veamos que los siguientes dos diagramas representan el mismo
morfismo en D/E:
! /
Z X}
% YT “x/ {("f(v)@(s)‘l
/ !/ / !/
X Y, X Y’

Del diagrama conmutativo (H) de arriba podemos construir el siguiente
diagrama conmutativo

Ay
oo [N
Zo——Z Xo
l‘b(v) J{’Yﬁ
X " X.
Del diagrama anterior, tenemos que v’ o uz : Zj — X, es tal que

ux o (v oug) = (y0) o ugzs, pero sabemos que ®(y9) : Zj — Xy es el tinico
morfismo tal que ux o®(yd) = (yd)ouy (pues ® es funtor bien definido). Por lo
tanto, concluimos que v ouy = ®(vd) = ®(7)P(d). También, por construccién
de ®(sd), tenemos el siguiente diagrama conmutativo

iy
J:D(sé) J/s5
X} — X'

Asi, tenemos el siguiente diagrama conmutativo

Zy

X} y z'

u 7 ww/
B0 ()(5) .

Ya que #0600 ®(y) 0 B(s) " 0 B(s8) = B0 0B(7) 0 B(8) = fofor ouz y
también ux: o ®(sd) = sodowuz. Como s, € S(£), tenemos que s§ € S(E).
Luego, tenemos que ®(sd) es un isomorfismo en D y asi tenemos el siguiente
tridngulo

P(sd)

z X}, 0 s(28).

donde 0 € &. Es decir, tenemos que ®(sd) € S(E). Por lo tanto, los dos
diagramas requeridos son equivalentes. Por lo tanto,

(Homp s(a,5°(8))) (D, (6)) = Ty ( (Homp (®(a), 8)) (9) ).

Es decir, el diagrama (¢) conmuta. Concluimos que, I'x y es una biyeccién
natural y asf ® es adjunto a izquierda de j*. Definamos j := ® el adjunto a
izquierda de j*.

(5). Ahora veamos que j; : D/ — D es fiel y pleno. Para esto, por
Proposicién 6(b), basta ver que la unidad 7 : 1pse — j*5 del par adjunto
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(j1,7*) es un isomorfismo.
Consideremos el isomorfismo funtorial

I'x ji(x) : Homp (51(X), 51(X)) — Homp /¢ (X, 5" j1(X))

La unidad de la adjuncién se puede definir como nx := I'x ;x)(1,,x)) (ver
[4, Theorem 3.1.5] en pag. 99). Recordemos que ji(X) = ®(X) = X y
J*51(X) = Xo . Entonces, por construccién, tenemos que I'x j,(x)(1;,(x)) estd

representado por el diagrama

Xo
N
X Xo.
1

Como ux € S(&), sabemos entonces que I'x ;,(x)(1;,(x)) := j"(1x,)5* (ux) ™" =
j*(ux)~! el cual claramente es un isomorfismo en D/E. Por lo tanto 1 es un
isomorfismo y asi, tenemos que j, := @ es fiel y pleno.

(6). Construccién del adjunto a derecha de j*. De la misma manera con-
siderando la counidad ¢’ : i,i* — 1p del par adjunto (i.,i') para cada X € D
consideramos el siguiente tridngulo distinguido en D

(X)X X — X, (6,1 (X)),

De la misma manera como se hizo antes, se puede definir funtor triangulado
¥ :D — D como V(X) := X,. Este funtor triangulado induce un funtor
W :D/E — Dy se demuestra que j, := ¥ es un adjunto derecho de j* que es
fiel y pleno.

(7). Prueba de que Ker(j*) = £ = Im(i.). Finalmente, notemos que por
la construccién del cociente de Verdier, se tiene que Ker(j*) es la menor
subcategoria triangulada y gruesa que contiene a £ (ver Proposition 4.6.2 (3)
en [11], en pag. 183). Por el inciso (b), sabemos que £ ya es gruesa y por lo
tanto, tenemos que Ker(j*) = £ = Im(i,). Por lo tanto, hemos completado i,

a un recollement.
O

Observacién 4. Notemos que el tridngulo Xo —— X — % j,i*(X) — %(Xo)
de 12(c) es bédsicamente el primer tridngulo del inciso (d) de la definicién 2 de
recollement.

El tridngulo i,i'(X) XX Xo Y(i.i' (X)) que se construye al final de
la prueba del Teorema 12 es bésicamente el segundo tridngulo del inciso (d) de la
definicién 2 de recollement.

Observacion 5. En el Teorema 12, dada la mitad izquierda de un recollement,
completamos a un recollement. También, si se tiene el lado derecho de un recollement,
este se puede completar a un recollement, este resultado se puede ver en [6, Theorem
1.1] en pég. 86. En [14, Theorem 2.4] en pag. 26 se enuncian las dos completaciones,
pero sin demostraciones.

El siguiente resultado es importante y nos da una relacién de cierto tipo de
adjunciones y la categoria de fracciones de una categoria. Recordemos a grandes rasgos
que es la categoria de fracciones (para més detalles ver [11, Section 2.2] en pég. 164).
Dada una categoria C y un conjunto de morfismos S de C, la categoria de fracciones
de C con respecto a S es una categorfa C(S™!) junto con un funtor canénico Qg : C —
C(S™1) que tiene las siguientes propiedades:

(a) Qs(s) es un isomorfismo en C(S~1) para todo s € S,

(b) Si F': C — D es un funtor tal que F(s) es un isomorfismo para todo s € S,

entonces existe un tinico funtor F : C(S~!) — D tal que F = F o0 Q5.
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Notemos que la categoria de fracciones es una generalizacién del concepto de localiza-
cién en algebra conmutativa.

PROPOSICION 13. Sea F : C — D y G : D — C un par de funtores y supongamos
que F es adjunto a izquierda de G. Sea ¥ = X(F) el conjunto de morfismos o de C
tal que F(o) es un isomorfismo. Las siguientes condiciones son equivalentes:

(a) G es fiel y pleno.
(b) La counidad ¢ : FG — 1p del par adjunto (F,G) es un isomorfismo.
(¢c) El funtor F : C(X7') — D tal que F = F o Qx. es una equivalencia.

Demostracion. Ver [8, Proposition 1.3] en pdg. 7, o también [11, Proposition 2.3.1] en
pég. 165. O

Observacion 6. Tenemos el dual de la Proposicién 13 (ver nota final de la pag. 8
en [8]). Sea F : C — Dy G : D — C un par de funtores y supongamos que F es
adjunto a izquierda de G. Sea ¥ = X(G) el conjunto de morfismos o de D tal que
G(o) es un isomorfismo. Las siguientes condiciones son equivalentes:

(a) F es fiel y pleno.
(b) La unidad n: 1¢ — GF del par adjunto (F,G) es un isomorfismo.
(c) El funtor G : D(X71) — C tal que G = G o Qx. es una equivalencia.

Para finalizar el articulo, daremos el siguiente teorema, el cual nos ayuda a visualizar
ciertas subcategorias de un recollement (ver figura 2, el cual illustra el Teorema 14).

TEOREMA 14. Consideremos un recollement de categorias trianguladas
i* Ji
in=ir— A —j'=j*— C.

!

A Jx

B

Entonces las siguientes condiciones se satisfacen.
(a) Tm(i,)* = Im(j,) = Ker(i')
(b) +Im(i,) = Im(j;) = Ker(i*)
(c) C ~TIm(i,)*
(d) C ~+Im(i,)
(e) A/ +Im(i,) ~ B
(f) A/tm(i,)* ~ B

Demostracion.  (a) Veamos primero que Im(j,) = Ker(i'). Por Lema 5(b), sabemos
que Im(j,) C Ker(i'). Ahora veamos que Ker(i') C Im(j,). Sea A € A con
A € Ker(i'), por Definicién 2(d) tenemos tridngulo distinguido en A:

i (A) —— A — 45" (A) —— i (A)[1].

Como A € Ker(i'), tenemos que #1i'(4) = 0 y por lo tanto, tenemos que «
es un isomorfismo. De esta manera, A ~ j,j*(A) € Im(j,). Esto prueba que
Ker(i') C Im(j.) y por lo tanto Ker(i') = Im(j.).
Ahora, probemos que Im(i,)* = Im(j.). Para esto, veamos que Im(j,) C
Im(i,)*. Sea A’ = j,.(C) € Im(j.) y A = i.(B) € Im(i.). Luego, Hom 4 (A, A’) =
Hom 4 (i+(B), j«(C)) = Homp(B,i'j.(C)) = Homg(B,0) = 0. Por lo tanto,
A" € Tm(i)*
Veamos que Im(i, )+ C Im(j.). Sea A € Im(i.)*, entonces Hom 4 (i.(B), A) = 0
para todo B € B. Por adjuncién tenemos que Homp(B,i'(A)) = 0 para B € B.
En particular, para B = i'(A) tenemos que Homp(i'(A),i'(A)) = 0 y entonces
i'(A) = 0. Pero, ya vimos que Ker(i') = Im(j.), por lo tanto, tenemos que
A € Tm(j,). Esto prueba que Im(i.)* C Im(j,) y asi Im(i,)t = Im(j,).

(b) Similar a (a).
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B — | WB)=Y Lyny+ — @

FIGURA 2. Descripcién de +Im(i,) = Im(j;) = Ker(i*) y Im(i, )t =

Im(j,) = Ker(i') (ver Teorema 14).

(¢) Como j, es fiel y pleno, sabemos que j, produce una equivalencia j, : C —»
Im(j,). Pero por (a) tenemos que Im(i, )+ = Im(j,). Esto prueba la equivalencia
requerida.

(d) Similar a (c).

(e) Consideremos el funtor triangulado i* : A — By S := S(Ker(i*)) (ver
observacién 2). Sea f : X — Y un morfismo en A. Tenemos que i*(f)
es isomorfismo si y sélo si f € S. En efecto, completamos f a un tridngulo
distinguido

f

X y ¢

Z (X)

Luego, tenemos un tridngulo distinguido en B:
i"(9)

i*(f) i*(h)

i*(X) *(Y) (%) %(X)

Luego, tenemos que i*(f) es isomorfismo si y sélo si i*(Z) = 0 y esto pasa
si y sélo si f € S. Por lo tanto, por Proposicién 13, tenemos equivalencia de
categorias

A[S7'] — B.

Pero por definicién del cociente de Verdier, tenemos que A/S := A[S™!] (ver
pég. 182 de [11]). Por lo tanto, tenemos equivalencia de categorias A/Ker(i*) ~
B.
(f) Similar a (e), utilizando el resultado dual de la Proposicién 13, (ver Observacién
6).
O

Observacion 7. En general, no es cierto que Im(i,)* N +Im(i,) = {0}. En efecto,
se sabe que se tiene el siguiente recollement (ver [11] seccién 4.14 en pdg. 190)

i* gt

N T

K, (Mod(A)) iv=ir— K(Mod(A)) —;j'=j*—— D(Mod(A))

~_ "~ -

!

it Jx

donde K,(Mod(A)) es la subcategoria de K(Mod(A)) que consta de los complejos
aciclicos. En este caso se tiene que Im(i,) = K,(Mod(A)) y se tiene lo siguiente (ver
seccién 4 de [1] en pag. 235):
(a) Los objetos de K,(Mod(A4))* = Im(j.) = Ker(i') se llaman complejos K-
inyectivos y
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(b) Los objetos de *K,(Mod(A)) = Im(j;)) = Ker(i*) se llaman complejos K-
proyectivos.

Recordemos que para dos complejos X, Y* en K(Mod(A4)) se tiene un complejo

Hom®(X*,Y*) y se tiene la férmula (para detalles ver seccién 14 en pédg. 195 de

[9])
H? (Hom' (X°, Y')) = Homg (nvod(a) (X°, Y*[i]).

Notemos que un complejo Z* es aciclico si y sélo si Z°*[i] es aciclico. Luego, usando la
férmula de arriba, tenemos que

Y*® € K,(Mod(A))* <= Hom®(X*,Y*) es aciclico para todo X* € K,(Mod(A))

X* e 1K,(Mod(A)) <= Hom®(X*,Y"*) es aciclico para todo Y* € K,(Mod(A)).

Por lo que la definicién de complejo K-proyectivo y complejo K-inyectivo dada arriba,
es equivalente a la definicién original dada por N. Spaltenstein en [18] en pdg. 127.
Ahora bien, por [18, Proposition 1.2] en pag. 128, tenemos que si P es un A-médulo
proyectivo, entonces P[0] es un complejo K-proyectivo y tambén que si I es un
A-médulo inyectivo, entonces I[0] es un complejo K-inyectivo. Mds generalmente,
complejos de proyectivos acotados por arriba son complejos K-proyectivos y complejos
de inyectivos acotado por abajo son complejos K-inyectivos (ver ejemplo 3.2 de [18]
en pag. 132). Entonces, si M es un A-médulo que es proyectivo e inyectivo, tenemos
que M[0] € K,(Mod(A))* N +K,(Mod(A)) y M[0] # 0 € K(Mod(A)). Al parecer,
en general no hay una descripcién de Im(i, )+ N +Im(i,) como en el caso abeliano; y
tampoco hay un criterio para saber cuando Im(i,)* N +Im(i.) = {0}.
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