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FORMAS = DE LA REGLA DE L’HOPITAL

RENE BENITEZ LOPEZ

RESUMEN. En esta nota, se da una nueva demostraciéon de las formas % de la

Regla de L’Hopital en un punto a, y en +oo.

1. INTRODUCCION

La regla de L’Hopital surge a fines del siglo XVII, fue descubierta por Jean Bernoulli
(1667-1746) quien por razones econdémicas firma un pacto con Guillaume Francois
Antoine marqués de L’Hopital (1661-1704); en ese pacto, Jean Bernoulli a cambio de
un salario se comprometié a enviarle sus descubrimientos matematicos al marqués
de L’Hopital para que éste los utilizara como quisiera; asi, el ano 1696 en Paris
el marqués de L'Hopital publica un libro de Célculo Diferencial titulado “Analyse
des infiniment petits pour l'intelligence des lignes courbes” el cual histéricamente se
considera el primer libro de Célculo Diferencial, y en él da a conocer la famosa regla
conocida como Regla de L'Hopital, la cual descubre Jean Bernoulli en 1694 y la envia
escrita al marqués para cumplir el referido pacto (véase la seccién 4 del capitulo
XX en [2]); ademads, en la introduccién de esta obra el marqués reconoce que se ha
servido libremente de los descubrimientos de Leibniz y de Bernoulli. En 1694, Jean
Bernoulli descubri6 que, si f(x) y g(z) son funciones diferenciables en « = a tales que
f(a) = g(a) =0, y si existe el limite

()

ava g'(z)]

!
ttm L&) _ gy £@)
r—a g(x) T—a g’(x)
Esta regla es una herramienta muy eficaz para el cdlculo de limites indeterminados de la
forma %; con el paso de los anos la regla evoluciono y se demostré para resolver limites
indeterminados de la forma 22. Hoy en dfa, hay varias (quizd muchas) demostraciones
de las formas 22 o i% de la Regla de L'Hopital, y en este articulo doy a conocer una

entonces,

nueva demostracion de las referidas formas % de la Regla de L’Hopital en un punto
a'y en oo.

2. PRELIMINARES Y NOTACION

Vale la pena mencionar que, todas las funciones aludidas en este articulo son funciones
reales de variable real. En la siguiente seccién, se demuestran dos sencillos lemas,
los cuales simplificardn la demostraciéon de la Regla de L’Hoépital para las formas
% en un punto a real. Para ello, se utilizard la teoria de limites infinitos y al
infinito, la cudl puede consultarse en [1], en [3], en [4] y en [5]; aqui, s6lo se recuerdan
algunos conceptos vertidos en la definicién 1 dada mas adelante, en donde +oo se
lee “mds infinito”, —oo se lee “menos infinito” e oo se lee “infinito sin signo” y debe

interpretarse como 400, lo cual se lee “mas o menos infinito” es decir, co = +oo

2010 Mathematics Subject Classification. 00A05, 00A06, 26 A06, 26 A24, 97140.
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y deberd entenderse como una forma abreviada de referirse a las opciones +o0o y/o

—o0; por ejemplo, z — oo es lo mismo que x — £o00, y expresa en forma abreviada las

posibilidades ¢ — 400 y/o £ — —o0; asimismo, lim f(z) eslo mismo que lim f(z),
T—00 z—+o0

lo cual expresa las opciones lim f(z) y/o lim f(x). Por ejemplo, lim z* = +o0
T—r+00 T——00 T—r00

es lo mismo que lim z? = +o0, lo cual expresa las opciones lim z? = +oo y
r—r+o0 r—+00

3

lim 2 = 400, mientras que, lim 2® = oo expresa las posibilidades lim z* = 400,
Tr—r00

T——00 T—+00
y/o lim z® = —oco, y/o lim 2® = 400 y/o lim 2® = —oo, de las cuales sélo
Tr—+00 T—r—00 T—r—00
ocurren dos; a saber, lim z® = 400y lim 2% = —oo. También es oportuno
T—+00 T——00

mencionar que, +00, —00 € 00 se comportan opcionalmente en relacién con los puntos

1
de acumulacion en los limites. Por ejemplo, lim — = oo es equivalente a lim — = £o0,
z—0 I z—0 I

lo cual se precisa como sigue:

1 +oo siz— 0T
lim — = .
U —o00 sixz—0"
1 .1 . .
en este caso, lim — = +oo se traduce como lim — = +ooy lim — = —oo; mientras
z—0 T z—0t T z—0~ T

1 . . 1
que, lim — = oo se traduce en una tnica posibilidad; a saber, lim — = +o0, de donde
z—0 I z—0 T

1 .
lim — = lim — = +0c0. Ademds, +00 y —00 no son nimeros, son puntos ideales
z—0t X z—0— T

y representan, por asi decirlo, los extremos de la recta real, la cual se expresa como el

intervalo abierto | — oo, +00[; es decir, R =] — 0o, +o0o[. Por tanto, co también es un
punto ideal, y como puntos, +00, —oco e co son considerados puntos de acumulacién en
los limites; mds atn, para cualquier N > 0 los intervalos |N, +oo[={z € R: 2 > N}
son vecindades de +00, los intervalos | — co, —N[= {x € R : © < —N} son vecindades
de —o0, y los conjuntos abiertos | — co, —N[U]N,4+oo[= {# € R : || > N} son
vecindades de co. Mds ain, los intervalos abiertos Ja — d,a + d[={z € R: |z —a| <
d}={xeR:a—-J <z <a+d} cond >0 son vecindades de un punto real a.

Definicién 1. Suponga que f es una funcién de dominio D tal que (I'\{a})ND # 0
para toda vecindad I de un punto a.

1. Si a es un nimero real, entonces

lim f(z) = +o0

r—a

si y s6lo si para cada N > 0 existe 6 > 0 tal que
O0<|xr—a|<dyxzeD= f(x) > N.
2. Si a es un numero real, entonces
lim f(z) = —o0

r—a

si y s6lo si para cada N > 0 existe 6 > 0 tal que
O<|z—a|<dyzeD= f(z) < —N.

3. Si a = 400, entonces
lim f(z) =400

xr——+00
si y s6lo si para cada N > 0 existe M > 0 tal que
r>MyxeD= f(z) > N.
4. Si a = —o0, entonces
lim f(z) = +o0
Tr—r—00

si y sélo si para cada N > 0 existe M > 0 tal que
r<-MyzxeD= f(x) > N.
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Si a = +00, entonces
P f7) = 00
si y sélo si para cada N > 0 existe M > 0 tal que
x>MyxeD= f(x) <—N.
Si a = —o0, entonces
lim f(z) = —oc0
r—r—00
si y sélo si para cada N > 0 existe M > 0 tal que
r<-MyzxeD= f(r) < —N.
Si el limite es oo, léase “infinito sin signo” entonces
lim f(z) = o0
r—a
si y s6lo si para cada N > 0 existe 6 > 0 tal que
O<|zr—a|<dyzeD=|f(x)] > N.
Si el punto de acumulacion es oo, entonces
lim f(z) = +o0
Tr—r0o0
si y sélo si para cada N > 0 existe M > 0 tal que
|z] > MyzeD= f(z) > N.
Si el punto de acumulacién es co, entonces
lim f(z) = -0
T—r00
si y sélo si para cada N > 0 existe M > 0 tal que
|z] >MyxeD= f(xr) < —N.

135

Si el limite y el punto de acumulacién son ambos oo, entonces

lim f(z) =0

T—r00

si y sélo si para cada N > 0 existe M > 0 tal que
|z| > M yxeD= f(z) > N.

Ademsds, para demostrar la Regla de L’Hopital en cuestion, se utilizard el Teorema
del Valor Medio de Cauchy, llamado también Segundo Teorema del Valor Medio, cuya
demostracién también puede verse en [1] o en [4], y cuyo enunciado es como sigue:

TEOREMA 2. Suponga que f y g son funciones reales de variable real, tales que

1.
2.
3.

f vy g son continuas en [a,b], con a # b;
f vy g son diferenciables en |a, b];
g'(x) # 0 para todo x en |a,bl;

entonces, hay un punto ¢ en la,b| tal que

f0) = fla) _ f'(e)
9(b) —g(a)  g'(c)

+

También, es conveniente mencionar que, la notacion 22 es equivalente con £22, la cual

+oo 4o — 00

es un manera abreviada de referirse a los casos ===

+o00? —oo? +oo
+oo

y = de la regla de

L’Hopital en cuestion, y que utilizando las formas £ alrededor de un ntimero real a,

=+

se demuestran las formas -3¢ de la Regla de L’Hopital en +o0; es decir, en +o00 y en

—0Q.
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3. ForMmASs i% DE LA REGLA DE L’HOPITAL EN UN PUNTO a, Y EN $oo0.

Para simplificar la demostracién de las formas % de la Regla de L'Hopital en un

punto a, se utilizara el siguiente lema.
LEMA 3. Si lim f(x) = too, entonces existe una vecindad I de a tal que f(x) # 0
Tr—ra

para todo x en I\ {a}.

Demostracidn. Suponga primero que @ es un nimero real, y que lim f(x) = to0, lo
T—ra
cual implica que lim f(x) = +o00 0 lim f(x) = —oo; ahora, considere cualquier nimero
Tr—ra r—a
N > 0, entonces lim f(x) = +oo implica que existe §; > 0 tal que f(z) > N >0
r—a
para todo z en |a — d1,a + 61[\{a}, y si lim f(z) = —oo, entonces existe dy > 0 tal
r—ra
que f(x) < —N < 0 para todo x en Ja — da,a + d2[\{a}; en consecuencia, al tomar
d = min{dy, 2} se tiene que f(z) # 0 para todo = en I =|a — d,a + §[\{a}.
Por otra parte, suponga que a = +00 y que lim f(x) = +oo, entonces lim f(x) =
r—a T——+00
400 0 HI—P f(z) = —oo. Para cada una de estas posibilidades, se demostrard que
Tr—r+00

existe una vecindad I de a = +oo tal que f(z) # 0 en I\ {a} = I. Para este propdsito,
considere cualquier nimero N > 0, entonces h’rf f(z) = +oo implica que existe
xr—r+00

M > 0 tal que f(z) > N > 0 siempre que > M; por tanto, existe una vecindad
I =M, 4o0[ de +o00 tal que f(z) # 0 paratodo x en I\{a} = I; y si Erf f(z) = —o0,

entonces existe K > 0 tal que f(z) < —N < 0 siempre que = > K; asi, existe una
vecindad I = {z € R: z > K} de a = +0o0 tal que f(x) # 0 para todo z en I'\{a} = I.
Similarmente, cuando a = —oo existe una vecindad I = {x € R: 2 < =M} de —oo en
donde M > 0, tal que f(z) # 0 para todo z en I\ {a} = 1. O

Maés atin, para la demostracion de las formas % de la Regla de L’Hopital en un punto
a, también se utilizardn la definicién de limite restringido a un conjunto S dada en [3]
y enunciada enseguida, y el lema 5 demostrado a continuacién.

Definicion 4. Sean f una funcién de dominio D y S un conjunto. La funcién f
restringida a S se escribe fs, se lee “f restringida a 8" y tiene dominio SN D, y se
define como

fs(z) = f(z) para z€8SND.

El limite de f en xq restringido a S se escribe lim fs o lim fs(z), y se define asi
xo T—T0
lim fs = lim fs(z) = lim f(x) para ze€SND.
Zo T—To T—To

LEMA 5. Sean f una funcion de dominio D, S C D, y a un punto de acumulacion

de Dy deS.

1. Sia y L son numeros reales, entonces
lim f(z) =L = lim fs(z) = L.
r—a r—a
2. Si a es numero real, entonces
lim f(z) = +o0 = lim fs(z) = +o0.
T—a r—a
3. Si a es nimero real, entonces
lim f(z) = —oco = lim fs(z) = —oc.
T—ra r—a
4. Sia=+o00 y L es nimero real, entonces

lim f(z)=L = £11>I_~r_100 fs(x) = L.

T—r+00



10.

11.

12.

15.

FORMAS i% DE LA REGLA DE L’HOPITAL 137

Sia=—o0 y L es numero real, entonces
lim f(z)=L = lim fs(z)= L.
Tr—r—00 r——00

Si a = 400, entonces

lim f(z) =400 = lim fs(z) = 4oc.

Tr—+00 Tr—+0o0

St a = 400, entonces

Jm f(z) =00 = lim fs(z) = —oco.
Si a = —00, entonces

lim f(z) =400 = lim fs(z) = +o0.
——00

T—r—00 x
Si a = —00, entonces
lim f(z)=-00 = lim fs(z)=—o0c.
T—r—00 Tr—r—00

Si a es numero real, entonces

11’_r>n f(z) =00 = lim fs(z) = oc.

r—a

Si a = oo, entonces

lim f(z) = +00 = lim fs(z) = +o0.

T—> 00 r—00

Si a = oo, entonces

lim f(z) = —0c0o = lim fs(z) = —o0.

T—r 00 Tr—00

Si a = 0o, entonces

lim f(z) =00 = lim fs(x) = cc.
T—00 Tr—r00

Demostracion. Utilizando las definiciones 1 y 4, se demostraréan sélo las partes 1, 8,
10 y 13, las otras partes se demuestran de igual manera. Ahora, dado que S C D, en
la demostracién de cada una de las partes se dara por hecho que SND = S.

1.

Suponga que lim f(x) = L, entonces por definicién, para cada ¢ > 0 existe
r—a
§ > 0 tal que

O<|z—al|<dyxreD=|f(z)— L| <e;

ademds, por la definicién 4 se sigue que fs(z) = f(z) siempre que z € S; en
consecuencia, dado que S C D se tiene

O<|z—a|<dyzeSCD=|fs(zx)—L|=|f(z)—L| <e¢

entonces, por la definicién de limites finitos en un punto real a se obtiene que

lim fs(z) = L.

r—a

Suponga que 1lim f(x) = 400, entonces por la parte 4 de la definicién 4, para
Tr—r— 00

cada N > 0 existe M > 0 tal que

r<-MyzxzeD= f(z) > N; (*)

ademds, la definicién 4 afirma fs(x) = f(z) siempre que x € S; en consecuencia,
dado que S C D de (x) se sigue que

r<-MyxreSCD= fs(x)= f(z) > N;

entonces, por la parte 4 de la definicién 4, lim fs(z) = +o0.
Tr—r—00
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10. Suponga que lim f(x) = oo, entonces por la parte 7 de la definicién 1, para
r—ra
cada N > 0 existe § > 0 tal que
O<l|z—al|<dyzeD=|f(x)] > N; (xx)
ademds, por la definicién 4, fs(x) = f(x) siempre que x € S; en consecuencia,
dado que S C D de (*x) se sigue que
0<l|z—al<dyreSCD= |fs(zx)|=|f(zx)] > N;
entonces, por la parte 7 de la definicién 4, lim fs(z) = oo.
Tr—a
13. Suponga que lim f(x) = oo, entonces por la parte 10 de la definicién 1 para
Tr—r00
cada N > 0 existe M > 0 tal que
|z| > M yzxeD=|f(x)| > N; (3 % %)

ademds, la definicién 4 afirma fs(x) = f(z) siempre que x € S; en consecuencia,
dado que S C D de (* * x) se sigue que

z[>MyzeSCD=|fs(z)|=|f(z)] > N;
entonces, por la parte 10 de la definicién 4, lim fs(x) = co.
xr—r0o0

O

Utilizando las definiciones 1 y 4, los lemas 2 y 5 y el teorema 2, se demuestra el si-
guiente resultado, conocido como la Regla de L’Hopital para las formas % en un

punto real a.

TEOREMA 6. Suponga que f y g son funciones tales que:
1. f y g son diferenciables en Ja—6,a+ [ para todo § > 0, excepto quizd en x = a.
2. ¢'(x) # 0 para todo  # a en|a — d,a + 4.
3. h’mf(x) = to0, y limg(z) = +oo.
r—a

f'lx) .
4 alc_mg ) existe.
Entonces lim @ = lim f'(z)

z—ag(x) e—ag(x) ’

Demostracion. Suponga que I =]a — d,a + 4. Entonces, de la hipdtesis 3 y el lema 3
se sigue que f(z) # 0y g(z) # 0 para todo z en I \ {a}, por lo que las funciones

son funciones bien definidas para todo z en I\ {a}; asi, al considerar las funciones

F(z)z{f(lz) sizfa y G(z)z{ i siza

0 siz=a 0 siz=a,

la hipdtesis 1 implica que F'y G son funciones diferenciables en I\ {a}, y para todo
zen I\ {a} se tiene

F(s) = - (f(lz))Qf'(z) y G =- (g(lz))zg%z); ()

por tanto, F'y G son continuas en I \ {a}; adem4s,

1 1
lim F(z) = lim — =0=F(a) y limG(z)=1lm — =0= G(a),

z—a z—a f( ) z—a z—a 9(2)
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por lo que F' y G son continuas en todo R; méas atn,

. Fla+h)—F(a . Fla+h
Pita) = Jim T =T iy LD o,
G h)—G G h
) = Jim A= o SR

en consecuencia, las funciones F' y G son diferenciables en todo R. En particular, al
fijar cualquier punto = en Ja — d,a + §[\{a} se tiene que, las funciones F' y G son
continuas en [a, x] y diferenciables en ]a, x[; y también, F' y G son continuas en [z, a] y
diferenciables en ]z, a[. Ahora, la hipétesis 2 e (i) implican que G'(z) # 0 para todo z
en I\ {a}, en particular G'(z) # 0 para todo z en |z, a[ o en ]a, x[; también, dado que
g9(z) #0en I\ {a}, entonces G(z) = G(z) — G(a) = g(z) # 0 para todo z en I \ {a};
por tanto, al aplicar el Teorema del Valor Medio de Cauchy a las funciones F' y G se
tiene que, para el referido punto x existe y = y, en |a, z[ tal que

9(x) _ 7o _ Fl2) _ F(a)—F(a) _ F'(y)

@) oL TG G@ -G O "

(z
o bien, existe y = y, en ]z, a[ tal que
1

g(x) _ T _ F(x) _ —F(x) _ F(a) — F(x) _ F'(y) (i)
f@) o4 Gl -G Gla)-G=) G'y)’
en consecuencia, de (i) y (it), o de (¢) y (¢i7) se sigue que

() (ﬁ)Q ()

/(@) (ﬁ)QQ’(y)

2 2
de donde, por el hecho de que (%) 0y (ﬁ) # 0 para todo y en I\ {a},

)

resulta )
(gé))zg(w) _ ')
(ﬁ) f(x) q'(y)

Ahora, dado que a es punto de acumulacién de S = {y e R:a <y <a+4d} C I;
entonces, de (iv) y el lema 5 se infiere que

(iv)

tm L@ gy L0y W 2
z—at g’(:c) y—at g’(y) y‘)G“F( 1 ) 1) s (%) ;
S

(@)29@) ) . f@)

lim D E— = hm — = hm —_—.
y—at (ﬁ)) f(y) y—at g(y z—at g IE)
Y

De igual manera, considerando & = {y € R : a —J§ < y < a} se obtiene que

!/
(@) = lim M Asi, de la hipétesis 4 se concluye que
T—a~ g’(x) T—a~ g(m)

) x . fl(x
lim = lim -
z—a g(T r—a g (x)

O

Vale la pena mencionar que, si en el enunciado del teorema anterior se cambia z — a
por x — at en Ja,a+ 8], 0 x — a” en ]Ja — §,al, y/o se reemplaza la palabra “existe”
por = Fo00, se obtiene un resultado verdadero, cuya demostracién es similar a la del
teorema 6. Por ejemplo, estos cambios dan como resultado el teorema que sigue.
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TEOREMA 7. Suponga que f y g son funciones tales que:

1. f y g son diferenciables en |a,a + [ para todo § > 0, excepto quizd en x = a.
2. ¢'(z) # 0 para todo x en |a,a + 4.
3. lim f(z) =00, y lim g(z) = +o0.
z—at z—at
f'(x)
" zlat gl(l'>
!/
Entonces lim M =1 / (x)
z—at g(x) z—at g’(x)

= +00

Demostracion. Es andloga a la demostracién del teorema 6. O

Finalmente, se utilizara el teorema 6 para demostrar las formas % de la Regla

de L’Hopital en +o00, la cual se enuncia enseguida, en donde la expresién “para todo
|z] > N” debe traducirse como “para todo x en | — oo, —N|[si  — —00” 0o “para todo
x en |N,+oo[ si  — +00”, y como se menciond en la seccién 2 anterior, la notacién

lim f(x) = 4oo es una forma abreviada de enunciar que lim f(z) = +o0, 6
r—to0 r——+00

lim f(z) =—00,6 lim f(z)=400,6 lim f(z)=—cc.
T—-+00 T——00 T——00

TEOREMA 8. Suponga que f y g son funciones tales que:

1. f y g son diferenciables para todo |x| > N y todo N > 0.
2. ¢'(x) # 0 para todo |x| > N y todo N > 0
3. lim f(x)=+o00,y lim g(x)= £oo.

r—Fo0 T—Fo0

4. h’rin ;:Ezg existe.
xr—r oo
!
FEntonces lim @: lim f,(a:)
r—+oo g(gg) a:—)ioog (17)

Demostracion. Considere las siguientes funciones.

() siz#£0 ] g(d) siz#£0
F(z)_{ 0 siz=0 ° G(z)_{ 0 siz=0.

Note que, por la propiedad arquimediana (véase la seccién 3 del capitulo 9 de [3]) para
cada § > 0y cada z en | — 4,6[\{0} existe N > 0 tal que £ > N si 2> 0,0 —1 > N si
z < 0, lo cual implica que |%’ > N para todo z en | — 6, 6[\{0}; entonces, F'(z) = f (%)

y G(z) = g (%) para todo z en ] —4,5[\{0}; en consecuencia, de la hipétesis 1 se infiere
que F'y G son diferenciables en | — 6, 0[\{0}; en tal caso, para cada z en | — J, §[\{0}

) 00 ()
o)+ () +() (2)

Més adn, de (x) y la hipGtesis 2 se sigue que F'(z) # 0y G'(z) # 0 para todo z en
] —6,6[\{0}. Ademds, para todo z en ] — 4,[\{0} de (%) se obtiene

P 1) (-5) )

G'(z) g2 (%) dG)

1 . .
—, se tiene que x — £oo es equivalente
z

Ahora, al considerar el cambio de variable x =

con z — 0% = 0; precisando se tiene, z — 400 si s6lo si z — 01, y 2 — —o0 si y sélo
si z — 07 ; entonces, con este cambio de variable resulta

F'(z (L "(x

Iim ():Hmf(f)z lim (@)

z—0 G’(z) 2—0 g'( ) z—+oo g’(;z;)

z

; ()
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F'(2)
ez

asi, de la hipétesis 4 se infiere que hm existe; ademas, con el cambio de variable

aludido y la hipétesis 3 se tiene

li F2) = Jiy (1) =t 700 = 40, v
lim G(z) = I 1—1 (z) = Lo
li G = lio (£ ) = g o() = 00

por tanto, al aplicar el teorema 6 a las funciones F' y G se obtiene

tm 28 g 22,
z—0 G(z) z—0 G’( )

en consecuencia, de (xx), (x % x) y el cambio de variable multicitado se tiene

i @ D gy P g )y, L)

(s s %)

_— = 1, = = =
s g(z) | am0 g(L) | 2h0G(z)  2o0 Gl(z) | a—iee g/()

I
o
o T@ g F@
8 deCIr’ Tgr:iloo M - Tkr:iloo g (x) |:|

También aqui, vale la pena mencionar que esta Regla es valida si en el enunciado del
teorema 8 se reemplaza la palabra “existe” por = 4o00. La demostracion esencialmente
es la misma.
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