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ELEMENTOS MATEMATICOS DE LA MECANICA CUANTICA

JORGE R. BOLANOS SERVIN
ROBERTO QUEZADA BATALLA
JOSUE I. RIOS CANGAS

RESUMEN. En estas notas se exponen con detalle y de manera autocontenida las
herramientas basicas de la teoria de los espacios de Hilbert complejos de dimensién
infinita, que son necesarias para un primer estudio, mateméticamente riguroso, de
la mecénica cuantica. En la dltima parte incluimos una introduccién axiomética
a la mecénica cudntica y una breve exposiciéon del modelo del oscilador arménico
y de la teoria de estados cuanticos Gaussianos.

INTRODUCCION

La mecédnica cuédntica es la rama de la fisica que estudia los fenémenos fisicos que
ocurren en escalas de longitudes muy pequenas. El calificativo “cudntico” surge
de, en contraste con la mecénica clésica, considerar algunas cantidades que toman
solamente valores discretos i.e., en “paquetes” o quantum-quanta en latin. Adn
cuando hay muchas nociones de la mecénica cuantica que atin suscitan controver-
sia, esta teoria se aplica exitosamente para describir el comportamiento de sistema
fisicos y sus predicciones son consistentes con los experimentos.

Los sistemas fisicos que estudia la mecédnica cuédntica, exhiben propiedades ondu-
latorias que se pueden describir mediante una ecuacién de onda, por ejemplo, la
bien conocida “ecuacién de Schrodinger”, que describe la evolucién temporal de
una particula subatémica con masa, en el contexto no relativista. En estas notas
trabajamos con el formalismo de matrices de densidad, que permite describir es-
tados que son mezclas de estados puros. En consecuencia, este enfoque resulta ser
una herramienta poderosa para describir sistemas cudnticos mas generales, por
ejemplo, acoplamientos (ensambles) de muchos sistemas cudnticos idénticos.

El material que se presenta en este trabajo estd dividido en cuatro seccio-
nes compuestas de la siguiente manera: la seccién 1 contiene una seleccién de
resultados de indole geométrico y analitico de la teoria de espacios de Hilbert: or-
togonalidad y descomposicién ortogonal, convexidad, operadores lineales, norma
de operadores y funcionales lineales.

La seccion 2 se concentra en la clase de los operadores compactos, particu-
larmente en los operadores de la clase de traza y de manera especial, en los
operadores de Hilbert-Schmidt. Es relevante mencionar que los estados cuanticos
se representan mediante operadores positivos de traza uno.

La seccién 3 se dedica al estudio de operadores no acotados que pueden no
estar densamente definidos en un espacio de Hilbert. Abordamos también el
estudio de operadores cerrados y cerrables, el adjunto de un operador y una
introduccion a la teoria espectral de operadores. Una parte esencial de esta seccién
son los operadores simétricos e isométricos, los cuales exhiben similitudes en sus
propiedades geométricas y espectrales. Cabe sefialar que las observables fisicas se
representan por operadores simétricos tipicamente no acotados.

Por tltimo, en la seccién 4 se discuten brevemente postulados de la mecénica
cudntica en el marco del formalismo de matrices de densidad, se revisa el modelo
del oscilador arménico cudntico y se ofrece una introduccién a los estados cuanticos
Gaussianos.

Al final de cada seccién incluimos una seleccién de problemas que sirven para
complementar estas notas. El lector interesado puede profundizar en el estudio de
resultados aqui expuestos, desde los mas bésicos hasta los més avanzados, en la
literatura clésica de operadores lineales, por ejemplo en [1, 2, 3, 4, 13, 20].

Una version preliminar de estas notas se elaboré para un curso corto de la Escuela
Taller de Verano 2022 realizado en la Facultad de Matemaéticas de la UAGro en
Chilpancingo. Agradecemos el apoyo de CONAHCYT para la escritura de este
texto y la retroalimentacién por parte de los estudiantes que las han utilizado.

2010 Mathematics Subject Classification. 46C05; 47A05; 47B07; 47L60; 81Q10.
Palabras clave. Espacios de Hilbert, operadores lineales acotados y no acotados, meca-
nica cuantica.
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1. EspACIOS DE HILBERT

Iniciaremos esta seccion con el estudio de los elementos que le dan estructura geométri-
ca a un espacio de Hilbert.

1.1. Productos internos y funcionales lineales. A menos que se diga lo con-
trario todos los espacios vectoriales considerados son complejos, es decir, sobre el
campo de los nimeros complejos. Recordemos que una transformacién lineal de un
espacio vectorial V' en otro espacio vectorial W es una funcién A de V en W tal que:

(1) Alaz + By) = al(z) + BA(y),

para todo z,y € V y «,8 € C. En el caso particular cuando W = C, A se llama
funcional lineal. Por lo tanto, un funcional lineal es una funcién que toma valores
complejos y satisface (1).

Definicién 1.1.1. Un espacio vectorial H se llama espacio con producto in-
terno (o espacio unitario) si a cada par ordenado de vectores x,y € H se le asocia un
niimero complejo (x,y), llamado producto interno (o producto escalar) de = con y,
que satisface las siguientes propiedades:

(a) (y,z) = (x,y) (la barra denota conjugacién compleja).
(b) (0 +y,2) = (2, 2) + (9, 2).

¢) (z,ay) = a(z,y), con o € C.

) (z,x) > 0 para todo = € H.

) (z,2) =0solosiz=0.

Entonces un espacio con producto interno es un par de la forma (# (-, -)). Listemos

algunas consecuencias inmediatas de estos axiomas:

(1) Elinciso (c) implica que (0,y) = 0 para todo y € H.

(2) Los incisos (b) y (c) se pueden combinar en sélo una proposicién: para cada x € H,
la funcion y — {(x,y) es un funcional lineal en H.

(3) Los incisos (a) y (b) implican que (z,z +y) = (z,2) + (2,y) (se distribuye en la
segunda coordenada).

(4) Incisos (a) y (c) implican que (ax,y) = @(x,y). Es decir, para cada y € H la
funcion x — (z,y) es lineal conjugada (o anti-lineal).

(5) Los incisos (1) y (e) implican que (z,z) = 0 si y s6lo si x = 0.

El producto interno es una funcién (-,-) : H x H — C que es lineal en la segunda
coordenada y anti-lineal en la primera. Es importante remarcar que la anterior es una
eleccion arbitraria y es la convencién tipicamente usada en la literatura de la Fisica y
Fisica-Matemaética. En contraposicién a esto es comin encontrar textos matemaéticos
donde se usa el producto interno como una funciéon que es anti-lineal en la segunda
coordenada y lineal en la primera. Ambas corrientes dan origen a teorias equivalentes,
sin embargo aconsejamos al lector que cada vez que consulte material de un nuevo
autor verifique a cudl de estas convenciones se adhiere.

Dicho lo anterior, de manera general una funcién S : H x H — C que es lineal en
una de las coordenadas y antilineal en la otra se llama forma sesquilineal.

Como una consecuencia de (d), podemos definir la norma ||z|| del vector = € H,
como la raiz cuadrada no negativa de (z, ). De manera que

|]* = (z,2) .
LEMA 1.1.2 (Desigualdad de Cauchy-Schwarz). Para z,y € H, se cumple que
Kz, o) < [l lyll -

Demostracion. Para A = ||z||?, B = |(z,y)| y C = ||y||?, existe un nimero complejo
a de médulo unitario |a| =1 tal que a(y, ) = B. De hecho,

el
o = <y,$> ’ <y7 >7é0
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Ademas, para cualquier \ real tenemos que
0 < (x— Ay, z — Aay)
= (z,x) = Aa(y, z) — Aafz,y) + \*(y,y)
— Jlel2 = 22l y)| + AZllyl2
De esta manera se cumple que
(2) A—2BA+CXN >0,
de donde si C' = 0, entonces B = 0, pues en caso contrario (2) es falsa para A > 0

grande. Si C' > 0, tomando A = B/C en (2) se obtiene que B2 < AC. O

Observacion 1.1.3. La demostracién de la desigualdad de Cauchy-Schwarz se puede
extender al caso de formas sesquilineales que satisfagan las propiedades de un producto
interno. Ciertamente, basta tomar la forma sesquilineal S(z,2) = A > 0, |S(z,y)| = B
y S(y,y) = C. De esta manera, se cumple la siguiente desigualdad de Cauchy-Schwarz
para formas sesquilineales que satisfacen las propiedades de un producto interno:

(3) 1S(z,y)| < S(x,2)2S(y, y)% .

Definiciéon 1.1.4. Un espacio vectorial complejo X se llama espacio lineal
normado (o espacio vectorial normado) si cada © € X tiene asociado un ndmero
real no negativo ||z| , llamado la norma de z, tal que para todo z,y € X y a € C,

(@) llz+yll < [zl + [yl
(b) [loz]| = |a[l].
(c) Si|jz|| =0, entonces z = 0.

Entonces un espacio lineal normado es un par (X, | - ||). Ademds, de (a) se cumple
la desigualdad del tridangulo

lo =yl <llo =zl +lly—=, =zyzeX.
Definiendo la funcién d : X x X — R, U {0} mediante
d(z,y) = [l —yl|,
se obtiene que cada espacio lineal normado es un espacio métrico (X, d).

Es bien conocido que un espacio de Banach es un espacio vectorial normado que
es completo en la métrica d inducida por la norma. Ademads, una seminorma sobre un
espacio vectorial X es una funcién real p : X — R que satisface

p(z+y) < plx) +ply),
para todo x,y € X y para o € C,

plaz) = |alp(z) .

A diferencia de una norma, una seminorma puede anularse sobre vectores no nulos
de X. Un par (X,p) donde X es un espacio vectorial y p una seminorma se llama
espacio semi-normado.

Si s es una forma sesquilineal definida positiva en H x H, entonces p(z) = /s(z, x)
es una seminorma en H. Si ademds satisface la implicacién: s(z,z) = 0 = = = 0,
entonces p es una norma. En efecto, aplicando el lema de Cauchy-Schwarz a la forma
sesquilineal positiva se tiene que

plr+y)* =s@+y.z+y)

s(z,z) + s(y,2) + s(z,y) + s(y, y)

s(z,x) +2|s(z,y)[ + 5(y,y)

< p()? + 2p(@)p(y) + p(y)* = (p(2) + p(y))*-
De esta manera p(x + y) < p(z) + p(y).
plaz) = s(ax,ax)% = [o@s(w,x)]% = |alp(x).

IN

Note que
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Por lo tanto p es una seminorma. Si s(x,z) = 0 implica 2 = 0, entonces p(z) = 0
conlleva x = 0, es decir, p es una norma.

Todo espacio unitario (H,(-,-)) puede considerarse como un espacio vectorial
normado (H, ||-||) con la norma inducida por su producto interno, y también puede
considerarse como un espacio métrico (H,d) con la métrica inducida por su norma. Si
este espacio (H,d) es completo, i.e., si cualquier sucesién de Cauchy converge en H,
entonces el espacio unitario original se llama espacio de Hilbert.

TEOREMA 1.1.5. Para cada y € H fijo, las funciones:
(4) v (z,y), z— (y,z), x— |z,

son uniformemente continuas en H. Ademds, el producto interno es una funcion
continua en el espacio H X H.

Demostracion. Para x,y, h,h' € H, se sigue de la desigualdad de Cauchy-Schwarz que
|<m,y> - <.%' +h,y+ h/>| = |<h7y> + <:L‘,h/> + <h7h/>|
< 20yl + N2+ AR
de donde haciendo h = 0 o I/ = 0 se obtienen las continuidades. De hecho se cumple
la continuidad uniforme de las dos primeras funciones en (4). Ademds se obtiene que

(x+ h,y + Ry = (x,y) cuando ||A']| + ||h]| = 0O, lo cual demuestra la continuidad del
producto interno. O

Ejemplo 1.1.1.

1.1.I1.1 Si la aplicacién f : X — C es un funcional lineal, entonces p(z) = |f(z)| es
una seminorma en X.
1.1.1.2 Sea L1(R) el conjunto de las funciones Lebesgue integrables en R, i.e.,

Ll(R){f:R%(C:f es medible y /R|f|<oo}.

La funcién p : L1(R) — R4 U {0} dada por:

o= [ 17

es una seminorma, pero no una norma, debido a que se anula en las funciones
que son cero casi en todas partes.

1.1.1.3 Paran € N, el conjunto C™ de todas las n-uplas = = (&1, ..., &, ), donde &1, ..., &,
son numeros complejos, es un espacio de Hilbert con el producto interno

(x,y} :Zgﬂh, Yy = (7717“'77771)-
j=1

1.1.1.4 El espacio vectorial de todas las funciones complejas continuas en [0, 1] es un
espacio con producto interno definido por

1
(f,q) = / Tg(t)dt

pero no es un espacio de Hilbert.
1.1.1.5 El espacio Lo (E, p) de todas las funciones f : E — C con (E, u) un espacio
de medida, que satisfacen la condicién

de>0 talque p(f)=p({ze E:|f(z)|>c})=0.

Es decir, el espacio de las funciones esencialmente acotadas, es un espacio
vectorial complejo. El par (Lo (E, 1), ||*]loc) €s un espacio seminormado, donde
la seminorma ||-||« estd definida mediante

[I1flloo = inf{c >0 : p.(f) =0}.
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La seminorma ||-||» no es una norma, pues se anula en las funciones que son
cero p-c.d (casi dondequiera).

1.1.1.6 Denotemos por ¢s el espacio de todas las sucesiones complejas © = (z,,) tales
que > o, |z,|* < o0, la estructura de espacio vectorial de £, es clara. Definase
el producto interno en ¢, mediante

<$7y>12ﬂyn7 y:(yn) :

n>1

£o es un espacio de Hilbert. Queda como ejercicio demostrar la completez.

1.1.1.7 Los espacios L,(X, ), p > 1, donde (X, %, i) es un espacio de medida, son
espacios de Banach y £Lo(X, i) es un espacio de Hilbert.

1.1.1.8 El espacio de las matrices complejas 2 x 2 es un espacio de Hilbert con las
operaciones de suma de matrices y producto por escalares y el producto escalar
Hilbert-Schmidt definido por

{a,b) == tr (a™d) ,
donde tr (a) represente la traza de a. jPuede dar una demostracién de esto?

1.2. Subespacios. Un subconjunto M de un espacio vectorial X’ se llama subespa-
cio de X si el mismo M es un espacio vectorial con las operaciones de X’ restringidas a
M. Una condicién necesaria y suficiente para que un subconjunto M C X sea subes-
pacio es que sea cerrado bajo las operaciones de suma y producto por escalares, i.e.,
para cualesquiera z,y € M ya € Csetienex +ye M y ar € M.

Ejemplo 1.2.1.

1.2.1.1 Si X es el espacio de todas las funciones complejas sobre un conjunto F, el
conjunto de las funciones acotadas es un subespacio de X.

1.2.1.2 Si X es como en el ejemplo 1, el conjunto de las funciones que cumple | f(z)| < 1,
para todo x € X, no es un subespacio de X, pues no es cerrado bajo las
operaciones de X.

1.2.1.3 El espacio vectorial R? tiene los siguientes subespacios y solo estos:
a) El espacio total R3.
b) Todos los planos que pasan por el origen.
¢) Todas las rectas que pasan por el origen.
d) El espacio trivial {0}.

1.2.1.4 En 45 el conjunto de sucesiones complejas (x,,),~, tales que:

Tn

§ -9,
n

n>1

es un subespacio de £5.
1.2.1.5 Sea C|0, 1] el espacio de las funciones complejas continuas en [0, 1] y considere
M como el conjunto de las funciones derivables; este es un subespacio.

Un conjunto de vectores 1, .., x, es linealmente independiente (abreviado l.i.),
si cualquier combinacién lineal
a1z + -+ apr, =0,

implica que a; = - - = «a, = 0. Caso contrario se dice que el conjunto es linealmente
dependiente (abreviado 1.d.). Un subconjunto S es Li. si cada subconjunto finito de
S es li.

Un conjunto de elementos 1, zo, ... de un espacio vectorial X' se dice que generan
a X, si cualquier elemento de y € X se puede representar de manera tnica como

oo
y:Zajxj, a; €C.
Jj=1
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Ademas, los vectores x1, xs, ... forman una base de X si lo generan y son Li.

Un subespacio M de un espacio vectorial X es de dimensiéon finita igual a k, si
tiene una base con k elementos. Si ningin conjunto finito de vectores genera a M,
entonces M tiene dimension infinita.

TEOREMA 1.2.1. Sea X un espacio vectorial y M un subespacio de X de dimension
k. Entonces, el mdxrimo nimero de vectores l.i. en M es k.

Demostracion. Bastard demostrar que cualquier subconjunto de k + 1 vectores es l.d.
Por induccién, sea k = 1y x1 una base de M. Si y;,y2 € M y ninguno de estos vectores
es nulo, entonces existen escalares no nulos ay, as tales que y; = a1x1 v Y2 = aaxs.
Asi, asy; — a1y2 = 0 y no todos los escalares son nulos.

Supongamos ahora que cualquier subconjunto de k vectores en un subespacio de
dimensiéon k — 1 es 1.d. Sean y1,¥s, .., yp+1 vectores en un subespacio M C X de
dimension k, tales que ninguno de ellos es nulo. Si 1, .., ) es una base de M tenemos
paracada j =1,2,...,k+ 1, que

Yj = 121 + QT2 + Qg Tk
con ay;’s no todos iguales a cero. Suponga aq; # 0 y considere los k vectores
a11Y; — 1541, .7:27377k+1

Estos vectores pertenecen a My, el subespacio generado por xo, .., x), pues

Q11Yj — QY1 = Q110 T1 + 11022 + Q11 Qg Tl — Q10 jT] — QT2 — ...

ce T ORI TE
= (Oéuoégj — aljagl)xg + ...+ (auakj — Oéleé]ﬂ):L‘k .

Por hipétesis de induccién existen escalares fa, .., Bx+1, no todos nulos, tales que

Ba(a11y2 — ci2y1) + .. + Bryi(@11Ye41 — a1p41%1) =0,

es decir,

Baar1ya + ... + Prri0n1Yrr1 — (Baaiz + Brr1ikt1)yr =0

de donde se sigue la afirmacion. O

Un subespacio cerrado M de un espacio de Hilbert H es un subespacio que es
cerrado con la topologia inducida por la métrica de H.

Ejemplo 1.2.11.

1.2.I1.1 En el espacio vectorial R?, se cumple lo siguiente:
a) El tinico subespacio de dimensién 3 es el mismo R3.
b) El tnico subespacio de dimensién cero es {0}.
¢) Los subespacios de dimensién dos son todos los planos que pasan por el
origen.
d) Las rectas que pasan por el origen son los subespacios de dimensién uno.
e) Todo subespacio de R? tiene dimensién finita menor o igual a tres.
1.2.I1.2 Sobre el espacio ¢, se tiene que:
a) El subconjunto M de vectores (sucesiones) de la forma (x1,...,2,,0,...)
es un subespacio de dimension n.
b) El subespacio M de todas las sucesiones (z,),, tales que:

an
7:0,
n

n>1

es un subespacio de /> de dimensién infinita. Ademads, uno verifica que el
conjunto de vectores {(1,—-2,3,—4,...,2k —1,—2k,.. .)}k21 es 1i. en M.
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1.2.I1.3 En L»[0,1], el subconjunto de las funciones que satisfacen la condicién:

/1f(t)dt 0,
0

es un subespacio de dimensién infinita. Esto debido a que el conjunto de
funciones {sin(27k)}r>1 es Li. y

1
/ sin(2knt)dt =0, paratoda k>1.
0

1.2.I1.4 En {5, el conjunto M de las sucesiones con solo un ntmero finito de coorde-
nadas distintas de cero es un subespacio pero no es un subespacio cerrado de
£o; la sucesion {x,}, -, definida por:

1 1
n=11=,...,—,0,0,...
T < 5 nOO >

es una sucesién en M que converge en {3 al punto (1,3, %,...) ¢ M.
1.2.I1.5 En {5, el subconjunto M de las sucesiones (2,,),>1 tales que

T
E “n_
n
n>1
es un subespacio cerrado de f5. En efecto, si {z) = (l‘k’n)nzl}k>1 es una
sucesién en M que converge en {3 a & = (,,)n>1, €ntonces como

<x0,xk>zzxk—’":0, k=1,2,...

n
n>1

donde g = (1,3, %,...) y como el producto interno es una funcién continua
en la segunda componente, tenemos que
Tn .
g = (xg,2) = hin (xo, ) =0,

n>1

es decir, z € M.

1.3. Ortogonalidad. Dos elementos x,y en un espacio de Hilbert H se dicen
ortogonales si (z,y) = 0 y se denota por z L y. Como (z,y) = 0 implica que
(y,x) = 0, entonces L es una relacién simétrica.

Mediante el simbolo z' denotaremos al conjunto de todos los y € H que son
ortogonales a x. Si M es un subespacio de H, M~ denota al conjunto de todos los
y € H que son ortogonales a cada z € M. Se le llama conjunto ortogonal a M.
Obsérvese que xz+ es un subespacio de H debido a que si z L y y L 3 entonces
rly+y yxrLay,conacC. Ademds,

at={yeH: (z,y =0},

es decir, es la imagen inversa del {0} bajo la funcién continua y — (z,y), por lo
tanto 2+ es un subespacio cerrado de H. Més atin, de la definicién se sigue que
M+ = m l’l,
zeM
por lo tanto M también es un subespacio cerrado de 7, al ser interseccién de
subespacios cerrados.

Introduzcamos el siguiente concepto sobre espacios vectoriales. Decimos que un
subconjunto F de un espacio vectorial X es convexo si tiene la siguiente propiedad
geométrica:

Para cualesquiera x,y € £y 0 <t < 1, el punto

también pertenece a E. Ademads, se cumple lo siguiente:
(a) Cualquier subespacio de X" es convexo.
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(b) Si E C X es convexo, entonces cada uno de sus trasladados
E+xz={y+z:ye€FE}

también son convexos.
(c) La bola abierta unitaria B en un espacio normado es un subconjunto convexo.
Ciertamente, si x,y € By 0 <t < 1, entonces:

[(1=t)z+tyl| < (T =t)flzll +tlyl| <A —-1) +t=1.
El siguiente teorema es uno de los resultados geométricos mas importantes en la

teoria de los espacios de Hilbert.

TEOREMA 1.3.1 (Beppo-Levi). Cualquier subconjunto convezo, cerrado y no vacio
E de un espacio de Hilbert H tiene un unico elemento de norma minima.

Demostracion. Debemos demostrar que existe un tnico z¢ € E tal que ||zg] < ||z
para cualquier x € F. De la definiciéon de producto interno se puede obtener, después
de algunos cdlculos, la siguiente identidad del paralelogramo (Tarea):

() e + 9l +llz = yl* = 2(|2l* + lyI]*), 2y eH.
Sea ¢ = inf{||z|| : = € E}. Este infimo existe pues el conjunto estd acotado
inferiormente por 0 y por consiguiente § > 0. Sea {xn}n21 una sucesiéon en FE tal
que lim, ||z,|| = §. Como E es convexo, (zn + 2, )/2 € E, con m,n € Ny
1
Usando (5) y (6), uno tiene que
1 1 1
ZHIH - xm||2 = QHanz + iH‘TmHZ - ZH% +1'm||2

1 1

debido a que ||z, ||?, ||zm|[* — 8, es decir, {z,},~, es una sucesién de Cauchy. Como
H es completo y E es cerrado, entonces existe g € F tal que x,, — zo y como la
norma es una funcién continua, ||xg|| = lim,, ||z,|| = 6. O

Veamos a continuacién dos consecuencias del teorema de Beppo-Levi 1.3.1.

COROLARIO 1.3.2. Sea E un subconjunto convexo, cerrado y no vacio de un espacio
de Hilbert H. Entonces, para cada x € H, existe un unico vector xg € E tal que

7 — = inf ||z —y||.
(7) [l = oll = fnf ||z —yli
Demostracion. Considerando E, = {x—y : y € E}, uno comprueba de manera simple

que E, es cerrado, convexo y no vacio. Por lo tanto, aplicando el teorema 1.3.1 a E,
se obtiene la existencia de un nico z € tal que (7) se cumple. g

COROLARIO 1.3.3. Sea M un subespacio cerrado de un espacio de Hilbert H . Sea
x€H yxg € M el dnico vector que satisface:

— 20|| = fof ||z —y]|.
o= o]l = inf [Jo— |

Entonces, x — xq pertenece a M.
Demostracion. Como zg € M para todo y € M, con ||y|| =1y o € C. Entonces,
|z — 20 — ayl|® > ||z — 20l
de donde se sigue que
0<(x—x0—ay,r—x0—ay) — (T — X0, T — To)

= _Oé<y7.’1,‘ - .’130> - a<m - .'lfo,y> + |O[|2 .
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Haciendo o = {x — zg, %), se obtiene 0 < —|{x —z0, y)|?, i.e., (x —x0,y) = 0, para todo
y € M. Por lo tanto, x — xg € M~*. Note que la restriccién ||y|| = 1 no es esencial. [

Observacion 1.3.4. Al vector xg definido en el corolario 1.3.3 se le llama la proyec-
cion ortogonal de z sobre el subespacio cerrado M. Por consiguiente, cada elemento
de H tiene una representacién tnica de la forma:

x =z + (x — x9),
conxg € M yx—x9 € ML, es decir,
(8) H=Meo M,

donde @ representa la suma ortogonal. Més atin, six = z; + 29 € H,conxz;1 € M y
x9 € M. Entonces,

2l = (1 + 2, 21 + z2) = |21]]” + (21, 22) + (w2, 21) + [|22]

2 2
= [l + 2™,

(9)

que es una generalizacién del Teorema de pitagoras.

TEOREMA 1.3.5. Para un subespacio cerrado M de H, existe un unico par de
transformaciones P y Q tales que P envia H en M y Q envia H en M+ y

(10) r=Pr+Qx, zcH.

Ademds, estas transformaciones cumplen las siguientes propiedades:
(a) Six € M, entonces Px =z y Qx = 0.

(b) Six € M*, entonces Px =0 y Qx = x.

(c) Para x € M, se tiene que ||z — Px|| = infycnr ||z — yl].

(d) ||=[|* = ||Pz||* + ||Q|[*.

(e) Py Q son operadores lineales.

Demostracion. Considere a P como la proyeccién ortogonal de x sobre M y defina
Qx = z— Pz € M~. Entonces los puntos (a), (b) y (e) se cumplen. Ademds, P envia H
en My Q envia H en M. Para la unicidad, si P; y Q1 son otro par de transformaciones
que satisfacen (10), entonces z = Pyx + Q12, con Pix € M y Qo € M~*. Asi,

Pz — Pxr=Qzr — Q:x,

como Piz — Pxr € M , Qr — Qix € M+ y M N M+ = {0} (que es una consecuencia
inmediata de la propiedad; (z, 2) = 0 implica 2 = 0), entonces Piz = Pz y Q12 = Qx,
que demuestra la unicidad. El punto (c) es consecuencia directa del corolario 1.3.2 y
(d) se sigue de manera simple de (9). O

El siguiente resultado es una implicacion directa del teorema 1.3.5.

COROLARIO 1.3.6. Si M es un subespacio cerrado de H y M # H, entonces existe
y € H no cero tal quey 1. M, i.e., y € M+ (o bien M+ #0).

Definicién 1.3.7. Considere una transformacién lineal A de un espacio normado
X en otro espacio normado ) y defina su norma como

A
(11) ||Asup{”|;” Lz EX, :méo}.
Cuando [|A|| < oo se dice que A es una Transformacién lineal acotada (o un
operador lineal acotado).

No debe causar confusién en (11) el usar el mismo simbolo para la norma que
aparece en el numerador y la que aparece en el denominador, pues note que son normas
que actuan sobre vectores de espacios distintos. Trabajaremos de manera frecuente con
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estas expresiones. Ademsds, el conjunto sobre el que toma el supremo en (11) se puede
restringir a vectores al conjunto de vectores unitarios . Pues por una parte,

[Az| <[All, zeX, [z =1.

Mientras que por la otra, para todo € > 0 existe un vector unitario z € X, tal que
|[Az|| > [|A]] — €, de donde se cumple que [[A| = sup), = [|[Az|. Note que [|A[| es el
numero més pequeno que satisface la desigualdad |Az|| < ||A]] ||z]|, para todo = € X.

Geométricamente, se puede decir que un operador acotado envia la bola unitaria
cerrada en X en la bola cerrada en ) con centro en 0 y radio ||A||. En el caso cuando
Y = C al operador acotado A se llama funcional lineal acotado. Es decir, un
fuuncional lineal acotado es un operador lineal acotado cuyo contradominio son los
complejos.

TEOREMA 1.3.8. Para una transformacion lineal A entre dos espacios normados
X, Y, los siguientes son equivalentes:

(a) A es acotada.
(b) A es continua.
(c) A es continua en punto de X.

Demostracion. Como ||[A(z1 — z2)|| < ||A]l||z1 — 22]| , es claro que (a) implica (b) y
a la vez (c). Supéngase que A es continua en xg. A cada € > 0 corresponde un § > 0
tal que ||z — zo]| < ¢ implica ||Az — Axg|| < e. En otras palabras, ||z|| < ¢ conlleva a

[|A(zo + z) — Amo|| < €.

Pero la linealidad de A cumple que ||Az|| < e. Por otro lado,

(i)

de donde se sigue que [|[Az| /|||l < €/d1. Por lo tanto, por la propiedad del supremo,
IA|| < oo, por lo que (c) implica (a). O

(5118

]|

Ve£0 y 61 <6, = <=

’<6,

Dos subespacios cerrados Fy, Fs de un espacio vectorial normado X son [.i. si
E; N Ey = {0}. Ademads, si para cada x € X, existen e; € E1, e3 € Es, tales que

(12) T =21+ T2,

entonces X es la suma directa de F1 y Fy y se denota como X = F; @& F5. Cuando
en X exista un producto interno, la suma directa se denota como + para diferenciarlo
de la suma ortogonal &.

Observacion 1.3.9. Siun espacio de Hilbert H es suma ortogonal de dos subespacios
cerrados E1, B, entonces By = E3. Ademss, es simple ver que la suma ortogonal
implica la suma directa.

Observacion 1.3.10. La descomposicién en (12) es unica. Ciertamente, si tenemos
T =1y; + Y2, con y; € By y ys2 € Es, entonces se cumple que

e1—y1 =ex — Y2 € By N Ey = {0},
de donde se sigue la unicidad.

PROPOSICION 1.3.11. Para X = E; ® Es, la forma E1 x E; — X dada por
(x1,22) — 1 + 2, es un homeomorfismo si y solo si por lo menos una de las
proyecciones P; : X — E; sobre E;, para i = 1,2, es continua.

Demostracion. Sin perdida de generalidad, consideramos P, : X — F; continua.
Entonces, P, = I — P; es continua al igual que la funcién X — FE; x Es dada por
z — (Pi(z), P2(x)). La funcién inversa Ey X Ey — X que actia (z1,x2) — x1 + 22 €s
continua, ya que las operaciones lineales son continuas en un espacio normado. Por lo
tanto, se tiene el homeomorfismo entre X' y Fy X Fjs. O
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Observacion 1.3.12. La proyeccion ortogonal P : H — M, sobre un subespacio
cerrado M de un espacio de Hilbert H, es un operador continuo. Ciertamente, de (8)
y (9) se tiene que

2 2 2 2 2
1P| = [Jz1]|” < [lzall” + llz2lI” = [lz]”
de donde se sigue que P es acotado.

Hemos observado que para cada y € E, el funcional z — (y, x) es lineal y continuo
en H. Es un hecho notable que todos los funcionales lineales sobre H son de este tipo.

TEOREMA 1.3.13. Para cada funcional continuo L: H — C, se tiene un unico
y € H tal que para todo x € H,

(13) Lz = (y,x).

Demostracion. Si Lx = 0 para todo x € H, entonces basta tomar y = 0. En otro caso,
definase el conjunto

M ={z : Lv =0} = L"'[{0}].

La linealidad y continuidad de L muestra que M es un subespacio cerrado. Como
Lz # 0 para algiin z € H, el corolario 1.3.6 muestra que M+ # {0}. Entonces
tenemos la existencia de z € M+ unitario y consideremos u = (Lz)z — (Lz)z. Como

Lu=LxLz— LzLx =0,

tenemos que u € M y (z,u) = 0, que sustituyendo u se sigue que Lz = <(Lz)z,x>,

de donde se sigue (13). Para la unicidad, si existe § que cumple (13), entonces
(y — 9,z) = 0 para todo = € H, lo cual implica que § = y. O

1.4. Conjuntos ortonormales. Recordemos que un subconjunto S de un espacio
vectorial E es l.i. si cualquier subconjunto finito de S es 1.i. El conjunto generado
span S (también denotado por [S]) de S, consiste en todas las combinaciones lineales
de todos los subconjuntos finitos de .S y es un subespacio vectorial de E.

Un conjunto de vectores M = {uy}, .y en un espacio de Hilbert H es ortogonal si
para cada par de elementos distintos u,, u,, € M, se tiene {(uy,,u,,) = 0. El conjunto
M es ortonormal si es ortogonal y sus elementos son de norma uno.

Observacion 1.4.1. Extendiendo el concepto de (9), podemos calcular de manera

directa que un conjunto ortogonal finito M = {un}ﬁ:1 C H, con k € N, es linealmente
independiente y cumple

2

k
D un
n=1

PE k
Ademas, si M es ortonormal, para z = ), apu, € H, con o, € C, entonces es

k
2
= llual® -
n=1

simple comprobar que ay, = (up, z) y ||lz||* = Ei:l |an |2

Si M = {un},c 4 es ortonormal, indexado con A, podemos asociar a cada r € H,
una funcién compleja sobre el conjunto A dada por

Z(n) = (up,x), neA.

Algunos autores llaman a cada Z(-) coeficientes de Fourier de z relativos al
conjunto M.
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1.5. Bases ortonormales: un problema de aproximacién. Sean vy, vs,..., v
un conjunto de vectores l.i. en un espacio de Hilbert H y € H. Surge el problema de
encontrar un método para calcular el valor minimo de

k
1’—5 cjvill , ¢;€C.

j=1

. k .
Si mostramos que M = span {v,},_; es cerrado, uno puede aplicar el teorema de
Beppo-Levi 1.3.1 y deducir la existencia de un tnico elemento de norma minima,

k
o = E CjUj
j=1

que satisface @ — g € M. Con lo anterior, podemos obtener informacién acerca de
los coeficientes c1, co, ..., Ck.

LEMA 1.5.1. Sea E subespacio cerrado de H yy ¢ E. Entonces, E, span{y} son
linealmente independientes y F + span{y} es cerrado.

Demostracion. Como y ¢ E se sigue que E y span {y} son Li. Luego, sea z un punto
limite de E + span {y}, i.e.,

z= lim (z, + \y) ,
n—oo

donde {z,} C E y {A,} C C. Toda sucesién convergente en un espacio métrico es
acotada, entonces existe > 0 tal que

l|zn + Anyll <m, neN.

Si |An| — oo entonces

_ n
1A% e +yl] < DI

de manera que y € E, lo cual resulta contradictorio. Por consiguiente, {\,} es acotada
y debe tener una subsucesion convergente {\,, },~; a algin X\. Como

Zn = Tp + Apy

se sigue que {zn},~1, {Any},~; son sucesiones de Cauchy al igual que {z,},~, ¥
converge a algin punto x € E. Por lo tanto, z = x + Ay y E + span {y} contiene a z,
es decir, es cerrado. O

El siguiente resultado se sigue de lema anterior aplicando induccion.

COROLARIO 1.5.2. Cualguier subespacio que es generado por un numero finito de
vectores es cerrado.

Pongamos a;; = (vj,v;) y b; = (x,v;). Si zo es la proyeccién ortogonal de x sobre
{Uj}le L.i., entonces

k
(14) ro =Y v,
j=1

es el elemento minimizador. Debemos tener que
(15) (x —x0,v;) =0, i=1,2,...,k

lo cual nos lleva al siguiente sistema

k
(16) by = (x,v;) = (mo, v;) = Zaijcj , 1<i<k.
j=1
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Sabemos que z existe y es tinico, entonces el determinante de a;; es diferente de cero
y las ¢;’s se pueden calcular de (16). Ahora, si § el minimo valor de ||z — 25:1 ;v
Entonces por (14) se tiene (x — xg, o). Asi,

(17) 6% = (x — 20,7 — w0) = (v, 2 — T) = <a:x chv]>—||x|2 ch

Esto resuelve el problema en términos de a;; y b;.

Consideremos ahora un caso especial: reemplacemos {vy,va, . .., v} por un subcon-
junto ortonormal {u1,us, ..., ux}. Entonces a;; = 6;; (delta de Kronecker) y de (16)
se obtiene ¢;; = b;;. Ademds, (17) implica que

k
e T T
j=1

Con lo anterior hemos probado lo siguiente.
TEOREMA 1.5.3. Sea {uj}?=1 C H un conjunto ortonormal y x € H. Entonces

k

k
E uj, T)u; || < x—E Ajusll
=1

para todos los escalares Ay, )\2, o, Ag. La igualdad se cumple si y solo si \j = (uj, ),
para j =1,2,... k. El vector

k
Z (uj, =
j=1

es la proyeccion ortogonal de x en el subespacio span {u,}e_,. Si § es la distancia de
x a este subespacio, entonces:

k
(18) D ug, @) = [J]* = 6.
j=1

Lo siguiente se conoce como la desigualdad de Bessel y es consecuencia del
teorema anterior.

COROLARIO 1.5.4. Sea {uq}aca un conjunto ortonormal en H y x € H. Si
Z(a) = (ua,x) entonces
(19) > lE@)) < |2
a€A

Como A es cualquier conjunto de indices (posiblemente no numerable), la suma en
el lado izquierdo de (19) debe definirse de una manera apropiada. En general, para
0 < p(a) < oo, con a € A, donde el simbolo

(20) > ela)

acA
denota el supremo del conjunto de todas las sumas p(aq),...,¢(ax), con elementos
aq,...,a, diferentes de A, se tiene que (19) es consecuencia directa de (18).

Obsérvese que (20) es la integral de Lebesgue de ¢ con respecto a la medida de
conteo en A. Sea ¢3(A) = La(A) con respecto a esta medida de conteo, entonces (19)
asegura que & € l5(A) y

121l < flll -
Lo siguiente es una consecuencia sencilla de (19).

TEOREMA 1.5.5. Para xz € H y {us} CH un conjunto ortonormal, el conjunto de
todos los indices a tales que () # 0 es a lo mds contable.
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Demostracion. Sea A = Y ., |&(a)]* = [|Z]]* < oo, debido a que [|Z[|* < [|z|], ¥
considere J = {a € A : &(«a) # 0}. El siguiente subconjunto de A

Jn = {aeA E(e))? € {ni\li” )

es finito para cada n € N, de lo contrario A = co. Ademds, J = U2, J,, de donde se
sigue que J es a lo mas numerable.

Sea F' la transformacién que asigna a cada x € H, la funcién & sobre A. Para cada
a €A,z — (uy,z) = &(a) es lineal. Mds ain, F es una transformacién lineal de H
en l2(A), ya que de (19), & € l5(A) v

12 = 9ll2 < llz —yll,

es decir, F' es una contraccién. En particular F' es continua. O

Veremos ahora que la completez de H implica que F' actia de H sobre ¢2(A) y que
es una isometria, i.e., ||Z||2 = ||z|| para todo z € H.

TEOREMA 1.5.6 (Teorema de Riesz-fisher). Sea {uq}aca un sistema ortonormal
en H y suponga que ¢ € lo(A). Entonces ¢ = & para algin x € H.

Demostracion. Para n € N, considere A,, = {a : |p(a)| > 1/n}. Cada A, es finito
(de hecho, A,, tiene a lo mas n?||¢||3 elementos). Pongamos

Tp = Z o(@)ug, meN.
a€A,

Entonces 2, = oxa,, Zn(a) = (), para todo a € Ay |#,|> < |¢[?. En virtud del
teorema de convergencia dominada de Lebesgue [17, Teo. 1.34], |||, — |l¢|l5. Por
consiguiente, {4}, es una sucesién de cauchy en ¢2(A) y como cada 4, es finito,

[0 — Zm|| = |20 — Zinll2,
ie., {ﬂr:n}n21 es de Cauchy en H y por la completez, x, — x € H. Por lo tanto,
(a) = (ug, ) = lm (ug,z,) = lim Z,(a) = p(a), a€ A
n—oo n—oo
lo cual completa la demostracién. O

El ingrediente crucial en la demostracién del teorema 1.5.6 anterior es la completez
de Ls. Este hecho es reconocido y frecuentemente se asigna el nombre Teorema de
Riesz-Fisher al teorema que asegura la completez de cualquier espacio Ly, p > 1,y
en particular, a la del espacio Ls.

Veamos en lo siguiente condiciones necesarias y suficientes para que un conjunto
ortonormal sea una base. Un conjunto ortonormal {uq } . 4 €s maximal si no existe un
vector en H que pueda adjuntarse a {uq}aca, de manera que el conjunto resultante
también sea ortonormal.

Un conjunto ortonormal maximal se llama frecuentemente un conjunto ortonor-
mal completo o base ortonormal.

TEOREMA 1.5.7. Para un conjunto ortonormal {us}aca C H, los siguientes enun-
ciados son equivalentes:

(a) El conjunto {uq}aca es mazimal en H.
(b) El subespacio S = span {uq taca €s denso en H.
(¢) Para cada x € H , tenemos

(21) lzl* = [2()l?.

acA

(d) Six,ycH, entonces (x,y) = > ca T()f(a).
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Demostracion. (a) = (b): Si S # H entonces existe un elemento no nulo en S*, lo
que implica que {u4}aca noO es maximal.

(b) = (c): Sea x € H, ¢ > 0 fijos. Como S es denso, existe un conjunto finito
Uq,, -, Ua, Y escalares tales que la combinacidn lineal de estos, digamos z, dista de z
en menos que €, en simbolos

= i‘(oq) + ot U T (O‘n)uan )
de donde ||z — z|| < e. Entonces ||z|| < ||z|| + €y

(22) (] = )* < [l21* = |#(@)” + ... + [#(an)]* < D |d(a)
a€cA

Como € > 0 es arbitrario, (21) se sigue de (22) y la desigualdad de Bessel (19). Note que
(21) también puede escribirse en la forma (z,z) = (&, &), con los productos internos
en H y f2(A), respectivamente.

(¢) = (d): Sean z,y € H fijos y A € C. Entonces,

(x + Xy, x+ Ay) = (& + MJ, &+ AG) .
Luego, Az, y) + My, x) = M&,9) + M@, %) y haciendo \ = 1,4, se tiene que
Re(z,y) = Re(z,9) y Im{z,y) =Im(z,7).

(d) = (a): Si {un}aca no es maximal, entonces existe u € H de norma uno, tal que

() = (ug,u) = 0. Asi, 1 = |Jul® = ||f&||§ = 0, que resulta contradictorio. O
Ejemplo 1.5.1. En el espacio de Hilbert l3(N) (de sucesiones cuadrado sumables),
al conjunto {e;},; y con 3
e;=(0,...,0,1,0,...)

se le conoce como la base candnica de I5(N) y es en efecto, una base ortonormal.
Ciertamente, como (ej,ex) = Jjk, se tiene que {e;}; y es un sistema ortonormal.

Ademas, para z = (zp)nen € l2(N), considere

N

2N = (21, 29,...,25,0,...) = szej € span {ej}jeN .
j=1

De esta manera, para € > 0 existe N € N tal que
HZ —Z(N)H2 = H(Oa-~-7zN+1aZN+27~--)H = Z |ZJ|2 <eg,
j>N

ya que z € l5(N). Asi, z € span {e; }jeN y, por lo tanto, del teorema 1.5.7 se tiene que
{ej},en es base ortonormal.

Dos espacios de Hilbert Hi,Ho son isomorfos si existe una transformacion lineal
A uno-a-uno de H; en Hy que preserva (Az, Ay)y, = (x,y)n,, con x,y € Hi. Al
operador A se le conoce como un isomorfismo entre espacios de Hilbert .

COROLARIO 1.5.8. Sea {ug}taca C H ortonormal mazimal. Si Z(a) = (x,uq)
entonces la transformacion x — & es un isomorfismo entre H y l2(A).

Demostracion. Es suficiente mostrar que la transformacion es biyectiva. Para cualquier
a € A, si & =g, entonces (x,uq) = (Y, uq) lo que implica que (z — y,uy) = 0. Por lo
tanto, x — y = 0. La transformacién es suprayectiva, debido al teorema 1.5.6. O
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1.6. Existencia de bases ortonormales. En esta seccién mostraremos que cada

espacio de Hilbert no trivial (que no consista solo del vector cero) es isomorfo a algin

l5(A), lo que implica que cada espacio de esta clase tiene una base ortonormal. La

prueba requiere de una propiedad de los conjuntos que son parcialmente ordenados.
Un conjunto P es parcialmente ordenado por una relacién binaria < si:

(a) a<byb<cimplicaa<e.
(b) a < a para cada a € P.
(¢) a <byb<aimplica a=0.

Un subconjunto @ de un conjunto parcialmente ordenado P se llama totalmente
ordenado (o linealmente ordenado) si cada par a,b € @ satisface a <bo b < a.

Ejemplo 1.6.1. La coleccién de subconjuntos de un conjunto fijo X esta parcial-
mente ordenado por la relacién de contencion.

Un subconjunto totalmente ordenado @ de P se dice ser maximal si no existe un
elemento de P que pueda adjuntarse a (Q de manera que la coleccién resultante sea
totalmente ordenada.

Ejemplo 1.6.II. Sea P subconjuntos abiertos del plano, @ los discos circulares
abiertos con centro en el origen. @) es totalmente ordenado y maximal en P.

TEOREMA 1.6.1 (Maximalidad de Hausdorff). Cada conjunto no vacio parcialmente
ordenado contiene un subconjunto totalmente ordenado mazximal.

El teorema anterior es equivalente al axioma de seleccién, por lo que no lo demos-
traremos en este trabajo.

TEOREMA 1.6.2. Cada conjunto ortonormal B en un espacio de Hilbert H estd
contenido en un conjunto ortonormal maximal en H.

Demostracion. Sea P la coleccion de todos los conjuntos ortonormales en H que
contienen a B. Ordénese P parcialmente por inclusiéon. Como B € P ,P # (.
Consecuentemente, P contiene una subcoleccion €2 totalmente ordenada y maximal.
Sea S la unién de todos los miembros de €. Es claro que B C S. Afirmamos que S es
un conjunto ortonormal maximal.

En efecto, si u1,us € S entonces u; € Ay y us € Ao, para algunos A;, A; € Q.
Como (2 es totalmente ordenado, A1 C Az (0 As C Ap) de manera que uy,us € As.
Como As es un subconjunto ortonormal que contiene a B, (uj,ug) = 0siu; # uz y
(uy,ug) =1 si u3 = ug. Por lo tanto, S es ortonormal.

Si S no es maximal, entonces S es subconjunto propio de un conjunto ortonormal
S*. Claramente S* ¢ Q y S* contiene cada elemento de 2 . Con esto que podemos
adjuntar S* a ) y obtener una clase totalmente ordenada. Contradiciendo la maxi-
malidad de €. O

Todo espacio de Hilbert no vacio contienen un conjunto ortonormal. El teorema
anterior implica de manera simple lo siguiente.

COROLARIO 1.6.3. Todo espacio de Hilbert no trivial tiene una base ortonormal.

1.7. El sistema trigonométrico. Abordamos en esta seccién un ejemplo especial
de bases ortonormales en espacios de Hilbert. Trabajaremos con las funciones de los
reales a los complejos, que son medibles y de periodo 2w. Consideremos el intervalo
real A = [0,27] y el espacio

1 1
Ly (A,zﬂdx> {f:A%(C : 271_/A|f(x)|2d:r<oo}.



160 JORGE R. BOLANOS SERVIN, ROBERTO QUEZADA BATALLA Y JOSUE I. RIOS CANGAS

Uno calcula de manera simple que
1 1
7/ sin?(kx)dr = =, keN
27 A 2

Para n € N, considere los polinomios trigonométricos dados por

n

(23) pn(t) = Z(ak sin(kt) + by cos(kt)), ag,br € C.
k=1

Usando las férmulas de Euler y e?** = cos(kt) +isin(kt), podemos reescribir (23) como

n
t) = E cpettt
k=1

Ademids, uno tiene que

1

(et ety = —/ e eMdt = 65, j k€N
A

2T

es decir, {ei’“}keN es un sistema ortonormal en Lo (A, 5
resulta ser una base, del teorema 1.5.7, basta demostrar que los polinomios (23) son
densos en Lo (A7 5 dm)

Dado f € Lo (A, 5 daz) y € > 0, debemos mostrar que existe un polinomio
trigonométrico p,, (t) = Y_p_, cke** tal que ||p, — f||, < . Para ello, usamos el hecho
de que el espacio C (A) es denso en Loy (A, %dm) De manera que podemos suponer
f en C; (A), con norma dada por || f||,, = sup,.4|f(t)] < oo. Ademas, para toda
f € Cy (A) se cumple lo siguiente:

dm) Para ver que este sistema

1712 = /|f (O di < o sup | I/dt—l\fll

7Tte 0,27]

Por lo tanto,

2 2
11z < IFI1%

por lo que bastarfa demostrar que ||p — f|| ., <e.
Construimos una sucesién de polinomios trigonométricos q1, g2, - . ., donde

11 i £\
(24) qr(t) = ck (2—|—2(:ost) = ¢k (sin2> , keN

tales que los coeficientes ¢y, satisfagan

1
0 y %/Qk:L
A

Asi, de (24) y (25), los coeficientes ¢ son de la forma

t
cL = 2w /sink idt

A

(25) ax

WV

-1
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Sobre el intervalo [0, 7], utilizando el hecho de que la funcién sin § es decreciente en

este intervalo, la paridad del cost y de las ecuaciones (24) y (25), tenemos que

1 1]
1= f/qk (t)dt > f/qk sin tdt (pues 1 >sint, Vte[0,7))
™ T

0 0
g k 1,1 k+1
(26) Ck 1 1 . —2cp (5 + 5 cos t) ™
=2 (=4 Zcost tdt =
- 5 + 5 €08 sin - ] (|)
0
_ 2¢y
Com(k+1)°

Como § + 3 cost es mondtona decreciente en [0, 7], entonces g (t) < gi(6) para toda
d tal que 0 < 0 < |t| < 7 (si esto no queda claro se pide al lector revisar la gréfica de
esta funcién en el intervalo de [—m,7]). Si definimos a 7y, (§) como

(27) e (6) =sup{qr (t) : 0< o < [|t| <7}.

Ademsds, para toda € mayor que cero tenemos que
€

2)|flle’
si k> 1, con § mayor que cero, esto gracias a la ecuacién (26), pues se tiene que
1
e < %

Nk (0) <

Entonces, para 0 < § < T,

m(k+1) (1 1 b
< — 7| = — 3
qr () < 5 (2 + 2cos6> ,

que haciendo 7 igual a % + %cost tenemos que r < 1y
g(kJrl)rk — 0, cuandok — 0.

Por lo tanto, g (t) converge uniformente a cero en 0 < § < |t| <, es decir, converge
uniformente en [—m, —§] U [0, 7r].
Ahora, para cada f € C1(R), definamos

1 s
(28) P = 5= [ £t (s)ds.
s
Haciendo un primer cambio de variable s — —s, tenemos:
0L [1+s)as)d
P () = 5 s)qx (s)as,

pues qi (—8) = ¢ (s) para toda s en [—m,w|. Haciendo nuevamente otro cambio de
variable con s = u — ¢ y despejando u tenemos que u = s + t, asi du = ds por lo que
pr. se ve de la forma (cuidado con los limites)

T+t
pr(t) = % / fu)gr (uw—1t)du
—m+t

1 T
Q—/f (u) gk (u—t)du (cambiando otra vez de variable)
71'

%/ﬂs)qk(s—t)ds.
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Se deja al lector la justificacién de la segunda igualdad que incide en el siguiente
ejercicio (Tarea): Demostrar que para h de periodo 27,

T T+a
/h(t)dt: / h(t)dt, VaeR.
-7 —7m+a

Ahora como f es continua en [—, 7] entonces es uniformemente continua, i.e., para
todo € > 0, existe § > 0, tal que |f (t) — f (¥')] <e/2 si |t —t'| <. Ahora calculemos

Ik () = f (D)l = sup |px () = f(1)] , pero

te[—m,m)

(6~ £ 0] = |5 [ £ =9 ()~ £ 10

™

|5z [1 =90 - 57 ® [ats)ds).

—T

En virtud de (25), la igualdad anterior implica

1

|5z [Gt=9 - O ads| <5 [ 175~ F Ola(5)ds

1 1
=5 / \f(th)*f(tﬂq/c(s)dsqL% / 1F(t—s)— f ()| qn(s)ds
|sl<o s<is|<n
<§% Qk(S)dS+% / |f (t—3s)— f(t)|qr (s)ds,
[s|<o 5<|s|<m

donde se usé la continuidad uniforme de f. Para el segundo sumando es necesario
trabajar usando (27). Continuando el desarrollo

e 1

=i [adstonG) [ 15a-s) - swlds

ls|<s s<lsl<n

3
<+ m@) I <,

en donde la penitiltima desigualdad se obtuvo de (25) y usando propiedades del valor
absoluto, la norma de f y la definicién de 7 (9). Por lo tanto hemos demostrado que
el sistema trigonométrico {eikt}keN es denso en Lo (A, idx)

Problemas de la seccién.

p.1.1 Muestre la identidad del paralelogramo (5)
e +yll* + [l — yll* = 2(l|=[” + [lyl*), 2,y € H.
P.1.2 Muestre quue la identidad del paralelogramo implica la identidad de Apolonio
1 2

z— §(x+y)‘ , x,y,z€H.

P.1.3 Muestre que un subespacio de un de un espacio métrico que consiste en un
ndmero finito de puntos siempre es completo.

P.1.4 Siconsideramos sobre X = Q la métrica d(z,y) = |z—y|, calcule la completacién
de X con respecto a esta métrica. 3

P.1.5 Muestre que si (X, d) es un espacio métrico completo, entonces (X, d) es también
completo, donde d = ﬁ‘id.

P.1.6 Construya ejemplos que muestren que si Y y Z son subespacios de un espacio
vectorial X, Y N Z es un subespacio de X pero Y U Z podria no serlo.

2 2 1 2
w=al| el =gl -l +2
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P.1.7 Muestre que en un espacio de Hilbert
ylaxy,, =,z = zxly.
P.1.8 Muestre que en un espacio con producto interno
xly < |z+ayl >|z| para todo escalar «.

P.1.9 Muestre que el funcional definido en Cla, b] por

b
@) = / 2 Oyo()dt, yo € Cla,

es lineal y acotado.
P.1.10 Encuentre la norma del funcional lineal definido en C[—1,1] por

glx) = /0 z(t)dt — /01 x(t)dt .

-1
P.1.11 Muestre que si f # 0y g # 0 son dos funcionales definidos en el mismo espacio
vectorial y tienen el mismo espacio nulo entonces son proporcionales.

2. CLASES ESPECIALES DE OPERADORES

Esta seccién estd dedicada principalmente a los operadores de clases de traza y de
Hilbert-Schmidt, los cuales son subclases de operadores compactos.

2.1. Operadores de rango finito y compactos.

Definicién 2.1.1. Si F es un espacio normado decimos que un conjunto A C E es
precompacto en F (o relativamente compacto), cuando A (la clausura de A) es un
conjunto compacto, i.e., un conjunto es precompacto si su cerradura es compacta.

Definicién 2.1.2. Sean X,Y espacios normados. Un operador lineal 7' : X — Y
es compacto (o completamente continuo) si manda conjuntos acotados de X en
conjuntos precompactos de Y, i.e., T' es compacto si y solo si TA es precompacto
para todo A C X con A acotado.

Ejemplo 2.1.1. Sea C([a,b]) el espacio vectorial de las funciones continuas con
dominio [a,b] y valores en un campo K. Recordemos que este espacio es de Banach
con la norma dada por || fllec = supgeja [f(2)]- Sea p: [a,b] — R una medida y
K: [a,b] x [a,b] — K una funcién continua. Definimos lo siguiente.

Ax K: C([a,b]) = C([a,b])

b
(A% Kf)(z) = / K (2, 9) £ (5)duly)

Se puede mostrar que A x K es un operador lineal continuo y compacto. Esto iltimo
usando el conocido Teorema de Ascoli cuya demostracién se puede encontrar en [18,
Ap. A].

TEOREMA 2.1.3 (Teorema de Ascoli). Para que F C C([a,b]) sea relativamente
compacto en C([a,b]) es necesario y suficiente que:

1. F sea puntualmente acotada, i.e., ¥§ € [a,b] , sup ;e 7 [ f(§)] < oo.
2. F sea equicontinua, i.e., V& € [a,b] , Ve >0, 36 > 0 tal que

lf(z)—fO| <e, VreladnN[—-6E+75], VfeF.

PROPOSICION 2.1.4. Para X,Y espacios normados, los siguientes son equivalentes:

(a) T: X =Y es un operador compacto.

(b) TA es precompacto, para todo A C X acotado.

(c) TBy es precompacto, en donde By es la bola unitaria en X.

(d) Cada sucesion acotada {x,} de elementos de X tiene una subsucesion {x,, } tal
que {Tx,,} converge enY.
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Demostracion. Es suficiente demostrar las implicaciones (a) = (d) = (a):
(a) = (d): En X, sea {, } una sucesién acotada por M. Entonces la sucesién {2z}

. . s Txn .
de elementos de B; tiene una subsucesion tal que { = } converge, digamos que a

y € Y, es claro que Tz, converge a (M + 1)y.

(d) = (a): Se usars el siguiente resultado de la cual se omitird su demostracién: En
un espacio métrico E, si K C E tiene la propiedad de que cada sucesion en K tiene
una subsucesion que converge en E, entonces K es un subconjunto compacto de E.

Ahora bien, sea A un subconjunto acotado en X. Veamos que T'A es compacto, para
lo cual sea {y,} una sucesién en T'A, es decir, y,, = T'z,, para alguna sucesién {z,}
en A. Por hipétesis, podemos extraer una subsucesién {z,, } con {Tx,, } convergente
enY, y por el resultado mencionado concluimos que T A es compacto. (I

Ejemplo 2.1.I1. SiT: X — Y es un operador continuo y lineal de rango finito (i.e.,
su imagen o rango es de dimensién finita), entonces T' es un operador compacto. En
efecto, de la proposicién 2.1.4.(d) y el teorema de Bolzano-Weierstrass [15, Teo. 6.21],
para una sucesién acotada {x,} en X se tiene |Tz,| < ||T|||lzx||, es decir, {Tx,} es
acotada en su imagen T X. Por hipdtesis es un espacio isométrico a K" donde m es
su dimensién como espacio vectorial. El teorema de Bolzano-Weierstrass nos permite
concluir que {T'z,, } converge para alguna subsucesién de {x,}.

Ejemplo 2.1.IT1. Todo operador lineal T: X — Y compacto es un operador
continuo. Ciertamente, la imagen T B; de la bola unitaria abierta B; es un conjunto
compacto y por lo tanto existe M > 0 tal que ||Tz|| Y < M para todo = € Bj.

Ejemplo 2.1.IV. Sea X un espacio normado. El operador identidad I : X — X
tal que I(x) = x para todo x € X es compacto si y sélo si X como espacio vectorial
tiene dimensién finita. Esto es consecuencia inmediata del siguiente resultado cuya
investigacion y estudio dejamos a cargo del lector: La bola unitaria cerrada es compacta
en un espacio normado si y sélo si el espacio tiene dimension finita.

LEMA 2.1.5 (Lema de Riesz). Sea E un espacio normado; si S G E es subespacio
cerrado, entonces para cualquier 0 < & < 1, existe x. € E\ S tal que ||z.|| =1 y
s — z<|| > € para todo s € S.

Demostracion. Para x € E\ S fijo sea r = d(z, S) = inf{d(x,s) : s € S}. Como S es

cerrado entonces r > 0 y se sigue que r < r.. Por las propiedades del infimo, podemos
encontrar b € S tal que ||z — b|| < .. Definimos x. como

oz —=b

lz =0l
De esta manera, ||z:|| =1y z. € E\ S, pues S es subespacio de E. Finalmente, para
s € S tenemos que

Te

lls — el =

r—20b 1 r
- - Cbs4b—af| > ——.
: ||zb||H ooy Iz~ blls + b=zl 2 2,

Concluimos que ||s — x|| > € por como se escogié a b. O
Definicién 2.1.6. El conjunto dual de un espacio vectorial X viene dado por
X*={f: X > C : feslineal y continua}.

Con la norma de operadores lineales, (X*, || - ||.) es un espacio de Banach. Ademas,
de manera similar podemos definir al dual de X* como
X" ={f:X"—=C : feslineal y continua}.
Definicién 2.1.7. Dada una sucesién {z,} en X decimos que {z,} converge
débilmente a x siy solo si { Az, } converge a Az, para todo operador lineal y continuo

A. En simbolos,
Ty — ¢ < Az, — Az, VAe X*.



ELEMENTOS MATEMATICOS DE LA MECANICA CUANTICA 165

Definicién 2.1.8. Sean X, Y espacios normados y T: X — Y un operador lineal.
El operador adjunto de T se define como

T: YY" = X*
(T°f)(z) = f(Tx), feY", zeX.
Es decir, a cada f € Y* se le asocia T™ f € X*,
f=Tf, donde f:Y—=C y T*f: X—>C.
PROPOSICION 2.1.9. La aplicacién " : H — H** satisface
2]ex = [|z]l,, Yz eH.

Demostracion. La primera desigualdad se sigue de la definicién de la norma || - ||,
pues si x € H, entonces

[Z]ex = sup [&(f)| = sup [f(x)] <[[fll+ [l<] = [l]-

lfll=1 Il £1l-=1
Por el teorema de representacién de Riesz [14, Sec. 3.8] tenemos que para x € H la
aplicacién g(z) = (z,z) es un operador lineal y continuo que satisface ||g||« = ||z].
Defina al operador g como
. 9(2)
9(2) = T
[l
de donde se sigue que |||« = 1 y como consecuencia
. _ (z, z)
&l = sup |f(2)| = |g(2)| = =~ = |zl
I7].=1 ]
Como se queria. O

En otras palabras, la aplicacion de la proposicion 2.1.9 es una isometria.

PROPOSICION 2.1.10. Si una sucesidn {z,,} en H converge débilmente, entonces se
cumplen lo siguiente:
(a) El limite es tnico.
(b) {z,} estd acotada.

Demostracion. (a): Supongamos que {x,} tiene dos limites en H, digamos z y y. De
la definicién 2.1.7 tenemos que

Tn — 1 < Az, — Az, VYAeH*,

similarmente para y. Como {Az,} es una sucesién convergente en C, su limite es
Unico y entonces A(x — y) = 0, para todo A € H*. Llamemos z = ¢ —y. Si z # 0,
por el teorema de representacién de Riesz tenemos que existe A, € H* tal que
A, (w) = (z,w), de donde se sigue que
0=A.(z—9y)=(z,2) = |]z]]* > 0.
(b): Definimos para cada n € N, la aplicacién &, (f) = A(z,) (véase proposicién
2.1.9). Como {Az,} converge en C, entonces estd acotada para cada A € H*. Es decir,

para todo A € H*,
[Alzn) < My, VneN, MyeR.

Del principio de acotacién uniforme y de la proposicién 2.1.9,
||x7l|| = ||i‘n||** < M, Vn € N,

de donde se sigue la conclusién. O

Los puntos claves de la demostracion anterior son: el teorema de representacién de
Riesz y principio de acotacién uniforme [14, Sec. 3.8 y 4.7].

TEOREMA 2.1.11. Para un operador compacto entre dos espacios de Hilbert T: H, —
Ho, se cumple lo siguiente: para toda sucesion {x,} de H, débilmente convergente, la
sucesion {Tx,} converge en norma.
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Demostracion. Vemos que para todo A € H} la diferencia
ATz, — ATz =T*Az,, — T*Azx

tiende a cero por la convergencia débil de {z,}, ya que es fdcil ver que el operador
T*A estda en H} y por consiguiente Tz, - T

Supongamos que Tz, — Tz es falso. Entonces existe ¢ > 0y {Tx,, } subsucesién
tal que || Tzy, —Tz| > €. Como {xz,} es acotada y T compacto existe una subsucesién
S de {Tz,, } convergente en Hy, digamos a y € Hy. La desigualdad anterior implica
que y # Tz. Por dltimo, la convergencia de S implica convergencia débil por las
siguientes desigualdades:

[AS = Ayll = [AS —yll < [IALIS —yll, VA eHs,

De este modo, S converge débilmente a y y a Tz con y # Tz lo cual es absurdo por
proposicién 2.1.10. O

En el siguiente resultado veremos algunas propiedades de operadores acotados.

TEOREMA 2.1.12. Para un operador acotado entre espacios de Hilbert T: Hi — Ho,
se cumple lo siguiente:

(a) Si {T,} es una sucesion de operadores compactos y T, — T, con la topologia
inducida por la norma de operadores, entonces T es compacto.

(b) El operador T es compacto si y solo si T* es compacto.

(¢) El producto de un operador compacto y un operador acotado es compacto.

Demostracion. (a): Sea {x,} una sucesién acotada en H; por M > 0. Como T}
es compacto, {z,} tiene una subsucesion {z, 1}, tal que {Thz, 1} converge en Hs.
Asi, {T1xn1} es de Cauchy. Como {z,1} es acotada, utilizando nuevamente la
proposicién 2.1.4, existe una subsucesién de {x, 1}, digamos {z, 2}, tal que {Toz, 2}
converge y es de Cauchy. Construimos de la misma forma las sucesiones subsecuentes.

Tenemos que {z, =z, } es subsucesién de la sucesién original. Si fijamos r € N,
cuando n > r, se tiene que {z,} es subsucesién de {z,, ,} y {T;2y »} es de Cauchy, ya
que es subsucesién de {T,z, ,}, la cual es de Cauchy, es decir, para toda r € N,

{Trxnnt, es de Cauchy, sin >r.

Sea € > 0 y como T, converge a T, existe N; € N tal que, si n > Nj, entonces
|75 —T||« < €/3M. Sir = Ny, entonces ||T, — T < ¢/3M. Para esta r existe N € N
tal que | T2, — Trzml|l < €/3 sim,m > N, pues {T}z,} es de Cauchy. Verifiquemos
que {Tz,} es de Cauchy; si n,m > N entonces

Tz, — Tzm|| = T2n — Trzn + Trzn — Tozm + Trzm — Tz
<|Tzn —Trzu|l + | Tr2n — Trzmll + | Trzm — Tzml|

SANT = Tolls Nlznll + (1 Tr20 = Trzmll + 117 = Tl |20
€ € €

<3MM + 3 + 3MM—5.
Como Hs es completo, {T'z,} converge y tiene una subsucesién convergente acotada,
pues es subsucesién a la vez de {T'z,, }. Por lo tanto, de la proposicién 2.1.4, se concluye
que T es compacto.

(b): Si T es compacto, entonces TB; es un conjunto compacto, donde B; es la bola

unitaria abierta de ;. Tomemos una sucesién {y}} de Bj, la bola unitaria abierta
de H5. Mostraremos que existe {y:k} tal que {T*y;k} converge en Hj.

Para ® la familia de cada funcional y; : H2 — C restringida a T'B;, tenemos que:

1. Como {y}} C Bj entonces ||y}|« < 1, para todo y; € @, i.e., ¢ es una familia
equiacotada.
2. Para y,y! € T B; tenemos que:
wn W) = un WD =l =)l < llwplls ly—wll <lly—w/ll, Vy,y €TBy, y,c®

i.e., ® es una familia equicontinua.
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Por el teorema de Ascoli, existe una subsucesién {y; } que converge uniformemente
en TB;. Paraec >0y k,l > N €N, se tiene que

1Ty, — T yn, |l = sup [(T*y;,, — T yn,)zxl = sup [T yn,x — T yn, x|

€ B, r€B;

= sup |y, T2z —y, Tz[= sup |y, v — v,y
TEB1] y€T B

< sup |yn, Yy —ynyl <e.
yeT By

De la convergencia uniforme de {y } se sigue que {T*y } es de Cauchy y, por lo
tanto, converge, es decir, T es compacto.

Reciprocamente, consideremos las inclusiones candnicas 4,j (véase la proposicién
2.1.9), dadas por

1:H1 — HY i(z) - H] — C
j:Ho — HI jly): Hy — C
y— 3j(y) g 9(y)

Donde x € Hy, y € Ha, f € H y g € H5. Note que para A € H3 se cumple:
[T"i(z)] (A) = i(z) [T*A] = [T"A] (z) = ATz) = [j(Tz)] (A).
Afirmamos que
JjTBy] =T*i|By] C T* [By"] .

Ciertamente, si b € T**i[B1] entonces, existe x € Bj tal que b = i(z). Por la
proposicién 2.1.9, uno tiene que b € B** de donde T**b € T** B**.

Luego, como T™* es compacto, T** también lo es, asi T**B{* es compacto. Es claro
que j[TBj] es compacto, de modo que j[Bj] es precompacto. Mostremos que

TB, C jTB| .

Considerando j(z) € j[TBi], para algtn z € j[TB;]. Existe {a,,} C TB; convergente
a w. La sucesién {j(a,)} estd en j[T'B;] y por la continuidad de j se tiene que
jlan) — j(w) y j(w) € j[TBy]. Por ultimo, afirmamos que T'B; es compacto. En
efecto, para {w,} una sucesién en T By, tenemos que {j(w,)} C j[TB;] C j[TB].
Como j[TBj] es compacto, existe una subsucesién {j(wy,, )} convergente en j[TBj].
De modo que {j(wn, )} es una sucesién de Cauchy. Por la proposicién 2.1.9, la sucesién
{wn,, } es de Cauchy y converge en T By, por ser este cerrado. Concluimos que T es un
operador compacto.
(c): Para este punto analizamos los siguientes dos casos:

1. Si S: Hi — Ha es compacto y T: Ho — Hs es acotado. Sea {x,} una
sucesién acotada en Hi. Entonces, por ser S compacto, existe una subsucesién
convergente {Sz,,} en Ho. Ademds, por ser T continuo (pues es acotado)
entonces {T'Sx,, } converge en Hs. Asi, T'S es compacto.

2. SiS:Hy — Ha es acotado y T': Ha — Hs es compacto. Sea {x,} una sucesién
acotada en H;. Como S es acotado tenemos que || Szy,| < [|S||||zn|| < co. Por
ser T' compacto, {T'Szy,, } converge, siendo T'S compacto.

Lo anterior concluye la demostracién del punto (c). ]

El siguiente resultado es de gran utilidad en la secuela.

LEMA 2.1.13. SiH es espacio de Hilbert separable, entonces cada base ortonormal
para H es a lo mds numerable.
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Demostracion. Considera B = {¢, : a € I} una base ortonormal de H. Como

e — ©8l1> = (Pa — 98, 0a — ©8) = llall® = (a,p8) — (@8, 0a) + 0l =

cada elemento de la familia de bolas abiertas { B(¢a,v/2/2) : ¢o € B} contiene un solo
elemento de B por construccién. Por otro lado, como H es separable, existe S C H
numerable tal que S = H. Ademds, para cada ¢, se tiene B(pa,v2/2) NS # 0,
escogemos Vo € B(pa,v2/2) N S. Para ver que B es numerable, consideramos la
funcién f: B — S tal que ¢, — v,. Afirmamos que f es inyectiva, pues si vo = vg,
entonces v,, v € B(¢a,v/2/2) NS, y por construccién ¢, = ¢gs. O

En lo que resta del capitulo H representara un espacio de Hilbert separable. Aunque
algunas veces para enfatizar algin resultado volveremos a recordar esta hipdtesis.

Observacion 2.1.14. Del ejemplo 2.1.11, tenemos que un operador de rango finito
siempre es compacto, y por el teorema 2.1.12, todo limite de compactos es compacto,
de tal manera que el limite (en norma) de operadores de rango finito es compacto.

A continuacién veremos que la afirmacién reciproca de la observacién 2.1.14 se
cumple cuando se trata de un operador compacto en un espacio de Hlibert (separable).
Esto es: Los operadores de rango finito son densos en los operadores compactos.

TEOREMA 2.1.15. Todo operador compacto T en un espacio de Hilbert H separable,
es limite en norma de operadores de una sucesion de operadores de rango finito.

Demostracion. Sea {¢,} una base ortonormal de H y para n € N, defina el operador
T,: H — H como

n

= Z Pjis L) Pj :Z<@j7x>T(@j)v

j=1

los cuales son de rango finito. Mostremos que ||T;, — T|| — 0. Sea = € H, utilizando la
o0

base ortonormal escribimos x = Z (@), ) ¢j , luego

j=1
Te —Thx=T Z <¢j’$><pj =T¢n7
Jj=n+1
es decir,
Te —Tx=1v,, YneN,
para algin 1, € {1, ;.. ., }+. Consideremos la sucesién {\,}, donde

An = sup [Tn] =T = Tl

YeE{p1,02,., Pn}
[Ynl=1

Es claro que {\,} es una sucesién de nimeros reales no negativos, decreciente, acotada

y por lo tanto, converge, digamos a A. Para terminar demostraremos que A =
Utilizando la desigualdad de Schwarz en el espacio l; calculamos que

(B, )| = <h7 > <90j,z/fn>s0j> = Y s tn)h, o \<Z| @5 Un) (hy ;)]

j=n+1 j=n+1 Jj=1

> s va)l? Y KhenlP | = lall Z (h, )|
j=1 j=1 j=1

Tomando limite en ambos lados vemos que [(h,1,)| — 0, para todo h € H. Por lo
tanto, como T es compacto, entonces ||T(w,)|| — 0 por el teorema 2.1.11, lo que
implica que A = 0. O
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De ahora en adelante usaremos la notacién de Dirac |p) (1| para denotar al operador
de rango uno |p){(|n = {(¥,n)p. Por ejemplo, el operador T,, en la demostracién
anterior se escribe asi:

Ta@) =T | 3 lea)esle

TEOREMA 2.1.16 (Teorema analitico de Fredholm). Sea  un subconjunto abierto
y conexo de C, si f: Q — B(H) es una funcion analitica operador-valuada tal que f(z)
es un operador compacto para cada z € (), entonces se cumple una y solo una de las
stguientes condiciones:

(a) (I — f(2))~! no existe para todo z € 2.
(b) (I — f(2))~" existe para todo z € Q — S, donde

S={2€Q: f(2)¢ =, para algin 0 # ¢ € H},
tal que S no tiene puntos de acumulacion en €.

Demostracion. Por la conexidad es suficiente demostrar que Vzo € 2 existe un disco
abierto centrado en Z; donde (a) o (b) se cumple. Por el teorema 2.1.15 existe un
operador de rango finito F, tal que ||[F'— f(zo)|| < 1 y por la continuidad, existe r > 0
tal que ||f(z) — f(20] < 3 cuando z € D,(z0) = {z € Q : |2 — 20| <1}, es decir, para
z € D, (29) se cumple ||f(z) — F|| < 1 lo cual garantiza que la serie > >~ ,(f(z) — F)"
converge absolutamente a (I — (f(z) — F))~!, que resulta un operador analitico. Como

F tiene rango finito, existen vectores linealmente independientes {¢1,...,¥n} C H
tales que F'(¢) = Zjvzl a;(p)y;, para todo ¢ € H.
Cada o (-) es funcional acotado en H y el teorema de Riesz nos da {¢1,...,¢n} CH

tales que F(p) = Zjvzl (¢j,¢) 1, para todo ¢ € H. A continuacién, para cada
z € Dr(20) y 1 <n < N, definimos las funciones auxiliares

®n(2) = (I~ f(2)+ F)7") 6n. g(z) = F(I - f(z) + F)7".
Al desarrollar ((I—f(2)+F) tzy (I—g(2))(I— f(z)+F) obtenemos respectivamente,

2

9(z) =Y (®a(2), Y0y, (I=f(2)) =T —g(x))I = f(z) + F).

j=1

Usando estas dltimas dos igualdades y que (I — f(z) + F') es invertible, concluimos que
I— f(z) y I —g(z) son invertibles simultdneamente. Ademds, ¥ = f(2) y ¢ = g(2)p
tiene solucién no trivial simultdneamente. Nos concentraremos en la forma de las
soluciones de dicha ecuacion. Si ¢ es solucién, entonces

N N
Y= 9(2)80 = Z <(I)n(2)7@> Y = Zﬁnd]n ,

dénde B, = SN (U, (2), ¢) y al usar la tltima expresién de ¢ obtenemos

n=1
N N
B = <<I>n<z>7 > 5m¢m> = B (Pu(2), Um)
m=1 m=1
es decir, obtenemos un sistema de ecuaciones, pues paran = 1,..., N, dados por

ﬁn = Z Bm <‘I’n(2)a¢m> :

Reciprocamente, si la N-dda (81, ..., Bn) es una solucién del sistema, entonces ¢ =
ZZ:I Bmm, satisface g(z)p = ¢ de manera que resolver (no trivialmente) esta tltima
ecuacién equivale a resolver el sistema N x N, dado por 3, = fo:l B AP (2), )
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o bien erle B (6nm — (Pn(2),¥m)), el cual tiene solucién no trivial si y solo si
d(z) = det(dpm — (P (2), ¥m)) = 0. Por la discusién anterior, son iguales los conjuntos

{z € Dy(20) : g(2)Y =1, paraalgin O£ e H} y
Sy ={z€ D,(2) € 2 : d(z) =0}.

Por otra parte, como (®,(z),%,,), con n,m € N, y d(z) son funciones analiticas,
podemos utilizar el teorema de unicidad para concluir que S, no tiene puntos de
acumulacién, o bién, S, = D,(z). Para terminar veamos que (I — g(z)) € B(H) es
biyectivo para cada z € D, (z9) — Sy. En efecto, es inyectivo debido a que z ¢ S, y
entonces la ecuacién (I — g(z))p = 0 solo tiene la solucién ¢ = 0. Es sobreyectivo ya
que si 1 € H, entonces el sistema N x N, dado por

N

B = (@ (2),80) = Y (®n(2), m)Bum

m=1
tiene como determinante a d(z) # 0. Asi, el sistema tiene una solucién (81, ... SxN); se

comprueba que el elemento ¢ = 1 + 2521 Bmm, satistace g(z)p = ¢ — 1, lo que se
ve simplemente desarrollando el lado izquierdo de la ecuacién. (I

Observacién 2.1.17. En el teorema 2.1.16.(b), (I — f(2))~! es meromorfa en Q — S
y se puede demostrar que los residuos en los polos son operadores de rango finito.

COROLARIO 2.1.18 (La alternativa de Fredholm). Para todo operador compacto
A € B(H), el operador (I — A)~! existe o A = 1) tiene solucion no trivial.

Demostracion. La funcién f: C — B(H) tal que f(z) = zA es analitica y no
cumple el teorema 2.1.16.(a), debido a que (I — f(0))~! existe. Entonces se cumple el
teorema 2.1.16.(b), es decir, (I — f(2))~! existe ¥z € C — S, donde

S={z€C: f(z)¢ = para algin 0 # ¢ € B}.
Se cumple que 1 ¢ So 1€ S, ie., (I—A)"!existeo f(1)y = paraalginy #0. O

TEOREMA 2.1.19 (Riesz-Schauder). Si A € B(H) es un operador compacto, enton-
ces 0(A) es un conjunto sin puntos limites excepto, quizds, A = 0. Mds ain, todo
A € o(A) distinto de cero, es un valor propio de A de multiplicidad finita, i.e., el
correspondiente espacio de vectores propio tiene dimension finita.

Demostracion. La funcién entera f: C — B(H) tal que f(z) = zA no cumple el
teorema 2.1.16.(a), entonces cumple 2.1.16.(b), lo que significa que (I — f(z))~! existe
para z € C — S, donde S es un conjunto sin puntos limites. Ademads, todo elemento a
distinto de cero, a ¢ S, y tenemos que

(I—aA) ' =aa'T-A)!

existe y, por tanto, a=* ¢ o(A), es decir, a € S. En consecuencia, o(A) no tiene puntos
de acumulacién excepto posiblemente A = 0y VA € o(A) — {0}, A= € S por lo que
existe ¢ # 0 tal que f(A"1)y = 1 si y solo si Ay = M\, i.e., todo A € o(A) — {0} es
un valor propio de A. Consideremos el espacio propio

Ex={ceH:Azv=Xdz}={ac eH: (A - Az =0}.

Como es un espacio cerrado de #, su bola unitaria cerrada By también es cerrada en
H. Ahora A\~' A es un operador compacto que restringido al espacio E es el operador
identidad. Por lo tanto, A\"'AB) es un conjunto precompacto y A\"'AB) = B, de
aqui que By es compacto. Concluimos la prueba usando el hecho de que un espacio
normado es de dimensién finita si y solo si su bola unitaria cerrada es compacta. [

El siguiente teorema también se le conoce como el teorema espectral para operadores
compactos autoadjuntos.
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TEOREMA 2.1.20 (Hilbert-Schmidt). Si A € B(H) es autoadjunto, entonces existe
una base ortonormal {¢,} para H, tal que Ap, = A\pdyn y en el caso no finito, A, — 0.
Ademads,

(29) A= Z)‘n‘wnanla

donde la convergencia es en la norma de operadores.

Demostracion. Por el teorema 2.1.19, los elementos de o(A)\{0} son valores propios
de A y cada espacio propio asociado tiene una base (vectorial) finita que podemos
suponer ortonormal. Por consiguiente, la unién de estas bases, que llamaremos 3, es
un conjunto ortonormal, ya que los vectores propios correspondientes a valores propios
distintos son ortogonales. Sea M la cerradura del espacio vectorial generado por 3y
sabemos que

H=MeM'.

Afirmamos que M=+ = (): es inmediato verificar que A(M=*) C M= y al restringir A a
ML, obtenemos un operador A: ML — M, que es compacto y autoadjunto (pues A
mismo posee dichos atributos), que ademds no tiene valores propios distintos de cero,
de lo contrario, ML, M tendrian un elemento no cero en comin. Asi, o(A)\{0} = 0

y 0 =r(A) = ||Al], esta tltima por ser A autoadjunto. Entonces A =0y M+ =0, de
lo contrario, M N M=+ # ). Concluimos que H = M y que 3 es una base ortonormal
numerable, debido a que H es separable y el conjunto de valores propios de A es a lo
mas numerable, pues siempre se encuentra dentro de o(A).

Para el caso no finito, el conjunto de autovalores de A por ser subconjunto del
compacto o(A) tiene un punto de acumulacién, que es necesariamente cero por el
teorema 2.1.19. Por tltimo, es sencillo verificar utilizando la norma de operadores que

A =Ty oo SN A t0) (], i, (29). O

A la expresion (29) del resultado anterior se le conoce como representacién espectral
de un operador autoadjunto. Por conveniencia, denotamos como B(H) al conjunto de
todos los operadores acotados con dominio todo H.

COROLARIO 2.1.21. Si A € B(H) es un operador compacto y autoadjunto, entonces
lo siguiente se cumple:

(a) Los autovalores {\,} de A pueden ser ordenados como |A1| > |A2| > |As] > ...
Cada |\;| se repite pj-veces, donde p; = Aim N (A — \;I).

(b) | M| = [ All.

(c) 1Al = i [(Az, z)|.

Demostracion. (a): Sea o(A) el espectro de A y consideremos la funcién v: C — R
definida como v(z) = |z|. La continuidad de v se sigue directamente de

[20] = |2[] = [v(20) = v(2)] = |20 — 2]
Por el teorema 2.1.20, se tiene que o(A) es numerable. Consideremos
[AMil= mix v(z), |A]= mix v(z),
o(A\{o} o (A\{0,A1}
El conjunto que resulta en cada paso es compacto y se cumple la existencia del maximo.
(b): Se deja de ejercicio mostrar que ||A[| < sup; |A;], es decir, [|A]| < [A;]. Ademis,
como |[A]| > [|A¢1]] = |M1] (se ha conservado la notacién del teorema de 2.1.20), Por

lo que se tiene la igualdad.
(¢): Uno calcula que

méx (x, Az) > [(¢1, Ap1)| = [(d1, Md1)| = |A1].

llzll=1

Por otro lado,
|z, Az)| < [|Az] =] < [ Allll=]* = [|A],
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que tomando el maximo se llega a lo buscado. O
Veamos una implicacién del resultado anterior.

COROLARIO 2.1.22. Para A € B(H) un operador compacto autoadjunto, lo siguiente
se cumple:

(a) Si M es un subespacio cerrado de H, entonces max,e e [(x, Az)| = |[|[Ppgr All.
(b) Si|A\1| = |A2| = |A3| = ..., es una enumeracidn de los valores propios de A,
entonces
An| = max |{(z, Az)|.

TE(P1,P2,50 s Pn—1)T

Demostracion. (a): Consideremos la restriccién Py A: M+ — M+ donde Py1 es
la proyeccién ortogonal sobre M=. Se tiene que Pj,. A es acotado, pues es el producto
de un operador compacto y un operador acotado. Para verificar que es autoadjunto,
para x,y € M=+,

(y, Ppgr Az) = (y, Az) = (Ay, x) = (Ppa Ay, x) .
Luego, por el corolario 2.1.21 tenemos que

[Ppr Al = méx |(z, Py Ax)| = méx [(z, Az)|.
T Tt
z||=1 z||=1

(b): Sea M = span {ap}?;ll el espacio generado por los primeros n — 1 vectores

propios de A. Consideremos A = Al pqe. Asi, A: MLt = ML, pues AM*) € M+
Puesto que A es compacto y autoadjunto, por el corolario 2.1.21 tenemos que

Aal = 4] = méx |(z, Az},
jall=1

como se queria. O

Antes de proseguir, comentemos que la representacién espectral de un operador
autoadjunto A = Y A\, |¢,)(¢n|, enunciada en el teorema de Hilbert-Schmidt es inica
en el siguiente sentido: Si {A1, Ag, ...} es el conjunto de valores propios no cero de A
distintos entre si y P, es la proyeccién ortogonal sobre el correspondiente espacio
propio asociado a A, entonces A = Y A, P,. Ciertamente, si A # 0 es cualquier
valor propio de A y ¢ un vector propio asociado con A, entonces
2

0= AT = )¢l = o = Agl? = 3+ S APup = S APup = P
n n n

Se deja al lector verificar que (Ap — 2 APe, > (A — A)Pap) = 0y como
consecuencia de (9) obtenemos

ST = NPl HAR e = SR,
J J

de donde [A — A;|[[Pj¢ll = 0 para todo j € Ny ¢ =3, Pjp. Como ¢ # 0, existe jo
tal que Pj,¢ # 0y por tanto A = Aj,. Por consiguiente, para j # jo se cumple A # A,
y Pjo = 0, que implica ¢ € R(P;},), es decir, en la segunda representacién aparecen
los valores propios no cero de A.

Lo anterior implica que A* =" AFP,, con k € N. Asi, seleccionando )\}/ ¥ como

la raiz de argumento mas pequeno, 0 < arg )\i/k < 27 /k, el operador (AY/RYE = A,

Definicién 2.1.23. Un operador A: H — H es positivo (o no negativo para
algunos autores) si (¢, Ap) > 0, para todo ¢ € H.

Como consecuencia del ejercicio P.2.1 es claro que todo operador acotado y positivo
es autoadjunto.
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TEOREMA 2.1.24. Para n > 2, cada operador compacto autoadjunto A € B(H)
tiene exactamente una raiz n-ésima AY™ que es un operador compacto cuyos valores
propios estan en

{zeC:0<argz<2nm/n}.

En particular, cada operador compacto positivo tiene eractamente una raiz n-ésima
que es también un operador compacto positivo.

Demostracién. El operador AY/™ = 7. )\;/”Pj con 0 < arg )\}/" < 2m/n tiene las
propiedades enunciadas. Si B =) ;Mg (); es otro operador compacto autoadjunto con
las mismas propiedades, entonces

J J

Por la unicidad de la representacion utilizada se concluye que uj = A; y Q; = P;.
Las desigualdades 0 < argp; < 2w/n implican que p; = )\;/ "y consecuentemente
B = AY". Si A es positivo entonces Aj > 0, para todo j € N y la condicién
0 < arg /\;/n < 2m/n implica )\;/n > 0. O

Para un operador A compacto, tenemos que A*A es compacto, positivo y autoad-
junto. Se puede definir el valor absoluto de A como |A| = (A*A)%, que es la tinica
raiz cuadrada positiva de A*A. Es claro que |A| es un operador compacto y positivo.

TEOREMA 2.1.25 (Forma candnica para operadores compactos). Si A € B(H) es
compacto, entonces existen conjuntos (no necesariamente completos) ortonormales
{en} v {on} y nidmeros reales positivos {\,} tales que A = Y Ap|on)(¢n|. Esta
expresion puede ser una suma finita o una serie que converge en norma. Los nimeros
{An} son llamados valores singulares de A.

Demostracion. Como A es compacto y autoadjunto, es claro que A* A, que es compacto
y positivo. Por el teorema 2.1.20, existe un base ortonormal de vectores propios {,, },
con {u,} los valores propios de A*A. Sean {p,} C {¢,} los elementos tales que
on & N(A), luego A* Ay, = pin@n v in > 0y, por tanto, para n € N, existe A, > 0
tal que A2 = pu,,. Para cada n € N, definimos ¢, = Ap, /N, ¥y como (¢, p,) = 0, si
m # n entonces {y,} forma un conjunto ortonormal. Asi, cada h € H se puede ver
como h =) amtm donde an = (Ym, h). Aplicando A en h obtenemos

=D AntmApn/An =Y Antmdm -

Por lo tanto, A=) An|@m)(dm]-

Para ver la convergencia (en norma) de la serie; supongamos que {u,,} es un
conjunto infinito, entonces p,, — 0 y por ende )\, \, 0" lo que implica para todo
e > 0 que existe N € N, tal que si n > N entonces 0 < A\, < €. De esta manera, si
rz € H yn > N, entonces

n 2 oo 2 oo
HA"’”—Z/\J‘@%@% = || X Nles o = Do Piles 2 Pligsl?
J=1 j=n+1 j=n+1
= > WPlena P < Y ey )
j=n+1 j=n+1

=2 ) lps o) =l

j=n+1
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La segunda igualdad se calcula directamente usando la ortonormalidad de {¢,} y la
dltima desigualdad es la de Bessel, utilizando el conjunto ortogonal {¢,, }. Por lo tanto,

HA_Z)‘J‘|¢J‘><'|<PJ‘ <e, n>N,
j=1 B(H)
de donde se concluye la demostracion. 0

Se puede verificar que, cuando P es un operador positivo, A es un valor propio de
P siy solo si VX es valor propio de v/P.

LEMA 2.1.26. Sean M, N C H subespacios de dimensién finita. Sidim M < dim N
entonces ML+ NN # 0.

Demostracion. Como M+ @ M = H, entonces N N M+ BN NM = N. Por lo tanto,
si M NN =0, se cumple que dim M = dim . O

El siguiente resultado es conocido como el principio del minimax.

TEOREMA 2.1.27. Sea A € B(H) compacto y positivo. Si A\y > Ao > A3 > ..., son
todos sus valores propios positivos (incluyendo multiplicidades), entonces
(30) Ap = min  mix (x, Az).
MeN — gept
dim M=n—1 llzll=1
Demostracion. Del teorema 2.1.20, existe una base ortonormal {¢,} para H, tal que
Apy, = M. Dado M un subespacio de dimensién n — 1, por el lema 2.1.26 existe
xo € span{¢y, -, bn} tal que zg € ML y |lzo| = 1. Si zg = > or_q akdy, entonces
lzoll® = k=i laxl* =1y

<.’170,A$0> = Z)\k|ak|2 Z )\n Z |ak|2 = )\n>
k=1 k=1

de donde méax, . (x, Ar) > Ay, el maximo existe por el corolario 2.1.22.(a). Ademas,
[lz]|=1
por 2.1.22.(b) tenemos para My = span, {¢1,- -, dn_1} que

An = méx (x, Ax) .
xe Moy
llzll=1

Por lo tanto, conjuntando ambas conclusiones llegamos a (30). O
Del teorema 2.1.27, se cumple que ||Az|? = (x, A*Az) = (z,|A|?z). Como los

valores propios de |A|? son los cuadrados de los valores propios de |A|, entonces hemos
probado lo siguiente.

COROLARIO 2.1.28. Para A € B(H) compacto, si A\ > Ay > ..., es una enumera-
cion incluyendo multiplicidades, de todos los valores propios positivos de |A|. Entonces

Ap = ﬁﬂf\l{ mé}iHAa:H .
dim Me:nqﬁfﬁ‘il

2.2. La clase de traza. A partir de aqui, H representa un espacio de Hilbert
separable y por consiguiente, contiene una base ortonormal numerable.

Definicién 2.2.1. La traza de un operador positivo A € B(H) viene dada por

(31) tr(4) = Z<§0nvA90n> )

n

donde {¢, } es una base ortonormal de H.
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Observacion 2.2.2. Note de (31) que tr (A) = >, (Apn, ¢n), ya que A es también
autoadjunto. Ademds, como (p,, Ap,) = (AY2p,, AY2p,) = ||AY?p,|?, entonces

(32) tr(4) =) 420

PROPOSICION 2.2.3. La traza de un operador positivo no depende de la base orto-
normal elegida.

Demostracion. Sean {¢,} y {1n} bases ortonormales de H y A € B(#) un operador
positivo. Por la identidad de Parseval,

1420 = 37 A 20 )Py 1A ]2 = 37 (A2, 00) 7

De esta manera,

tr@(A) Z (Apn, on) ZZ| A1/2‘pn7wm>|

m

_ZZ‘ A1/2¢ Z|‘A1/2w —tr¢( )

m n m

El intercambio de las sumas es vélido, debido a que sus términos son positivos. O
Lo siguiente muestra una propiedad de operadores compactos respecto a su traza.

PROPOSICION 2.2.4. Si A es un operador compacto, entonces tr (|A]) = >, A,
donde {\,} son los valores singulares de A, i.e., los valores propios de |A|.

Demostracion. Como |A|? = A*A es un operador compacto y autoadjunto, por el
teorema de Hilbert-Schmidt 2.1.20, existe una base ortonormal {¢,} de H tal que
|A|20n = finpn. De esta manera, |A|p, = A\,@n, con A\, = \/fi,. Por lo tanto,

n

como se queria. O

Ejemplo 2.2.1. Para a € H, defina |a)a| € B(H) como h — |a)Xa|h o equiva-
lentemente h + {a, h) a. Este operador es un operador positivo con tr (|a)Xa|) = ||a||?.
Ciertamente,

(h.|a)al h) = (a,h) (a,h) = [(a, )", heH

lo que implica que el operador es positivo. Ademds, a =Y an¢pn, con o, € Cy {¢n}
una base ortonormal de H. Asi,

tr (Ja)al) = D {pm. [afal om) = ZI oms )" = lam|* = ||al|?

m

Recordamos que un operador U € B(H) es isométrico (o isometria) si es invertible
tal que U~! C V* y unitario si U~! = V*. Ademds, U es una isometria parcial si
Ul )+ es una isometria.

TEOREMA 2.2.5. La traza de operadores positivos en B(H) cumple las siguientes
propiedades:
(a) tr (A+ B) =tr (A) + tr (B).
(b) tr (AA) = Mtr (A), con A > 0.
(c) tr (U*AU) = tr (A), con U unitario.
(d) tr (V*AV) < tr(A), con V isometria parcial.
(e) Si0 < A< B entonces tr (A) < tr (B).
(f) Para A y B positivos, tr (AB) = tr (BA).
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Demostracion. Las propiedades (a), (b) y (e) son inmediatas. Para lo siguientes
puntos, dejamos al lector verificar de manera simple, que una isometria manda
bases ortonormales en bases ortonormales. (¢): Como U es unitario y {Ug,} es base
ortonormal, uno tiene de la proposicién 2.2.3 que

tr (U AU) = > (on, U"AU,) = Y (Uipy, AUg,) = tr (A) .

n n

(d): Como H = N (V) @ N(V)*, tenemos que V(®) = {Vy, : ¢, ¢ N(V)} es
una base ortonormal de R(V), si ® es una base ortonormal de H.. De esta manera,
completamos V(®) a una base ortonormal ¥ = {¢,,} de H. Por lo tanto,

r(VEAV) =3 (Vi AVipn) <3 (thn, Athy) = tr (4)

n

como se queria.
(f): Por la observacién 2.2.2 el operador AB es autoadjunto y

tr (AB) = Z(gom,ABgom) = Z(B*A*gom, Om) = Z(BAgam, ©m) = tr (BA).

m m m

O

Definicién 2.2.6. Decimos que un operador A € B(H) es de la clase de traza
si tr (JA]) < co. Denotaremos como L (H), a la familia de todos los operadores de la
clase de traza.

Es claro que A € L1(H) siy solo si |A| € Ly1(H). Ademds, de la proposicién 2.2.4,
para A € B(H) compacto, se cumple que A € Li(H) siy sélosi Y A, < oo, con {\,}
los valores singulares de A.

Ejemplo 2.2.I1. Del ejemplo 2.2.1 tenemos para a € H que |a){a| € L1(H).
Ejemplo 2.2.IT1. Para u,v € H, se tiene que |v)u| € L1(H) y ejproyector
tr ([[o)ul]) = [[o lu] -

En efecto, el caso u = 0 es directo. Para u # 0, se verifica directamente que ||u|| ™" [u)(u]
es rafz cuadrada de |u)(u| y como |[v)Xu|* = |u)(v],

llo)ull* = Jo)ul™ [o)ul = [Jo]* [u)ul ,

es decir [Jo)ul] = [|v|| |lul| " Ju)u|. Por lo tanto, del teorema 2.2.5.(b) y del ejem-
plo 2.2.1; se tiene que

e ([fo)all) = ol bl tr (ju)ul) = o] lu] -

LEMA 2.2.7 (Descomposicién polar). Si T € B(H), entonces existen P,V € B(H),
con P positivo y V' isometria parcial, tales que

(33) T=VP.
Demostracion. Sea P = |T| = (T*T)Y? € B(H), que es positivo y para h € H,
(3 | PRI® = (Ph, Ph) = ((T*T)*h, (T"T)* )

— (T*Th, k) = (Th, Th) = | Th?,

es decir, ||P|| = ||IT|. Ahora, definimos V sobre R(P) como V(Ph) = Th ER(T)y
de (34) se sigue que V es isometria. Por lo tanto, si V es la extensién de V, tal que
V =0en R(P)*, se sigue que V € B(H) es isometria parcial y se cumple (33). O

Recordemos que un operador acotado A es una contraccién si ||Al| < 1.
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Observacion 2.2.8. Un operador no trivial A € B(H) cumple que ||A] ™" A es una
contraccién. Ademds, un operador autoadjunto A € B(H) que es contraccién se puede
escribir como

1
A= §(U++U*)>

donde Uy = A 4 iv/I — A2 son unitarios y I — A2 es positivo.

LEMA 2.2.9. Todo operador lineal B en B(H) es una combinacidn lineal de cuatro
operadores unitarios.

Demostracion. En virtud de la observacién 2.2.8, es suficiente probar el resultado para
contracciones. Note que B = B + iBs donde

1 1
Blzf(B—i-B*) y By = (B—B*),

2 2i
los cuales son autoadjuntos en B(#) y contracciones, ya que B lo es. Por lo tanto, de
la segunda parte de la observacién 2.2.8 se tiene lo deseado. U

Lo siguiente muestra algunas propiedades basicas de la clase de traza.

TEOREMA 2.2.10. La clase L1(H) es un *-ideal de B(H), esto es:

(a) L1(H) es un subespacio vectorial de B(H).

(b) SiAe Li(H) yB e B(H), entonces AB y BA € L1(H). Esto significa que L1(H)
es un ideal bilateral de B(H).

(¢c) Si A€ Li(H) entonces A* € L1(H).

Demostracion. (a): Es claro que L1 (H) es cerrado bajo la multiplicacién escalar y para
mostrar que es cerrado bajo la suma; sean A, B € Li(H) y considere las siguientes
descomposiciones polares

(35) A+ B=U|A+ B|, A=V]|A4|, B=W|B|,
donde U, V, W son isometrias parciales. Note que
(@ns UVIAlpn) = (JAFV* Ugn, [Alben) |

donde {p,} es base ortonormal de H, y aplicando la desigualdad de Schwarz,
[laitvue,

1 1
2) 2 ( N 2) 2
n=1
Como U,V son isometrias, uno verifica que {V*Up,,} es un sistema ortonormal y por

consiguiente de (32), el lado izquierdo de (36) es < (tr (|JA]))2 (tr (JA]))z = tr (JA]).
Anélogamente,

* 1
(ens U"V]Alpn) < 1415 n

Entonces, dado N € N,

N N
(36) D llpa UVIAlp)] < <Z

n=1 n=1

1A o, AV U,

N
" 1(pns UW[Blgy)| < tr (|B) -
n=1

Asi, uno tiene de (35) que |A+ B| =U*(A+ B) =U*V|A|+ U*W|B| y

N N
> (en|A+ Blon) = > lon, UVIA| + U*W|Blgy)|
n=1 n=1
N N
< en U VIAlpn)| + Y [(n, U"W (Bl
n=1 n=1

Como N € N es arbitrario, tr (|4 + B]) < tr (JA]) +tr (|B]) < oo, i.e., A+ B € Ly (H).
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(b): Del punto anterior y del lema 2.2.9, basta demostrar este punto cuando B es
unitario. Note que (B*|A|B)? implica |[AB|? y por ende B*|A|B = |AB|. Similarmente,
|BA| = |A]. Por lo tanto, del teorema 2.2.5.(c), se tiene que AB, BA € L1(H).

(c): Sea A = U|A| la descomposicién polar de A. Entonces A* = (UJA|)* = |A|U*
y el punto anterior asegura |A|U* € Li(H), teniendo en cuenta que A € Ly(H) siy
solo si |A| € Ly (H). O

Lo siguiente muestra una propiedad de los operadores de la clase de traza.
TEOREMA 2.2.11. Cada operador en A € L1(H) es compacto.

Demostracion. Demostraremos que A es limite de una sucesién de operadores de rango
finito. Considere una base ortonormal {p,} de H y para cada n € N, definimos el
operador de rango finito A,,: H — H, dado por

Ap =AY el |
j=1

Es claro que
|A, — Al = sup ||A¢|, donde €, = {¢1,.. .7cpn}J‘ )
o

Ahora, para todon € Ny para todo ¢ € Q,,, con||¢|| = 1, completamos {1, ..., on, ¥}
a una base ortonormal de 7, digamos {¢;} donde ¥; = ¢; parai < j < ny Yp41 = Y.
Como A € Ly (H) entonces \A|2 € Li(H), es decir,

r(|4P) lez‘lwnll2 < 00.

Entonces,

> I Agsll+ 1A]* < Yl Avall?, o bien, [|Av|| < Z 1 Av;
Jj=1 n

j=n+1
Asi,
oo 3
sup Jv] < (2 Jawl?) <e.
e gt
Por lo tanto, ||A, — Al| < ¢, de donde A es compacto, al ser limite de operadores de
rango finito. O

Definicién 2.2.12. Para cada A € L1 (H) definimos
[A[lx = tr (JA]) -

Es facil verificar que ||-||; es una norma en L (#). De hecho, al finalizar la prueba del
teorema 2.2.10.(a), obtuvimos la desigualdad del tridngulo.

Ejemplo 2.2.1V. Del ejemplo 2.2.ITI se cumple que
[lv){ullly = llullllvll, para todo w,v,eH.

COROLARIO 2.2.13. Si A € Li(H) entonces ||All; = >, A, con {A\,} como los
valores singulares de A.

Demostracion. Es directo del teorema 2.2.11 y la proposicién 2.2.4 O
LEMA 2.2.14. Para todo A € L1(H) se cumple || A| < |41 -

Demostracion. Como |A| € L1 (H) es compacto y autoadjunto se tiene para los valores
propios {\,} de |A]| que A\ = |||4]]]. Por lo tanto, de los corolarios 2.1.21 y (2.2.13),
uno simplemente calcula que ||A| = A1 > Z;il)\j =||4]1. O



ELEMENTOS MATEMATICOS DE LA MECANICA CUANTICA 179

Hemos demostrado que la clase de traza es un espacio lineal normado. Veamos que
también cumple lo siguiente.

TEOREMA 2.2.15 (Completez). La clase de operadores Li(H) es un espacio de
Banach con la norma ||-||1 -

Demostracion. Por el lema 2.2.14 se cumple que si una sucesién {A,} C Li(H) es
||-]l1--Cauchy, entonces también es ||-||-Cauchy y por consiguiente existe un A € B(H)
tal que A, Il — A. Para {©,} una base ortonormal de H y n € N, tenemos que

n

D (il Alps) = T > (s Amles) < lim_tr ([An]) = lim [|An|h < oo,
Jj=1 j=1

debido a que {||4;»]|1} es una sucesién de Cauchy de niimeros reales. También se usé
que la funcién valor absoluto es continua con la norma de operadores.
Ahora, dado € > 0, existe N € N tal que ||A, — A1 < €/2 para n,m > N. Asf,

|A = Al =tr (JA— Anl) = (05,14 = Amle;)

j=1
= lim (g, |4y — Amle;) <Hminfy (o), |4y — Amle;)
Jj=21 Jj=1
= liminf||A, — A1 <liminfe/2 <.
n—oo n—oo

Para la primera desigualdad hemos utilizado el lema de Fatou (ver [7, Lem. 4.1]) con
la medida de conteo. g

Lo siguiente muestra una propiedad de los operadores de rango finito sobre el espacio
de clase de traza.

COROLARIO 2.2.16. Los operadores de tango finito son ||-||1-densos en Li(H).

Demostracion. Si A € Li(H) compacto y [|A]1 = Z;‘;l Aj, entonces del teore-
ma 2.1.25, usamos la forma canénica A = 3 Ajlp;)(¢;], con {p;},{#;} conjuntos
ortonormales. Consideramos los operadores de rango finito, S, = 377 Ajl¢;){(#nl,
con n € N, y uno calcula que

S0 — Sm-1ll, = Z)‘ |95) (5l — Z Ajloi)esll| = Z Ajloi) (el
1 J=m 1
SZA [l (wsllly = Z/\ 5 ||¢J||—Z/\

Por consiguiente, {S,,} es sucesién ||-||;-Cauchy y convergente a A. Por lo tanto, como
se cumple ||S, — Al| < [|S,, — All1 — 0, entonces [|A—A|| < [[A— Sy, +|Sn — Al — 0,
es decir, A = A. O

La pauta importante en la demostracion anterior fue la forma candnica de opera-
dores compactos, la cual servird para mostrar lo siguiente.

TEOREMA 2.2.17. Si A € L1(H) y {pn} es una base ortonormal de H, entonces
> nln, Apy) converge absolutamente. El limite es independiente de la base.

Demostracion. En virtud del teorema 2.1.25, existen conjuntos ortonormales {u;}, {v,, }
en H y numeros positivos {A,} tales que A = > Ay |vm)(Um|. De esta manera,
(Ons Apn) = > Am(Um, ©n)(@n, Um) ¥ aplicando el teorema de Fubini [7, Teo. 4.5],
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m <um7 <pn> <§0na U7n>

Z [{en, Apn)| =
<3 2 3 s @ s )

<> Am (Zlum,s@n ) (lemvm )
=D Anllumlllonl = An = tr (JA) = 1Al -

2

Por lo tanto, las sumas >, (©n, A0n) ¥ Y 1 Am(Um, ©n) (@n, Um) convergen absolu-
tamente. Ademds, podemos intercambiar el orden de las series siguientes:

Z Oy Apn) = Zz/\ (U, Pn){Pns Vm)
= Z Am Z Uy <Pn><§0na Um> = Z /\m<umavm> s

m

(37)

lo que prueba la independencia de las bases. O

Gracias al resultado anterior podemos definir el siguiente concepto, el cual es
independiente de la eleccion de la base.

Definicién 2.2.18. La transformacién tr: Li(H) — C definida por

oo

(38) tr(A) =Y (pn, Apn), A€ Li(H)

n=1

se llama la traza de A, donde {¢,,} es cualquier base ortonormal de H.

TEOREMA 2.2.19. La aplicacion (38) cumple las siguientes propiedades:
(a) tr: Li(H) — C es una funcién lineal.
(b) tr (A*) = tr (A4).
(c) tr (AB) = tr (BA) para A € L1(H) y B € B(H).

Demostracion. En virtud de las propiedades del producto interno, los puntos (a) y
(b) son directos. Ademds, del teorema 2.2.10, se tiene que AB, BA € Li(H) y como
consecuencia del lema 2.2.9, es suficiente mostrar (c), cuando B es unitario. Si {¢,}
base ortonormal en H, entonces también lo es {1, = B*p,} y, por lo tanto,

como se queria. O
Ejemplo 2.2.V. Para A =" Ay, |vm) (Um| € L1(H), descomposicion garantizada
por el teorema 2.1.25, donde {un},{V,,} C H son ortonormales y {A,,} ntmeros
positivos, tenemos de (37) que
A) = Z)\m<um,vm) .

m

En particular, si z,y € H entonces tr (|z)(y|) = (y, z).

PROPOSICION 2.2.20. Para A € Li(H) el mapeo tr (A(+)) : B(H) — C definido por
B tr(AB), es un funcional lineal acotado, con

(39) ltr (AB)| < [|A[l, [|B] -
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Demostracion. El funcional es lineal debido al teorema 2.2.19. Ahora bien, del teore-
ma 2.1.25 existen conjuntos ortonormales {u,}, {v,} C H y nimeros positivos {A\,}
tales que A =3 Ay |Um) (Um]|. Asi, si {p,} C H es base ortonormal, entonces

ltr (AB)] = > {n, ABu) | <373 Ao [t Bo)| [, (v
<D Am (Z I<um»Bson>|2> (Z |<somum>2> = X 1Bt | [
< A IBH = 1B Am s

de donde se tiene (39). O

Recordemos que para u,v € H, la aplicacién |v){u| es el operador lineal tal que
h +— {(u, h)v, para todo h € H.

PROPOSICION 2.2.21. Si F: H x H — C, donde F (JvXul|) es un funcional lineal
acotado, entonces existe un inico B € B(H), tal que F ([v)u]) = (u, Bv).

Demostracion. La forma C: H x H — C tal que C(u,v) = F (|v){u|) es sesquilineal y
acotada, pues |C(u,v)| < [|F| |Ju| [|v]]. Por lo tanto, del lema de Riesz 2.1.5, existe un
tnico B € B(H) tal que C(u,v) = (u, Bv). O

Permitanos denotar mediante So () al subespacio de Banach formado todos por
los operadores compactos de B(H).

TEOREMA 2.2.22. La transformacion L1 (H) = Seo(H) definido por B — tr (B(-)),
es un isomorfismo isométrico de L1(H) sobre Soo(H). Esto es L1(H) = Sso(H).

Demostracion. De la proposicién 2.2.20, el mapeo B — tr (B(+)) es acotado y

[tr (B() (s ()= < 1Bl

Veamos que el mapeo es sobreyectivo: dado f € (Soo(H))*, determina la forma
sesquilineal f (|u)(v]) y por la proposicién 2.2.21 existe un dinico B € B(H) tal que

(40) f(lu){vl) = (v, Bu) = tr (Blu)(v]) .

Demostraremos que B € Ly (H), el funcional f = tr (B(:)) v |Bll1 = || fll(s.c (20))*-
Considere la descomposicién polar B = U|B| y {¢,} una base ortonormal de .
Entonces de (40), tenemos que

N N N N
Z<‘an |Blen) = Z<U<PmB<Pn> = Zf(|B$0n><U§0n|) =f <Z|B§0n><U‘Pn|> ‘

n=1 n=1 n=1 n=1

N
Observemos que Y |Byy)(Ugy| es un operador con norma menor a uno, de rango

finito y por tanto compacto. Asi, Zﬁf:l(apn, |Blen) < || fll(sw(20))+» para todo N € N,
lo que implica B € L1(H) y [|Bllx < |[fl(s.(20))~-

Es facil ver de (40) que tr (B(-)) = f(-) en los operadores de rango finito que son
||-|1-densos en (Soo(H))*, debido a la continuidad de tr (B(-)) y f(:), concluimos que
son iguales. Por lo tanto, || B[y < || fll(s. )+ < Bl O

En lo siguiente trabajamos con el dual de los operadores de la clase de traza.

TEOREMA 2.2.23. El operador B(H) — L1(H)* definido por B — tr (B(-)) es una
isometria sobreyectiva.
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Demostracion. Para la isometria, si A € L1(H) y B € B(H), entonces del teore-
ma 2.2.19 y de la proposicién 2.2.20, tenemos que |tr (AB)| = |tr (BA)| < ||A]l1||B]l,
de donde ||tr (B(-))||1, (%) < [|B]|. Para la otra desigualdad, uno calcula que

Bl = sup [{y,Bz)|= sup |tr(Blz){y)
lll, llyll=1 izl [lyll=1
< sup e (BA)| = [[tr (BO) [z -
Al Ly (3))*
Por lo tanto [[tr (B(-))|l(z,#))+ = |IB]|. La sobreyectividad se verifica de manera

andaloga al teorema 2.2.22. Dado g € (L1(H))*, se tiene una forma sesquilineal y por la
proposicién 2.2.21, existe un tinico operador B € B(H) tal que (v, Bu) = g (Ju){v|). Asi,
tr (Blu)(v|) = g (|u)(v]), para todo u,v € H, de donde obtenemos que los funcionales
continuos tr (B(-)) y ¢(-) coinciden en los operadores de rango finito que son ||-||1-
densos en Ly (H). Por lo tanto, tr (B(+)) = g(-), en todo Ly (H). O

Observacion 2.2.24. Es de interés senalar que a la unién de los teoremas 2.2.22 y
2.2.23, se le conoce como el Teorema de Schatten.

2.3. Operadores de Hilbert-Schmidt. En esta seccién veremos otra clase im-
portante de operadores en la fisica-matematica, que tienen propiedades andlogas a la
clase de operadores Ly (H).

Definicién 2.3.1. Decimos que T' € B(H) es de Hilbert-Schmidt si tr (T*T') es
finita. La familia de todos los operadores de Hilbert-Schmidt se denota por La(H).

Observacion 2.3.2. Para {¢,} C H una base ortonormal, es directo verificar la
equivalencia de las siguientes condiciones:

(a) T € Ly(H).

(b) T*T = |T|* € L1(H).
(c) tr(|T]?) < oo.

(d) 3, 1Tl < oo.
(e) {lITenll}, C 2.

PROPOSICION 2.3.3. Todo operador de la clase de traza es de Hilbert-Schmidt, i.e.,
Li(H) estd contenido en Lo(H).

Demostracion. De la desigualdad de Cauchy- Schwarz, uno tiene para todo f € H que
(R £y = (e g iy £ < i ]
de donde se sigue que tr (|T|2> < ||T||tr (|T]) < oo. Por lo tanto, de la observa-
cién 2.3.2 se tiene que T € Lo(H). O
Una consecuencia del resultado anterior es |v)(u| € La(H), con u,v € H.
LEMA 2.34. Si A,B € Ly(H) entonces AB € Li(H).

Demostracion. Sean C = AB y C = V|C| su descomposicién polar. Utilizando la
desigualdad de Cauchy-Schwarz tenemos que

(¢n, |Clen) = (A" Vi, Bpy) < ||Benll|A* Ve,

de donde
> (@i [Cles) < [ DB > 1A Ve, |?
j=1 Jj=1 Jj=1
< (e (IB?)* (tr (JAVI)* < (e (IB))* (er (JAF))*

pues |A*V[2 = V*|A]2V y tr (V*|A]?V) < tr (JA|?), por el teorema 2.2.10. Podemos
concluir que tr (|C]) < tr (|BJ?) tr (JA|?) < oo y por definicién C = AB € Ly(H). O
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Veamos algunas propiedades cruciales del espacio de Hilbert-Schmidst.

TEOREMA 2.3.5. El espacio Lao(H) es *-ideal de B(H). Esto es:

(a) La(H) es un espacio lineal.
(b) Si T € Lo(H) entonces T* € Lo(H), i.e, La(H) es cerrado bajo la adjuncion.
(c) Si A€ Ly(H) y B € B(H) , entonces AB € Ly(H) y BA € Ly(H).

Demostracion. (a): Sea A € Cy A, B € La(H). La cerradura bajo la multiplicacién
escalar se sigue de la linealidad de tr () y de que (AA)? = A\2|A|?. Ademss,

|A+B?=(A+B)*(A+B)=A*A+ A*B+ B*A+ B*B,

donde cada sumando estd en Li(H) por ser productos de elementos de Ly(#H) y como
L1 (H) es un subespacio de B(H) tenemos que |A + B|? € L1(H), como se queria.

(b): La descomposicién T' = U|T| cumple T* = |T|U* y |T*|?> = TT* = U|T|?U*.
Por lo tanto, tr (|7%?) = tr (U|T|*U*) < tr (|T|*) < oo, es decir, T* € Ly(H).

(c): Por el lema 2.2.9, basta mostrar la propiedad cuando B es unitario. Entonces,

[UAP = (UA)*(UA) = |A* vy |AU|* = (AU)*(AU) = U*|AU,
de donde se sigue que
trlUA]? = tr|A| v tr|AU]?> = trU*|A]*U = tr|A|*.

El resultado se concluye del teorema 2.2.10. O

Una consecuencia del resultado anterior es que en el espacio Ly(#H), podemos definir
la forma (-, -), : La(H) x Lo(H) — C, dada por

(A,B), =tr(A*B), A,Be€ Ly(H),

la cual define un producto interno. Ademads, induce la norma | Al[, = /(A, A),, con
las siguientes propiedades:
(a) ||A||§ =tr (\A|2) = H\A|2H =>". A2, con {\,} los valores singulares de A.

1

(b) Dado cualquier base ortonormal {¢,} C H,

AL = " (en, A" Apn) = > | Apnll?

n

LEMA 2.3.6. Para todo A € Ly(H) se cumple que ||A*||, = ||All,. Ademds,
(41) Al < [IAll, < [[All; -
Demostracion. Un cédlculo simple muestra que
. 2|
141, = 1A = flae]” = var,

Como [|A[|* = sup,—; (|[Az[|?), existe ¢ € A unitario tal que [[A[* — e < [|Ag|?, es
decir, [|A||? < ||Ag|]? + €. Si {p = 1,02, 3,...} es base ortonormal de H, entonces

1AI? <D lApal® + e = A3 +e.
n

Como ¢ es arbitrario, ||A|? < ||A]]3 lo cual prueba que ||A| < ||Al|2. Més atin, como
los valores singulares {\,,} de A son positivos

=3 < (zx) A1

que implica [[A[l, < [IA];. O
Hemos mostrado que Lo(#H) es un espacio lineal con producto interno.

TEOREMA 2.3.7. El espacio (La(H), (-, -),) es un espacio de Hilbert.
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Demostracion. La prueba es andloga a la de 2.2.10. Si {¢;} una base ortonormal de
H y {A,} una sucesién de [|-||2-Cauchy en Lo(H), entonces se tiene de (41) que es
||I-|l-Cauchy. De esta manera, existe A € B(H) tal que A, — A en la norma |-||.
Demostraremos que A € Ly(H) y que A, — A en la norma ||-||2. Note que
n n
2 y 2 y 2 . 2
;<<pj,|z4l ©3) flgln;@ﬂj,IAm\ ) < limtr (|An[?) = lim]| Anl3,

donde el limite existe debido a que {||A,[|3} es una sucesién de Cauchy en R. Asi,
tr (JA[?) < limy,|[Am |3 < oo, i.e, A € Lo(H).

Ahora bien, como {A,} es |]|-Cauchy, dado ¢ > 0 existe N € N, tal que
A, — Anll3 < €/2, cuando n,m > N. Luego,

1A = Apll3 = ZII (A= An)p;]I* = th\l Am);
< hmZ:II %HQ =lim[|A, — A |3 <e,

donde en la primera desigualdad hemos usado el lema de Fatou (ver [7, Lem. 4.1]) con
la medida de conteo. g

(5]
converja en norma a A, es que A*A = |A|? € L;. Esto ciertamente se cumple en Ly (H)
y se cumple lo siguiente de manera simple.

En la prueba del teorema 2.2.11, el argumento esencial para que A,, = Z?ZlA\goj)

TEOREMA 2.3.8. Todo operador en Lo(H) es compacto.
Permita mostrar una propiedad de densidad en el espacio de Hilbert-Schmidst.
COROLARIO 2.3.9. Los operadores de rango finito son ||-||2-densos en La(H).

Demostracion. Si A € Lo(H) entonces es compacto y por el teorema 2.1.25, existe
{An} C Ry conjuntos ortonormales {¢,}, {¢n} C H, tales que A =3 \p|pn) (¥n].
Asi, [|AI3 = 32,07 y

= Z )\7L|‘Pn><¢n| = Z /\EL—>0,

2 n>N+1 5 n=N+1

N
A— Z/\n|<?n><1/)n|
n=1

que muestra la densidad de los operadores de rango finito. O

Veamos en lo siguiente algunas propiedades de Lo(H), cuando H = La(M, pt). En
lo que resta de la seccién, (M, i) representa un espacio de medida o-finita.

LEMA 2.3.10. Si K € Lo(M x M, x u), entonces el operador
AKZ LQ(M, M) — LQ(M, /1,)

o= [ K(x,y)e(y)du(y),
M

estd bien definido y [[Ax || < ||K ||, xapsxcp) -

Demostracién. Definimos a f: M x M — C como f(z,y) = |K(x,y)|>. Debido a que
K € Lo(M x M, u x ) y por Fubini, existe un conjunto 2 tal que u(2) = 0 y para
todo x € M\ Q, f(x) € L1(M,p), esto es |K(z,-)|? € L1(M,u(y)), lo que significa
que K(z,-) € La(M, p(y)), es decir

1
2

( MIK(I,y)IQdﬂ(y)> < o0,
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para z € M \ Q y en consecuencia

‘/my v)duly /|ny>|\so<>|du<>

([ it ([ orons)’

esta ultima por lema de Schwarz. De esto se sigue que

’/Kwy y)duly /IK:vadu /Icp )[dp(y)
K(z,y)p(y)du(y) //IKﬂcylzdu )dp(x /Iw )Pdu(y)

M
/ |Acp() P dp(x) S/ |K (z,y)[*du x u/ lo(y)[*dpuly) .
M M x M M

Esta desigualdad muestra que Ax € Lo(M, 1) y [Axell3 < [lel?[IK]7,- O

y ademas,

J,

es decir,

Veamos extensiones de bases en espacios producto.

LEMA 2.3.11. Si{@,} esuna base ortonormal de Lo(M, 1) entonces {@n (), 0m(y)}
es una base ortonormal para Lo(M X M, X ).

Demostracion. Uno calcula que

/ en(@)om (Y)er (@)@ (y)du x p = / en @)y (@)dp(z) / em(Y)es(y)dp(y) ,
MxM M
de donde se sigue que

(n(@)om (), or(2)s (1)) = (or(x), o (@) (m(¥), 5 (¥)) = Srndms ,

es decir, {on(z),m(y)} es ortogonal.
Ahora bien, para f(x,y) € Lo(M x M, u x p) tal que

/ or(@)pi(zy) f(z,y)du(x)du(y) =0,
M x M

se sigue del teorema de Fubini [7, Teo.4.5] que

/M (/M or(z) f(l',y)d/l(l'))gpl(y)dﬂ(y)‘

Como {¢;(y)} es base ortonormal de Lo(M, pu(y)) lo anterior implica que

/ ov@) T p)du(z) =0, ¥nmeN,
M

excepto para y € S, C M, donde p(S;) = 0. Para y ¢ |J, Sk, existe Ry, C M tal que

/ @@, g)du(z) = 0
M

excepto en R, con pu(R,) = 0. Ahora, como {¢x(x)} es base ortonormal de Lo(M, p)
de donde f(z,y) =0, p-c.d. En consecuencia f(z,y) =0 u x p-c.d.,

?= 24 = I 20 )dp = [ 0du.
112 = [ Vo)< /N(/N v, (@) u)u | o

Por lo tanto, f =0 u x p-c.d, de donde se sigue la completez de la base. (]

Veamos dos consecuencias simples del resultado anterior.
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COROLARIO 2.3.12. Todo K € Lo(M X M, p x 1) se puede escribir como:

K= Zanm@n(x)@m(y) ’

donde ctnm = (Pm, AKPn) Lo (M ) 0N los coeficientes de Fourier en Lo (M x M, jux 1).

Demostracion. Del lema 2.3.11, se cumple que {@,,¢m} es base ortonormal para
Lo(M x M, pu x u). Entonces, los coeficientes de Fourier son:

K = (@rpm, K) = /MXMKm,y)son(x)som(y)du g

= / / K(2,y)on(@)om(y)dp(z)du(y)
M JM

_ / [ K (@, y)on(@)du(@) | om@)du(y)
M M

— / (Aren) (W) om(y)du(y)
M

= <§0ma AKSDn>L2(M,H) = Onm ,
de donde se sigue la afirmacién. ([
El resultado anterior exhibe una descripcién de los operadores en Lo (M X M, pu X ).

COROLARIO 2.3.13. Sea K € Lo(M x M,ux ) y Ak : Lao(H) — La(H), dado por

(Axe)(x /Ky dpuly)

Entonces, A estd en La(La(H)) y |Axlle = K| yxan -

Demostracion. Mediante unos calculos simples, uno tiene que

1Ak [13 = tr (JAx]?) ZIIAKS%IILQ Y > HAxen, )l
= ZZIQWI2 = K|z, < oo,

pues K € Ly(M x M). Por lo tanto, Ax € Lo y ||Ax||3 = ||K||L2 (Mx M) O

Concluimos la seccién con una caracteriza a los elementos de Hilbert-Schmidt.

TEOREMA 2.3.14. Un operador A € B(Lo(M, 1)) es de Hilbert-Schmidt si y sdlo si
existe un funcion K € Lo(M x M,y x u) tal que

z) = /M K ()1 (4)du(y)

y ademds, ||Al|3 = [, 1K (z,y)Pdu x p.

Demostracion. Por el corolario 2.3.13 tenemos que K +— Ay es una isometria de
Lo(M x M, x p) en La(H) y por consiguiente su rango es cerrado. Mostraremos
que contiene a los operadores de rango finito y junto con la densidad de estos en Lo,
obtendremos que la imagen del mapeo K — Ay estd en Lo.

Para R = |¢) (1| con ¢, ¢ € H, se tiene Kr = ¢(x)1(y). Por consiguiente tenemos
que Kg € Lo(M x M). En efecto,

KRIZ, tn = 9@ 0@ | Laarsan = / () B) 2y x
M x M

— [ le@Pauto) [ owPauts) = el < co.
M M
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De esta manera,

(Ax f) () = / @ D@) f (4)duly) = () / D) ()dp(y)
M M
= (@) (o) = [(I@WJI)J‘] (@).

Por lo tanto, como los proyectores generan a los operadores de rango finito y estos
son Hilbert-Schmidt y densos, se concluye que cada operador de rango finito viene de
algin Kp. U

Puede profundizarse el estudio de estas clases de operadores en [4, Cap.11], [13,
Cap.4] , [19, Ap. A], [20, Cap. 6], entre otros.

Problemas de la seccidn.

pP.2.1 Sea A € B(H). Demuestre que A = A* si y solo si (x, Ax) € R.

P.2.2 Muestre que T : H — H es compacto si y solo si toda sucesién {z,}, tal que
[lzn|] <1 satisface que la sucesién {Tx,}, tiene una subsucesién convergente.

P.2.3 Muestre que T : £2 — (2 definido por T(z,), = (7,/2"), es compacto.

P.2.4 Muestre que T : 7 — (P, 1 < p < oo, definido por T(z,)n = (zn/n)n es
compacto.

P.2.5 SiT esun operador lineal compacto en un espacio de Hilbert infinito dimensional
tal que su inverso T~' existe y estd definido en todo H, muestre que T~! no
puede ser acotado.

P.2.6 T es compacto si y solo si T*T es compacto.

P.2.7 Encuentre los valores propios del operador T;, : R™ — R™ definido por

Tl T2 I3 Tn—1

To(z)=(0,—, 5= = (z1,... R™.
n(x) <07 17 2) 3a an_1> 5 con T (371) 71‘”)6

P.2.8 Sean E,F espacios de Banach y T : E — F un operador lineal acotado
compacto. Suponga que el rango de T es cerrado.
a) Pruebe que T es de rango finito.
b) Si ademés N (T) < oo entonces dim E < o0o.

3. OPERADORES LINEALES NO ACOTADOS

Los operadores no acotados en espacios de Hilbert son de gran interés en la fisica-
matemadtica y en particular en la mecanica cuantica. La parte esencial de esta seccion
estd dedicada al estudio de los operadores lineales no acotados [18, 4, 19, 20]. De
hecho, esta seccién es una introduccién a la teoria de operadores lineales generales en
espacios de Hilbert.

3.1. Preliminares. Para un espacio de Hilbert separable (H, (-,-)) sobre el campo
de los nimeros complejos C, decimos que una aplicacién T: D(T) C H — H es un
operador lineal en H (o simplemente operador), si para cada f,g € D(T) y «, 8 € C,
se cumple que T(af 4+ Bg) = oT f + Tg, donde

D(T):={feH : TfeH} R(T)={Tf: feDT)}
N(T) = {f € D(T) : Tf =0}

representan el dominio, rango y nucleo de T, respectivamente. Ademas, es sencillo
verificar que estos conjuntos son lineales en H.
Para operadores lineales T',.S en H, el dominio del operador T + S viene dado por

DT+ S)=D(T)ND(S)
y actua como (T + S)f =Tf + Sf. Ademés, el dominio del operador T'S es
D(TS)={feD(S): SfeDT)}
donde TSf =T(Sf).
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Decimos que T'[¢ es el operador T con dominio restringido a un conjunto lineal
C C D(T). En este sentido, T C S si S[p(r) = T y en este caso se dice que S es
extensién de T (o T es restriccién de S). Asi, T' = S significaque T C Sy S CT.
Recordemos el producto interno en H, induce la norma

-] :H—=R

fe VT

Ademés, decimos que un operador T es acotado si existe ¢ > 0 tal que ||Tf| < ¢ ||/,
para todo f € D(T).

(42)

Ejemplo 3.1.I (Operador funcional). Sea M un conjunto lineal en H y un
elemento no cero g € H. Considere un funcional lineal no continuo F: M — Cy
defina el operador lineal funcional

Tp: M — span {g}

(43)

f=F(f)g
Afirmamos que el operador (43) no es acotado. Ciertamente, como F' no es continuo
existe {f,} C M, con ||fn]] = 1, tal que 0 # |F(fn)| — oo. De esta manera,
1T full = |E(fa)l llgl] = oo, como se queria.

PROPOSICION 3.1.1. Un operador T' en H es acotado si y sdlo si es uniformemente
continuo en su dominio, con respecto a la norma (42).

Demostracion. Si existe ¢ > 0 tal que | Tf]| < c||fl]l, para todo f € D(T). Entonces,
para todo € > 0, con ||f — g|| < €/¢, se cumple que

ITf =Tyl =IT(f =gl <cllf —gll <e, Vf,geDT)

lo que implica que T sea uniformemente continuo en su dominio.

Por otra parte, si T es uniformemente continuo en D(T), existe § > 0, tal que si
[I£II <& entonces | Tf]| < 1. Asi, para f € D(T) distinto de cero, g = df/ || f|| cumple
llgl| < 6 vy, por lo tanto,

1 1
11l =5 1A Tgll < S A
de donde se sigue que T es acotado. O

La norma de un operador acotado T viene dada por

_ [
1T = ;
renmy, Il
F#0
la cual cumple las siguientes equivalencias:
T= suwp |[Tfll= sup |Tf|= sup [T
f eD(T), f € D(T), f €D(T),
lfll=1 lflr<1 llfll <1
(44)
= sup  [(g,Tf)l= sup  [g,Tfl=  suwp  [g,Tf)|.
f,9 € D(T), f,9 € D(T), f,9 € D(T),
£ gl =1 £ llgll < 1 £ gl < 1

Recordamos que B(H) es el conjunto de todos los operadores acotados con dominio
todo H. Este conjunto es un espacio lineal normado, donde se definen tres tipos de
convergencia de la siguiente manera. Para T, T}, T, - - - € B(H), decimos que:

1. {T,,} converge uniformemente a T, denotado por T}, 5 T o por

wlm T, =T, si |T—T,|—0.
n—oo

2. {T,,} converge fuertemente a T, denotado por T, =5 T o por
s lim T, =T, siparacada feH, |Tf—-T.f|l—0.

n— oo
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3. {T,,} converge débilmente a T, denotado por T,, — T o por
w- lim T, =T, siparacada f,geH, (¢, Tf—T,f)—0.

n—oo

La convergencia uniforme implica la convergencia fuerte y la convergencia fuerte
implica la convergencia débil.

Un operador T en H es invertible si tiene nicleo trivial, cuya inversa se denota por
T~1, la cual resulta un operador lineal en H con D(T~1) = R(T) y R(T~') = D(T).

Note que 7! también es invertible y (T’l)_1 = T. Ademis,
(45) T'T=Ilpq)y v TT " =Ilr.
PROPOSICION 3.1.2. Si T y S son invertibles, entonces T'S también lo es y
(r8)' =57t

Demostracion. El operador T'S es invertible, pues N (T'S) C N (T) UN(S) = {0}.

Luego, si f € D((T'S)™1), entonces existe g € D(S) tal que Sg € D(T) y T'Sg = f.

De esta manera, f € R(T) = D(T)~ !, de (45) se tiene que Sg = T~ 1f, es decir,

T-'feR(S) =D 1) yg=S"'T"1f lo que implica (T'S)~! € S~IT~!. Para la

otra inclusién, como S~!,T~! son invertibles, también lo es S~'T~! y de lo anterior
(st Y () (s =Ts,

es decir, 71T~ c (T'S)™", de donde se concluye la afirmacion. O

Lo siguiente muestra una caracterizacién de la inversa acotada de un operador.

TEOREMA 3.1.3. La inversa de un operador T en H eziste y es acotada si y solo si
eziste ¢ > 0 tal que

(46) ITfI = cllfl, VfeDT).

Demostracion. Es claro de (46) que N(T) = {0} y por lo tanto existe T~1. Substitu-
yendo T'f = g en (46), uno obtiene que

(47) gl >c||[T7g|| ., VgeD@T")=R(T),

es decir, T~ es acotado. Inversamente, si T~ existe y es acotado, entonces se satisface
(47), que haciendo f = T !g, se llega a (46). O

3.2. La gréfica de un operador. En lo siguiente abordamos el tema de la gréfica
de un operador lineal, de manera anédloga a [4, Cap. 3]. Sea HOH la suma ortogonal
de dos copias de H (c.f. [4, Sec.2.3]), es decir,

(48) H@H::{@) ;f,geH},
que es un espacio de Hilbert con producto interno

(49) (D)) =trm+wm . (1).(h) enon.

El producto interno (49) induce la norma
2
H(QH =11+ lgll” . (g) c HaH

la cual es equivalente a la norma H (g) H = || f|| + ||lg|l- Puntualizamos que la conver-

gencia en H@BH implica la convergencia en cada una de sus entradas.
La gréfica de un operador lineal T en H viene dada por

6(1):={(f;) e Hon : feDM)},

que resulta ser un conjunto lineal en H&H.
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Ejemplo 3.2.1 (Continuacién de ejemplo 3.1.I). La gréfica del operador (43) es
_ foy.
G(Tr) = {(rdpyy) : M}

Lo siguiente exhibe una condicién necesaria y suficiente para que un conjunto lineal
en H@H sea la gréifica de un operador lineal.

PROPOSICION 3.2.1. Un conjunto lineal G C H®H resulta ser la grdfica de un
operador lineal si y solo si

2 (<5 7=0)={()}

Demostracion. Suponga que (50) se cumple y considere las aplicaciones lineales

m,p: G — H tales que
Q=1 =0 ()es

1

De este modo, kerm = {(8)} y se verifica que T = pr~" es un operador lineal con

D(T) = wG. Por lo tanto, G(T) = G. La prueba inversa es directa. O
Para efectos practicos, introducimos las aplicaciones U, W: HOH — HEBH como

o1 i) =) ¢ W)= (%) () enon

las cuales son operadores lineales que satisfacen U2 = I = —W? y UW = —WU.
Mediante contencién de conjuntos, lo siguiente se cumple de manera sencilla.

PROPOSICION 3.2.2. Para dos operadores T, S, se sigue lo siguiente:
(a) T C S siysdlosiG(T)C G(S).
(b) Si T es invertible, entonces G(T~1) = UG(T).

Para un conjunto lineal G C H@H, denote el conjunto lineal

—g={(4,) enan: (HYeg}.

PROPOSICION 3.2.3. Si G C H®H es un conjunto lineal, entonces:

(a) (WG)*+ = W(GH). (c) (UG)* =U(GH). (e) UG =W?*G=G.

(b) WG = WG. (d) UG = UG. (f) UWG = WUG = —G.

Demostracion. Note que (g) € (WG)* siy solo si V(Z) e WG, (_kh) egy

(%) (5)) ={6) () =0

si y solo si (f]f) € (G)*, o bien (g) € W(G)*. Esto prueba el punto (a). Ahora,

- 1\t L =

WG = (wa)")" =w((g*)") =wg,
es decir, (b). Los puntos (c),(d) se siguen de manera andloga y (e),(f) se siguen
directamente de la definicién, notando que G es conjunto lineal. O

Recalcamos que dos conjuntos lineales F y G son linealmente independientes si
F NG = {0}. A partir de aqui usaremos la siguiente notacién, que serd de gran
utilidad en resultados posteriores. Para F y G subconjuntos lineales en H, denotamos

Fi+G={f+g:fecF,geGy FnG={0}}.
(52) F&G:=F+G talque FCG*.
FoG=FngG*.

Las notaciones +,® y ©, representan la suma directa, suma ortogonal y diferen-
cia ortogonal, respectivamente.
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Observacion 3.2.4. En espacios lineales normados, la suma directa es representada
por . No obstante, cuando la norma proviene de un producto interno, la suma directa
que ademads es ortogonal se enfatiza con esta misma notacion.

Dado cualquier conjunto lineal 7 C H, de (52) se sigue que FX = H © F, es decir
(compare con observacién 1.3.4),

(53) H=FaF.

La notacién (52) en el contexto de operadores lineales nos estaremos refiriendo a
su grafica en el espacio de Hilbert HOH.

Observacion 3.2.5. Para que T y S sean linealmente independientes es necesario y
suficiente mostrar que si f € D(T) N D(S) tal que T'f = Sf, entonces f = 0.

La siguiente afirmacién es directa.

COROLARIO 3.2.6. Para T y S operadores lineales se cumple lo siguiente:
(1) Si D(T) y D(S) son linealmente independientes, entonces también lo son T y S.
(2) Si D(T) y D(S) son ortogonales al igual que R(T) y R(S), entonces T y S son
ortogonales.

3.3. Operadores cerrados y cerrables. Los operadores cerrados juegan un papel
muy importante en la clase de los operadores no acotados. La propiedad de ser cerrado
(o més precisamente cerrable) sirve como sustituto de ser acotado. Iniciamos con la
nocién de operador cerrado.

Definicién 3.3.1. Un operador T en H se dice ser cerrado (escribimos T = T,
si para cualquier sucesiéon {f,} C D(T) tal que f, — fy Tfn, — g, implica que
feDMyTf=g

Observacion 3.3.2. Decir que un operador 1T es cerrado es equivalente a decir
que su gréfica G(T) es cerrada en HOH. Esto es claro debido a que una sucesién

{(jf}ln)} C G(T) converge a (g) siysolosi {f,} CDT)y fo—f, Tfn—g-

TEOREMA 3.3.3. Sea T un operador acotado. Entonces T es cerrado si y solo si
D(T) es cerrado.

Demostracion. Suponemos que T cerrado y sea {f,} C D(T), tal que f, — f. Dado
que T es acotado, se tiene que {T'f,} es de Cauchy y, por lo tanto, convergente,
debido a la completez de H. Esto implica que f € D(T), es decir, D(T') es cerrado.
Inversamente, para {f,} C D(T) tal que f,, = fy Tf, — g, como T es acotado con
dominio cerrado se tiene que f € D(T') y existe ¢ > 0 tal que

ITf =gl = lm |T(f = fo)ll < e lm |[f = ful =0,
n—oo n—oo
de donde se sigue que T es cerrado. O

Debido al teorema 3.3.3, se tiene que cada operador en B(H) es cerrado. Adem4s,
para « € C, los operadores T' y oT son cerrados simultdneamente.

TEOREMA 3.3.4. Si T es cerrado y S es cerrado y acotado, entonces T+ S y TS
son cerrados.

Demostracion. Considere {f,} € D(T +5), tal que f,, = fy (T + S)fn — g. Del
teorema 3.3.3 se sigue que f € D(S) y como S es acotado, entonces es continuo (ver
proposicién 3.1.1), es decir, Sf,, — Sf. Ahora bien,

1) = (, Lsp)| =150 = P04 1T h 4+ S = g+ S5 = Sl
< o= P+ T+ S)fou = gll + 1S — SFIl = 0.
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Como T es cerrado, se tiene (g —fo) € G(T), es decir, f e D(T) yTf =g—Sf.

Por lo tanto, f € D(T 4+ S) y (T'+ S)f = g. La implicacién T'S es cerrado, se deja de
ejercicio (ver problema P.1.2.8). O

El teorema anterior es de gran utilidad en la teoria espectral de operadores, ya que
en general la suma de dos operadores cerrados no siempre es cerrado.

Observacion 3.3.5. Si existe la inversa de un operador T', entonces se puede verificar
que G (T‘l) = UG(T). Por consiguiente, de la proposicién 3.2.3 se tiene que T y T~ *
son cerrados simultaneamente.

TEOREMA 3.3.6. Si T es cerrado, entonces N'(T) es cerrado en H.

Demostracion. Si {f,} € N(T) es tal que f,, — f, entonces es claro que T'f,, — 0.
Asi, f € D(T) y Tf =0, debido a que T es cerrado. Por lo tanto, f € N(T). O

El siguiente resultado es de gran interés y es conveniente que su demostracion se
posponga hasta la secciéon 3.4.

TEOREMA 3.3.7. Si T es cerrado con dominio cerrado, entonces T es acotado.
Observacion 3.3.8. Debido a los teoremas 3.3.3 y 3.3.7, basta que un operador T
cumpla dos de las siguientes afirmaciones para que cumpla la tercera.
(a) T es cerrado. (b) D(T) es cerrado. (¢) T es acotado.
COROLARIO 3.3.9. Sea T un operador invertible y cerrado. Entonces R(T) es
cerrado siy solo si T~ es acotado.

Demostracion. Tenemos de la observacién 3.3.5 que el operador T~ es cerrado. Por
lo tanto, de la observacién 3.3.8 se concluye que D(T~!) = R(T) es cerrado si y solo
si T~ es acotado. O

La siguiente afirmacién complementa el corolario 3.3.9.
COROLARIO 3.3.10. Sea T un operador que satisface
ITSI = ellfll, e>0,9feDT).
Entonces, T es cerrado si y solo si R(T) es cerrado.

Demostracion. Del teorema 3.1.3, el operador 7! existe y es acotado. Entonces, T
es cerrado si y solo si T~ ! es cerrado, que del teorema 3.3.3 equivale a decir que
R(T) = D(T!) es cerrado. O

Es claro que G(T') no es cerrado en HGH si T no es cerrado. Es natural considerar
el conjunto lineal G(T') y surge la cuestién de si G(T') es la gréfica de un operador, es
decir, si satisface (50).

Definicién 3.3.11. Un operador T en H se dice cerrable si G(T) es la grafica de
un operador, el cual se denota por T y representa la cerradura de 7.

La cerradura de un operador cerrable es extension del operador. Ademas, si T' C S
y S es cerrado, entonces T es cerrable y T C T' C S. Asi, T es la minima extensién
cerrada de T. M4s atn, se sigue directamente de la definicién 3.3.11 que

(54) G(T)=G(T)

PROPOSICION 3.3.12. Un operador T es cerrable si y solo si para {f,} C D(T) tal
que fr, =0y Tf, — g, se tiene que g = 0.

Demostracion. Se sigue de la porposicién 3.2.1, notando que G(T') es grifica de un

operador si y solo si G(T') 3 (2) = (8), es decir, g = 0. 0
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Observacion 3.3.13. Todo operador acotado es cerrable. En efecto, si T es acotado
entonces para {f,} C D(T) tal que f, = 0y Tf, — g, entonces existe ¢ > 0 tal que

lgll = Mm ||Tf.| <c lim |[fu]] =0.
n—oo n—oo
Por lo tanto, de la proposicién 3.3.12 se tiene que T es cerrable.
Es claro que un operador cerrado es cerrable, o bien, no cerrable implica no cerrado.

Ejemplo 3.3.1 (Continuacién de ejemplo 3.1.I). El operador funcional (43) no es
cerrable. En efecto, considerando la sucesién {f,} C M del ejemplo 3.1.1 y haciendo
hp, = F(fn)flfn, uno calcula de manera sencilla que h,, — 0y

Trhy = F(ha)g = F(fa) ' F(fa)g =9 #0,

lo cual implica de la proposicién 3.3.12 que T no es cerrable.

COROLARIO 3.3.14. Si T es cerrable y S es acotado, entonces T + S es cerrable y
T+S=T+S.

Demostracion. Sea {f,} € D(T +S) tal que f, = 0y (T + S)f, — g. Como S es
acotado y {fn} C D(S) entonces Sf, — 0. Ademds,

1T fn = gll = (T + S)fn — g = Shull < (T + ) fn — gl + [[SFull =0,

es decir, T'f,, — g y como T es cerrable, de la proposicién 3.3.12 se tiene que g = 0.
Por lo tanto, T+ S es cerrable. Ahora bien, como S es acotado entonces es cerrado y
del teorema 3.3.4 se tiene que T+ S es cerrado. Ademss, es claro que T+S C T+S, lo
que implica T + S C T+ S. La otra contencién se logra remplazando a los operadores
TporT+SyS por —S. O

3.4. El adjunto de un operador. Veremos que la existencia del adjunto de un
operador lineal, depende de la densidad de su dominio en el espacio de Hilbert.
No obstante, esta condicion de densidad se puede relajar a través de los llamados
operadores multivaluados [9].

Abordaremos la nocién del adjunto de un operador lineal en dos enfoques. El
primero es analitico y se basa en su definicién directa, mientras que el segundo es
geométrico y este estd relacionado con el estudio de su gréfica.

Cabe recalcar que un operador T en H se dice ser densamente definido en H
si D(T) = H. Para h € H consideremos el funcional lineal definido sobre D(T),
como I (f) = (h,Tf). Este funcional puede ser continuo para alguna h € H y como
consecuencia del teorema de representacién de Riesz [14, Sec. 3.8], I1,(f) = (k, f), con
k € H. Esta representacién es tnica siempre que D(T) = H.

Definicién 3.4.1. Para un operador densamente definido 7', el operador adjunto
T* es aquel cuyo dominio viene dado por

(55)  D(T*)={h e :3keHtal que (h,Tf) =k f),VfeDT)},

de tal manera que T*h = k y se satisface la relacién (h, T f) = (IT"*h, f). Al operador
T* usualmente se le conoce como el adjunto de T

Observacion 3.4.2. La condicion de T al ser densamente definido no se puede relajar
para definir el adjunto de un operador lineal de manera clésica. En efecto, si D(T') # H
entonces existe un elemento no trivial £ L D(T). Asi, (T'f,0) = 0= (f, k), para todo
f € D(T), es decir T*0 = k, que resulta contradictorio en teoria de operadores.

El enfoque geométrico del operador adjunto se basa en lo siguiente.

LEMA 3.4.3. Para T un operador en H se tiene que [WG(T)]* es la grdfica de un

operador si y solo si D(T) = H.
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Demostracion. Es sencillo verificar que un elemento (2) es ortogonal a WG(T') si y

solo si h L D(T). Por lo tanto, [WG(T)]* satisface (50) si y solo si D(T) = H. O

En lo que resta de esta seccién, suponemos que 7 es un operador densamente
definido y mostraremos algunas propiedades sencillas del operador adjunto.

TEOREMA 3.4.4 (enfoque geométrico del adjunto). El adjunto de un operador T
satisface lo siguiente:

(56) (WG(T)|*+ = G(T™).

Demostracion. Para h € D(T*), f € D(T), uno de manera simple verifica que

(T}*Lh> € G(T*) si y solo si <(Tzh),W<Tff)> =0, es decir (Tffh) € [WG(T))+. O

El lema 3.4.3 y teorema 3.4.4 implican que T™* es un operador cerrado. Ademas, si
T es cerrable, entonces de la proposicién 3.2.3, de (54) y (56), se sigue que

G (T7) = [Wg (T)* = [Wg(D)]* = 4(T"),

es decir, T =T~
El siguiente resultado aborda la cuestién de la existencia del doble adjunto.

TEOREMA 3.4.5. Una condicion necesaria y suficiente para que T sea densamente
Y p q

definido es que T sea cerrable. En tal caso, T** = (T*)* existe y T** =T.

Demostracion. Se sigue de las propiedades de la proposicién 3.2.3 y de (56) que

€

N 1
(57) WG(T™)]" = [WIWG(T)I*] ™ = [[6(T)}] " = G(T).
Por lo tanto, se sigue del lema 3.4.3 que T* es densamente definido si y solo si
[WG(T*)]" = G(T) es la grafica de un operador, es decir, T' es cerrable. En tal caso

se sigue de (54), (56) y (57) que T** =T. O

Ejemplo 3.4.1I (Continuacién de ejemplo 3.1.I). Suponemos que el conjunto lineal
M del ejemplo 3.1.1 es denso en H y mostraremos que el adjunto del operador funcional
(43) no es densamente definido y T = 0[ 3.

Como el producto interno es continuo y F' es discontinuo, uno tiene que la aplicaciéon

f= hTf)=F(f)(h,g)

es continua siy solosi h L g. Asi, (h,Tf) =0, para todo f € D(TF), es decir, Tph = 0,
para todo h € D(T%) = {g}". La no densidad del adjunto de Ty se debe a que T no
es cerrable (ver ejemplo 3.3.1).

Una propiedad simple del adjunto es que saca escalares conjugados. Ciertamente,
para f € D(T) y h € D(T*), uno calcula que

((&TY*h, f) =(h,aTfy =a(T*h, f) =(@T*h, f), (0#aecC)
Como T es densamente definido, se concluye que (aT)* = aT™.

TEOREMA 3.4.6. Si un operador T es cerrable, entonces R(T) es cerrado si y solo
st R(T*) es cerrado.

Demostracion. Primero suponemos que R(T) es cerrado. Consideremos el proyector
Pr i) sobre R(T') y sea {h,} C D(T™) tal que T"h,, — k. Entonces, uno tiene para
todo f € D(T) que

(T*hars ) = (hn, Tf) = <h”’PR(T)Tf> = <PR(T)hn’Tf> :
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el cual implica que {PR@)hn} converge débilmente en el espacio de Hilbert R(T), a
un elemento h € R(T). De esta manera,

@ﬁ:gﬁwmﬁpnm<%@mjﬁzwjﬁ.

n— 00
De esta manera, h € D(T*) y T*h = k. Por lo tanto, R(T™*) es cerrado. Inversamente,

si se cuinple que R(T*) es cerrado, entonces lo anterior y el teorema 3.4.5 implican
que R(T) = R(T**) es cerrado. O

El siguiente resultado muestra una particién del espacio de Hilbert.

TEOREMA 3.4.7. Los conjuntos R(T) y N(T*) son ortogonales en H y satisfacen

(58) H=R(T) & N(T").

Demostracién. La inclusién h € N (T*) significa que (h, Tf) = 0, para todo f € D(T),
que a su vez h L R(T). O

Ahora procederemos a demostrar el teorema 3.3.7 de la seccién 3.3.

Demostracion del teorema 3.3.7. Primero suponemos que D(T") = H y mostremos que
T* pertenece a B(H). Es claro del teorema 3.4.5 que el operador T* es densamente
definido. Considere la familia de los funcionales lineales sobre H,

W(f) = hTf) =(T"h, f), heDT), [h]<1.

Entonces, de la desigualdad de Cauchy-Schwarz |l (f)] < || Tf||, es decir, la familia
{l1} es puntualmente acotada y por el principio del acotamiento uniforme [14, Sec. 4.7],
existe ¢ > 0 tal que ||i5]| < ¢, para todo h € D(T™), ||h|| = 1. Ademads, del teorema
representacion de Riesz [14, Sec. 3.8], ||T*h|| = ||In||, lo que significa que T™* es acotado.
Asi, del teorema 3.3.3 se concluye que D(T™*) = H, es decir, T* € B(#H). Esto mismo
implica que T** € B(H) y, por lo tanto, del teorema 3.4.5 T € B(H).

Ahora bien, para D(T) # H, denotamos Pp(ry como la proyeccién sobre D(T') y
consideremos el operador T'Pp(7) con dominio todo H. Sea {f,} C H tal que f, — f
y TPp(ryfn — g. Entonces, Ppryfn — Ppr)f y g = Ppr)f, debido a que T es
cerrado. Asi, TPp(r) es cerrado y, de la primera parte, acotado. Por lo tanto, T es
acotado, ya que T' C T'Pp(r). O

Observacion 3.4.8. La primera parte de la demostracién anterior indica que Ty
T* pertenecen a € B(H), simultdneamente.

TEOREMA 3.4.9. Si la inversa de T existe y estd densamente definida, entonces T
tiene tnversa y

(59) (T~ = (T

Demostracion. De (58) se sigue que N (T*) = {0}, es decir, (T*)~! existe. Luego, las
propiedades de la proposicién 3.2.3, la observacién 3.3.5 y (56) muestran que

G((T™)™Y) = UWG(T))- = W[UG(T)]* = G((T)),
de donde se sigue que (59). O
Es claro que cualquier extensién S de T tiene dominio denso y se cumple que
(60) S*cT.

En efecto, como WG(T') C WG(S), que al tomar complementos ortogonales uno tiene
que [WG(S)]*+ C [WG(T)]*, de donde se sigue (60).
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TEOREMA 3.4.10. Si S € B(H) entonces
(61) (T+S) =T"+5".
Si ademds S™' € B(H) entonces
(62) (TS)* = §*T* y (ST)* =T*S".
Demostracion. Para h € D(T*) y f € D(T), uno calcula que
(h, (T +8)f) = (T"h, f) + (S*h, f) = (T"h+ S*h, f) ,

de donde se sigue que T* + S* C (T + S)*. De la observacién 3.4.8, S* € B(H) y de
lo anterior (T'+ S)* —S* C T*. Por lo tanto, sumando S* en ambas partes se obtiene
la otra inclusién.

Para la composicién, solo mostraremos la parte izquierda de (62), la otra se
demuestra de manera andloga. Note que D(T'S) = S~'D(T) y D(S*T*) = D(T*).
Si Sf e D(T)y h € D(T*) entonces (I'Sf,h)y = (Sf,T*h) = (f,S*T*h), de donde se
cumple que S*T* C (T'S)*. Para la otra contencién, si h € D((T'S)*) entonces para
cada f € D(T),

(Tf,h) = (TS(S7 f), k) = ((ST1f), (TS)*h) = (£, (ST (T'S)*h) ,

lo que implica que h € D(T*) y T*h = (S™H)*(T'S)*h. Por lo tanto, se sigue de la
observacién 3.4.8 que (S71)* € B(H) y se cumple de (59) que S*T*h = (T'S)*h, que
implica (T'S)* C S*T*. O

De la descomposicién (58) y de (61) se sigue que
(63) H=R(T—-CI)eN(T*-(I), ¢eC.

La descomposicién (63) sera de gran utilidad en la seccién 3.5.1.
3.5. Teoria espectral.

3.5.1.  El espectro. Iniciamos esta seccién con el espacio de defecto (o de deficien-
cia) de un operador T, el cual viene dado por

(64) [R(T)]* =HOR(T).
El indice de defecto dr de T es la dimensién de su espacio de defecto, esto es,
(65) dp = dim[R(T)]* .

Observacion 3.5.1. Cuando T es densamente definido, de acuerdo con (58), el
subespacio en (64) coincide con N (T*) y el indice (65) viene dado por dy = dim N (7*).

Si T es un operador cerrado con inversa acotada, entonces del teorema 3.1.3 y
corolario 3.3.10, se tiene que R(T) es cerrado y la igualdad T'f = h es soluble si y solo
si h es ortogonal al espacio de defecto de T'. De esta manera, dp indica el nimero de
soluciones ortogonales que aseguran la soluciéon de T'f = h.

Definicion 3.5.2. El conjunto cuasi-regular de un operador T" viene dado por
p(T)={CeC: (T'—(I) " existe y es acotado} .

Observacion 3.5.3. En virtud del teorema 3.1.3, una condicién necesaria y suficiente
para que ¢ € p(T') es que exista C¢ > 0 tal que

(66) (T =<l = Clifll s VFeDT).

TEOREMA 3.5.4. El conjunto cuasi-reqular de T es abierto.
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Demostracion. Para ¢ € p(T), tenemos de la observacién 3.5.3 que existe C¢ > 0 tal
que (66) se satisface. Es suficiente mostra que Bo, = {A € C : [A = (| < C¢} C p(T).
Si A € Be, entonces C¢ — |A — (| > 0y para todo f € D(T) se tiene que
(T =ADfll = (T =¢D)f = (A= Ol
2 (T =D fIl = A= ¢ = (Ce = X =<D AN

de donde se sigue que A € p(T'), como se queria. O

Observacion 3.5.5. Para ¢ € p(T'), se tiene que T es cerrado si y solo si R(T' — (I)
es cerrado. Esto se sigue directamente del teorema 3.3.10 y de la observacién 3.5.3.

Permitanos usar el indice (65) como una funcién sobre p(T") como
dr(¢) = dm[R(T — CDJ*, ¢ € A(T).

TEOREMA 3.5.6. Para un operador cerrado T se tiene que el indice dr(() es
constante en cada componente conexa de p(T).

Demostracion. Sea ¢ € p(T) y Cc > 0 que satisface (66). Debido a que cada par
de elementos en una componente conexa de p(7) se pueden unir con bolas abiertas,
solo mostraremos el resultado para la bola abierta Bc, C p(1) que se uso en la
demostracién del teorema 3.5.4, es decir, para A € Bg, probaremos por contradiccién
que dp(X) = dr(¢). Note que C¢ > |¢ — Al

Si dr(¢) < dr(X) entonces existe h € [R(T —AI)]* que es ortogonal a [R(T —¢I)]*.
De la observacién 3.5.5, h € R(T'—(I), es decir, existe f € D(T) tal que h = (T —¢I)f.
Ademas,

(67) [R[] = [I(T" = D) fl = C N £l -
Maés ain, como h L R(T — AI),
(68) 0= (h(T=AD)f) = (h, (T =CD)f = (A=) f) = [P = (A=) (. f) -
Asi, de (67), (68) y de la desigualdad de Cauchy-Schwarz, se sigue que
1217 < 1¢ = AT IR < CellF IR < IR0

lo cual resulta una contradiccién. Para la contradiccién de dp(¢) > dr(A), solo se
intercambian los papeles de ¢ y A. O

Para A C Cy a € C, considere
A+a={+a: (A} y ad={a(: (€ A}.
Es sencillo verificar que si A C B C C, entonces A +a C B+ay ad C aB.

PROPOSICION 3.5.7. Para o € C, lo siguiente se cumple:

(a) p(T + od) = p(T') + o

(b) Sia#0 entonces p(aT) = ap(T).

Demostracion. Note que [(T +al) —CI]7' = [(T — ¢ — a)I]7. Asi, ¢ € p(T + al) si

y solo si (( — «) € p(T), o equivalente a ¢ € p(T) + «, de donde se sigue el punto (a).
Para el punto (b), es directo verificar que (a1 — ¢I)™ " = a1 (T — ¢/ad) ™" existe

y es acotado si y solo si (T'— (/o)™ " existe y es acotado. Entonces ¢ € p(aT) siy
solo si (/a € p(T), es decir, ¢ € ap(T). O

Definicién 3.5.8. El conjunto regular (o también llamado resolvente) de un
operador lineal cerrado T' viene dado por

p(T):={(e€C: (I'—(I)~" existe y pertenece a B(H)} .
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Para un operador T cerrado y ¢ € p(T), se tiene de la observacién 3.5.5 que el
indice dr(¢) = 0 si y solo si

(69) DT =)™ =R(I'—(I)=H.

Por otra parte, el teorema 3.3.4 y la observacién 3.3.5 implican que (T' — ¢I)~! es
cerrado y por lo tanto acotado. Asi, de (69) se sigue que dr({) = 0 si y solo si
(T —¢I)~! € B(H), por lo que hemos probado lo siguiente.

COROLARIO 3.5.9. Para un operador cerrado T, se cumple que ¢ € p(T') si y solo
si ¢ € p(T) y dr(¢) = 0.

El resultado anterior y el teorema 3.5.6 muestran que p(7") consiste en todas las
componentes conexas de p(T), donde el indice de defecto se anula. Esto a su vez
implica lo siguiente.

COROLARIO 3.5.10. El conjunto reqular de un operador cerrado es abierto.

Observacion 3.5.11. La condicién de T de ser cerrado en la definiciéon 3.5.8 es
conveniente, debido a que si T no es cerrado, entonces de la observacion 3.5.5,
D((T — ¢I)™1) no es cerrado para todo ¢ € p(T), lo que implicaria que p(T) = 0.

En lo que resta de la seccién, vamos a suponer que T es un operador cerrado. Lo
siguiente se sigue de manera analoga a la proposiciéon 3.5.7.

PROPOSICION 3.5.12. Si a € C entonces p(T + ol) = p(T) + a. Si ademds a # 0,
entonces p(aT) = ap(T).

Introducimos los siguientes conjuntos que son de interés en teoria espectral.

o(T) :=C\p(T) (espectro)
a(T) :=C\p(T) (nicleo espectral)
o.(T) :=o(T)\o(T) (espectro residual)
op(T) :={CeC : N(T—I)+#{0}} (espectro puntual)
0,°(T) :=={¢ € 0p(T) : dAimN(T — () =00}  (espectro puntual no discreto)
04(T) := {¢ € 0(T)\o;°(T) : ¢ es aislado} (espectro discreto)
o.(T) := {C eC:R(T-(I)# m} (espectro continuo)

Es claro que 6(T) C o(T), y ambos son conjuntos cerrados. Ademds, el espectro
puntual consiste en los autovalores de T. Mas atn, los espectros puntual y continuo
pueden tener intersecciéon no vacia.

TEOREMA 3.5.13. La siguiente igualdad se cumple: o,(T) U o.(T) = 6(T).

Demostracion. Por contraposicién, si ¢ € p(T) entonces N (T — ¢I) = {0} y como
T es cerrado, de la observacién 3.5.5 se sigue que R(T — (I) es cerrado, es decir,
¢ ¢ 0,(T)Uo.(T). Ahora bien, si ¢ ¢ 0,(T)Ua.(T), entonces (T'—(I)~! existe y tiene
dominio cerrado. Ademads, como T es cerrado, el teorema 3.3.4 y la observacién 3.3.5
implican que (T — ¢I)~! es cerrado y ende acotado, i.e., ¢ € p(T). O

Observacion 3.5.14. Si T es cerrado, entonces para cada ¢ € p(T) se sigue que
(T =D =7,

De otra manera, N'(T — (I) es cerrado y no trivial. Ademds, del teorema 3.5.13 se
tiene que ¢ € 0,(T) C 6(T) = C\H(T), lo cual resulta contradictorio.
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El espectro, nucleo espectral y espectros puntual y continuo, cumplen similarmente
las propiedades vistas en las proposiciones 3.5.7 y 3.5.12.

o(T+al)=0(T)+ «, o(aT) =ao(T),

6T +al)=6(T)+ a, 6(aT) =ac(T),
op(T+al) =0,(T) + «, op(aT) = ao,(T),
o(T+al)=0.T)+ , oc.(aT) = ao(T).

TEOREMA 3.5.15. Si T es un operador densamente definido, entonces:
(1) o(T*) es el complejo conjugado de o(T).
(2) 0.(T*) es el complejo conjugado de o.(T).
(8) Si¢ € o.(T) entonces ¢ € op(T*)\oe(T™).

Demostracion. Si ¢ € p(T) entonces (T — (1)~ € B(H) y de la observacién 3.4.8, de
(59) v (61), se tiene que (T* — (1)t € B(H), es decir, ¢ € p(T*). Ahora, si ¢ € p(T*),
entonces ¢ € p(T**) = p(T), de donde se concluye el punto (1). El punto (2) se sigue
del teorema 3.4.6 y de (61).

Para el punto (3), si ¢ € o,.(T) entonces es directo que ¢ € p(T)\p(T), i.e., (T—CI)~!
existe y es acotado. Como T es cerrado, el teorema 3.3.4 y la observacién 3.3.5 implican
que (T —¢I)~! es cerrado, esto conlleva a que R(T — ¢I) = D((T — ¢I)~1) es cerrado
pero no es todo el espacio H, ya que ¢ ¢ p(T). Por lo tanto, del teorema 3.4.6 y de
(61), R(T* — CI) es cerrado y de la descomposicién 63, N'(T* — (I) # {0}, lo que
implica ¢ € o,(T*)\o.(T%). O

La siguiente propiedad es de gran utilidad en la secuela.

LEMA 3.5.16. Para T invertible y 0 # ¢ € C, se tiene que

(70) R(T—¢I)=R(T" - 1I) y N(T—¢H)=N(T" - %1) ,

¢
Demostracion. Para f € D(T), se tiene que Tf =g € D(T~ 1) y

_ _ 1
(T—¢Df=Tf~Cf=9-C(T"'g= (T 1—§I) (—¢9),
de donde se tiene que R(T — (I) € R(T~! — ¢(~!I). La otra inclusién se sigue
intercambiando los roles de T y ¢ por T~ y (™!, respectivamente. Ahora bien, la
segunda igualdad de (70) se sigue del hecho de que Tf = (f siy solosi (*1f =T71f,
para todo f € D(T). O

Bajo ciertas condiciones, mostremos un comportamiento de los espectros de la
inversa de un operador.

TEOREMA 3.5.17. Si T es invertible y 0 # ¢ € C. Entonces, ¢ € o(T) (resp. 6(T),
0X(T), 0j(T), con j = c,d,p,r) siy solo si ("t € o(T™") (resp. 6(T1), o°(T71),
O-J(T_l)? Conj = c) d7p7r)'

Demostracion. De (70) la afirmacién se cumple para el espectro puntual, puntual no
discreto, discreto y continuo. Ademas, del teorema 3.5.13, la afirmacién se cumple
para el niicleo espectral. Lo anterior implica que ¢ € p(T) si y solo si (71 € p(T~1),
y en este caso, junto con (70), (69) y corolario 3.5.9, se llega a que ¢ € p(T) si y solo
si (71 € p(T™1), es decir, la afirmacién se cumple para el espectro y por consiguiente,
para el espectro residual. O

3.5.2.  La resolvente. Permita iniciar directamente con la definicién de la resolvente
de un operador cerrado.

Definicién 3.5.18. La resolvente de un operador cerrado T se define como

(71) R(T) = (T —¢I)~ € B(H), ¢ep(T).
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Usualmente en la literatura la resolvente se define como (¢I —T)~! en vez de (71).

TEOREMA 3.5.19. Para operadores cerrados T, S tales que D(S) C D(T), lo si-
guiente se cumple:

(72) Re(T) = By(T) = (C =) Re(T)By(T) ;- Cm € p(T) -
(73) Re(T) = Re(S) = Re(T)(S = T)R¢(S), ¢ €p(T)Np(S).
Demostracion. Si¢ € p(T)Np(S) y f € H, se sigue que R(S)f € D(S) CD(T) y
R(T)(S = T)R(S)f = Re(T) ((S = ¢I) = (T = (1)) R (S) f
= Re(T)f = Re(9)f
de donde se sigue (73). La férmula (72) se sigue de (73), substituyendo S = T+ ({—n)I
y usando la relacion R¢(S) = R, (T). O

A las férmulas (72) y (73) se les conoce como la primera y segunda identidad de la
resolvente, respectivamente. Ademds, intercambiando los papeles de ¢ y n en (72), se
tiene que

Re(T) = Ry(T) = (¢ = )Ry (T)R(T)
lo cual implica que R¢(T) y R,(T) conmutan.
Concluimos la seccién con la siguiente afirmacién que muestra que la resolvente

R¢(T) es una funcién analitica sobre el conjunto p(7"), con valores en el espacio de
Banach (B(H), ||-]])-

TEOREMA 3.5.20. Sea ¢ € p(T), y 1 € C tales que |n—¢| < |Re(T)||~". Entonces,
nep)y

N
— a1t o n n+1
(74) Ry(1) = Jim 3 0= )R
Particularmente,
(75) lim || R, (T) — R¢(T)|| = 0.
n—¢

Demostracion. Tenemos de la observacién 3.5.3 que la desigualdad en (66) es valida
para C¢ = |R¢(T)||”". Asi, por hipétesis | — ¢| < C¢, lo cual implica que € p(T)
y del teorema 3.5.6 se tiene que dr(n) = dr(¢) = 0. Por lo tanto, del corolario 3.5.9
n € p(T). Ahora, como ||(n — ¢)R¢(T)|| < 1, existe un nimero positivo C, < 1 tal que
[l —Q)R:(T)fIl < Cy || fll, para todo f € H. Entonces,

I = (= QR(Df = [ = 1(n = OQR(T)fIl = (1 = Co) I £]] -

Del teorema 3.1.3, el operador I — (n — {)R¢(T') € B(H) tiene inversa acotada y se
cumple que

I=[I— (= QR(T)'[I = (n—C)Re(T)]
es decir, [I—(n—C)Re(T)] "L =T+ (= — (n—C)Re(T)] "L Re(T) y recursivamente

N
_ _ -1 _ . 11 _A\n n
(76) 1= = ORI = Jim S0 = O Re(T)
Por otra parte, la formula (72) implica R¢(T) = [I — (n — ()R¢(T)|R,(T'), el cual
produce R,(T) = [I — (n — {)R¢(T)] ' Re(T). Sustituyendo lo anterior en (76) se
llega a (74) La operacién (75) se sigue de (74) teniendo en cuenta que las funciones
analiticas valuadas en operadores son continuas (I

De la férmula (74), se sigue de manera particular que para f,g € H, la funcién
compleja ¢ — (g, R¢(T) f) es analitica sobre p(T').

3.6. Operadores simétricos e isométricos.
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3.6.1.  Operadores simétricos y autoadjuntos. Para cualquier operador lineal T en H,
la identidad

3
Y i (f+itg, T(f+i*g), f.geD(T)

k=0

o~ =

(77) (9, Tf) =
es bien conocida como la identidad de polarizaciéon y se demuestra directamente
desarrollando la parte derecha de (77).

Definicién 3.6.1. Un operador A se dice ser simétrico si (f, Af) € R, para todo
feD(A).
El siguiente resultado es una equivalencia de al definicién 3.6.1.

LEMA 3.6.2. Un operador A es simétrico si y solo si

(78) (f.Ag) =(Af,g) . para todo f,g € D(A).
Demostracion. Si A es simétrico entonces de (77) se sigue (78). El otro sentido es
directo haciendo g = f. O

Veamos ahora una caracterizacién de los operadores simétricos respecto a su
conjunto cuasi-regular.

TEOREMA 3.6.3. Un operador A es simétrico si y solo si los semi-planos Cy y C_
estdn contenidos en p(A), y para todo ¢ € C\R,

1

(79) A=<

Demostracion. Suponemos que A es simétrico y sea ¢ € C4, entonces para f € D(A),
0=Im(Af, f) = Im ((A = (D), f) — ImC||f]
< (A=< f, ) =ImC | fII* < (A= DA = Im ]I £]7

que para f # 0 (de otra manera es directo), Im ¢ || f|| < |[(A — ¢I)f||. Por lo tanto,
se tiene de la observaciéon 3.5.3 que ¢ € p(A) y la dltima desigualdad conlleva a
[(A—=¢I)7t| < 1/Im(. Para ¢ € C_, se demuestra usando lo anterior, teniendo en
cuenta que —A es simétricoy —¢ € C.

Inversamente, si (79) se cumple bajo las supuestas condiciones, entonces se sigue
para todo f € D(A) y 7> 0 que || f|| <771 ||(A — arl)f], donde o = +i. Entonces,

IFI7 < 72 1A = arD) fIP = 772 | AFI® + [I£1* = 2 Re (Af, af) .

Asf, (27) 71 |Af||® > Re (Af,af) y haciendo 7 — oo, se tiene 0 > Re (Af, af), ie.,
0> +Im(Af, f), de donde se sigue que (Af, f) € Ry, por lo tanto, A es simétrica. O

Debido al teorema 3.6.3, los semi-planos C;,C_ son componentes conexas de
conjunto cuasi-regular p(A) de un operador simétrico A. De esto se cumple que
(A) C R. Ademads, como consecuencia del teorema 3.5.6, el indice de defecto de un
operador simétrico cerrado A permanece constante tanto en C como en C_. Entonces
podemos definir lo siguiente.

Definicién 3.6.4. Los indices de defecto superior e inferior de un operador
simétrico cerrado A vienen dados respectivamente por

(80) n+(A) =da(C) vy n-(A)=da((), ¢€Ci.

COROLARIO 3.6.5. Si un operador simétrico cerrado A tiene al menos un punto
cuasi-regular Ao en R, entonces ny(A) =n_(A) = da(Ao).

Demostracion. Se sigue directamente debido a que d4()) es constante dentro de un
disco de centro \g. [l

En lo siguiente abordamos operadores simétricos que son densamente definidos.
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LEMA 3.6.6. Un operador densamente definido A es simétrico si y solo si A C A*.

Demostracion. Un célculo simple muestra que A C A* si y solo si (g, Af) = (Ag, f),
para todo f,g € D(A). Por lo tanto, de lema 3.6.2 se concluye la afirmacién. O

Un operador simétrico cerrado densamente definido A es necesariamente cerrable y
su cerradura también es simétrica, debido a que A* es cerrado y (A)* = A*. Adems4s,
si S es una extension simétrica de A entonces de (60) se tiene que S* C A* y se cumple

la siguiente cadena:
(81) ACScS*CAr.

Se sigue de (81) que cualquier extensién simétrica de A es restriccién de A*. Un
operador simétrico que no tiene extensiones simétricas se le conoce como maximal y
por consiguiente es cerrado.

Definicién 3.6.7. Un operador densamente definido A es autoadjuntosi A = A*.

Es claro que un operador autoadjunto es simétrico y cerrado. Sin embargo, en
general lo contrario no es cierto. De esta manera, la nocién de ser simétrico resulta
ser mas extensa en comparacién con la de ser autoadjunto. Para A = A* todas
las inclusiones en (81) se convierten en igualdades. Esto significa que un operador
autoadjunto es simétrico maximal, pero existen operadores simétricos maximales que
no son autoadjuntos.

El problema de investigar y describir todas las posibles extensiones simétricas (es-
pecialmente autoadjuntas) de operadores simétricos es importante en las aplicaciones
y constituyen el contenido de la teoria de extensién de operadores simétricos [19, 4].

Un operador cerrable no cerrado A, tal que A es autoadjunto, se dice ser esencial-
mente autoadjunto. Estos operadores son simétricos, debido a que A C A = A*.
El término esencialmente autoadjunto expresa que uno puede obtener una extension
autoadjunta por el simple procedimiento de tomar la cerradura.

Observacion 3.6.8. El adjunto de un operador simétrico densamente definido A, es
simétrico si y solo si A es esencialmente autoadjunto. En efecto, A* es simétrico si y
solo si A* C A** = A C (A)* = A*, de donde se sigue que A = A*.

COROLARIO 3.6.9. Un operador simétrico con dominio todo el espacio es autoad-
junto y acotado.

Demostracion. Como A es simétrico con D(A) = H entonces se tiene del lema 3.6.6
que A C A*. Ahora, si f € D(A*), entonces f € D(A) y A*f = Af, esto implica que
A* C A. Por lo tanto A es autoadjunto. Luego, A es cerrado con dominio cerrado y
por consiguiente acotado. ([l

Con base en la descomposicién (63) y de (80), los indices de defecto de un operador
simétrico cerrado densamente definido A, vienen dados por

0 (A) = dimN(A* = CI) ¥ n_(A) = dimA(A" —CI), CeCy.
Lo siguiente muestra una caracterizacion de operadores autoadjuntos.

TEOREMA 3.6.10. Si A es simétrico, cerrado y densamente definido, entonces los
siguientes son equivalentes:

(a) A es autoadjunto. (c) p(A) = p(A).
(b) ne(A) = 0. (d) o(A) C R.

Demostracion. (a) = (b): Para ¢ € C\R C p(A) se tiene que A* — (I = A — (I
es invertible, es decir, N'(A* — ¢I) = {0}. Por lo tanto, n4(A4) = 0. (b) = (c): Uno
calcula de los corolarios 3.5.9 y 3.6.5 que p(A) C p(A) y por consiguiente son iguales.



ELEMENTOS MATEMATICOS DE LA MECANICA CUANTICA 203
(¢) = (d): Es simple que o(A4) = 5(A) CR. (d) = (a): Note que +i € p(A), es decir,
(A=+4I)~! € B(H). Entonces, se sigue de (63) que
(82) RA—i)=H y N(A*—i)={0}.

De esta manera, para f € D(A)*, existe h € D(A) tal que (A —il)h = (A* —dI)f.
Como A C A*, se tiene que (A* —iI)(h — f) =0y de (82), h = f, es decir, A* C A.
Por lo tanto A = A*. O

Uno frecuentemente se encuentra en aplicaciones con operadores simétricos semi-
acotados, los cuales son caracterizados de la siguiente manera.

Definicién 3.6.11. Un operador A simétrico es semi-acotado inferiormente si
existe m € R tal que

(83) (f,Afy >m|f|*, paratodo f € D(A).
Ademas, A es semi-acotado superiormente si existe M € R tal que

(84) (f,Afy <M |f|>, paratodo f € D(A).

Al méximo posible valor de m = m4 en (83) y al minimo posible valor de M = M4
en (84) se les conoce como la mayor cota inferior y la menor cota superior y estdn
determinadas por

(85) my = inf (f,AfYy ; My= sup (f,Af),
f €D(A), feD(A),
£l =1 Ifll =1
respectivamente.

PROPOSICION 3.6.12. Sea A un operador simétrico:

(1) Si A es semi-acotado inferiormente entonces (—oo,ma4) C p(A).
(2) Si A es semi-acotado superiormente entonces (Ma,00) C p(A).

En cualquier caso se tiene que ny(A) =n_(A).

Demostracion. Si A es semi-acotado inferiormente entonces para A € (—oo,m4),

LA A = XD £ = (f. (A= ADf) = (ma =N | fI*,  feDA,

lo cual cumple la condicién (3.1.3) de la observacién 3.5.3, es decir, A € p(A), de
donde se sigue el punto (1). Ahora, si A es semi-acotado superiormente, entonces
—A es semi-acotado inferiormente con menor cota inferior —M 4. Asi, del punto (1),
(—o0,—My) C p(—A), que implica (2). El corolario 3.6.5 indica que los indices de
defecto de A son iguales. O

Observacion 3.6.13. Como un operador simétrico A cumple que C\p(A), la propo-
sicién 3.6.12 indica que si A es semi-acotado inferiormente, entonces 6(A) C [ma, 00).
Por otra parte, si A es semi-acotado superiormente, entonces §(A4) C (—oo, My].

Cuando un operador simétrico A es semi-acotado inferiormente, con m4 = 0, se le
conoce como operador positivo (o0 no negativo para algunos autores), se denotan
como A > 0y de la observacién 3.6.13, el nicleo espectral de A cumple 6(A) C [0, 00).
Cuando A es semi-acotado superiormente, con M4 = 0 se le conoce como operador
negativo (o no positivo), se denotan como A < 0y 6(A) C (—o0,0]. Es claro que si
A > 0 entonces —A < 0.

LEMA 3.6.14. Si un operador autoadjunto A pertenece a B(H) entonces

(86) IAl = sup  [(f,Af)] .
e,
7l =1



204 JORGE R. BOLANOS SERVIN, ROBERTO QUEZADA BATALLA Y JOSUE I. RIOS CANGAS

Demostracion. Haciendo § el lado derecho de la igualdad (86), se tiene de (44) que
B < ||A||. Basta demostrar que a = ||Af]| < S, para f € H con ||f| = 1. Suponemos
a # 0 (de otra manera es directo) y definamos us = a2 f +a~2 Af. Como A = A*, es
directo calcular que

(up, Auy) —(u_, Au_) =4a y |uxl® =2a+2(f, Af)

De esta manera,

1 1
0 = 7 (s, Aug) = (u Aus)) < 2B (Jlus® + Ju-|)*) = aB,
de donde se concluye la afirmacion. ([

Uno puede verificar directamente de la observacion 3.3.8 que un operador autoad-
junto y acotado pertenece a B(H).

TEOREMA 3.6.15. Un operador autoadjunto A pertenece a B(H) si y solo si es
semi-acotado superiormente e inferiormente. En este caso

(87) [A]l = méx {|mal, [Mal} .
Demostracion. Si A € B(H), entonces se tiene de (86) que
— 1Al < ({f, Af) < ||Al] , paratodo f € H,

es decir, A es semi-acotado tanto superiormente como inferiormente. Inversamente,
haciendo a = méx {|mal, |Mal}, se tiene que |(h, AR)| < a||h||?, para todo h € D(A).
Entonces, para f,g € D(A) de norma uno, se cumple de (77) que

3 1 3
Z! +ifg, A +i’“g)>|§1aZHf+ik9||2:
k= k=0

de donde se sigue que A es acotado y, por lo tanto, pertenece a B(H). La igualdad
(87) se sigue de (85), teniendo en cuenta que —inf (f, T'f) = sup — (f, Tf). |

»Jk\'—‘

(g, Af)| <

La observacién 3.6.13 y los teoremas 3.6.10, 3.6.15, implican que el espectro de un
operador autoadjunto A € B(H) es acotado y satisface

U(A) C [mA,MA].

3.6.2.  Operadores isométricos y unitarios. Aparte de la clase de los operadores
simétricos, la clase de los operadores isométricos son de gran importancia en la
fisica-matematica que merece su investigacién. Las propiedades de los operadores
isométricos son andlogas en muchos aspectos a las de los operadores simétricos, aunque
existen distinciones esenciales. La nocién de un operador isométrico estd estrechamente
relacionada con la de un isomorfismo isométrico en espacios de Hilbert.

Definicién 3.6.16. Un operador V es isométrico si |V f|| = ||f|, para todo
feDV).

Del teorema 3.1.3, un operador isométrico tiene inversa, la cual es también un
operador isométrico. Ademds, es simple ver que el dominio y el rango de un operador
isométrico cerrado, resultan ser subespacios cerrados que tienen la misma dimension.

LEMA 3.6.17. Un operador V' es isométrico si y solo si

(83) (Vif,Vg)=(f,9), paratodo f,g€D(V).
Demostracion. Si V es isométrico, entonces de la identidad de polarizacién (77), con
T = I, se sigue (88). El inverso es directo haciendo f = g. O

Permita denotar el disco unitario en C como
D={CeC:|(|<1},
cuya frontera viene dada por 9D = {( € C : |(| = 1}.
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TEOREMA 3.6.18. Un operador V es isométrico si y solo si existe su inversa,
C\OD C H(V), p(V~1) y

(89) (Vv —=¢n™ <

1
, C\oD
TE A

donde V1 también cumple (89).

Demostracion. Si V es isométrico entonces para ¢; €D, (o € C\Dy f € D(V),
IV =GDfI 2 VA= IGlAN = @ =[GD I
IV =Dl = |G = VA= (¢l = DI

Por lo tanto, se sigue de la observacién 3.5.3 que (1,2 € p(V). Ademads, (90) implica
(89). Como V es isométrico, V~! también lo es y satisface lo anterior. Inversamente,
si V, V1 satisfacen (89), entonces para todo f € D(V)y g€ DV, [VFI > |Ifll v
[V=1g|| > [lg]l. Por lo tanto, haciendo g = V' f, se llega a que V es isométrico. O

(90)

El teorema 3.6.18 indica que (C\ﬁ y ID son componentes conexas de conjunto cuasi-
regular p(V') de un operador isométrico V', es decir, (V') C dD. De esta manera, como
una consecuencia del teorema 3.5.6, podemos definir lo siguiente.

Definicién 3.6.19. Los indices de defecto exterior e interior de un operador
isométrico cerrado V', vienen dados respectivamente por

ne(V) =dv((), ¢eC\D
ni(V) =dv((), (e€D.

El siguiente resultado se sigue de manera directa.

(91)

COROLARIO 3.6.20. Si un operador isométrico cerrado V tiene al menos un punto
cuasi-reqular Ao en 0D, entonces ne(V) = n; (V) = dy (No)-

Para efectos précticos, conviene dar la siguiente caracterizacion de los indices (91).

TEOREMA 3.6.21. Los indices de defecto de un operador isométrico cerrado V
cumplen lo siguiente:

(92) ne(V) = dim[D(V)]=, (V) = dim[R(V)] "

Demostracion. Note de (91) que 7;(V) = dy(0) = dim[R(V)]*. Para la primera
igualdad de (92), mostraremos por contradiccién que dim[R(V —¢I)]*+ = dim[D(V)]*,
con ¢ € C\D.

Si dim[R(V — ¢I)]* < dim[D(V)]* entonces exitse 0 # h € [D(V)]*, tal que es
ortogonal a [R(V —(I)]+. Se sigue de la observacién 3.5.5 que h € R(V —(I), es decir,
existe 0 # f € D(V), tal que (V —({I)f =hy h L f. Como V es isométrico,

LFIZ = VA = Ih+ CFIP = 117+ ISP 117 > 117

que resulta una contradiccion. Ahora bien, si dim[R(V —¢I)]* > dim[D(V)]* entonces
existe h € [R(V — (I)]*, tal que b L [D(V)]4, es decir, h € D(V) y

0= ((V = ¢Dh,h) = (Vh,h) = (Al .
Ast, ||R]|> < [¢]][R]]? = [(Vh,h)| < ||h]]?, que resulta contradictorio. O

Lo siguiente da una caracterizacién de operadores isométricos que son densamente
definidos. Note que un operador simétrico, cerrado y densamente definido V', automati-
camente pertenece a B(#H) (ver observacion 3.3.8).

LEMA 3.6.22. Sea V invertible y densamente definido. Entonces V es isométrico si
y solo si V~1 C V*.

Demostracion. Es sencillo verificar que V! C V* si y solo si (Vg,V f) = (g, f), para
todo f,g € D(V). Por lo tanto, en virtud del lema 3.6.17, se sigue la afirmacién. O
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Definicion 3.6.23. Un operador invertible y densamente definido V' es unitario
si satisface que V1 = V*,

Un operador unitario es un operador isométrico en B(#H), pero en general lo
contrario no es cierto, es decir, la nocién de ser isométrico es méds amplia a la de
ser unitario. Lo siguiente da una caracterizacién de operadores unitarios.

TEOREMA 3.6.24. Si V es isométrico cerrado densamente definido, entonces los
stguientes son equivalentes:
(a) V' es unitario.
(b) V,V=1 e B(H).
(c) ne(V) =ni(V) = 0.
(d) p(V) = p(V).
(e) o(V) C ID.

Demostracion. (a) = (b): Se sigue de la observacién 3.4.8. (b) = (c): Es directo del
teorema 3.6.21. (c) = (d): Los corolarios 3.5.9 y 3.6.20 conllevan a que p(V) C p(V).
Lo que implica que sean iguales. (d) = (e): Es simple ver que o(V) = (V) C 9D.
(e) = (a): Note que 0 € p(V), es decir, V=1 € B(H). Adem4s, la observacién 3.4.8
implica que V* € B(H). Por lo tanto, se sigue del lema 3.6.22 que V~! = V*, debido
a que ambos pertenecen a B(H). O

3.7. Operadores de posicion y momento. Dedicamos esta seccién a dos ope-
radores lineales no acotados que desempenan un papel importante en la mecdnica
cuantica y areas afines. Particularmente, son de relevancia en la seccion 4.

3.7.1. Operador de posicién. Consideramos Ls(R) como el espacio de las funciones
cuadrado integrable en R, cuyo producto interno es (f,g) = [ f(t)g(t)dt.

Definicién 3.7.1. El operador de posicién Q: D(Q) — Lo(R) viene dado por
Qf(t) =tf(t), donde

D(Q) = {f € Ly(R) : /(1 + %) |f(t)|2dt < oo} C Ly(R).

El dominio de @ contiene al espacio C§°(R) (las funciones infinitamente diferencia-
bles con soporte compacto en R), el cual es un conjunto denso en Lo (R) y esto conlleva
a que @ sea densamente definido. Sin embargo, D(Q) estd contenido propiamente en

Lo(R), pues la funcién
t=1, t>1
0|

0, t<0
pertenece a Ly(R) pero no al dominio de Q.
TEOREMA 3.7.2. El operador de posicion es autoadjunto y no acotado.

Demostracion. Uno calcula de manera directa que

(QF.f) = / TS (t)dt = / tf@)Pdt € R, para todo f € D(Q)

de donde se sigue que @ es simétrico. Como @ es densamente definido, del lema 3.6.6
se tiene @@ C Q*. Ahora bien, si g € D(Q*), entonces debido a que (Qf, g) = (f,Q*g),
para todo f € D(Q), se tiene que tg(t) = Q*g(t) € L2(R), es decir, g € D(Q). Por lo
tanto, @ es autoadjunto.

Para mostrar que () no es acotado, consideremos la sucesién de funciones carac-
teristicas {1, n+1)} C L2(R). Entonces, un calculo directo muestra que || L nt1) || =1
v |Qfnll > n — oo, de donde se concluye la afirmacién.

El operador de posicién, al ser autoadjunto, es también cerrado. Veamos a conti-
nuacion algunas de sus propiedades espectrales.
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TEOREMA 3.7.3. El operador de posicion satisface lo siguiente:
(@) =0 y 0.(Q)=0(Q)=R.

Demostracion. Notemos primeramente de los teoremas 3.6.10 y 3.7.2 que o(Q) C R.
Ahora bien, consideremos cualquier ¢ € R. Si Qf = {f entonces (t — {) f(t) = 0. Asi,
f(t) = 0 casi para todo t € R, es decir, f = 0, de donde se cumple que 0,(Q) = 0.
Ademas, los teoremas 3.5.13 y 3.6.10 implican que 0.(Q) = 6(Q) = o(Q). Solo falta
mostrar que ¢ € o(Q).

Para C' > 0, considere n € N tal que C' > 1/n y denote A,, = (( —1/n,{+ 1/n).
Entonces, la funcién caracteristica 1, es no cero en D(Q) y

@ = ¢D1a, P = [ (6= 0 14, dt < 5 18, I < C* 1,
De la observacién 3.5.3 y del teorema 3.6.10 se tiene que ¢ ¢ p(Q), i.e., ( € 0(Q). O

El teorema anterior implica que p(Q) = C\R. Asi paran € C\R ,uno puede verificar

que la resolvente de () viene dada por
1

3.7.2.  Operador de momento. Para a,b € R tal que a < b, decimos que una funcién f
sobre el intervalo [a, b] es absolutamente continua, si existe una funcién h € Ly (a, b)
tal que (c.f. [19, Ap. E])

f(t)zf(a)—i—/ h(z)dz, t€la,b].

Sea AC[a,b] el conjunto de todas las funciones absolutamente continuas en [a,b]. Si
f € ACJa, b] entonces f es continua en [a, b] y es diferenciable casi en todas partes con
f" = h casi en todas partes sobre [a,b]. Denote,

H'(R) :={f € Ly(R) : f € ACJa,b] para todo [a,b] € Ry f' € Lo(R)} .

El espacio H!(R) es un conjunto denso en Ly(R) debido a que contiene a C§°(R).
Ademés, para f € HY(R), se tiene (ver [19, lem. 1.11])

(93) lim /() = lim_f(a) =0

b—+o0

Definicién 3.7.4. El operador de momento P: H'(R) — L(R) viene dado
por Pf(t) = —if'(t).

Generalmente, el operador de momento en la literatura es Pf(t) = —ihf'(¢). A
efectos de simplificar notacién, consideramos la constante de Dirac i = 1.

TEOREMA 3.7.5. El operador de momento es autoadjunto y no acotado.

Demostracion. Para f,g € HY(R), de (93) y mediante integracién por partes,

(1) = =i [ T@g' (e = ~iF@a0)] "+ [ it = (P1.g)

lo cual implica de los lemas 3.6.2 y 3.6.6 que P C P*. Ademds, D(P*) = H'(R) (c.f.
[4, Sec.4.8] y por consiguiente P = P*.

Para verificar que el operador P no es acotado. Dado n € N, considere la funcién
fa(t) = (3n)Y/2(1—=nt)L{g 1) (). Entonces, uno calcula de manera simple que || f, || = 1
v |Qfnll = V/3n — oo, de donde se sigue la afirmacién. O

TEOREMA 3.7.6. El operador de momento cumple lo siguiente:

op(P)=0 y o0.(P)=0c(P)=R.
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Demostracion. Dado que P = P*, el teorema 3.6.10 implica o(P) C R. Luego para
¢ € R, es sencillo verificar que si Pf = (f, como f € H'(R) y satisface (93), entonces
f =0, o bien, 0,(P) = . Por otra parte, podemos elegir f € C§°(R) distinto de
cero y considerar h.(t) = /2! f(et), con € > 0. Entonces, uno calcula de manera
sencilla que ||he|| = ||f]| v |(P = ¢Dhe|| = e ||f'||, se sigue de la observacién 3.5.3 que
¢ ¢ p(P), es decir, ¢ € 6(P). Por lo tanto, R C 6(P) C o(P) C R, lo cual implica que
son iguales. Note del teorema 3.5.13 que o.(P) = o(P). O

Para n € C\R = p(P), la resolvente del operador de momento viene dada por

i/t e o L S
Ry(P)f(t) =14 "~ (f € La(R)).

—i /700 eMt=nf(Mdr Ty <0
t

Problemas de la seccidn.
p.3.1 Considere un espacio de Hilbert (#,(:,-)) v un operador A € B(H) tal que
(f,Af) > 0, para todo f € H. Muestre que la forma sesquilineal
(g HxH—=C
(f.9) = (f, Ag)

define un producto interno en H.
P.3.2 Sea I2(N) el espacio Hilbert de las sucesiones cuadrado sumables con base
candnica {e,} y para cada j € N, considere el operador j-desplazamiento

(94) Sj = len+iXenl -

Demuestre que {S;} converge débilmente al operador 0 pero no fuertemente.
P.3.3 Considere el espacio de Hilbert del problema anterior y el proyector

Pj = lej)e;| , j€N.

Demuestre que P,, converge fuertemente al operador 0 pero no uniformemente.
P.3.4 Muestre que el sentido inverso de la proposicién 3.1.2 no siempre se cumple.
Sugerencia: exhiba un operador invertible S y uno no invertible T, tales que

N(T)NR(S) = {0}.

P.3.5 Muestre la equivalencia de las siguientes normas:

| = Vi el <[] =us1+1a1. () enon.

P.3.6 Pruebe que dado un operador T en un espacio de Hilbert (#, (-, -)), el espacio
lineal (D(T'), (-,-);), donde

(f.9)r = <(7ff)’(7gg>> , f.9eD(T)

es un espacio de Hilbert si y solo si T es cerrado. Sugerencia: muestra que la
transformacion,

U: D(T) — G(T)

Fe ()
es una isometria.

P.3.7 Demuestre que si T es cerrado y ¢ € C, entonces N (T — ¢I) es cerrado.
P.3.8 Demuestre que si T es cerrado y S es cerrado y acotado, entonces T'S es cerrado.
P.3.9 Demuestre que si T es cerrable y S es acotado entonces T'S es cerrable.



P.3.10
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P.3.12
p.3.13
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P.3.18

p.3.19

P.3.20

p.3.21

p.3.22

P.3.23

(96)

P.3.24

ELEMENTOS MATEMATICOS DE LA MECANICA CUANTICA 209
Sea I2(N) con base canénica {e,} y j € N. Muestre que el operador j-
desplazamiento (94) satisface D(S;) = I2(N) y
<ij7S]g>:<fug> ) vfaQGZQ(N)

Ademsds, pruebe que es cerrado y acotado, es decir, S; € B(l2(N)). Determine
1551

Sea ¢ = {(,} una sucesién fija de nimeros complejos y {e,,} base candnica de
l2(N). Considere los operadores L¢, Re y T, en l3(N) dados por

T = Colendenl: Le=GalenXensals Re=Y_ G lensi)en| -

Muestre que estos operadores son cerrados y densamente definidos en lo(N).

Pruebe el corolario 3.2.6.

Para j € N, determine el adjunto del operador j-desplazamiento (94). Adem4s,
muestre que N (S5) = span {ey,...,e;}, donde {e, } es base canénica del espacio
I>(N).

Calcule el adjunto de los operadores T¢, Ls y R¢ dados por (95). Ademas,
muestre que si la sucesién ¢ es real, entonces Ty = Tty L = Re.

Dada una sucesién real {w,}, construye un operador cerrado T tal que
{ane'@n} C o(T).

Considere un conjunto cerrado no vacio M de C y {(,} un conjunto denso
numerable de M. Sobre l2(N) con base candnica {e,}, defina al operador
T =3, Culen)en|. Demuestre que o(T) = M.

Sea ¢ = {(,} una sucesién fija de nitimeros complejos y {e,} base canénica
de I3(N). Calcule el espectro o(1I;) y espectro puntal o,(T;) del operador
Te =3, Cnlen)en|. Ademas, diga cudndo T¢ tiene espectro discreto.

Suponga que 77,75 son dos operadores cerrados en H tales que D(T1) L D(15)
y R(T1) L R(T»). Muestre que T =Ty & T; es cerrado y o(T) = o(T1) Uo(T3).
Dado un operador cerrado T', use la expresién (74) para mostrar que

i N RnJrh(T) — Rn (T)
ay () = Jimy h

en la norma operador sobre H.
Sean T, .S operadores simétricos en H.
a) Muestra que a1 + S es simétrico, para cualquier «, 8 € R.
b) Muestra que si N(T') = {0}, entonces T~! es simétrico.
Muestra que si T, S son operadores isométricos en H, entonces (TS es isométri-
co, para cualquier ¢ € JD.
Suponga que Tp,T5 son dos operadores en H tales que D(Ty) L D(Te) y
R(T1) L R(T%).
a) Muestre que si 77, T» son simétricos entonces T7 @ T es simétrico.
b) Muestre que si 71,75 son isométricos entonces 17 @ T, es isométrico.
(Principio de incertidumbre)

Sean A, B operadores simétricos en H y o, 5 € R. Para f € D(AB)ND(BA),
considera el conmutador [A, B]f = (AB — BA)f.
a) Muestra que

[([A; BIf, /)] < 2[(A =D F (B = BDf] -

b) Muestra que la igualdad en (96) se cumple si y solo si existe ¢ € [0,7) tal
que sinp(A —al)f =icosp(B— BI)f.

Sugerencia: verifica primero que ([A,B]f,f) = 2iIm{((A—al)f, (B —BI)f)

y después, aplica la desigualdad de Cauchy?Schwarz. Ten en cuenta que la

igualdad ocurre si y solo si los vectores (A—al)f y (B — BI)f son linealmente

dependientes.

Muestra que @ + P es densamente definido en Ly (R).

= R,(T)*, nep(T)
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P.3.25 Prueba que sobre D(Q) N D(P), el conmutador de los operadores posicién y
momento satisface [Q, P] = il.
P.3.26 (Principio de incertidumbre sobre posicion y momento)
Para a, By f € D(Q) N D(P), prueba que

(97) I <201(Q = aD)fII(P = BDFI

con igualdad si f(t) = ce®=2(t=®)° para algtin a > 0y ¢ € C.

Sugerencia: para (97), usa el problema p.3.23a y para la igualdad aplica
p.3.28b, denota a = tany y resuelve la correspondiente ecuacion diferencial
de primer orden.

4. PRINCIPIOS BASICOS DE LA MECANICA CUANTICA

4.1. Postulados. La mecdnica cuantica es un marco matematico de utilidad para
el desarrollo de las teorias fisicas. Debemos de hacer una distincién entre la mecanica
cuantica que se usa en fisica, la cual es una aplicacion a fendmenos y a sistemas fisicos
haciendo uso de la teoria desarrollada en un entorno matematico. Esta teoria permite
el desarrollo de dicho campo en fisica y de aqui su gran importancia en el contexto
matematico. Por razones didacticas desarrollaremos aqui una introduccién axiomaética
de la mecanica cuantica, aunque a la fecha no existe un sistema completo de postulados
que cuenten con el consenso de la comunidad fisica. Estos postulados se han derivado
después de un largo proceso de prueba y error y sobre todo de mucha intuicién.

El primer postulado nos indica el universo en donde se desarrolla la Mecanica
Cuéntica. Este universo es un espacio de Hilbert complejo, nocién motivada entre
otros por las de series de Fourier. El concepto de espacio de Hilbert fue introducido
por John von Neumann en honor a David Hilbert (quien ya lo habia utilizado en el
estudio de ecuaciones integrales), definiéndolo de manera intrinseca e independiente
de sus representaciones.

4.1.1. Postulado uno (estados). Cualquier sistema cudntico aislado tiene asociado
un espacio de Hilbert complejo. El sistema se describe totalmente por un estado (o
matriz de densidad) que es un operador positivo con traza unitaria actuando sobre el
espacio de Hilbert del sistema. Un estado lo podemos interpretar como una descripcién
completa de un sistema fisico.

Hay dos tipo de estados cudnticos que son: los llamados estados puros y estados
mezclados. En particular, los estados puros se pueden identificar con los vectores
unitarios del espacio de Hilbert.

Este primer postulado no indica cudl es el espacio de Hilbert asociado con un
sistema cuantico en particular. Por ejemplo los estados puros de un sistema cuantico
fundamental, el oscilador armoénico cuantico, son vectores unitarios en el espacio de
Hilbert de dimensién infinita I3(N) y sus estados mezclados son operadores positivos
de traza uno sobre este espacio.

La notacion usual es la bra y la ket mencionada anteriormente, se usa ampliamente

en la literatura de fisica. Si |u) = (g) denota a un vector columna en C? denotaremos

por (u| = (@ p) asu transpuesto conjugado (adjunto), entonces escribimos el producto
interno de dos vectores |u),(v| como:

(0.0} = (ol = @ B)(}) =+ 5.

Si invertimos el orden de v y u se obtiene la matriz asociada con el operador |u)(v],

o= (Jo0=(3 )
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Denotamos por |0) = (é) y 1) = ((1)) a la base canénica de C?, entonces cualquier

o) =alop+ 0 =a(y) +5(7).

con «, B € C. Si consideramos que v = u entonces

-8 )

Los operadores anteriores son positivos si su traza es unitaria. Ademads, tr (jv)(v|) =1
si y sélo si |al? + |B]> = 1. Los elementos en la diagonal se interpretan como las
probabilidades de medir 0 y 1, mientras que los elementos fuera de la diagonal se
interpretan como correlaciones cuanticas.

vector tiene la forma

4.1.2.  Postulado dos (ley dindmica). La evolucién de un sistema cudntico aislado se
describe mediante un operador unitario, éste se especifica indicando cédmo cambian los
estados del sistema en el transcurso del tiempo. Es decir, el estado p;, del sistema en el
tiempo ¢, se relaciona con el estado p;, en el tiempo ¢ a través de un operador unitario
U(t1,t2), que depende sélo de los tiempos ¢; y to:

Pty = U(tlatQ)ptlU(tlatQ)* .

El movimiento de los estados se realiza mediante una familia de transformaciones unitarias
que estdn generadas por un operador autoadjunto H también llamado Hamiltoniano
del sistema.
Este postulado no indica qué operadores unitarios corresponden con la dindmica fisica
real del sistema, sélo asegura que la evolucién se describe de esa manera e indica
cémo se relacionan los estados de un sistema en dos tiempos diferentes. Una forma
equivalente de este postulado describe la evolucién de un sistema cuéntico en tiempo
continuo, haciendo uso del aparato de ecuaciones diferenciales, que es una de las
maneras mas usadas en la literatura Fisica.

La evolucién temporal de los estados de un sistema cudntico aislado se describe
mediante la ecuacién de Schrodinger,

Z% = Hp: —p:H
donde H es el Hamiltoniano del sistema. Hemos tomado las unidades de tal manera
que la constante de Planck A = 1.
La solucién de la ecuacién de Schrodinger con condicién inicial py,, estd dada por
la exponencial

P = e—i(t—h)Hptlei(t—tl)H.

Entonces el estado del sistema en un tiempo t5 serd

—i(ta—t1)H i(ta—t1)H
pt2=e 1(2 1) ptlel(2 1) )

es decir, esta descrita por el operador unitario
Ulta, ty) = e tH

Si conocemos el Hamiltoniano del sistema, entonces tendremos, al menos en princi-
pio, completamente determinada su dindmica. Consideremos la familia de operadores
(e'),cr que describe la dindmica de un sistema cudntico cerrado, éste es un grupo de
operadores unitarios sobre el espacio de Hilbert del sistema, es decir, es un conjunto
de estados puros, y la correspondencia H — e es una biyeccién. La propiedad de
grupo corresponde con la reversibilidad de la evolucién.

Dado que el Hamiltoniano es un operador autoadjunto, entonces tiene una decom-
posicién espectral

H =" [l
>\
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donde A denota los valores propios de H y 1 son los correspondientes vectores propios
normalizados. Los estados 1, del sistema son cominmente llamados estados propios
de la energia o estados estacionarios y A se llama la energia del estado. De
manera que el espectro de H formado por todos los valores de A, son los posibles
valores de la energia del sistema cuéntico.

El tercer postulado de la mecanica cuantica se refiere a las mediciones sobre un sistema
cuantico. Las cantidades observables son propiedades que se pueden medir como la
energia, la posiciéon o el momento.

4.1.3.  Postulado tres (mediciones cudnticas). Las observables de un sistema cuantico
se representan por operadores autoadjuntos y el valor esperado de una observable A cuando
el sistema se encuentra en el estado p estd dada por la regla de Born:

tr (pA)

Recordemos que los operadores autoadjuntos tienen un una descomposicién espectral

A= axlvg) (v .
k

Si la observable A del sistema se mide en el estado puro |u)(u|, entonces

1. Los posibles resultados son los valores propios a; de A.
2. La medicién del sistema se encontrard el algin estado propio |vk){vg| de ak.
3. La probabilidad de este resultado es

[(w, o) [* = tr (Ju) (ulvr) (ox]) -

Si se realizan muchas mediciones de A con el sistema en el mismo estado |u)(ul,
entonces el valor esperado de la observable A es

> anl{uv) P = (u, Au) = tr (Afu)(u]) .
k

Ejemplo 4.1.1. El valor esperado del Hamiltoniano H de un sistema en el estado
puro correspondiente a uno de sus vectores propios |1y ) (1] es

tr (H[a) (@a]) =D (0, [HEx) (alton)

2\

=D Gax (a, Hipa) = (a, Ahr) = A,
)\/

donde X es la energia del estado 9.

El proceso de medicion es muy peculiar, esto debido a que un sistema en un estado
puro |u)(u| es enviado de manera repentina e irreversible en otro estado |vg){vil,
perdiéndose toda la informacién sobre el estado inicial; sélo se conoce el estado del
sistema después de la medicién.

Si para cada valor de un observable existe un tnico posible estado del sistema,
en ese caso los estados de dicho sistema se llaman no degenerados. Por simplicidad
hemos explicado el proceso de medicién suponiendo que los valores propios de la
observable son no-degenerados. Cuando las multiplicidades pueden ser diferentes de
uno, se usa la expresién ) _, a E}, con valores propios distintos ay, y las proyecciones Ej,
sobre los correspondientes subespacios propios de dimensién igual a la multiplicidad
de aj. Entonces, una medicién puede identificarse con un conjunto de proyecciones
ortogonales, es decir, {Ex} que satisfacen E;E), = 6; . E) y la relacién de completez
> Er = I. Estas se le conocen como las mediciones de von Neumann.

Un estado mezclado es una combinacién lineal convexa de estados puros, es decir

PZZPH%N%\, con pp >0y Zﬂkzl-
k %
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Cabe mencionar que los estados puros en la representacion anterior no son necesa-
riamente ortogonales; sin embargo, si lo son, entonces la representacion anterior es la
descomposicién de p. Si se realiza la medicién de una observable A sobre un sistema
que se encuentra en un estado mezclado p, entonces el valor esperado es

> ok vk, Ave) =Y prtr (Afug) (ve]) = tr (Ap) -
k k

En el siguiente postulado indica cémo se construye el espacio de estados de un sistema
compuesto a partir de los espacios de estados de cada componente.

4.1.4. Postulado cuatro (sistemas compuestos). El espacio de estados de un sistema
cuantico compuesto es el producto tensorial de los espacios de estados de las componentes
del sistema. Si la j-ésima componente del sistema se encuentra en el estado p;, con
1 < 7 < n, entonces el sistema compuesto se encontrard en el estado p1 ® P2 R -+ X pn,.

4.2. El oscilador arménico cudntico. Antes de introducirnos a la teoria de
estados Gaussianos, veamos una parte introductoria aplicable a formas de Schrodinger
que podemos encontrar en [8, 11, 10].

4.2.1.  Forma diferencial de Schrédinger del oscilador armdnico. Consideremos una
particula moviéndose sobre una recta bajo la influencia de la energia potencial corres-
pondiente a un oscilador arménico clésico, es decir V(x) = %mmeQ, donde w = \/k/m
es la frecuencia de oscilacion. De manera fisica, podemos imaginarnos una caja negra
que emite y absorbe energia en “quantum”, es decir, en miltiplos de una cantidad
fija.

Para conocer la dindmica del sistema debemos de resolver la ecuacién de
Schrodinger, dada por

L0 n? 02 1 9
con condicién inicial ¢r—o(x) = t(x). Al resolver esta ecuacién por el método de

separacién de variables obtendremos soluciones de la forma . (z) = f(¢)p(x), del
modo que al derivar y substituir en la ecuacién (98) obtenemos

i 2
hod gy 1(M¢< )+ Lmwe?o(e >)

Ft) dt o(x) 2m dx? 2
que se cumple si existen valores constantes E tales que
s
=F
h [
donde al resolver se obtiene que f(t) = e~ L, Asf,
ho d? 1 9
(99) —%@M z) + Qmw z°¢(z) = E¢(x),
donde el Hamiltoniano H = f% WJF mw?z?. Entonces, podemos escribir de manera

més compacta (99) como H¢p(x) = E¢(x) el cual es un problema de valores propios
para H.
Supondremos que A, m y w son iguales a 1, lo que implica

1d2 1, 1( &
H=_—-_"_4-22_-(__
s 2" 2( a2 )

Si definimos los operadores P = —i% y @ como el operador de multiplicacién
inducido por la funcién identidad, es decir, I(z) = . Entonces

Po(o) = i (~igpo()) =~ gzole) v Qo) = *o(a).

De esta manera, podemos expresar H = %(P2 +Q?).
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4.2.2.  Relaciones candnicas de conmutacion (CCR). El conmutador de dos opera-
dores A, B, se define como

[A,B] = AB — BA.

Es claro que si los operadores A y B conmutan entonces su conmutador es cero.
Dirac propuso de una factorizacién de H como H = —( - ZQ) s(P+14Q). S

(IP.QIo)(&) = i e0(a)) —x (i o(a) ) = ~io(e).

entonces [P, Q] = —il, es decir, P y Q no conmutan. Esta es la relacién candnica de
conmutacién en términos de P y(@. Siguiendo la idea de Dirac, resulta que

1 1
= —(P—i0)—
5P i)
donde H —|—%I corresponde a la factorizacion propuesta. Con esta idea, podemos obtener
resultados tutiles.

H (P+iQ)=H+%[P,Q]:H+11,

2

Definicion 4.2.1. Definimos el operador de creacién y aniquilaciéon como
at = (P=iQ) vy a=—=(P+iQ)
V2 V2 ’
respectivamente.

A estos operadores también se les conoce como de ascenso y descenso, por razones
que veremos mas adelante. Notemos que si calculamos el conmutador

[a,a'] = aa’ —d'a

= (é(PiQ)) (\}i(PqLiQ)) — (}(PHQ)\[( iQ))

1 1
_H+2I—<H—21> =1,
obtenemos la relacién de conmutacién candnica, ahora en términos de a y af. De modo
similar podemos calcular de manera sencilla [H,a] = —a y [H,a'] = af.

Si existiera una funcién ¢g tal que agy = 0, entonces Hpy = (aTa + %I) = %d)(r
Esto quiere decir que ¢q seria un vector propio asociado a % de H. Notemos que a¢q es
equivalente a la ecuacién lineal de primer orden %qf)o(l’) = x¢p(x) con solucién general

de la forma ¢g(z) = ce=’/2, Supongamos que ¢y es un estado, es decir ||¢o| = 1,
entonces al resolver
too 22 22
1= / (66717> (cef%> dx ,
— 00

22

obtenemos que ¢ = i y ¢o(z) = r—ie~ 7. Graficamente podemos observar que
es una distribucién Gaussiana, ya que estd normalizada y el drea de ¢y = 1 sobre R
es igual a uno. A este estado se le llama el estado fundamental o estado base
del oscilador arménico cuéntico, la razén de este nombre es notar que [H,al] = af.
Usando varias veces esta relacion

Ha™ ¢y = Ha'"¢g — a™™Hepo + a™™Hepo = [H, aT”] + a'"Hepq

1
= 5060 + [H,a'la™" Vo + a'[H, 0T V]gy

- = (n-l— 1) Tn¢)0

Esto quiere decir que las funciones {aT"¢0}n>O son vectores propios de H, con valores

propios {n + %}nZO' El siguiente resultado se sigue directamente, notando que los

vectores propios de un operador autoadjunto son ortogonales y |laTngg|> = n!
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TEOREMA 4.2.2. FEl espectro de H es el subconjunto {n + %}n>0 y el conjunto de

Junciones {¢n, = (n!)_1/2aT"¢o}n>0, forman una base ortonormal de Lo(R).

Usando el método de separacién de variables, a partir de todo esto podemos concluir
que la solucién de la ecuacién de Schrodinger (98) se puede representar en la forma

Ye(x) = Z cne_("Jr%)t(;Sn(x), ch2 < 00.

n>0 n>0

Se puede verificar de manera facil que
aT(bn =vn+ 1¢n+1 5 a¢n = \/ﬁgbnfl y aTa(bn = n(bn .

El operador a'a es autoadjunto y el valor esperado del estado ¢, viene dado por
(bn,a’ad,) = (¢n,n¢,) = n. Por esta razén, a ¢, se le llama el estado de n
particulas. Las relaciones anteriores podemos interpretarlo para el caso del oscilador
armonico cudntico cuando se encuentra en el estado ¢,,. Entonces,

1. Operador niimero: es el operador a'a que indica el niimero de particulas en el
estado ¢,,.

2. Operador de creacién: el operador af agrega (o crea) una particula al estado
¢n, incrementando la energia del sistema en en Aw unidades.

3. Operador de aniquilacién: el operador a destruye o aniquila una particula del
estado ¢, disminuyendo la energia del sistema en Aw unidades.

4. Se cumple la relacién canénica de conmutacién (CCR) [a,af] = I.

4.3. Estados Gaussianos. Para un espacio de Hilbert real #, una forma bilineal
o: H x H — R es una forma simpléctica si o(u,v) = —o(v,u) para todo u,v € H.
El par (H, o) es llamado el espacio simpléctico. Una forma simpléctica o es llamada
no degenerada si la condicién o(u,v) = 0 para todo v € H implica que u = 0.

Un espacio simpléctico (H, o) es llamado estdndar si (#, (-,-)) es un espacio de
Hilbert complejo y o(u,v) = Im (u,v). Se llama separable si existe una sucesién
{ur}p>o C H tal que o(u,u,) = 0, para todo k > 0 entonces u = 0. Un espacio
simpléctico estandar es no degenerado y separable si H es separable. En efecto, si
o(u,v) = 0 para todo v € H, entonces (u,v) = Re{u,v) y 0 = o(u,iv) = Re (u,v),
ie., (u,v) = 0y, por lo tanto, u = 0. Un espacio simpléctico estdndar es el par
(C,0), con o(u,v) = Imaw. Lo siguiente es una introduccién a estados coherentes que
podemos encontrar en [?] (véase también [21]).

4.3.1.  Representacion de estados coherentes. Consideraremos la representacién de
estados coherentes de las CCR, i.e., el subespacio de Hilbert £(C) de Lz(C) con base
ortonormal (b.o.n., para abreviar) {@x}x>0, donde

2376

v k!

son llamados estados coherentes candnicos, y el operador de Weyl

/ W.(u, v)p(v)dv, o € &(C),

1z]

Pr(z)e” 2

con el kernel
w2 . _
Wz(u, ’U) _ lewaﬂU(uszrv)*w(z,v) )
La representacion de estados coherentes se obtiene de la siguiente manera: comen-

zamos con el espacio toy Fock (también espacio baby Fock) I's(C) y siguiendo
Parthasarathy, I's(C) = Ls(R), a través de la identificacién:

1 _z2_ a2
5(Z)Hfz(x):47\/7?e\/§zaj 2 2 N

que satisface (f., f.) = €%, donde ¢ € T',(C) son las funciones exponenciales.
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Sea Qf(x) =zf(x) y Pf(x) = —i% la relacion de los operadores de posicién y
momento en Ls(R) que satisfacen que [@Q, P] = 4I.
Recordemos que los operadores de creacién y aniquilacién en Lo(R) son

al = —(Q—-iP), a=-—=(Q+iP)

1
V2
de donde se sigue que Q = (a'+a)/v2, P = i(a'—a)/v2y [a,a’] = I. E]l Hamiltoniano

del oscilador arménico cuantico es
(100) Jrjr—z\ul]—l(cgzﬂﬂ)—1 xtd—Q
B 272 2 dz? )’

donde N = afa se le conoce como el operador de niimero.

Definicién 4.3.1. Para z =r +1is € Cy f € La(R), el operador de Weyl W,
estd definido como
(101) W.f(z) = e VP f(a).

Observacion 4.3.2. El operador de Weyl satisface
(102) W, f(z) = e V20 £(4 — \/2p).
A+B B_A

Ciertamente, de la férmula de Baker-Campbell-Hausdorff e = e"e e%[AvB], con
A= —irP, B=1isQy [A, B] = rs[P,Q] = —irsl, obtenemos (102).

La representacién (102) es llamada representacién de Schriédinger, la cual
es irreducible (es decir, los unicos subespacios invariantes son {0} y todo Ls(R)) y
unitario, con adjunto W} = W_,. Ademas,

. ’ !’ . ’
WW, = e 0= W,_ ., = e 0EW, .

Esta forma (simpléctica) de CCR adquiere significado en cualquier espacio complejo
de Hilbert si el producto zz’ se entiende como el producto interno (z,z’). Ademads,
teniendo en cuenta (101),

W, = e—i(ir(aT—a)—s(aT—}-a))
(103)

M

x

Ahora, sea 1(z) = (1)~ %e~ T sea el estado fundamental en Ly(R) y denotamos los
vectores coherentes

v, =W,1€ Ly(R), zeC.
Es claro que, al =0 y por (103),
. 212 k — P k
Voa) = e T e M(z) =T Y %L iP) 1(z)

k>0 V2k
(104)

k
_l=2 z/V2 _Ll=? L ENE]
=e T ) %hm)l(w =TT ) = e T f(n),
k>0
donde hy, son los llamados polinomios de Hermite (ortogonales con respecto a e~

L —_ 2
y funcién generadora e?**=*")

{1, 2z, 42® — 2, 82° — 122,...} .

El siguiente conjunto es una base ortonormal para Ls(R),

1 2%k1) "2 hy1
(105) {e@h) thaf

el cual es llamado el conjunto de funciones de Hermite y satisfacen

ator = Vi + 1ok apr = Vg1
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Ademis,

(106 Q@k—\/ B (Pk+1+\/><Pk 13 P<Pk:—l\/ 5 <pk+1—z\/7<pk 1.

De esta manera, con respecto a la base ortonormal (105), uno tiene las siguientes
representaciones matriciales

0 0
0

1
aT:O\@

o O O

01 0
0 0 \/§
o0 0 ---1]:

a =

-1 0
0 —V2
V2 0

\V)

0 1 0 - 0
1|1 0 V2 o i 11
Q 0 V2 0 - 7 0

V2

Debido a (104), la familia de vectores coherentes 1), coincide con los vectores
exponenciales normalizados f,, pero no son ortogonales. De hecho, se calcula que

(s o) = e BT 2520),

Ademis,

(108) P, = Z \/>(Pk y Wutp, = e—w Z Z)wz Itz -
k>0

Maés atn,

1212 z 1212 Zk1
wp, =€ 7 Y T—app=e 22y ———@p 1 =29,
i=o VK! k>1 'V (k—1)!

esto implica que los vectores coherentes son un continuo de autovectores del operador
de aniquilacién.

LEMA 4.3.3. La relacion de completitud
1
(109) = [ wenv.sds =1,
m™Jc
es cierta, para algin vector unitario f € La(R).
Demostracion. Se sigue de [12, Prop. 3.5.1] (reescalado por (2)7/2) que si {ex }x>0 es
una b.o.n. para Ly(R), entonces
1
(110) ﬁ {{ej, W 6k>}j,k20
es una base ortonormal para Ls(R?) y las relaciones de ortogonalidad se mantienen
1 f—
— / (ej, W, er)(er, W, em)dz = 610km -
T Jc

De esta manera por linealidad,

@) 2 W) Wf R bz = (L) (R gk € La(R).

Por lo tanto, como h,k son arbitrarios y poniendo f = g con la norma unitaria,
concluimos que (109) es cierta, con la integral definida en sentido débil. O

En virtud de la relacién (109), la férmula ¢ = [ (1., ¢) ¥.dz /7 sugiere considerar

el mapeo ¢ — (1., ) /+/m en La(R) con funciones ¢(z) = (¢, ¢) //7. Este mapeo a
veces es llamado Isomorfismo de Klauder-Bargman.
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TEOREMA 4.3.4. El mapeo ¢ — ¢(2) = (., ) /\/7 de La(R) en Ly(C) es un
isomorfismo isométrico y la familia de los estados coherentes candénicos

(112) {60() = (e ) VT b -
es una base ortonormal de E2(C) C Ly(C).

Demostracion. Para algin par de elementos ¢, ¢’ € Ly(R) se obtiene de (111) que

1 — 1
(113) (¢,¢) = */ (Y2, 0) (¥2,¢') = */ (0,92) (2, ¢") dz = (p,¢)
T Jc T Jc
Como {¢k}k>0 es b.o.n. para La(R), la familia de estados coherentes (112) satisface
/C¢j(z)¢k(2)d2 = (@) Pk) = djk ,
es decir, (112) es una base ortonormal para Lo (C). O

En virtud de (108), los estados coherentes candnicos satisfacen

. k>0.

Observacion 4.3.5. Un operador acotado X en Ly (R) corresponde con un operador
integral acotado X en &(C), con Kernel (1., X1b,) /7 y norma HXH = || X||. Cierta-

mente, si X actia como ¢(z) = (1, @) //T — (1., X©) //7, entonces de (109),
~ 12 1
%o = 1 [ (X2 (0., Xihdz = (X, X = 1Kl

lo que implica || X || = || X]|, debido a que [|¢|| = |j¢|| (ver (113)). Ademas,

Xo(2) = W“\/‘;M — %/sz,xqu %\/’gdv — /(C¢(U)de

En particular de (108), el operador de Weyl en £ (C) tiene kernel

)

(114) Wu, Watho) 1 el oo o) —io(z0)
s m

4.8.2.  Transformada de Fourier no conmutativa. Definimos la transformada de
Fourier (o no conmutativa) cudntica de un operador de clase de traza p en
Ly (L2 (R)), por medio de

(115) Flol(z) = %tr (W.), zeC,

que es una funciéon compleja evaluada en C, con las siguientes propiedades:
(@) [Flpl() < llplly /v (¢) FlpWul(2) = e Flp](z + u).
(b) Flp*](2) = Flpl(=2). (d) FWgpW](2) = e 22 Flp](2).

TEOREMA 4.3.6 (Identidad de Parseval no conmutativa). El mapeo p — Flp] se
extiende Unicamente a un mapeo unitario de Lo (La(R)) sobre Lo(C), tal que

(116) / FAOFm(2)dz = tr (5*n) . pyn € Lo (La(R)) .

Demostracion. Primero consideramos un operador de clase traza autoadjunto p en
L5 (R), con descomposicion espectral p = >, pk |ex)(ex|. Entonces, por la propiedad
(a) de la transformada de Fourier y como {{(ey, W.ex) /+/T } x>0 es ortonormal en Ly (C)
(ver (110)), tenemos que la serie

> (ew Ween) = FIpl(2)

k>0
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converge en Ly (C) y || F[p]lI> = Y k>0 lpel® = ||p||§ Debido a la descomposicién de
partes reales e imaginarias de cualquier operador de clase traza y dado que el conjunto
lineal de esta clase es denso en Lg (La(R)), se sigue que F es un operador isométrico
de Ly (L2(R)) a Lo(C). Para concluir,

{fwmwuzjgwnuw@

J,k=0

es una b.o.n. para Lo(C), donde ¢y, son las funciones de Hermite (105). Por lo tanto,
F es unitario. Observemos que (116) es directa de la identidad de polarizacién. O

Observacion 4.3.7. Un estado p en Lo(R) es puro siy solo si | F[p]|| = 1. En efecto,
Los autovalores {p;} de p son positivos y satisfacen }; p; = 1y por (116), se tiene

Il = >;p7 <1,y la igualdad se cumple si y solo si p tiene un autovalor propio

igual a uno, i.e., p es un estado puro.

Para un operador de la clase de traza p, se sigue de (109) que

1
Ammwwmw.

™

(117) tr (p)

Ademsds, un operador positivo p es una clase de traza si y solo si la integral en el lado
derecho de (117) es finita.

TEOREMA 4.3.8. La trasformada de Fourier satisface la siguiente representacion:

(118) Flpl(w) = % /C omiotus) Wz Puta) )

™

donde (., ptb,) /7, representa el kernel de p.

Demostracién. Usando (117), uno calcula que

1 1
Fiw) = =575 [ e oWaleavul e = 5 [ (oo ds.
™ C ™ C
Por lo tanto, de (108) se obtiene (118). O

4.8.8. Estados cudnticos Gaussianos. Comenzamos directamente con la definicion
de un estado cudntico Gaussiano [16].

Definicién 4.3.9. Un estado p € B (L2(R)) es estado Gaussiano si existe w € C
y una matriz real simétrica S € Br(C) tal que

1 .
]‘—[p](Z) — ﬁe—z Re(w,z)— % Re(z,5%) , Vze€ C.

En este caso escribimos p = p(w, S).

La definicién anterior determina un funcional lineal real z — Re(w, z) y una forma
cuadrética real z — Re(z,Sz) en el espacio de Hilbert real C. Por lo tato el vector
de valor medio w y el operador de covarianza S estan determinados de forma unica.
Para w = v/2(I — im), con I,m € R, llamamos [ el vector de momento medio y a m el
vector de posicién media,respectivamente.

Ejemplo 4.3.1 (Estados coherentes). Dado u € C, se tiene que el estado coherente
Pu = | )1y | es un estado Gaussiano. De hecho, siguiendo (114),

1
Fllthu u = =
(Wou)ullz) = 2=

Por lo tanto p, = p(w, S) = p(—2iu, I).

1 2
<wu7 sz/}u> — ﬁe—%lm zu—%
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Ejemplo 4.3.I1 (Estado de Gibbs a temperatura inversa ). El estado dado por
pg=(1- e*B)e*ﬁ“T“, con 3 > 0, estd bien definido, debido a que

—Bata) _ —-nB __ 1
tr(e )—Ze = 17"

n>0

Por lo tanto, uno tiene de la representacion integral (118) y (104) que

SF) _ L [ i@ (g, et

1—e 8 ™
1 7—‘”2 —tIm(uz |u+z —pBa'a
= 7/6 2 I ( ) <f7 ,B fu+z>

™

1
= */eilzﬁiuz l <fz7fe ﬁ(u+z)>dz

™
_ l/efﬁfu )=+ (Fue ™0 —xm) g,

™
we=B_a St
_ e* + 2e~ // —(1—e” gt_z(l—e*B)) (?/""72(1 e+ﬁ)) :|dl‘dy
1 3 coth(8/2)]ul*
= —e 2
1—e B

de donde se sigue Flpp](u) = e~ = coth(8/2)ul* /. /7 Hemos usado que eBulaf —f 4.
Por lo tanto, con Sz = coth(8/2)I y wg = 0, se tiene que pg es Gaussiano.

Problemas de la seccidn.

P.4.1 Muestre que en efecto el operador de Weyl (101) es un operador unitario y que
su adjunto satisface W} = W_,. Nota: es suficiente mostrarlo para la familia
de vectores coherentes {1,}, debido a que forma un conjunto total en Lo(R).

pP.4.2 Con base en las representaciones matriciales (107), calcula la representacién
matricial del Hamiltoniano (100) y del operador de niimero N = afa.

P.4.3 Verifique las siguientes propiedades de la trasformada de Fourier cudntica F|p]:

a) [Flp)(2)] < llolly /v/.
b) Flp*](z) = Flpl(—2).
c) FlpWa](z) = e 7= Fp] (2 + u).

d) FWipW.,](2) = e~ 272 Fp](2).
P.4.4 Para u € L2(R), demuestra que

1
= [ )Pz = u?

Sugerencia: usa (117) con p = |u)(ul.
P.4.5 Muestra que para z € Cy 8 > 0,

_ C12l2(1—e—8
e PNy, = 1?70 )/2%7%.

Sugerencia: use el hecho que e "N f, = f._s, (ver conclusion del ejemplo 4.3.1)
y que 1, es el vector normalizado de f,.
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