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INTRODUCCIÓN AL CÁLCULO FRACCIONARIO. UNA

APLICACIÓN A LA LEY DE ENFRIAMIENTO DE NEWTON

LOZADA-CORONEL J., GUTIÉRREZ-CORONA J. N., QUEZADA-TÉLLEZ L. A.

Resumen. En este art́ıculo, exploramos el fascinante mundo del cálculo fracciona-

rio. Abordamos las definiciones esenciales de derivadas e integrales fraccionarias,
desde un enfoque intuitivo hasta las formulaciones modernas. Nos centramos en

la aplicación clásica de la ley de enfriamiento de Newton, empleando el cálculo

fraccionario para describir con precisión su dinámica. Además, examinamos cómo
la derivada fraccionaria modela el enfriamiento en función del tiempo y ofrece

una comprensión más profunda de la transferencia de calor, incluso en casos no
exponenciales. Exploramos ecuaciones diferenciales fraccionarias y su resolución

mediante la transformada de Laplace, ilustrando su versatilidad en este tipo de

problemas.

1. Introducción

El cálculo fraccionario es una rama fascinante y poderosa del análisis matemático
que extiende los conceptos de diferenciación e integración más allá de los números
enteros [32]. Si ya estás familiarizado con el cálculo integral y diferencial, estás a
punto de descubrir una nueva dimensión de las matemáticas que puede sorprenderte.

Aunque el cálculo fraccionario ha sido objeto de estudio desde hace más de tres
siglos, solo recientemente ha empezado a ganar mayor atención y reconocimiento en la
comunidad matemática [16]. Una de las principales diferencias entre el cálculo fraccio-
nario y el cálculo tradicional radica en que las derivadas y las integrales fraccionarias
permiten describir el cambio y la acumulación a lo largo de intervalos no enteros [32].
Esto significa que podemos analizar sistemas que exhiben comportamientos interme-
dios, donde las tasas de cambio o acumulación vaŕıan de forma continua.

El cálculo fraccionario ha llevado a avances significativos en la resolución de
problemas reales, también ha encontrado aplicaciones en áreas como la teoŕıa del
control, la mecánica de medios fractales, el procesamiento de señales, el modelado de
fenómenos anómalos y la teoŕıa de la probabilidad, por mencionar solo algunas [35].

A medida que nos adentremos en los aspectos fundamentales del cálculo fracciona-
rio, exploraremos las derivadas y las integrales fraccionarias, sus propiedades básicas
y cómo se relacionan con el cálculo tradicional [16]. Además, examinaremos algunas
aplicaciones concretas y fascinantes de esta rama de las matemáticas.

2. Historia

Los oŕıgenes del cálculo fraccionario se remontan a los primeros intentos de ma-
temáticos por generalizar los conceptos de diferenciación e integración a valores no
enteros.Uno de los primeros indicios del cálculo fraccionario se encuentra en una carta
histórica escrita el 30 de septiembre de 1695, en la cual el marqués de L’Hopital plantea
a Leibniz una interesante pregunta: ¿qué sucedeŕıa si el exponente de la derivada fuera
1/2? La respuesta intuitiva de Leibniz en esa carta es reveladora, Leibniz responde:
“ esto conduciŕıa aparentemente a una paradoja de la cual algún d́ıa serán extráıdas
consecuencias muy útiles ” [21, 20]. En este mismo contexto, Leibniz proporciona una
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aproximación a lo que podŕıa ser una derivada fraccionaria, utilizando como ejemplo
la derivada 1/2 de x.

Más tarde, en el siglo XVIII, Euler estudió series infinitas y dio una definición
para el factorial de un número no entero. Estas ideas fueron fundamentales para
el desarrollo posterior del cálculo fraccionario [10]. En ese mismo siglo L’Hopital
realizó contribuciones significativas al cálculo infinitesimal, incluyendo el estudio de las
derivadas de órdenes no enteros [22]. Sus trabajos sentaŕıan las bases teóricas para el
cálculo fraccionario y allanaron el camino para futuras investigaciones. Es en ese mismo
siglo cuando uno de los primeros trabajos relacionados con el cálculo fraccionario ve a
luz, el texto de los matemáticos suizos Johann Bernoulli y su sobrino Daniel Bernoulli
en el siglo XVIII. Johann Bernoulli examinó la función exponencial generalizada y su
derivada fraccionaria [22, 5], mientras que Daniel Bernoulli investigó el problema de
la cuerda vibrante con derivadas fraccionarias [5].

En el siglo XIX, el cálculo fraccionario se estableció como un campo de estudio
independiente. A inicios de siglo, en 1812, Laplace mencionó la posibilidad de derivadas
fraccionarias en su obra “Théorie Analytique des Probabilities” [19]. En 1819, Lacroix
estudió integrales definidas y mencionó las integrales de orden fraccionario en su
“Traité du calcul différentiel et du calcul intégral” [18]. En 1822, Fourier mencionó
la posibilidad de extender la derivada a órdenes fraccionarios en su obra “Théorie
Analytique de la Chaleur” [11].

En 1823, el matemático noruego Niels Henrik Abel hizo una importante contribu-
ción al cálculo fraccionario cuando resolvió un problema de la tautócrona utilizando
integrales definidas de orden no entero [1]. En el mismo año, publicó otro art́ıculo
donde presentó algunas propiedades de las integrales definidas [2].

Fue a finales del siglo XIX cuando otros matemáticos como Fourier, Lacroix
y Laplace también hicieron contribuciones al estudio del cálculo fraccionario. El
matemático polaco Grünwald presentó una definición de derivada fraccionaria en 1867
[13]. En 1868, Létnikov introdujo la noción de diferenciación de orden arbitrario [25].

Sin embargo, fue hasta el siglo XX cuando el cálculo fraccionario comenzó a recibir
mayor atención. El matemático ruso Anatoly N. Kolmogorov introdujo el concepto de
derivada fraccionaria como una generalización de la derivada convencional [17]. Sus
investigaciones sentaron las bases teóricas para el desarrollo del cálculo fraccionario
moderno.

Durante el siglo XXI, el cálculo fraccionario ha ganado popularidad y se ha
convertido en un campo de investigación activo. Se han publicado numerosos libros
y art́ıculos cient́ıficos sobre el tema. Algunos libros importantes en el campo del
cálculo fraccionario incluyen “Fractional Differential Equations” de Podlubny [35],
“The Analysis of Fractional Differential Equations” de Diethelm [9], “Fractional
Calculus for Scientists and Engineers” de Duarte [8], y “Fractional Order Systems
and Controls” de Monje et al. [30].

El cálculo fraccionario ha encontrado aplicaciones en diversas áreas, algunas de
estas aplicaciones incluyen el modelado de fenómenos de transporte en medios porosos
[27], el análisis de sistemas dinámicos no lineales [42], el modelado de materiales
viscoelásticos [6], y la descripción de procesos de difusión anómala [39].

Además, el cálculo fraccionario ha sido utilizado para estudiar el movimiento de
part́ıculas en medios de resistencia [38], el análisis de sistemas de control de orden
fraccionario [30], y la aplicación de la nanotecnoloǵıa [4].

En las últimas décadas, se han realizado numerosos avances en el campo del cálculo
fraccionario. Investigadores como Anatoli A. Kilbas, Hari M. Srivastava, Juan J.
Trujillo, Igor Baleanu y otros de talla internacional han contribuido significativamente
a la teoŕıa y aplicaciones de las ecuaciones diferenciales fraccionarias [16, 41, 44, 3].

Además, se han desarrollado métodos numéricos eficientes para resolver ecuacio-
nes fraccionarias, lo que ha permitido una mejor comprensión y aplicación del cálculo
fraccionario en problemas del mundo real. Investigadores como Victor Tarasov han
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propuesto métodos numéricos novedosos basados en la teoŕıa de operadores fracciona-
rios para abordar problemas de mecánica clásica y cuántica [43].

La historia y el desarrollo del cálculo fraccionario demuestran su relevancia y
aplicabilidad en el mundo cient́ıfico. Desde los trabajos pioneros de Bernoulli y
L’Hopital hasta las contribuciones modernas de Kolmogorov, Kilbas, Srivastava.

Al estudiar el cálculo fraccionario, nos adentramos en un nuevo mundo de posi-
bilidades matemáticas, donde las derivadas e integrales fraccionarias nos permiten
analizar y comprender fenómenos que van más allá de los modelos tradicionales basa-
dos en números enteros. A medida que exploremos los conceptos fundamentales y las
aplicaciones del cálculo fraccionario, nos daremos cuenta de su importancia y utilidad
en la resolución de problemas y en la descripción de sistemas dinámicos.

En los siguientes apartados de este art́ıculo, nos centraremos en aplicaciones clásicas
del cálculo fraccionario, espećıficamente en la ley de enfriamiento de Newton. A través
de ejemplos y análisis, mostraremos cómo el cálculo fraccionario nos brinda una
perspectiva más completa y precisa de estos fenómenos f́ısicos, revelando propiedades
y comportamientos que no pueden ser capturados completamente con el cálculo
tradicional.

Al finalizar este art́ıculo, esperamos que los lectores hayan adquirido una compren-
sión básica del cálculo fraccionario y su aplicaciones. Además, deseamos despertar
su curiosidad y motivación para explorar más a fondo este fascinante campo de las
matemáticas, que continúa siendo objeto de investigación y desarrollo en la actualidad.

¡Comencemos nuestro viaje en el mundo del cálculo fraccionario y sus aplicaciones!

3. Primer Acercamiento al Cálculo Fraccionario

En esta sección, exploraremos el emocionante mundo del cálculo fraccionario al
analizar las fórmulas generalizadas de la derivada n-ésima de funciones comunes, como
sen(ax), cos(ax), (x− a)k y eax. Nos enfocaremos especialmente en el caso en el que
el valor de n se encuentra entre 0 y 1, y descubriremos cómo estas fórmulas se aplican
en esta situación.

Comenzaremos estudiando la función exponencial eax. En el cálculo tradicional,
la derivada n-ésima de eax se puede encontrar utilizando la regla de la cadena y la
derivada de una función exponencial:

(1)
dneax

dxn
= aneax.

Esta fórmula nos brinda una manera sencilla también de calcular la derivada
fraccionaria de eax cuando n es un número fraccionario entre 0 y 1. La ecuación
(1) muestra esta relación.

A continuación, analicemos las funciones trigonométricas sen(ax) y cos(ax). En el
cálculo tradicional, la derivada n-ésima de estas funciones se puede obtener aplicando
la regla de la cadena y la derivada de las funciones seno y coseno con las fórmulas
sen(x+ y) y cos(x+ y).

(2)
dn sen(ax)

dxn
= an sen

(
ax+

nπ

2

)
.

(3)
dn cos(ax)

dxn
= an cos

(
ax+

nπ

2

)
.

Estas fórmulas también nos permiten calcular la derivada fraccionaria de sen(ax)
y cos(ax) cuando n es un número fraccionario entre 0 y 1. La ecuación (2) representa
la derivada fraccionaria de sen(ax), mientras que la ecuación (3) muestra la derivada
fraccionaria de cos(ax).
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Por último, consideremos la función polinómica (x− a)k. En el cálculo tradicional,
la derivada n-ésima de esta función se puede calcular utilizando la regla del producto
y la regla de potencias:

(4)
dn(x− a)k

dxn
=

k!

(k − n)!
(x− a)k−n.

Observamos que si n es un número fraccionario entre 0 y 1, la expresión en la
ecuación (4) no tiene un significado directo utilizando la notación factorial. Para
abordar esta generalización, se recurre a la función Γ(x), conocida como función
gamma, que está estrechamente relacionada con la notación factorial. La función
gamma tiene la propiedad de que Γ(n+ 1) = n! para números enteros positivos n.

Es importante destacar que la función gamma se define para valores reales positivos
y puede extenderse a valores complejos. De esta manera, al utilizar la función gamma,
podemos generalizar la expresión en la ecuación (4) para valores fraccionarios de n
entre 0 y 1.

Observación 1. La relación entre la función gamma y los números factoriales se
puede demostrar mediante la siguiente fórmula:

(5) Γ(n+ 1) = n!.

Esta relación establece que la función gamma generaliza la notación factorial y
permite extender el concepto de factorial a valores fraccionarios y complejos.

La función gamma se define como:

(6) Γ(x) =

∫ ∞

0

tx−1e−tdt para x > 0.

Se puede demostrar que la función gamma satisface la siguiente propiedad de
recursividad:

(7) Γ(x+ 1) = xΓ(x) para x > 0.

Ahora, utilizando el método de integración por partes, consideremos la integral:

(8) Jn =

∫ ∞

0

tne−tdt.

Realizando la sustitución u = tn y dv = e−tdt, obtenemos du = ntn−1dt y v = −e−t.
Aplicando la fórmula de integración por partes:

(9) Jn =
[
−tne−t

]∞
0

+ n

∫ ∞

0

tn−1e−tdt.

Observamos que el primer término de la derecha es igual a cero debido a la
exponencial decreciente. Por lo tanto, tenemos:

(10) Jn = nJn−1.

Aplicando esta relación recursiva sucesivamente, llegamos a:

(11) Jn = n! paran ∈ N.
Finalmente, sustituyendo Jn por su expresión original, obtenemos:

(12)

∫ ∞

0

tne−tdt = n! para n ∈ N.



INTRODUCCIÓN AL CÁLCULO FRACCIONARIO 13

Este resultado muestra la relación entre la función gamma y los factoriales, ya que
podemos escribir:

(13) Γ(n+ 1) = n! para n ∈ N.

En resumen, al considerar las fórmulas generalizadas de la derivada n-ésima de
funciones comunes como sen(ax), cos(ax), (x−a)k y eax, podemos obtener resultados
interesantes cuando n es un número fraccionario entre 0 y 1. Estas fórmulas básicas nos
brindan un primer acercamiento al cálculo fraccionario, permitiéndonos generalizar las
operaciones diferenciales y los resultados conocidos en el cálculo tradicional.

En las ecuaciones (1), (2), y (3), presentamos las derivadas fraccionarias de eax,
sen(ax) y cos(ax) respectivamente, cuando n es un número fraccionario entre 0 y 1.
Además, en la ecuación (4), presentamos la generalización de la regla de potencias
para la derivada fraccionaria de (x − a)k. Si consideramos un órden α de derivación
siendo 0 ≤ α ≤ 1 se obtiene:

dαeax

dxα
= aαeax,(14)

dα sen(ax)

dxα
= aα sen

(
ax+

απ

2

)
,(15)

dα cos(ax)

dxα
= aα cos

(
ax+

απ

2

)
,(16)

dα(x− a)k

dxα
=

Γ(k + 1)

Γ(k − α+ 1)
(x− a)k−α.(17)

Estas fórmulas son solo el comienzo de las posibilidades que ofrece el cálculo fraccio-
nario. A medida que profundizamos en este campo, nos adentraremos en conceptos más
avanzados y aplicaciones fascinantes que permiten describir y comprender fenómenos
complejos en diversas disciplinas.

4. Integral fraccionaria de Riemann-Liouville

La denominada integral fraccionaria de Liouville, también conocida como integral
fraccionaria o integral de Riemann-Liouville, lleva el nombre de los matemáticos
Bernard Riemann y Joseph Liouville, quienes hicieron importantes contribuciones al
estudio de esta forma generalizada de la integral [32, 16, 35]. Esta generalización surgió
como una extensión de la noción clásica de integración y permite calcular integrales
de funciones en un contexto más amplio, incluyendo casos en los que el orden de la
integral es un número fraccionario.

La integral fraccionaria es una generalización de la integral convencional de Rie-
mann que permite extender el concepto de integración a valores no enteros. Una forma
común de definir la integral fraccionaria es mediante la integral iterada de Cauchy, la
cual se basa en la repetición de la integral convencional.

Consideremos una función f(x) y el operador integral convencional
∫ x

a
. La integral

iterada de Cauchy de orden n de la función f(x) viene dada por la expresión:

(18) Ina [f(t)] =

∫ x

a

∫ x

a

· · ·
∫ x

a

f(t)dtn−1 =
1

(n− 1)!

∫ x

a

f(t)(x− t)n−1dt.

La ecuación (18) indica que la integral iterada de Cauchy de orden n de la función
f(t) se obtiene aplicando n−1 veces el operador integral convencional

∫ x

a
a la función

f(t).
Para el caso en que el orden de integración no sea un entero, Riemann y Loiuville

introdujeron el concepto de integral fraccionaria, esta integral se puede obtener de
extender la integral fraccionaria de Cauchy a los reales.
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Definición 1 (Integral fraccionaria de Riemann-Liouville). Si f es una función
integrable en el sentido de Lebesgue en (a, b) y α ≥ 0 es el orden de integración,
entonces la integral fraccionaria de Rieman-Liouville se define como:

(19) RLI
α
a [f(x)] =

1

Γ(α)

∫ x

a

f(t) (x− t)α−1 dt,

donde b > x > a.

La ecuación (19) establece la relación entre la integral fraccionaria y la integral
iterada de Cauchy. La presencia de la función gamma Γ(α) en la expresión revela la
necesidad de generalizar la noción de factorial en la integral a valores no enteros.

Es importante mencionar que la definición y propiedades de la integral fraccio-
naria han sido estudiadas por diversos investigadores. Algunas referencias relevantes
incluyen los trabajos de Podlubny [35], Miller y Ross [29], y Diethelm [9].

Observación 2. La deducción de la fórmula de la integral iterada de Cauchy se
puede realizar utilizando el teorema de Fubini, la fórmula de integración de la potencia
e integrando de forma inductiva. La idea es aplicar la fórmula de la potencia e
intercambiar el orden de integración para reducir el número de integrales de manera
consecutiva.

Comenzaremos con el caso base para n = 1:

(20) I1a [f(x)] =

∫ x

a

f(t)dt =
1

0!

∫ x

a

f(t)(x− t)0dt.

Ahora, supongamos que la fórmula es válida para un valor de n:

(21) Ina [f(x)] =

∫ x

a

∫ x

a

· · ·
∫ x

a

f(t)dtn−1 =
1

(n− 1)!

∫ x

a

f(t)(x− t)n−1dt.

Queremos demostrar que también es válida para n+1, es decir:

(22) In+1
a [f(x)] =

∫ x

a

∫ x

a

· · ·
∫ x

a

f(t)dtn =
1

(n+ 1)!

∫ x

a

f(t)(x− t)ndt.

Aplicando la fórmula de integración por partes sobre la hipótesis de inducción,
tenemos:

(23) In+1
a [f(x)] =

∫ x

a

Ina [f(x)]dx =

∫ x

a

(
1

(n− 1)!

∫ t

a

f(u)(t− u)n−1du

)
dt.

Intercambiando el orden de integración, obtenemos:

(24) In+1
a [f(x)] =

1

(n− 1)!

∫ x

a

∫ x

u

f(u)(t− u)n−1dtdu.

Simplificando la notación, tenemos:

(25) In+1
a [f(x)] =

1

(n− 1)!

∫ x

a

f(u)

(∫ x

u

(t− u)n−1dt

)
du.

La integral interna se puede resolver utilizando la fórmula de la integral de potencia:

(26)

∫ x

u

(t− u)n−1dt =
1

n
(x− u)n.

Sustituyendo esta expresión en la ecuación anterior, obtenemos:

(27) In+1
a [f(x)] =

1

(n− 1)!

∫ x

a

f(u) · 1
n
(x− u)ndu =

1

n!

∫ x

a

f(u)(x− u)ndu.



INTRODUCCIÓN AL CÁLCULO FRACCIONARIO 15

Lo cual coincide con la fórmula de la integral iterada de Cauchy para In+1
a . Por lo

tanto, hemos demostrado la fórmula por inducción.

Observación 3. En el contexto de la integral fraccionaria, existe una relación impor-
tante entre la derivada y la integral, establecida por el primer teorema fundamental del
cálculo. Esta relación nos permite denotar al operador de integral fraccionaria como

RLI
α
a y también como RLD

−α
a .

Esta relación entre la derivada y la integral también puede extenderse al caso de
las integrales fraccionarias. Por lo tanto, cuando nos referimos al operador de integral
fraccionaria, utilizamos la notación RLI

α
a para indicar su definición y uso. Sin embargo,

es común encontrarse también con la notación alternativa RLD
−α
a para el operador

de integral fraccionaria. Esta notación hace referencia a la relación entre la integral
fraccionaria y la derivada, indicando que RLI

α
a es el inverso (o la potencia negativa)

del operador de derivada RLD
α
a .

Ambas notaciones, RLI
α
a y RLD

−α
a , son ampliamente utilizadas en la literatura y

en el campo de las matemáticas aplicadas para representar el operador de integral
fraccionaria. Ambas formas son equivalentes y se utilizan de acuerdo a las preferencias
o convenciones de cada autor o comunidad cient́ıfica.

Es importante tener en cuenta esta relación entre la derivada y la integral, aśı
como las diferentes notaciones utilizadas, ya que nos permiten interpretar y utilizar
de manera adecuada el operador de integral fraccionaria en diferentes contextos y
aplicaciones matemáticas.

Ejemplo 1. Calcular la integral α de Riemann-Liouville de la función f(x) = c,
con 0 ≤ α ≤ 1, desde a positivo. Para calcularla hacemos uso de la definición de
integral fraccionaria de RL:

RLD
−α
a c =

1

Γ(α)

∫ x

a

c(x− t)α−1dt

= − 1

Γ(α)

(
c(x− t)α

α

)∣∣∣∣x
a

=
c(x− a)α

αΓ(α)

=
c(x− a)α

Γ(α+ 1)
.

Ejemplo 2. Calcular la media integral fraccionaria de RL de la función f(x) = x,
con a = 0. Para calcular la integral fraccionaria de x con exponente 1/2 y ĺımite
inferior a = 0, procedemos de la siguiente manera:

RLD
−1/2
0 x =

1

Γ(1/2)

∫ x

0

t(x− t)
1
2−1dt.

Primero, calculamos el valor de Γ(12 ). En este caso, Γ( 12 ) =
√
π. Sustituyendo este

valor en la integral y reordenando se obtiene:

RLD
−1/2
0 x =

1√
π

∫ x

0

t√
x− t

dt.

Hacemos el cambio de variable u = x − t, con lo que du = −dt, luego la integral se
convierte en:

RLD
−1/2
0 x =

1√
π

∫ u=0

u=x

x− u√
u

dt.

Los pasos para resolver la integral se presentan a continuación:
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RLD
−1/2
0 x = − 1√

π

∫ u=x

u=0

x− u√
u

du

=
1√
π

∫ u=x

u=0

x√
u
−
√
udu

=
1√
π

∫ u=x

u=0

xu−1/2 − u1/2du

=
1√
π

(
x
u1/2

1/2
− u3/2

3/2

)∣∣∣∣x
0

=
1√
π

(
2x3/2 − 2x3/2

3

)
=

4x3/2

3
√
π

=
4x

√
x

3
√
π
.

Ejemplo 3. Calcular la media integral fraccionaria de RL de la función f(x) = ebx,
con b ̸= 0, desde a > 0. Primero, calculamos el valor de Γ( 12 ). En este caso, Γ( 12 ) =

√
π.

Sustituyendo este valor en la integral y reordenando se obtiene:

RLD
−1/2
a ebx =

1√
π

∫ x

a

ebt√
x− t

dt.

Luego, se hace el cambio de variable u =
√
x− t con lo que du = − dt

2
√
x−t

. Reempla-

zando se obtiene:

RLD
−1/2
a ebx = − 1√

π

∫ 0

√
x−a

2eb(x−u2)du

= −2ebx√
π

∫ 0

√
x−a

e−bu2

du

= −ebx
∫ 0

√
x−a

2e−bu2

√
π

du.

En la última integral, se puede hacer el cambio w =
√
bu de modo que du = dw/

√
b,

que se reescribe:

RLD
−1/2
a ebx = −ebx√

b

∫ 0

√
b
√
x−a

2e−w2

√
π

dw

= −ebx√
b

(
erf(0)− erf(

√
b
√
x− a)

)
=

ebx√
b

(
erf(

√
b
√
x− a)

)
=

ebxerf(
√
b
√
x− a)√

b
.

Donde erf(x) es la función error que se define como:

erf(x) :=
2√
π

∫ x

0

e−t2dt.
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Ejemplo 4. Calcula la media integral de f(x) =
√
x con a = 0. Primero,

calculamos el valor de Γ( 12 ). En este caso, Γ( 12 ) =
√
π. Sustituyendo este valor en

la integral y reordenando se obtiene:

RLD
−1/2
0

√
x =

1√
π

∫ x

0

√
t√

x− t
dt.

Se hace el cambio de variable u =
√
x− t/

√
t, con lo que u2 = x/t−1 y t = x/(u2+1),

luego el diferencial du es:

d(u2) = d
(x
t
− 1
)

2udu = −xdt

t2

dt = −2t2udu

x
.

Reemplazando en la media integral se obtiene:

RLD
−1/2
0

√
x =

1√
π

∫ t=x

t=0

1

u

(
−2t2udu

x

)
= −2

1√
π

∫ u=0

u=∞

1

u

(
x2

(u2 + 1)2

)(
udu

x

)
=

2x√
π

∫ ∞

0

du

(u2 + 1)2

=
2x√
π

(
u

2(u2 + 1)

)∣∣∣∣∞
0

+

(
2x√
π

)(
1

2

)∫ ∞

0

du

u2 + 1

=

(
x√
π

)∫ ∞

0

du

u2 + 1

=

(
x√
π

)
(arctan(x))

∣∣∣∣∞
0

=

(
x√
π

)(π
2

)
=

√
πx

2
.

Ejemplo 5. Calcule la media integral de RL de sen(bx) y cos(bx) con b ̸= 0 para
a → −∞. Para eso usaremos un resultado previo obtenido del ejemplo 3, el cual dice

que RLD
−1/2
a ebx = ebxerf(

√
b
√
x− a)/

√
b, donde si a → −∞, se obtiene 1:

RLD
−1/2
−∞ ebx =

ebx√
b
.(28)

Si consideramos la media integral desde a → −∞ de eibx, reemplazando en (28) se
puede reescribir como:

RLD
−1/2
−∞ eibx =

eibx√
ib
.(29)

Por la identidad de Euler, se sabe que eiθ = cos(θ) + isen(θ). Aplicando la identidad
de Euler en la expresión (29), podemos expresar la media integral de la función
exponencial en términos de senos y cosenos de la siguiente forma:

1Esto es debido a que ĺımx→∞ erf(x) = 1.
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RLD
−1/2
−∞ (cos(bx) + isen(bx)) =

(cos(bx) + isen(bx))√
ib

.(30)

Como la integral fraccionaria se define usando una integral, hereda las propiedades
de linealidad de la misma, de modo que el primer miembro de (30) se puede separar.
Adicionalmente, por la identidad de Euler se puede demostrar que i = eπi/2, de modo

que
√
i =

√
eπi/2 = eπi/4 = cos(π/4) + isen(π/4). De modo que (30) se puede escribir

como:

RLD
−1/2
−∞ (cos(bx)) + iD

−1/2
−∞ (sen(bx)) =

(cos(bx) + isen(bx))√
b (cos(π/4) + isen(π/4))

.(31)

Luego, el segundo miembro de (31) se puede multiplicar y dividir por cos(π/4) −
isen(π/4), para obtener una fracción sin denominador complejo, esto último porque
(a+ bi)(a− bi) = a2 + b2, de modo que se obtiene:

RLD
−1/2
−∞ (cos(bx)) + iD

−1/2
−∞ (sen(bx)) =

(cos(bx) + isen(bx))(cos(π/4)− isen(π/4))√
b (cos2(π/4) + sen2(π/4))

.

(32)

Nótese que cos2(π/4) + sen2(π/4) = 1. Adicionalmente, se puede observar también
que (cos(bx)+isen(bx))(cos(π/4)−isen(π/4)) = (cos(bx)cos(π/4)+sen(bx)sen(π/4))+
i(sen(bx)cos(π/4)− cos(bx)sen(π/4) = cos(bx− π/4) + isen(bx− π/4), de tal manera
que la expresión (32) se puede ver también de la siguiente manera:

RLD
−1/2
−∞ (cos(bx)) + iD

−1/2
−∞ (sen(bx)) =

(cos(bx− π/4) + isen(bx− π/4)√
b

.(33)

Finalmente, igualando la parte real e imaginaria de (30) se obtiene lo que se queŕıa:

RLD
−1/2
−∞ cos(bx)) =

cos(bx− π/4)√
b

.(34)

RLD
−1/2
−∞ sen(bx) =

sen(bx− π/4)√
b

.(35)

Es importante observar cómo las expresiones (34) y (35) son las mismas que se
obtendŕıan de usar las ecuaciones (16) y (15) para α = −1/2.

En resumen, la integral fraccionaria se define utilizando la integral iterada de
Cauchy y proporciona una generalización de la integral convencional a valores no
enteros. La expresión de la integral fraccionaria está relacionada con la función gamma
y su estudio ha sido abordado por varios investigadores en el campo del cálculo
fraccionario.

5. Derivada fraccionaria de Riemann-Liouville

La derivada fraccionaria de Riemann-Liouville es una herramienta poderosa para el
cálculo de derivadas de orden fraccionario de funciones. Esta derivada generalizada se
denota como RLD

α
a f(x), donde α es un número real y f(x) es una función adecuada. Su

definición se basa en la integral fraccionaria de Riemann-Liouville que hemos discutido
previamente. La derivada fraccionaria de Rieman-Liouville se plantea en la siguiente
definición:

Definición 2 (Derivada fraccionaria de RL). Si f es una función definida en (a, b),
entonces la derivada fraccionaria de Rieman-Liouville de orden α viene dada por:
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(36) RLD
α
a f(x) =

1

Γ(n− α)

dn

dxn

∫ x

a

(x− t)n−α−1f(t)dt,

donde n − 1 ≤ α ≤ n para n = ⌈α⌉ y Γ(·) es la función gamma, que generaliza el
concepto de factorial [33, 35, 16, 26, 24].

Esta definición establece una conexión entre la derivada fraccionaria y la integral
fraccionaria, lo que permite extender la noción de derivada a órdenes fraccionarios.

La derivada fraccionaria de Riemann-Liouville ha encontrado aplicaciones en di-
versos campos, como el procesamiento de señales, la f́ısica matemática, la teoŕıa del
control y la mecánica de medios continuos. Por ejemplo, se ha utilizado en modelado de
fenómenos anómalos de difusión, la descripción de la dinámica de sistemas complejos
y la resolución de ecuaciones diferenciales fraccionarias.

Numerosos estudios se han centrado en la teoŕıa y las aplicaciones de la derivada
fraccionaria de Riemann-Liouville en los últimos años. Algunas referencias relevantes
incluyen a Ortigueira [33], Podlubny [35], Kilbas et al. [16], Tenreiro Machado [26] y Li
et al. [24]. Estos trabajos ofrecen una amplia cobertura de la teoŕıa y las aplicaciones
de la derivada fraccionaria de Riemann-Liouville, y proporcionan recursos adicionales
para aquellos interesados en explorar más.

Ejemplo 6. Calcular la media derivada de RL de la función f(x) =
√
x con a = 0.

Se reemplaza en (36), primero se calcula Γ(1/2) lo que es Γ(1/2) =
√
π. Con lo que se

obtiene:

RLD
1/2
0

√
x =

1

Γ(1/2)

d

dx

∫ x

0

(x− t)1−α−1
√
tdt

=
1√
π

d

dx

∫ x

0

√
t√

x− t
dt

=
d

dx

(
1√
π

∫ x

0

√
t√

x− t
dt

)
.

Nótese que el término a derivar es D
−1/2
0

√
x el cual ya fue calculado en el ejemplo 4,

con lo que la expresión queda:

RLD
1/2
0

√
x =

d

dx

(√
πx

2

)
=

√
π

2
.

Es importante destacar que ese resultado coincide con el que se obtendŕıa usando la
fórmula (17).

Ejemplo 7. Calcular la media derivada de RL de la función f(x) = ebx para b ̸= 0
con a > 0. Se reemplaza en (36), primero se calcula Γ(1/2) lo que es Γ(1/2) =

√
π.

Con lo que se obtiene:

RLD
1/2
a ebx =

1

Γ(1/2)

d

dx

∫ x

a

(x− t)1−α−1ebtdt

=
1√
π

d

dx

∫ x

a

ebt√
x− t

dt

=
d

dx

(
1√
π

∫ x

a

ebt√
x− t

dt

)
.

Es notorio que lo que está dentro de la derivada es la expresión de la media integral
de Liouville con a > 0, la cual se calculó en el ejemplo 3, con lo que se obtiene:
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RLD
1/2
a ebx =

d

dx

(
ebxerf(

√
bx− ab)√
b

)
=

ebx√
b

d

dx

(
erf

√
b
√
x− a

)
+ erf(

√
b
√
x− a)

d

dx

(
ebx√
b

)
=

ebx√
b

(
beab−bx

√
π
√
b
√
x− a

)
+ erf(

√
b
√
x− a)

(
bebx√

b

)
=

eab√
π
√
x− a

+
√
bebxerf(

√
b
√
x− a).

Observe que, para el caso en que a → −∞, entonces RLD
1/2
−∞ebx =

√
bebx, lo cual

coincide con (14), que es el resultado obtenido de manera intuitiva como un primer
acercamiento. De aqúı pueden salir varios casos, por ejemplo, cuando b = 2, en cuyo

caso RLD
1/2
−∞e2x =

√
2e2x.

Observación 4. Una propiedad interesante que vale la pena destacar acerca de la
derivada fraccionaria de RL, como ya se pudo observar en los ejercicios anteriores,
es que esta derivada puede concebirse como la derivada de orden n de la integral de
orden n− α. Es decir:

RLD
α
a f(x) =

dn

dxn

(
1

Γ(n− α)

∫ x

a

(x− t)(n−α)−1f(t)dt

)
= DnD−(n−α)

a f(x).

Esto nos lleva a concluir que si deseamos calcular la derivada de orden α, donde
0 ≤ α ≤ 1 y ν = 1− α, simplemente podemos elegir n = 1, lo que nos conduce a:

RLD
α
a f(x) =

d

dx

(
1

Γ(1− α)

∫ x

a

(x− t)(1−α)−1f(t)dt

)
=

d

dx

(
1

Γ(ν)

∫ x

a

(x− t)ν−1f(t)dt

)
= DD−ν

a f(x).

Particularmente, si se desea la media derivada de RL, entonces:

RLD
1/2
a f(x) = DD−(1/2)

a f(x) =
d

dx

(
1√
π

∫ x

a

f(t)√
x− t

dt

)
.

Esto comprueba el comportamiento observado en los ejemplos 6 y 7.

Ejemplo 8. Calcular RLD
1/2
−∞cos(bx) y RLD

1/2
−∞sen(bx). De acuerdo con la obser-

vación 4, es suficiente con derivar una vez la media integral de las funciones seno y
coseno, las cuales ya fueron obtenidas previamente en el ejemplo 5. Es decir, simple-
mente podemos realizar lo siguiente:2

RLD
1/2
−∞cos(bx) =

d

dx

(
cos(bx− π/4)√

b

)
= −

√
bsen(bx− π/4) =

√
bcos(bx+ π/4).

RLD
1/2
−∞sen(bx) =

d

dx

(
sen(bx− π/4)√

b

)
=

√
bcos(bx− π/4) =

√
bsen(bx+ π/4).

Ejemplo 9. Calcular la media derivada de RL de f(x) = x, para a = 0. De acuerdo

con la observación 4 basta con derivar D
−1/2
0 x, esta última ya se cálculo en el ejemplo

2, es decir:

2En el resultado se utilizaron las identidades de desfase de ángulo entre senos y cosenos, que

establecen que sen(θ − π/4) = cos(θ + π/4) y cos(θ − π/4) = sen(θ + π/4).
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RLD
1/2
0 x =

d

dx
D

−1/2
0 x

=
d

dx

(
4x

√
x

3
√
π

)
=

d

dx

(
4x3/2

3
√
π

)
=

2x1/2

√
π

= 2

√
x

π
.

Ejemplo 10. Calcular la derivada de RL de orden α con 0 ≤ α ≤ 1 de la función
constante f(x) = c desde a > 0. Usando el resultado enunciado en la observación 4
y el resultado obtenido del ejemplo 1, se puede obtener la derivada solicitada de la
siguiente manera:

RLD
α
a c =

d

dx
D−α

a c

=
d

dx
D−α

a c

=
d

dx

(
c(x− a)α

Γ(α+ 1)

)
=

αc(x− a)α−1

Γ(α+ 1)

=
c

Γ(α)(x− a)1−α
.

Es importante resaltar que la derivada fraccionaria de orden α de RL con 0 ≤ α ≤ 1
de una constante, no es cero.

6. Derivada fraccionaria de Caputo

La derivada fraccionaria de Caputo, propuesta por el f́ısico matemático italiano Mi-
chele Caputo en 1969, es una extensión del concepto de derivada a orden fraccionario.
A diferencia de la derivada fraccionaria de Riemann-Liouville, la derivada de Caputo
sigue un enfoque distinto. En la derivada fraccionaria de Riemann-Liouville, primero
se integra y posteriormente se deriva, por otro lado, en la derivada fraccionaria de
Caputo ocurre el proceso inverso: se deriva primero y posteriormente se integra. Esta
diferencia en el orden de las operaciones tiene implicaciones significativas en la inter-
pretación y aplicaciones de estas derivadas, permitiendo una mejor comprensión f́ısica
de las condiciones iniciales en diversos problemas aplicados [6]. La derivada de Caputo
de orden α se plantea en la siguiente definición:

Definición 3 (Derivada fraccionaria de Caputo). Si f es una función definida en
[a, b], entonces la derivada fraccionaria de Caputo de orden α es:

CD
α
a f(x) =

1

Γ(n− α)

∫ x

a

(x− t)n−α−1 dn

dtn
f(t)dt.(37)

Donde n− 1 ≤ α ≤ n para n = ⌈α⌉ [6, 33, 35, 16, 26, 24].

La derivada fraccionaria de Caputo ha sido ampliamente utilizada en diversos
campos de la ciencia y la ingenieŕıa, incluyendo la f́ısica, la mecánica de medios
continuos, la teoŕıa de control, entre otros [9, 35, 27]. Su enfoque inverso en el proceso
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de derivación e integración proporciona ventajas prácticas en el modelado y solución
de ecuaciones diferenciales con condiciones iniciales no locales o históricas.

La diferencia fundamental entre la derivada fraccionaria de Riemann-Liouville
y la derivada fraccionaria de Caputo radica en el tratamiento de las condiciones
iniciales. En el caso de la derivada fraccionaria de Riemann-Liouville, las condiciones
iniciales se expresan en términos de integrales, lo que puede llevar a dificultades en la
interpretación f́ısica y la solución de problemas. Por otro lado, la derivada fraccionaria
de Caputo utiliza las condiciones iniciales en forma de derivadas de orden entero, lo
que facilita su interpretación y manejo [9, 35].

En resumen, la derivada fraccionaria de Caputo, al invertir el orden de la derivación
e integración en comparación con la derivada fraccionaria de Riemann-Liouville, ofrece
un enfoque alternativo y más conveniente para el modelado y la solución de problemas
con condiciones iniciales históricas. Su utilización en diversos campos ha demostrado
su capacidad para describir fenómenos complejos y proporcionar una herramienta
poderosa para el análisis de sistemas con memoria.

A continuación se muestran algunos ejemplos puntuales de derivadas fraccionarias
de tipo Caputo para ilustrar la obtención de las mismas.

Ejemplo 11. Calcula la derivada de orden α con 0 ≤ α ≤ 1 tipo Caputo de
f(x) = c. Basta con tomar la definición de la derivada fraccionaria de tipo Caputo
con n = 1, y reemplazar, es decir:

CD
α
a c =

1

Γ(1− α)

∫ x

a

(x− t)1−α−1 d

dt
(c)dt

=
1

Γ(1− α)

∫ x

a

(x− t)−α0dt

=
1

Γ(1− α)

∫ x

a

0dt

= 0

Se puede apreciar cómo a diferencia de la derivada fraccionaria de RL, en el sentido
de Caputo la derivada fraccionaria de una constante, es cero, mientras que en el sentido
de RL, no.

Observación 5. La derivada de Caputo, al igual que la derivada de RL, se puede
expresar como una combinación de una derivada entera y una integral fraccionaria.
Sin embargo, en el caso de la derivada de Caputo, se aplica primero la derivada n y
luego la integral de orden n− α, donde α representa el orden fraccionario deseado de
la derivada. Esta secuencia de operaciones asegura que el operador final tenga el orden
fraccionario α, esto es:

CD
α
a f(x) = D−(n−α)

a Dnf(x)

=
1

Γ(n− α)

∫ x

a

(x− t)n−α−1 dn

dtn
f(t)dt.

Esto permite facilitar el cálculo de muchas derivadas fraccionarias, por ejemplo,
para la media derivada de Caputo se puede hacer considerando n = 1, de forma que
se obtiene:

CD
1/2
a f(x) =

1

Γ(1/2)

∫ x

a

(x− t)−1/2 d

dt
f(t)dt(38)

=
1√
π

∫ x

a

f ′(t)√
x− t

dt.(39)
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Ejemplo 12. Calcular la media derivada de Caputo para la función f(x) = ebx,
desde un valor a. Se reemplaza f(x) = ebx en (38), con lo que se obtiene:

CD
1/2
a ebx =

1√
π

∫ x

a

bebt√
x− t

dt

= b
1√
π

∫ x

a

ebt√
x− t

dt

= bD−1/2
a ebx.

Pero en el segundo miembro sale la media integral de ebx que ya hicimos en el
ejemplo 3. De modo que al reemplazarla se obtiene:

CD
1/2
a ebx = b

ebxerf(
√
b
√
x− a)√

b

=
√
bebxerf(

√
b
√
x− a).

Se puede observar la diferencia con la derivada de RL. Un resultado al menos curioso

para la función exponencial es que: CD
1/2
−∞ebx =RL D

1/2
−∞ebx =

√
bebx, es decir, ambos

en el caso que a → −∞ coinciden con lo mostrado en (14).

Otras funciones interesantes para poner a prueba con la derivada fraccionaria de
Caputo son aquellas que están definidas mediante integrales definidas. Esto se debe
a que, al ser un operador en el que primero se deriva y luego se integra, resulta
particularmente fácil para funciones como Si(x) 3 y erf(x). Estas funciones podŕıan
ser evaluadas y analizadas con facilidad utilizando la derivada fraccionaria de Caputo.

Ejemplo 13. Calcular la media derivada de Caputo de la función error, con a > 0.
Basta con aplicar (38) sobre la función error.

CD
1/2
a erf(x) =

1√
π

∫ x

a

(
1√
x− t

· d(erf(t))
dt

)
dt

=
1√
π

∫ x

a

(
1√
x− t

· 2e
−t2

√
π

)
dt

=
2

π

∫ x

a

(
e−t2

√
x− t

)
dt.

Se puede observar cómo la media derivada de Caputo de la función error también
se puede expresar como una integral definida pues no tiene primitiva elemental. En la
figura 1 se muestra una gráfica de esta función considerando a → 0.

Ejemplo 14. Calcular la media integral de Caputo de la función Si(x) con a > 0.
Se reemplaza en (38) y se obtiene:

3La función Si(x) se llama integral seno y se usa en diversas áreas de las matemáticas y la f́ısica. Se

define como Si(x) =
∫ x
0

sin(t)
t

dt. Esta función aparece en problemas relacionados con la propagación

de ondas, la mecánica cuántica, la teoŕıa de control y otros campos de la f́ısica y la ingenieŕıa. También
es de interés en el estudio de funciones especiales y teoŕıa de funciones complejas.
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Figura 1. Gráfica de la media derivada de Caputo de la función
error cuando a → 0. La imagen es de autoŕıa propia realizada en
Julia.

CD
1/2
a Si(x) =

1√
π

∫ x

a

(
1√
x− t

· d(Si(t))
dt

)
dt

=
1√
π

∫ x

a

(
1√
x− t

· sen(t)
t

)
dt

=
1√
π

∫ x

a

(
sen(t)

t
√
x− t

)
dt.

Es notorio, al igual que en el ejemplo anterior, la media derivada de Caputo de
la función Si(x) también se puede expresar como una integral definida pues no tiene
primitiva elemental, una gráfica de esta figura se muestra en la figura 2 para el caso
a → 0.

Ejemplo 15. Calcular la derivada fraccionaria de orden α con 0 ≤ α ≤ 1 tipo
Caputo de la función f(x) = x. Se aplica la definición de la derivada fraccionaria de
tipo Caputo sobre x. Como el orden de la derivada está entre 0 y 1 se toma n = 1,
esto es:
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Figura 2. Gráfica de la media derivada de Caputo de la función
integral del seno cuando a → 0. La imagen es de autoŕıa propia
realizada en Julia.

CD
α
ax =

1

Γ(1− α)

∫ x

a

(x− t)1−α−1 dt

dt
dt

=
1

Γ(1− α)

∫ x

a

(x− t)−αdt

=
1

Γ(1− α)

(
− (x− t)1−α

1− α

)∣∣∣∣x
a

=

(
(x− t)1−α

(1− α)Γ(1− α)

)∣∣∣∣a
x

=
(x− a)1−α

Γ(2− α)
.

Si se toma a = 0, la expresión queda como: CD
α
0 x = (x−0)1−α

Γ(2−α) . En la Figura 3 se

puede apreciar el comportamiento para distintos valores de α.

7. Transformada de Laplace en Derivadas Fraccionarias

La transformada de Laplace es una poderosa herramienta matemática utilizada
en el estudio de ecuaciones diferenciales y sistemas dinámicos. Hasta ahora, hemos
explorado las definiciones y algunos ejemplos puntuales de las derivadas fraccionarias
de Riemann-Liouville y Caputo. En esta sección, abordaremos cómo la transformada
de Laplace se relaciona con las derivadas fraccionarias y cómo puede ser aplicada para
resolver ecuaciones diferenciales fraccionarias.
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Figura 3. Gráfica de la derivada fraccionaria de Caputo de la fun-
ción x tomando a = 0, se puede apreciar el comportamiento de la
derivada para algunos valores de α entre 0 y 1. La imagen es de au-
toŕıa propia realizada en Julia.

La transformada de Laplace de una función f(t) viene dada por la siguiente
definición:

Definición 4 (Transformada de Laplace de f). Si f es una función que está
definida para t ≥ 0, entonces la transformada de Laplace de f es la función F dada
por:

F (s) = L{f(t)} =

∫ ∞

0

e−stf(t)dt,(40)

siempre que la integral exista y en donde s es un número complejo para el cual

ĺım
a→∞

∫ ∞

0

e−stf(t)dt converge.

La transformada de Laplace nos permite cambiar el dominio de una función t (que
normalmente representa el tiempo en problemas de aplicación) al dominio complejo s,
lo que simplifica el análisis y resolución de ecuaciones diferenciales.

En el contexto de las derivadas fraccionarias, la transformada de Laplace también se
extiende para abarcar estas operaciones. Para comenzar, la transformada de Laplace
de la integral fraccionaria de RL se define como muestra la siguiente definición:

Definición 5 (Transformada de Laplace de la integral fraccionaria de RL). Si f(t)
es una función definida para t ≥ 0, entonces la transformada de Laplace integral
fraccionaria de RL es:

L{RLI
α
a f(t)} = L{RLD

−α
a f(t)} = s−αF (s),(41)

con α ∈ (0, 1) siendo el orden de integración.
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Este resultado se puede deducir directamente de aplicar la transformada de Laplace
sobre la integral fraccionaria.

De igual manera, resulta interesante preguntarse si la transformada de Laplace se
puede aplicar sobre las derivadas fraccionarias vistas hasta ahora: la respuesta es śı.
Para las transformadas de Laplace de las derivadas fraccionarias de RL y Caputo
podemos plantear las siguientes definiciones:

Definición 6 (Transformada de Laplace de la derivada fraccionaria de RL). Si
f(t) es una función definida para t ≥ 0, entonces la transformada de Laplace derivada
fraccionaria de orden α de RL es:

L{RLD
α
a f(t)} = sαF (s)−

n−1∑
k=0

skf (α−k−1)(0),(42)

donde RLD
α
a es la derivada fraccionaria de Riemann-Liouville de orden α para n−1 ≤

α ≤ n y f (α−k−1)(0) representa las derivadas fraccionarias de f(t) evaluadas en t = 0.

Esta ecuación presenta una limitación en cuanto a las condiciones iniciales nece-
sarias, ya que éstas deben ser de orden fraccionario. Sin embargo, a su vez, esto nos
conduce a una interesante ĺınea de investigación conocida como ecuaciones diferen-
ciales fraccionarias. Para la derivación fraccionaria de Caputo se tiene la siguiente
definición:

Definición 7 (Transformada de Laplace de la derivada fraccionaria de Caputo). Si
f(t) es una función definida para t ≥ 0, entonces la transformada de Laplace derivada
fraccionaria de orden α de Caputo viene dada por:

L{CDα
a f(t)} = sαF (s)−

n−1∑
k=0

sα−k−1f (k)(0).(43)

Donde CD
α
a es la derivada fraccionaria de Caputo de orden α, para n − 1 ≤ α ≤ n

con n = ⌈α⌉ y f (k)(0) representa las derivadas de f(t) evaluadas en t = 0.

Lo que resulta fascinante y altamente beneficioso de la transformada de Laplace de
la derivada fraccionaria de Caputo es que las condiciones iniciales utilizadas involucran
derivadas elementales de orden entero que tienen interpretaciones f́ısicas conocidas.
Este hecho es sumamente relevante en el contexto de las aplicaciones de los operadores
fraccionarios.

La transformada de Laplace en derivadas fraccionarias es un tema activo de
investigación y tiene aplicaciones en diversos campos, como la f́ısica, la ingenieŕıa,
la bioloǵıa y la economı́a. La capacidad de analizar y resolver ecuaciones diferenciales
fraccionarias utilizando la transformada de Laplace proporciona una herramienta
invaluable para comprender sistemas complejos y fenómenos no lineales [35, 16, 29].

Estos avances y descubrimientos recientes siguen enriqueciendo nuestra compren-
sión de las derivadas fraccionarias y su relación con la transformada de Laplace, y
ofrecen nuevas oportunidades para resolver problemas en diversas áreas de la ciencia
y la ingenieŕıa. Los siguientes ejemplos ayudarán a ilustrar cómo se utiliza la trans-
formada de Laplace en las derivadas fraccionarias de RL y Caputo:

Ejemplo 16 (Derivada fraccionaria de Caputo). Dada la función f(t) = t + 1

y una derivada fraccionaria de RL de orden α = 1
2 , la cual denotamos como CD

1
2
0 ,

la condición inicial para este ejemplo es f(0) = 1. La transformada de Laplace de

CD
1
2
0 f(t) es:

L{CD
1
2
0 f(t)} = s

1
2F (s)− s

−1
2 f(0).
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Por el orden de la derivada se toma n = 1, sustituyendo f(t) = t+ 1 y f(0) = 1, y
dado que F (s) = L(t+ 1) = 1

s2 + 1
s obtenemos:

L{CD
1
2
0 (t+ 1)} = s

1
2 ·
(

1

s2
+

1

s

)
− s−1/2 · (1)

= s−3/2 + s−1/2 − s−1/2

=
1

s
√
s
.

Ejemplo 17 (Derivada fraccionaria de RL). Ahora consideremos la función g(t) =
√
t y una derivada fraccionaria de RL de orden α = 1

2 , que denotamos como RLD
1
2
0 .

Las condiciones iniciales son g(0) = 0 y RLD
− 1

2
0 g(0) = 0. La transformada de Laplace

de RLD
1
2
0 g(t) se calcula considerando n = 1, esto es:

L{RLD
1
2
0 g(t)} = s

1
2G(s)− s0RLD

− 1
2

0 g(0).

Sustituyendo g(t) =
√
t, g(0) = 0, RLD

− 1
2

0 g(0) = 0 y dado que L{
√
t} =

√
π

2s3/2

obtenemos:

L{RLD
3
2
0

√
t} = s

1
2

√
π

2s3/2
− 1 · 0

=

√
π

2s
.

Antes de adentrarnos en el estudio de las ecuaciones diferenciales fraccionarias, es
relevante presentar algunas definiciones y proposiciones que resultan fundamentales
para comprender este tema. Entre ellas, se destacan la función de Mittag-Leffler de
dos parámetros Eα,β y su transformada de Laplace. Estas herramientas serán de gran
utilidad en nuestro análisis y abordaje de las ecuaciones diferenciales fraccionarias.

Definición 8 (Función de Mittag-Leffler). La función de Mittag-Leffler de dos
parámetros Eα,β se define mediante la siguiente serie infinita:

Eα,β(z) =

∞∑
k=0

zk

Γ(αk + β)
,(44)

en donde z es una variable compleja y α, β son constantes complejas con parte real
positiva. Algunos casos particulares de la función de Mittag-Leffler son:

E1,1(z) = ez.

E0,1(z) =
1

1− z
.

E2,1(z) = cosh
√
z.

La función de Mittag-Leffler tiene un papel importante en el análisis y la solución
de ecuaciones diferenciales fraccionarias, y sus propiedades especiales en casos parti-
culares la hacen especialmente valiosa en diversas aplicaciones matemáticas y f́ısicas.

Proposición 9. Sean k ∈ N, a ∈ R y α, β ∈ C. Entonces para t > 0 y de acuerdo
con [34] se cumple que:

L
{
tαk+β−1E

(k)
α,β(at

α)
}
(s) =

k!sα−β

(sα − a)k+1
,

con [s] > |a|1/α, donde [s] representa la parte entera de s. En consecuencia,
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L−1

{
k!sα−β

(sα − a)k+1

}
(s) = tαk+β−1E

(k)
α,β(at

α).

Ejemplo 18. Resuelva la siguiente ecuación diferencial fraccionaria usando la

transformada de Laplace: CD
3/2
0 y(x) − y(x) = δ(x)4 con y(0) = y′(0) = 0. Se aplica

la transformada de Laplace a toda la ED, aplicando la transformada de Laplace de la
derivada fraccionaria de Caputo:

L{CD3/2
0 y(x)} − L{y(x)} = L{δ(x)}

s3/2Y (s)− Y (s) = 1

Y (s) ·
(
s3/2 − 1

)
= 1

Y (s) =
1

s3/2 − 1
.

Luego, se aplica la transformada inversa de Laplace a Y (s) con lo que se obtiene:

L−1{Y (s)} = L−1

{
1

s3/2 − 1

}
.

Por la proposición 9 tomando a = 1, k = 0, α = β = 3/2 se tiene que:

L−1{Y (s)} = L−1

{
1

s3/2 − 1

}
= x3/2·0+3/2−1E

(0)
3
2 ,

3
2

(
1 · x3/2

)
= x1/2E

(0)
3
2 ,

3
2

(
x3/2

)
=

√
xE

(0)
3
2 ,

3
2

(
x
√
x
)

=
√
xE 3

2 ,
3
2

(
x
√
x
)
.

Finalmente, la solución es5:

y(x) =
√
xE 3

2 ,
3
2

(
x
√
x
)
.

8. Interpretación f́ısica y geométrica de la derivada fraccionaria

La interpretación f́ısica de la derivada fraccionaria se relaciona con su aplicación
en fenómenos f́ısicos y sistemas dinámicos. Una interpretación común es considerarla
como una medida de la memoria o “influencia a largo plazo” que una variable tiene
sobre otra. Mientras que la derivada de orden entero se enfoca en la influencia
instantánea, la derivada fraccionaria considera la influencia acumulada a lo largo del
tiempo [36]. Esto resulta especialmente útil en sistemas no Markovianos, donde las
variables pueden tener una dependencia temporal compleja y retener información de
su historia pasada. Además, la derivada fraccionaria se utiliza para modelar fenómenos
de difusión en medios heterogéneos o no lineales, proporcionando un enfoque más
preciso para describir la propagación de part́ıculas en sistemas con comportamientos
no lineales o aleatorios [7].

Por otro lado, la interpretación geométrica de la derivada fraccionaria se centra en
su capacidad para describir caracteŕısticas de curvas y superficies. En este contexto,
se considera como una medida de la “rugosidad” o “aspereza” de una curva. Mientras
que la derivada de orden entero captura las variaciones locales de una curva, la
derivada fraccionaria proporciona información sobre las variaciones a diferentes escalas

4Donde δ(x) es la función delta de Dirac.
5En lo sucesivo, escribiremos E

(0)
α,β = Eα,β para referirnos a la derivada 0 de la función de Mittag-

Leffler.
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y niveles de detalle, permitiendo caracterizar y cuantificar la complejidad estructural
de objetos geométricos. Esta interpretación encuentra aplicaciones en el estudio de
fractales y estructuras autosemejantes, donde la derivada fraccionaria se utiliza para
medir el grado de autosemejanza y describir la estructura fractal de objetos en diversas
disciplinas cient́ıficas [42, 28].

En conclusión, la derivada fraccionaria presenta interpretaciones f́ısicas y geométri-
cas fundamentales que tienen importantes implicaciones en la comprensión de varios
fenómenos y la descripción de estructuras en diversas áreas cient́ıficas. Su capacidad
para capturar influencias a largo plazo en sistemas dinámicos, aśı como su habilidad
para caracterizar la rugosidad y autosemejanza en objetos geométricos, la convierten
en una herramienta invaluable en campos como la f́ısica, la bioloǵıa, la qúımica y
otras disciplinas cient́ıficas donde se busca un mayor nivel de precisión y detalle en el
análisis de fenómenos y estructuras.

9. Ley de enfriamiento de Newton

La ley del enfriamiento de Newton es un principio fundamental en la f́ısica que
describe la pérdida de calor de un objeto en contacto con un ambiente más fŕıo con
el tiempo, siendo ampliamente estudiado en diversas áreas como la meteoroloǵıa y la
ingenieŕıa. Sin embargo, en las últimas décadas, ha surgido un campo emocionante de
investigación que involucra la derivada fraccionaria en la ley del enfriamiento de New-
ton [31]. La derivada fraccionaria, que extiende el concepto tradicional de derivada a
órdenes fraccionarios, permite capturar fenómenos más complejos que no se explican
completamente con la derivada clásica. La ley del enfriamiento de Newton fraccionaria
proporciona una nueva perspectiva y comprensión más profunda de la disipación de
calor en sistemas f́ısicos, modelando situaciones donde la velocidad de enfriamiento
presenta comportamientos intermedios y más sofisticados [40]. En esta sección se ex-
ploran las aplicaciones y consecuencias de la ley del enfriamiento de Newton fracciona-
ria, analizando cómo la inclusión de la derivada fraccionaria afecta el comportamiento
térmico de objetos en su entorno [40]. Se abordan enfoques matemáticos y f́ısicos para
resolver y comprender las ecuaciones diferenciales fraccionarias asociadas con esta ley,
y se examinan las diferencias con las soluciones clásicas [14, 12, 37, 23].

Ley de enfriamiento de Newton. En un cuerpo que se está enfriando, la tasa de
cambio de la temperatura T (t) con respecto al tiempo t es directamente proporcional
a la diferencia entre la temperatura del cuerpo T (t) y la temperatura TA del entorno
en el que se encuentra. Esto es:

dT

dt
= k(T − TA),(45)

donde k < 0 es una constante de proporcionalidad.
Resolvemos la ecuación (45) por el método de resolución de factor integrante para

ecuaciones diferenciales lineales de primer orden:

dT

dt
= kT − kTA,

dT

dt
− kT = −kTA.

El factor integrante es µ = e
∫
−kdt = e−kt, multiplicando ambos lados de la ecuación

diferencial por el factor integrante:(
dT

dt
− kT

)
e−kt = (−kTA) e

−kt,

d

dt
Te−kt = −kTAe

−kt.

Integrando ambos miembros respecto a t:
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∫
d

dt
Te−ktdt =

∫
−kTAe

−ktdt

Te−kt = TAe
−kt + c1

T =
TAe

−kt + c1
e−kt

T = TA + c1e
kt.

Ahora, imponemos las siguientes condiciones iniciales T (0) = T0, T (t0) = a para
encontrar el valor de las constantes c1 y k. Primero haciendo T (0) = T0:

T0 = TA + c1e
0

T0 = TA + c1

c1 = T0 − TA.

Por otra parte, ahora aplicando la condición T (t0) = a se tiene que:

a = TA + c1e
kt0

a = TA + (T0 − TA)e
kt0

a− TA = (T0 − TA)e
kt0

ekt0 =
a− TA

T0 − TA

ln
(
ekt0

)
= ln

(
a− TA

T0 − TA

)
kt0 = ln

(
a− TA

T0 − TA

)
k =

1

t0
ln

(
a− TA

T0 − TA

)
.

Por lo tanto, la solución a la ecuación diferencial ordinaria es:

T = TA + (T0 − TA)e
1
t0

ln
(

a−TA
T0−TA

)
t
,

donde TA representa la temperatura del medio que rodea al objeto, T0 la temperatura
inicial y a el valor de la temperatura después de haber transcurrido un tiempo t0.

Ejemplo 19 (Enfriamiento de una barra metálica). Supongamos que una barra
metálica a una temperatura de 50◦F se pone en un cuarto a una temperatura de 5◦F .
Después de 10 minutos la temperatura de la barra es 25◦F . Vamos a calcular el tiempo
que tarda la barra en llegar a una temperatura de 10◦F . Por una parte las condiciones
iniciales son: T0 = 50, TA = 5, t0 = 10, a = 25. Remplazando en la solución de la
ecuación diferencial ordinaria

T = 5 + 45e
1
10 ln(

4t
9 ).

Para saber cuánto tiempo tardará la barra en llegar a una temperatura de 10◦F
igualamos la ecuación anterior a 10:

5 + 45e
1
10 ln(

4t
9 ) = 10.

Despejando t tenemos que t ≈ 27 minutos.
Ahora tratemos el caso fraccionario, por lo cual haremos uso de las ecuaciones

diferenciales fraccionarias. Consideremos el siguiente problema de valor inicial análogo
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a la ley de enfriamiento de Newton pero en su versión fraccionaria6.

CD
α
t T (t)− kT (t) = −kTA, t > 0, p = [α] + 1

Tn(0) = Tn, Tn ∈ R, n = 0, 1, 2 . . . p− 1.

Calculando la transformada de Laplace a la ecuación diferencial fraccionaria:

L{CDα
t T (t)− kT (t)} = L{−kTA}

L{CDα
t T (t)} − kL{T (t)} = −kTAL{1}

sαT (s)−
p−1∑
i=0

sα−i−1T i(0)− kT (s) = −kTA

s
.

Despejando T (s) y considerando las condiciones iniciales resulta:

T (s) =

p−1∑
i=0

sα−k−1

sα − k
Ti −

kTA

s(sα − k)
.

Pero notemos que:

T (s) =

p−1∑
i=0

sα−k−1

sα − k
Ti =

p−1∑
i=0

L{tiEα.i+1(kt
α)}(s).

Obteniendo la transformada inversa de Laplace de T (s):

T (t) = L−1

{
p−1∑
i=0

sα−k−1

sα − k
Ti −

kTA

s(sα − k)

}

= L−1

{
p−1∑
i=0

sα−k−1

sα − k
Ti

}
− kTAL−1

{
1

s(sα − k)

}
.

Usando las fórmulas para la transformada inversa de Laplace se obtiene:

T (t) =

p−1∑
i=0

Tit
iEα,i+1(kt

α)− kTAt
αEα,α+1(kt

α).

Ahora, supongamos que T (0) = 50, TA = 5, k = −0,08.
Caso α = 1

3 :

T (t) = 50E 1
3 ,1

(−0,08t
1
3 ) + 0,4t

1
3E 1

3 ,
4
3
(−0,08t

1
3 ) = y1.

Caso α = 1
2 :

T (t) = 50E 1
2 ,1

(−0,08t
1
2 ) + 0,4t

1
2E 1

2 ,
3
2
(−0,08t

1
2 ) = y2.

Caso α = 3
4 :

T (t) = 50E 3
4 ,1

(−0,08t
3
4 ) + 0,4t

3
4E 3

4 ,
7
4
(−0,08t

3
4 ) = y3.

Caso α = 1:

T (t)E = 5 + 45e−0,08t = y4.

En la figura 4 se representa gráficamente cada una de las soluciones anteriores usando
el software Julia [15].

6En este caso, el sub́ındice t en CDα
t hace referencia a que la derivada fraccionaria es con respecto

al tiempo.
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Figura 4. Gráfica de cada una de las soluciones obtenidas en el
ejemplo 19 para el problema de la ley de enfriamiento de Newton en
su versión fraccionaria. La imagen es de autoŕıa propia realizada en
Julia.

10. Discusión de Resultados

En esta sección, analizaremos los resultados obtenidos en el ejemplo del enfriamiento
de una barra metálica utilizando la ley de enfriamiento de Newton fraccionaria. En la
Figura 4, se presentan las gráficas de las soluciones obtenidas para diferentes valores
de α.

Se observa que a medida que α se acerca a 1, las soluciones fraccionarias se
aproximan a la solución clásica de la ecuación diferencial ordinaria. Esto tiene sentido,
ya que cuando α tiende a 1, la derivada fraccionaria se convierte en la derivada
ordinaria, y la ley de enfriamiento de Newton fraccionaria se reduce a la forma clásica.

Por otro lado, cuando α toma valores más bajos, las soluciones presentan comporta-
mientos más complejos y sofisticados. Esto es especialmente evidente en la gráfica con
α = 1

3 , donde se observa un comportamiento más abrupto y una tasa de enfriamiento
más lenta en comparación con las otras soluciones.

Es interesante notar que la inclusión de la derivada fraccionaria en la ley de
enfriamiento de Newton permite modelar sistemas con tasas de enfriamiento no
lineales y fenómenos de disipación de calor más complejos. Esta capacidad de capturar
comportamientos intermedios entre la disipación exponencial y lineal es crucial en
aplicaciones donde el enfriamiento sigue patrones no convencionales.

En resumen, la ley de enfriamiento de Newton fraccionaria ofrece una herramienta
poderosa y versátil para estudiar y modelar problemas de disipación de calor en diver-
sos sistemas f́ısicos. La combinación de las herramientas del cálculo fraccionario con
la ley clásica de enfriamiento de Newton abre nuevas posibilidades para comprender
y controlar procesos térmicos en la naturaleza y la tecnoloǵıa moderna.
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11. Conclusiones

En este trabajo, hemos explorado la aplicación de la derivada fraccionaria en la
ley del enfriamiento de Newton, un principio fundamental en la f́ısica que describe
cómo un objeto en contacto con un medio ambiente más fŕıo pierde calor con el
tiempo. Además, este trabajo ha ofrecido una introducción al cálculo fraccionario,
una extensión del cálculo tradicional que permite capturar fenómenos más complejos
que no se explican completamente con la derivada clásica.

Nuestros resultados muestran que la ley de enfriamiento de Newton fraccionaria
ofrece una perspectiva novedosa y profunda para entender los procesos de enfriamiento
en diversos sistemas f́ısicos. La capacidad de modelar tasas de enfriamiento no lineales
y fenómenos más complejos es crucial para aplicaciones en ingenieŕıa, ciencia de
materiales y otros campos.

Además, hemos comparado cómo las soluciones fraccionarias se aproximan a las
solucion clásica de orden entero cuando α tiende a 1, lo que resalta la versatilidad de
la ley de enfriamiento de Newton fraccionaria para abarcar tanto casos convencionales
como situaciones más especializadas.

En conclusión, la inclusión de la derivada fraccionaria en la ley de enfriamiento de
Newton ofrece una perspectiva más amplia y compleja en la modelación y compren-
sión de procesos de enfriamiento. Este enfoque, junto con la introducción al cálculo
fraccionario, representa una herramienta valiosa para estudiar sistemas térmicos en
situaciones donde las aproximaciones clásicas no son suficientes.
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27-30. Gröndah, Christiana.
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