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SUBASTAS COMO JUEGOS CON INFORMACION COMPLETA E
INCOMPLETA

TERESA PEREZ MUNOZ

RESUMEN. Las subastas son una de las principales aplicaciones de la teoria de
juegos. En 2020 fue otorgado el Premio Nobel de Economia a Paul Milgron
y Robert Wilson por sus contribuciones a las subastas. En este articulo, se
presentardn tres ejemplos de subastas con dos jugadores o jugadoras, en los cuales,
la valoracién que cada participante atribuye al bien subastado podria considerarse
publica o privada. Cuando la valoracién es publica el juego se considera de
informacién completa y se determinara el equilibrio de Nash o el equilibrio de
Nash perfecto en subjuegos. Sin embargo, si la valoracién es privada, el juego
se considera de informacién incompleta y se obtendra el equilibrio bayesiano de
Nash.

1. INTRODUCCION

Una subasta es un mecanismo de venta o compra, caracterizado por un conjunto de

reglas por el cual se determina la asignacién de recursos y su precio en funcion de las
pujas (una puja es lo que se estd dispuesto a dar, cantidad de dinero, por un producto)
de las o los participantes [1], [2], [4], [5], [7], [8], [10]. Los participantes en una subasta
son el vendedor o vendedora y el o los compradores, a los cuales denominaremos
jugadores o jugadoras y a la subasta en cuestion juego. La valoracion de un articulo
para un comprador o compradora es el precio mas alto que se esta dispuesto a pagar
por el mismo.
El plan de accién destinado a lograr un objetivo especifico se define como estrategia.
Una estrategia pura para un jugador o jugadora es un plan de accién determinista, sin
embargo, también se podrian tomar acciones de forma estocastica o aleatoria, lo cual
nos conduciria a estrategias miztas (1], [6], [9], [10], [11].

En términos generales podriamos describir una subasta como un juego en el cual
los compradores de un bien expresan su disposicion a pagar por éste mediante
pujas y el resultado del juego queda completamente determinado por la informacion
suministrada en forma de pujas y la valoraciéon que cada jugador o jugadora tienen
por el bien. Asi, cada resultado del juego determinard la ganancia final para cada
participante, la cual dependerad de si recibe o no el bien, y en caso de recibirlo, su
beneficio neto dependera del valor que dicho participante atribuya al bien [2], [5], [8].

La valoracién que cada participante atribuye al bien subastado podria considerarse
publica o privada. Cuando la informacién es publica, es decir, es del dominio de todos
los jugadores o jugadoras, se podra determinar el equilibrio de Nash si el juego estd en
forma normal y el equilibrio de Nash perfecto en subjuegos si tenemos la representacion
del juego en forma extensiva [1], [6], [10], [11]. Sin embargo, cuando la informacién es
privada, es decir, no todas las jugadoras o jugadores la conocen, el juego se considera
un juego con informacién incompleta [1], [6], [10], [11]. Los juegos con informacién
incompleta se pueden estudiar mediante técnicas probabilisticas como la férmula de
Bayes [1], [3], [6], [10], [11].

John Harsany desarrollé el andlisis de juegos con informacién incompleta y en 1994
recibié el Premio Nobel por este andlisis [3].
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El concepto mas importante en la teoria de juegos es el de equilibrio de Nash o el
equilibrio bayesiano de Nash, pues éste permite estabilizar en un sentido apropiado
un juego [1], [4], [6], [10], [11]. Por lo que es adecuado, para un buen entendimiento
de esta teoria, conocer las condiciones para garantizar la existencia de equilibrios de
Nash, as{ como las técnicas para su determinacién y/o aproximacion.

En este trabajo abordaremos ejemplos de subastas con dos jugadores o jugadoras;
a estos juegos se les llama bipersonales.

El trabajo esta organizado de la siguiente manera: en la Seccién 2, se estudian juegos
con informacién completa. Se presentan dos aplicaciones a subastas. Posteriormente,
en la Seccién 3 se analizan juegos con informacién incompleta mediante un ejemplo
aplicado a subastas. Finalmente, la Seccién 4 constituye las conclusiones.

2. JUEGOS CON INFORMACION COMPLETA

En esta seccién consideraremos una subasta como un juego con informacién com-
pleta, no cooperativo [1], [6], [10], [11], y las decisiones que tomen los o las jugadoras
serén de manera independiente y simultdnea [1], [6], [10], [11]. Ademds, ambos juga-
dores o jugadoras conoceran las estrategias que pueden seguir y cada uno tratara de
maximizar su utilidad, es decir, se supondra que las o los jugadores son racionales [1],
[6], [10] [11].

2.1. Juegos en forma normal. Un juego finito bipersonal en forma normal con
informacién completa se compone de los siguientes elementos:
= Un conjunto de jugadores o jugadoras J = {1, 2}.
= Un conjunto de acciones o estrategias puras para cada jugador o jugadora i,
i = 1,2. Denotaremos a estos conjuntos como: S;, ¢ = 1,2 y supondremos que
son finitos.
= Un conjunto de funciones de pagos, u;, i = 1,2, donde

u; : S1 X S9 — R para cada i € J.

Definicién 1. Un equilibrio de Nash (EN) para un juego bipersonal en estrategias
puras es una pareja de estrategias s* = (s7, s5) € S1 X S tal que

uy(sy, 85) > ui(s1,s5) para toda s; € Sp
uz (s, 85) > ua(s], s2) para toda sz € So.

2.1.1. Aplicacion a subastas. Rail y Pedro son los unicos participantes en una
subasta en sobre cerrado por una pintura al 6leo. Ambos estan dispuestos a realizar
una unica puja de forma simultanea por 1000 6 2000 pesos. Se da la pintura al jugador
que haya pujado la cantidad mayor, y en caso de empate se decide en un volado quién
se la lleva. El ganador paga la puja que ha realizado.
De acuerdo a lo anterior, se puede ver a la subasta como un juego con los siguientes

elementos:

= Jugadores: J; = Radl, J; = Pedro.

= Estrategias puras:

S1 = S92 = {1000, 2000}.
= Valoracién del objeto: Los dos jugadores saben que Radl valora la pintura en
3000 pesos y Pedro en 1500 pesos, entonces:

vy = 3000 y v = 1500.

= Utilidad o pago: Los pagos para cada jugador tendran que ver con la combina-
cién de estrategias y sus valoraciones respectivas. Si un jugador puja més que
el otro, es decir, s; > s;, entonces el jugador i pagard su puja y su ganancia
serd v; — S;, en caso contrario su ganancia serd 0. Si los jugadores pujan la
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misma cantidad, s; = s;, considerando que las valoraciones son independientes
se tiene que p(v;|v;) = p(v;); en caso de empate se decide en un volado, por
tanto, p(v;) = 1/2. De esta manera, las funciones de pago estardn dadas por
las ecuaciones (1) y (2):

0 S1 < So
vy — 8
(1) w1 (81, 52501, 02) = e

V1 — S1 S1 > So

0 So < 81
V2 — 52

2
Vg — S22 S92 > 81

(2) U2(81782;U1,02) = So = 81

En el Cuadro 1 se representa el juego en forma normal, el cual se compone de los
jugadores, las decisiones (estrategias) y los pagos.

Considerando las estrategias y valoraciones se determinan las utilidades para cada
jugador de acuerdo con las ecuaciones (1) y (2). Las primeras entradas del juego en
forma normal representan los pagos para Raul y las segundas entradas los pagos para
Pedro.

Por ejemplo, si Radl puja 2000 y Pedro puja 2000, entonces s; = so = 2000, de la
ecuacién (1), como Raul valora la pintura en 3000 pesos, entonces su ganancia serd:
(3000 — 2000)/2 = 500. Por otro lado, Pedro valora la pintura en 1500 pesos, de la
ecuacién (2), su pago serd: (1500 — 2000)/2 = —250.

Pedro
1000 2000
1000 | 1000, 250 | 0, -500
Raul | 2000 | 1000, 0 | 500, -250

CUADRO 1. Juego en forma normal.

Para determinar la solucién del juego, analizaremos la mejor respuesta para cada

jugador. Las mejores respuestas se subrayaran en el Cuadro 1. Suponiendo que Pedro
decide pujar 1000 (observamos la columna que corresponde a 1000 para Pedro), Ratl
podria pujar 1000 6 2000, en ambos casos su ganancia seria de 1000 pesos. Si Pedro
decide pujar 2000, a Ral le conviene pujar 2000, pues su ganancia seria de 500 pesos,
si pujara 1000 su pago seria 0.
Suponiendo que Rail puja 1000 (observamos la fila que corresponde a 1000 para Raiil),
a Pedro le conviene pujar 1000, pues su ganancia seria de 250 pesos, si pujard 2000
perderia 500 pesos. Si Radl decide pujar 2000 a Pedro le conviene pujar 1000, pues su
ganancia seria de 0, sin embargo, si puja 2000 perderia 250 pesos.

El o los equilibrios de Nash seran la combinacién de estrategias puras que tengan
ambas entradas subrayadas. Por tanto, del Cuadro 1, podemos observar que hay dos
equilibrios de Nash.

EN = {(1000, 1000), (2000, 1000)}
De los equilibrios de Nash se puede observar que Raul puede pujar 1000 6 2000 pesos,

en ambos casos no perderd; sin embargo, Pedro al tener una valoracién menor por la
pintura le conviene pujar 1000 pesos.
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2.2. Juego en forma extensiva. Los juegos dindmicos con informacién completa
son aquellos en los que las o los jugadores pueden tomar decisiones en distintos ins-
tantes del tiempo y donde cada jugador o jugadora conoce las funciones de pagos de
todos los jugadores o jugadoras. Su forma de representacién natural es la extensiva
[1], [6], [10], [11]. La forma extensiva de un juego representa la informacién con la que
cuenta cada jugador o jugadora en el momento de tomar una decisién. Ademds, cada
juego en forma extensiva se puede representar mediante un juego en forma normal,
en el cual las o los jugadores eligen de manera sumultdnea sus estrategias [10]. A este
tipo de juegos les podremos determinar su equilibrio de Nash y su equilibrio de Nash
perfecto en subjuegos (ENPS), el cual es una adecuacién y mejora con respecto al EN
(1), 6], [10], [11].

Un juego en forma extensiva se compone de los siguientes elementos:
= Un conjunto de jugadoras o jugadores J = {1, 2}.
= Un conjunto no vacio y finito de nodos X. Un nodo representa una posible si-
tuacion del juego. Hay un nodo inicial u origen (O), nodos de decisién y nodos
terminales (T'(X)).

Sea
c: X — X
x — o(x)
0(0) = O y para x # O, o(x) es el nodo inmediatamente predecesor de x.

= Un conjunto A de todas las posibles acciones para cualquier nodo de decisién
(no terminal) distinto del origen.

a: X-{0} - A
x — a(z)
La funcién « hace corresponder a cada nodo aquella accién a(z) que lleva desde
el nodo inmediato predecesor o(z) al nodo x.

= Un conjunto de nodos de decisiéon X; para cada jugador o jugadora ¢, en los
que el jugador ¢ tienen que elegir una accion.

U Xi = D(x)
icJ
Vi,j € J, coni # j, se verifica que X; N X; = @.
» Una familia de conjuntos de informacién' H y una funcién h que asigna a cada
nodo z un conjunto de informacién h(x) al que pertenece.

h:X — H
x +—  hx).
» Una funcién de pagos u, en donde u;(z) indica el pago o utilidad que recibe el
jugador o jugadora i si se ha alcanzado el nodo terminal x.
r:T(X) — R"
z = ulx) = (ur(z),u(x)).
Por tanto, un juego en forma extensiva I' estd compuesto de los siguientes elementos:

I'= {Ja (Xa U)v (Av O‘)v {Xi}iGJ» (A(h))hEHv u} :

Definiciéon 2. Dado un juego I' con informacién completa en forma extensiva, y

. e . ’ . . o . . ’

un nodo de decision = de I', decimos que I' es un subjuego de I' con inicio en x si I’
es una parte de I' que cumple con lo siguiente:

IEn general, un conjunto de informacién es un conjunto de nodos de decisién para el mismo
jugador o jugadora. Cuando una jugadora o jugador estd en un conjunto de informacién no sabe en
cudl de los nodos pertenecientes a dicho conjunto se encuentra [1], [6], [10], [11].
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1. Contiene al nodo x y a todos los nodos que siguen a z, y s6lo a ellos.
2. El nodo x es un conjunto de informacién unitario.
3. No rompe ningin conjunto de informacién.

El siguiente teorema se puede consultar en el libro [1].

TEOREMA 3. Un equilibrio de Nash perfecto en subjuegos (ENPS) es un equilibrio
de Nash en el que el comportamiento especificado en cada subjuego es un equilibrio de
Nash para el subjuego. Ademds, todo juego dindmico finito tiene un equilibrio de Nash
perfecto en subjuegos.

2.2.1. Aplicacion a subastas. Se subasta un billete de 1000 pesos entre Rail y
Pedro. Se juega por turnos, Rail empezard el juego. Aquél a quien le toca jugar puede
pasar (P), o pujar con 300 pesos més que el anterior (suponiendo que los tiene). Si un
jugador decide pasar, ya no puede pujar en una jugada posterior. Gana el tltimo en
pujar (se lleva el billete). Si ninguno ha pujado se llevan 500 pesos cada uno. Ambos
jugadores deberan pagar su ultima puja y ambos saben que tienen solamente 900
pesos.

Esta subasta la podemos representar como un juego con informacién completa en
forma extensiva mediante un diagrama de arbol (Figura 1).

X3
500, 500
P
X4
>0, 700
Pedro
700 0
-300, 400
Raul
Pedro
Raul

100, -600

F1GURA 1. Juego en forma extensiva.

De acuerdo a la descripcion de juegos en forma extensiva, se puede ver a la subasta
como un juego con los siguientes elementos:

s Jugadores: J; = Raal, J, =Pedro.
= El conjunto de nodos:

X ={0,x, 22,23, 4, x5, %6, T7, T8}

La funcién o de predecesores:

a(0) 0]

o(@1) = o(z2) =0,
o(xz) = o(xg) = x1,
o(xzs) = o(xg) = xa,
o(xy) = o(xg) = .

= El conjunto de acciones A es:

A = {P (pasar), 300 (pujar 300),600 (pujar 600),900 (pujar 900)}.
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La funcion «:

a(ry) = a(es) = a(zs) = alzr) =P,
a(rg) = a(rs) =300,

alzg) = 600,

alzg) = 900.

= El conjunto de nodos de decisién para los jugadores:
3) X1 = {0z},
(4) Xg = {.231 , xg}.

s El conjunto de todos los conjuntos de informacion:

Hy = {{O},{zs}},
Hy = {{a1},{z2}}
Por tanto,

H = {{O},{z1}, {z2}, {z6}}-

El conjunto de acciones disponibles en cada conjunto de informacion:

A({0}) = {P,300},

A({z1}) = {P,300},
A({z2}) = {P,600},
A({ze}) = {P,900}.
= Los nodos terminales y sus pagos:

r(zs) = (500,500),
r(zg) = (0,700),
r(zs) = (700,0),
r(zz) = (-300,400),
r(zg) = (100,—600).

Para representar el juego en forma normal se considera que ambos jugadores tienen
dos nodos en su conjunto de nodos de decisién (véase las ecuaciones (3) y (4) y la
Figura 2), debido a esto, las estrategias para ambos jugadores tienen dos entradas.
Raul tendra las estrategias {(P — P), (P — 900), (300 — P), (300 — 900)} y Pedro
{(P — P),(P — 600), (300 — P), (300 — 600)}. Nétese, por ejemplo, que la notacién
300-900 significa que en su primera elecciéon Raul elige pujar 300 y en su segunda
eleccién pujar 900.

p
i 900

P_~Raul P-900 P-600

o 300-P
o 00
Rail %6
<000
Radl 300-900 300-600

FiGurA 2. Decisiones para cada jugador.

Si Radl decide pasar en su primera eleccién y Pedro decide pasar en su primera
eleccién el pago serd 500 pesos cada uno, es decir, la combinacién de estrategias (P-
P, P-P), (P-P, P-600),(P-900, P-P) y (P-900, P-600) tienen pagos de 500 pesos para
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cada uno. Por otro lado, si Raul decide pasar en su primera eleccién y Pedro decide
pujar 300 pesos, Radl tendra un pago de 0 pesos y Pedro ganard 700 pesos, es decir,
la combinacién de estrategias (P-P, 300-P), (P-P, 300-600),(P-900, 300-P) y (P-900,
300-600) hara ganar solamente a Pedro.

Si Raul decide pujar 300 pesos en su primera eleccién (nodo O), Pedro podria pujar
o pasar. Si Pedro decide pasar Raul ganard 700 pesos después de pagar su puja, es
decir, la combinacién de estrategias (300-P, P-P), (300-P, 300-P), (300-900, P-P) y
(300-900, 300-P) le hard ganar solamente a Raul. Si Pedro decide pujar después de
que Ratl pujé 300 pesos, Pedro tiene que pujar 300 pesos més, es decir 600 pesos, en
este caso Rail podria decidir pujar o pasar. Si Rail decide pasar, tendra que pagar su
primera puja y no se llevaré el billete, Pedro pagaria su puja y se llevaria 400 pesos. La
combinacién de estrategias (300-P, P-600) y (300-P, 300-600) hace ganar a Pedro. Sin
embargo, si Raul decide pujar, tendria que pujar 300 pesos més, es decir, 900 pesos.
En este caso, Rail gana 100 pesos después de pagar su puja (pues ganaria el billete)
y Pedro tendria que pagar su tltima puja, es decir, pierde 600 pesos.

De esta manera, el juego en forma normal estéd representado en el Cuadro 2.

Pedro
P-P P-600 300-P | 300-600
P-P 500, 500 | 500,500 | 0,700 | 0,700
Radil P-900 | 500, 500 | 500,500 {0,700 | O, 700
300-P 700,0 |-300,400 | 700, 0 |-300, 400
300-900 | 700,0 | 100 ,-600 | 700, 0 | 100 , -600

CUADRO 2. Juego en forma normal.

Para determinar el equilibrio de Nash, subrayamos en el Cuadro 2 las mejores
respuestas en el juego en forma normal para cada jugador. Si Pedro decide P-P, a Rail
le conviene elegir 300-P 6 300-900, pues tendrd una ganancia de 700 pesos (primeras
entradas por columna del juego en forma normal), mientras que si elige P-P 6 P-900
obtendrd una ganancia de 500 pesos. Si Raul decide P-P, a Pedro le conviene elegir
300-P 6 300-600 (segundas entradas por fila de la matriz de pagos), pues tendrd una
ganancia de 700 pesos.

De esta manera, subrayamos las respuestas 6ptimas para ambos jugadores y los
equilibrios de Nash son la combinacién de estrategias que tenga ambas respuestas
subrayadas. Por tanto, hay dos equilibrios de Nash:

EN = {(300 — 900, P — P), (300 — 900,300 — P)}

Por otro lado, el algoritmo de induccién hacia atrds o algoritmo de Zermelo [1], [6],
[10], [11] permite determinar los ENPS (véase el Teorema 3).

Los subjuegos en la Figura 3, de acuerdo a la Definicién 2 son tres. Los nodos que
cada subjuego tiene son:

subjuego 1:{x1,x3, 24},
subjuego 2:{x¢, 7, Ts},
subjuego 3:{x2, x5, x¢, 7, T3}

De acuerdo al Teorema 3 y al algoritmo de Zermelo, el equilibrio de Nash perfecto
en subjuegos se compone de las mejores respuestas al podar el arbol.

El arbol se poda del final al principio, empezando por los subjuegos més pequenos
hasta llegar al origen. En cada vértice se observa el jugador que decide y se elegira la
rama que mayor pago le genere. En la Figura 3, en el nodo x; Pedro decidird; si elige



44 TERESA PEREZ MUNOZ

X

3
500, 500
P
K 300 ?o 700
Pedro ’
P X
700, 0
P X7
0 < 300 -300, 400
Raul X2 P
600
Pedro ————o ¥
Radl —20

8
100, -600

Ficura 3. ENPS.

P, su pago serd de 500 y si elige 300, su pago serd de 700, por ello, elegird 300, esta
rama se pinta de rojo y se poda el drbol (Figura 4). En el nodo z¢ Rail decide; si elige
P su pago serd -300 y si elige 900 su pago serd 100, por tanto, elegird 900, se pinta
la rama de rojo y se poda el arbol. Después de podar los subjuegos 1 y 2 se tiene la
Figura 4.

P
0< 300
Raul X2

Pedro |
edro 100,-600

F1GURA 4. Diagrama de arbol podando los subjuegos 1 y 2.

Posteriormente, considerando el nodo z (nodo de eleccién para Pedro) si Pedro
elige P, su pago serd de 0 y si elige 600, su pago sera de -600, por tanto, elegird P, se
pinta la rama de rojo y se poda el arbol. La Figura 5 representa el arbol después de
haber podado los tres subjuegos.

0,700

Raul
700,0

FiGURA 5. Diagrama de arbol podando los subjuegos 1, 2 y 3.

En el nodo inicial, Raul elige, si puja P su pago sera de 0 y si puja 300 su pago sera
de 700, por tanto, elegira pujar 300. Se pinta la rama que elegird de rojo terminando
el algoritmo de induccién hacia atras.

La Figura 3 muestra en color rojo todos los caminos de las mejores respuestas que
componen al ENPS:

ENPS = {(300 — 900,300 — P)}.

Observe que en este ejemplo de subasta, el ENPS C EN, por tanto, como se

menciond, se puede pensar al ENPS como un equilibrio refinado.
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3. JUEGOS CON INFORMACION INCOMPLETA

En las secciones anteriores hemos supuesto que la informacién es completa, es decir,
toda la informacién para describir el juego es de dominio publico. En esta seccién
analizaremos una subasta vista como un juego con informacién incompleta, por tanto,
existird alguna informacién que serd privada.

Harsanyi noté que cuando se estudian juegos con informacién incompleta, y se tiene
incertidumbre sobre las preferencias de los jugadores o jugadoras, pueden modelarse
conjuntamente a base de definir las utilidades de los jugadores o jugadoras directa-
mente en el espacio de estrategias [3].

Los juegos bayesianos estdticos se proponen modelizar aquellas situaciones de na-
turaleza estética en que cada jugador i tiene un conjunto de acciones disponibles A;,
pero ademds algunos o todos los jugadores o jugadoras disponen de alguna informa-
cién privada, y las preferencias de cada jugador o jugadora dependen, no sélo de las
acciones decididas por todos los jugadores o jugadoras, sino también de la informacién
privada de los jugadores o jugadoras. En estos juegos determinaremos el equilibrio ba-
yesiano de Nash (EBN) y seguiremos de cerca el libro de Fujiwara [3]. El EBN serd un
EN en caso de que la informacién privada se reduzca a nada [1], [2], [3], [6], [8], [10], [11].

Un juego bayesiano estdtico se compone de los siguientes elementos:
» Un conjunto de jugadoras o jugadores J = {1, 2}
= Un conjunto de acciones finito y no vacio A; para cada jugadora o jugador i.
= Un conjunto de estrategias S;, las cuales dependen de A;.
s Un conjunto de valoraciones Vi = {b1,ba,...,bn}, vy Vo = {c1,¢o,...,cm},
donde vy y vy son variables aleatorias concentradas en los conjuntos Vi y V5
respectivamente, con funcién de probabilidad conjunta dada por

p(bj,cx) ==plvi =bj,ve=c¢), j=1,..,nyk=1..,m
= Los pagos u;.
Por tanto, un juego bayesiano bipersonal Gp queda determinado de la siguiente
manera:
Gp ={J; A1, Az; S1,52; Vi, Vasur, ug}.
La siguiente definicién es tomada del libro [3] paginas 136-137.

Definicién 4. En el juego bayesiano bipersonal, el perfil estratégico s* = (s7, s3),
es un equilibrio bayesiano de Nash si

ZZul s1(by), s5(ck); by, cx)p(bj, cx) > Zul i), s5(ck); by, ex)p(by, cx)

n

j=1k=1 =1 k=1
Vs € Sl,
n m n m
Zzu2 81 SQ(Ck) ijck ijck Z ZUQ SZ(Ck)Mbj,Ck) (ijck)
j=1k=1 j=1k=1
Vsy € So

Nota 5. Se sugiere a la lectora o lector revisar el Lema 6.1, p. 137 del libro
de Fujiwara [3]. En este Lema se presenta una forma equivalente de establecer las
desigualdades de la definicion 4. En esta forma equivalente, en lugar de utilizar la
probabilidad conjunta p(b;, c), se utilizan las probabilidades condicionales:

p(v1 = bj | v2 = c)

p(v2 = ci | v1 = by).
Estas probabilidades condicionales se obtienen mediante la regla de Bayes, por lo cual,
se justifica el nombre de equilibrio bayesiano de Nash.
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3.1. Aplicacién a subastas. Raul y Pedro acuden a comprar una pieza de arte a
una subasta que tiene las siguientes reglas:

= Entregaran en sobre cerrado su puja o licitacién que puede ser 1000 o 2000
pesos.

= El licitante a quien se adjudique el objeto ha de pagar la puja que hizo.

= Se adjudica el objeto a aquel licitante que escribié la puja mas alta. Si las pujas
son iguales, se adjudica a uno de ellos, al azar, con probabilidad 1/2.

= Rail tiene una valoracién (cantidad méxima que estarfa dispuesto a pagar por
la pieza) de 1500 pesos, que es de dominio ptblico.

= Pedro tiene dos posibles valoraciones privadas, 1500 6 3000 pesos, que soélo él
conoce, pero a las cuales los demas atribuyen probabilidades iguales.

De acuerdo a lo anterior podemos describir a los elementos de la subasta con
informacion incompleta como:

= Jugadores: J; = Raul y J; = Pedro.
= Acciones:

A; = Ay = {1000, 2000}.
= Estrategias de Raul:
Sy = {1000, 2000}.
= Estrategias de Pedro:
SQ = {(.’131,,@2),1‘1 S A2 y X2 € AQ}

Pedro puja x; si su valoracién es 1500 y puja z9 si su valoracion es 3000.
= Valoraciones:

V1 = {1500}, V5 = {1500, 3000}.
Probabilidades de acuerdo a Vj:
p(vy = 1500) = 1,
1
p(ve = 1500) = p(vy = 3000) = 7

Probabilidad conjunta:

1

p(v1 = 1500, v5 = 1500) = 7,

1

p(v1 = 1500, = 3000) = 5.

= Pagos:

0 a1 < as
(5) ui(ay, ag; vy, va) = ! ;al a1 = ag
U1 — a1 ay > as
0 az < aq
(6) us(ay, ag; vy, va) = % ag = ay

Vo —az Qg > a1

La representacion del juego en forma normal ante la combinacion de estrategias para
cada jugador y ante las posibles valoraciones de los jugadores queda representada de
la siguiente manera:

= Considerando la valoracién de Raul v1 = 1500, la valoracién de Pedro vy = 1500
y las ecuaciones (5) y (6) tenemos el juego en forma normal para la combinacién
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de estrategias de cada jugador.
Por ejemplo, si s; = 1000 y s2 = 1000, entonces los pagos son los siguientes:

1500 — 1000
para Radl: uy = )f =250, y
3000 — 1000
para Pedro: us = )f = 500.
Pedro
1000 2000
Radl 1000 | 250, 500 | 0,0
2000 | -500, 0 |-250,0

CUADRO 3. Juego en forma normal considerando v; = 1500 y ve = 1500.

= Considerando la valoracién de Raul v1 = 1500, la valoracién de Pedro vo = 3000
y las ecuaciones (5) y (6) tenemos el juego en forma normal para la combinacién
de estrategias de cada jugador.

Por ejemplo, si s; = 2000 y s2 = 2000, entonces los pagos son los siguientes:

1500 — 2000
para Radl: v, = — = —250, y
3000 — 2000
para Pedro: us = — 5 = 500.
Pedro
1000 2000

1000 | 250, 1000 | 0, 1000

Ratl 560 T 500, 0 [ 250, 500

CUADRO 4. Juego en forma normal considerando v; = 1500 y v = 3000.

Para representar el juego en forma normal considerando las probabilidades de acuerdo
a V;, debemos de recordar que Pedro debera de pujar si su valoracién es 1500 y pujar
si su valoracion es 3000, por ello, el conjunto de estrategias para Pedro, siguiendo la
notacién dada en 2.2.1, es:

S2 = {1000 — 1000, 1000 — 2000, 2000 — 1000, 2000 — 2000}.

Tomando las representaciones del juego en forma normal (Cuadro 3 y Cuadro 4),
considerando el conjunto de estrategias Sy de Pedro y que cada valoracién tiene pro-
babilidad 1/2, los pagos de la subasta en forma normal con informacién incompleta se
determinan de la siguiente manera:

= Considerando s; = 1000 y s2 = 1000 — 2000, determinaremos los pagos para
cada jugador de acuerdo a la Definicién 4 (todos los demds casos se determinan
de igual manera):

el pago para Rail: u; = 250 p(v; = 1500, v2 = 2000) + 0 p(v; = 1500, vo = 3000)

1 1
w1 = 250 (2> +0 (2) =125, v

el pago para Pedro: us = 500 p(vq = 1500, v3 = 2000) + 1000 p(v; = 1500, v = 3000)

1 1
u1= 500 (2) + 1000 <2) =750
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Pedro Pedro
1000 2000 1000 2000
Radil 1000 | 250, 500 0,0 Radl 1000 | 250, 1000 | 0, 1000
2000 | -500, 0 | -250,0 2000 | -500, 0 | -250, 500
Azar
vy = 1500 (p = 1) vy = 3000 (1 —p=3)
e N\
Pedro
1000-1000 | 1000-2000 | 2000-1000 | 2000-2000
Radl 1000 250, 750 125,750 0,500 0,500
2000 -500,0 -375, 250 -375,0 -250, 250

CUADRO 5. Forma normal de la subasta con informacién incompleta.

En el juego en forma normal Cuadro 5 subrayamos las mejores respuestas para am-
bos jugadores y obtenemos los equilibrios bayesianos de Nash. Para Ratl comparamos
y subrayamos el pago més alto por columnas (primeras entradas del juego en forma
normal), mientras que para Pedro comparamos y subrayamos por filas los pagos més
altos (segundas entradas del juego en forma normal). Por tanto, tenemos dos equli-
brios bayesianos de Nash. A Rail le conviene pujar siempre 1000 pesos, sin embargo,
a Pedro le conviene pujar 1000 6 2000 pesos si Raul puja 1000 pesos.

EB={(1000, (1000 — 1000)), (1000, (1000 — 2000))} .

4. CONCLUSIONES

Las subastas constituyen una de las principales aplicaciones de los juegos estaticos
con informacién incompleta y se usan para comprar o vender diversos articulos. Su
importancia no ha dejado de crecer en las ultimas décadas. Existe una gran cantidad de
tipos de subastas, sin embargo, en este articulo corto solamente se consideran algunas
con dos jugadores o jugadoras, no obstante, se pueden estudiar subastas con més de
dos jugadoras o jugadores y con méas de dos estrategias [1], [4], [6], [8], [10]. Por ello
se invita a la lectora o lector a adentrarse al vasto mundo de subastas estudiadas
mediante la Teoria de Juegos.
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