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EL PROGRAMA DE LANGLANDS Y SU APLICACION AL
PROBLEMA INVERSO DE LA TEORIA DE GALOIS

ADRIAN ZENTENO

RESUMEN. En la ultima década, el estudio de la imagen de representaciones
de Galois asociadas a representaciones automorfas, via la correspondencia de
Langlands, ha resultado ser una estrategia muy efectiva para realizar grupos
finitos de matrices como grupos de Galois sobre Q. El objetivo de este articulo es
presentar una panoramica general del problema inverso de la teoria de Galois con
énfasis en algunos de los nuevos resultados obtenidos usando dicha estrategia.

1. INTRODUCCION

Sea F'/Q una extensién finita del campo de los niimeros racionales. A dicha exten-
sién siempre podemos asociarle un grupo finito G, a saber, el grupo de automorfismos
de F que dejan fijos a los elementos de Q. En particular, cuando F/Q es de Galois,
el grupo G es conocido como el grupo de Galois de la extensién F/Q y se denota por
Gal(F/Q). En un primer curso de Teoria de Galois, es un ejercicio comin calcular
el grupo de Galois de algunas extensiones finitas de Galois. Sin embargo, también
podriamos plantearnos de manera natural la pregunta inversa, es decir, dado un gru-
po finito G ;existe una extensiéon de Galois finita F'/Q tal que su grupo de Galois
Gal(F/Q) es isomorfo a G? Esta pregunta es conocida como el problema inverso de la
teoria de Galois.

Cuando G es un grupo abeliano la respuesta a esta pregunta es bien conocida y
puede obtenerse como consecuencia de la teoria de campos de clases (§ 2). Por otro
lado, a pesar de que este problema ha sido resuelto de manera afirmativa para muchas
familias de grupos finitos no abelianos, obtener una solucién completa al problema
inverso de la teoria de Galois continua siendo una importante area de investigacién.

Los primeros grupos finitos no abelianos para los cuales el problema inverso de la
teoria de Galois fue resuelto, fueron los grupos simétricos S,, y los grupos alternantes
A,. Estos grupos fueron realizados como grupos de Galois sobre Q por Hilbert
[35] en 1892, siendo dicha realizacién una consecuencia de su famoso teorema de
irreducibilidad el cual, de hecho, fue demostrado para dicho propédsito. En 1937,
resolviendo una serie de problema de encaje, Scholtz [65] y Reichardt [59] demostraron
que todos los p-grupos finitos ocurren como grupos de Galois sobre Q. Usando esta
misma estrategia, combinada con un complicado proceso de reduccién, Shafarevich
[71] logro realizar todos los grupos solubles como grupos de Galois sobre Q en 1954
[57, IX.6]. El dltimo gran avance del siglo pasado en el problema inverso de la teorfa
de Galois ocurrié en los 80, cuando Matzat, Thompson y varios otros matematicos
demostraron, utilizando el llamado método de rigidez, que todos los grupos simples
esporéadicos, a excepcién del grupo de Mathieu Ms3, pueden realizarse como grupos de
Galois sobre Q [52, §I1.9]. Para mds detalles sobre la historia y los diferentes métodos
utilizados para intentar resolver el problema inverso de la teoria de Galois en los siglos
XIX y XX invitamos al lector a consultar las siguientes referencias: [52] [70] [75] [76].

Desafortunadamente, los métodos antes mencionados han resultado ser poco efec-
tivos cuando se aplican a grupos de matrices con coeficientes en campos finitos y
solo han tenido éxito en algunos casos muy particulares cuando el campo finito posee
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un ndmero primo (o el cuadrado de un nimero primo) de elementos [52, §I1.10.2].
Sin embargo, en anos recientes el estudio de la imagen de representaciones de Galois
asociadas a representaciones automorfas (via la correspondencia de Langlands) con
ciertas condiciones locales, ha resultado ser una estrategia efectiva para realizar gru-
pos de matrices como grupos de Galois sobre Q, sin restricciones en la cardinalidad
de sus campos de coeficientes [1] [2] [3] [4] [27] [40] [41] [79] [80] [81] [82]. El objetivo
principal de este articulo es explicar el funcionamiento de dicha estrategia y presentar
algunos de los resultados mas relevantes obtenidos en lo que va de este siglo, en esta
particular linea de investigacién.

2. EL PROBLEMA INVERSO DE LA TEORfA DE GALOIS PARA GRUPOS ABELIANOS

El objetivo principal de la teoria de campos de clases es describir las extensiones de
un campo local o global en términos de la aritmética del propio campo. Para extensio-
nes abelianas, esta teoria fue desarrollada a finales del siglo XIX y principios del siglo
XX por Artin, Chevalley, Hasse, Hilbert, Kronecker, Takagi, Weber y muchos otros
mateméticos [53, DRAMATIS PERSONZE]. En esta seccién recordaremos brevemente di-
cha teoria y explicaremos cémo solucionar el problema inverso de la teoria de Galois
para grupos abelianos usando esta herramienta.

Sea F'un campo global y O su anillo de enteros. Recordemos que el anillo de adeles
Ap de F se define como el producto restringido H/U F, de todas las completaciones F,
de F en los lugares v de F' y el grupo de ideles I de F' se define como el producto
restringido H; F de todos los grupos multiplicativos F,*. Recordemos también, que
el grupo multiplicativo F'* se encaja de manera candnica en I via el encaje diagonal
x> (z,x,2,...), por lo que podemos definir el grupo de clases de ideles de F' como el
grupo topolégico Cr :=Ir/F*. En su versién global, la reciprocidad de Artin afirma
que existe un tnico homomorfismo continuo

Or : Cp — Gal(F?*®/F)

conocido como el mapeo global de Artin, tal que para cada extensién E/F contenida
en la extensién maxima abeliana F* de F, el homomorfismo 0/ p : Cr — Gal(E/F)
(obtenido al componer fr con el mapeo cociente Gal(F**/F) — Gal(E/F)) es
suprayectivo con nicleo el subgrupo norma Ng,r(Cg) < Cr e induce el isomorfismo
Cr/Ng/r(Cg) = Gal(E/F). Otro resultado importante es el teorema de existencia
global, el cual afirma que para cada subgrupo abierto H < Cr de indice finito, existe
una tnica extension abeliana finita E/F en F*" tal que H = Ng/r(CEg).

Combinando los resultados anteriores y tomando completaciones profinitas, obte-
nemos el teorema principal de la teoria de campos de clases global, el cual afirma que
para cualquier campo global F', el mapeo global de Artin 6z induce un isomorfismo
canoénico de grupos profinitos

Op : Cp — Gal(F*®/F)
que a su vez, induce la siguiente correspondencia:
{Subgrupos abiertos de indice finito H < C’F} — {Extensiones abelianas fintias E/F }

la cual describe a las extensiones abelianas de F' en términos de los subgrupos de Cp.
En particular, si F' = Q, podemos calcular el grupo de clases de ideles de Q y sus
subgrupos norma (que se corresponden con los campos ciclotémicos) para obtener el
teorema de Kronecker-Weber, el cual afirma que cada extension abeliana de Q esta
contenida en una extensién ciclotémica.

Cuando F' es un campo local, tenemos el mapeo local de Artin 0p : F* —
Gal(F2P/F) y resultados similares a los del caso global pueden ser obtenidos. Invitamos
al lector a consultar las siguientes referencias: [7] [53] [56] para un estudio detallado
de la teoria de campos de clases local y global.

Como mencionamos en la introduccién, una interesante consecuencia de la teoria
de campos de clases, es la solucién del problema inverso de la teoria de Galois para
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grupos abelianos. De manera mas precisa, sea G un grupo abeliano finito el cual, por el
teorema fundamental de los grupos abelianos finitos, es isomorfo a un producto directo
de la forma Z/nZ x -+ X Z/ny,Z. Por el teorema de Dirichlet sobre progresiones
aritméticas, para cada Z/n;Z, podemos elegir un primo p; tal que p; = 1 mod n;.
Ahora, consideremos la extension ciclotémica Q((p,)/Q, la cual es abeliana con grupo
de Galois Gal(Q(¢p,)/Q) = Z/(p; — 1)Z. Como n; divide a p; — 1, por el teorema
fundamental de la teoria de Galois, existe una extension abeliana F; con grupo de
Galois Gal(F;/Q) = Z/n;Z. Finalmente, por el teorema de Kronecker-Weber, las
extensiones F; estdn contenidas en diferentes extensiones ciclotémicas Q(¢p,). Luego,
las F; son linealmente disjuntas sobre Q y el compositum F = [] F; es una extensién
abeliana de Q con grupo de Galois Gal(F/Q) isomorfo a G, lo cual resuelve el problema
inverso de la teoria de Galois para grupos abelianos.

Las primeras indicaciones de la forma que deberia tener la teoria de campos de
clases para extensiones no abelianas aparecieron en una carta de Langlands a Weil en
1967 [48]. Esta teoria es ahora conocida como el programa de Langlands y tendremos
oportunidad de hablar de ésta y de sus consecuencias en el problema inverso de la
teoria de Galois para grupos no abelianos en las siguientes secciones.

3. USANDO REPRESENTACIONES DE (GALOIS EN EL SIGLO XX

Una manera de agrupar a todas las extensiones finitas de Galois de Q (contenidas
en una cerradura algebraica Q de Q) es a través del grupo de Galois absoluto de Q,
el cual podemos definir como el limite inverso

Go = Gal(Q/Q) = lim Gal(F/Q)
F/Q

indexado por todas las extensiones finitas de Galois F//Q contenidas en Q. El grupo
Gq puede ser equipado con la topologia de Krull, que hace de este un grupo topoldgico
Hausdorff, compacto y totalmente disconexo. Para estudiar este grupo, es usual
considerar las representaciones de Galois (morfismos continuos de grupos) de Gg en
el grupo general lineal GL,, (E) de dimension n € N, donde E es un campo topolégico.

Sea ¢ un numero primo. De particular interés para nosotros serd el caso cuando
E = F,, una cerradura algebraica del campo finito F; con ¢ elementos equipada con
la topologia discreta. De manera mas precisa, sea

Py GQ — GLn(Fg)

una representacién de Galois. Notemos, que la imagen de p, esta contenida en
GL,,(Fs) para algin entero positivo s, pues Gg es compacto y GL,(F,) tiene la
topologia discreta. Luego, Im(p,) siempre serd un grupo finito de matrices. Por otro
lado, como ker(p,) C Gg es un subgrupo abierto, existe una extensién finita de Galois
F/Q tal que ker(p,) = G := Gal(Q/F). Luego,

Im(p,) ~ Gg/ ker(p,) ~ Go/Gr ~ Gal(F/Q).

Esto muestra, que dada una representacion de Galois p,, siempre podemos obtener
una realizacién de la imagen de p, como grupo de Galois sobre Q. Por lo tanto, si
podemos construir representaciones de Galois con imagen controlada, podemos usar
éstas para realizar nuevos grupos de matrices como grupos de Galois sobre Q.

Con el fin de utilizar esta estrategia para obtener nuevos resultados sobre el
problema inverso de la teoria de Galois, necesitamos encontrar una fuente de objetos
matematicos que nos provea de representaciones de Galois con la imagen deseada.
Inspirado por los trabajos de Serre [69] y Swinnerton-Dyer [73], el primer matematico
que abordé el problema inverso de la teorfa de Galois desde esta perspectiva (de
manera explicita) fue Ribet [61] en 1975, quien utiliz6 formas modulares como su
fuente proveedora de representaciones de Galois. Grosso modo, las formas modulares
son funciones holomorfas definidas en el semiplano superior que presentan un buen
comportamiento respecto a la accién de grupo modular SLy(Z) (o alguno de sus
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subgrupos de congruencias) y que desde sus inicios, han jugado un papel central en la
teorfa de nimeros. Invitamos al lector a consultar [25] para un estudio detallado de
estos objetos.

En el corazén de la relacién que existe entre formas modulares y teoria de nimeros
esta el hecho de que podemos asociarles representaciones de Galois. De manera més
precisa, sea f una forma modular cuspidal de nivel NV, peso k > 2 y nebentypus v
(que por brevedad escribiremos f € Si(N,v)) y sea > < an(f)q" su g-expansion
de Fourier, donde ¢ = ¢(z) = e*™**. Definimos el campo de coeficientes de f como
Qs = Q({an(f) : (n,N) = 1}) el cual puede demostrarse, que es un campo de
nimeros. Luego, para cada ideal maximo A del anillo de enteros Oy de Q, denotaremos
por Qg la completacién de Q¢ en A y por @f’ A una cerradura algebraica de Qy ».
Cuando f € Sk(IV,v) es una forma propia normalizada (es decir, a1(f) =1y f es
una forma propia bajo la accién de los operadores de Hecke), para cada ideal maximo
A de Oy, existe (gracias al trabajo de Shimura para k = 2 y Deligne para k > 2 [22])
una representacién de Galois

prx s Gg — GL2(Qy ),

tal que para cada primo p t N/ (donde ¢ denota el nimero primo abajo de A) py \ es
no ramificada, Tr(ps x(Frob,)) = a,(f) y det(ps(Frob,)) = 1 (p)p*~! (donde Frob,
denota un elemento de Frobenius en p).

Sean Oy el anillo de enteros de Qy,x y Oy, el anillo de valuacién de Qy ,, los
cuales son anillos locales. Notemos que py,» puede ser conjugada de modo que su
imagen esté contenida en GLo (6f’ ). Luego, podemos componer py y con la reduccion
médulo el ideal méximo de Oy, y obtener la representacién residual

ﬁf’/\ : GQ — GLQ(F@)

Con el fin de enunciar el resultado principal de Ribet sobre la imagen de py ,,
necesitamos introducir un par de condiciones en los coeficientes de Fourier de f.
Diremos que f tiene multiplicaciéon compleja, si existe un cardcter de Dirichlet y tal que
ap(f)x(p) = ap(f), para casi todo primo p (es decir, todos salvo un nimero finito). Por
otro lado, diremos que un torcimiento de f por un caracter de Dirichlet y es interior, si
existe un automorfismo de campos oy, : Qf — Qy tal que a,(f)x(p) = oy (ap(f)), para
casi todo primo p. En [61] (para N = 1) y [63] (para N arbitrario), Ribet demostré el
siguiente resultado acerca de la imagen de py .

TEOREMA 1. Sea f € Si(N,) una forma propia normalizada sin multiplicacion
compleja y sin torcimientos interiores y Fy := Oy x/\. Entonces para casi todo ideal
mdzimo A de Oy se liene que

In(py,0) = {g € CLa(F) : det(g) € (F})*').

Resultados similares al teorema anterior pueden demostrarse para formas modulares
con multiplicacién compleja y con torcimientos interiores [62] [63], pero serdn omitidos
en este texto para simplificar la exposicién.

Como consecuencia inmediata del teorema 1, tenemos el siguiente resultado.

COROLARIO 2. El grupo GLa(Fy) ocurre como grupo de Galois sobre Q para casi
todo primo £.

Demostracion. Es suficiente demostrar que existe una forma modular f de peso k = 2
y campo de coeficientes Q; = Q (luego Fy = Fy) que satisfaga las condiciones
del teorema de Ribet. Actualmente muchas formas modulares pueden construirse
explicitamente y encontrarse en la base de datos LMFDB [83]. En nuestro caso la
forma modular 11.2.a.a en LMFDB satisface las condiciones requeridas, por lo que
nuestro corolario queda demostrado. ([l

Observacion 1. Este resultado también puede obtenerse usando un resultado clasico
de Serre [68, Théoreme 2| el cual afirma que las representaciones de Galois PE :
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Gg — GLy(F,) asociadas a una curva eliptica E/Q (usando los puntos de ¢-torsién
de E(Q)) sin multiplicacién compleja son suprayectivas para casi todo £. De hecho,
haciendo una btsqueda rapida en la LMFDB, podemos encontrar ejemplos de curvas
elipticas tales que sus representaciones de Galois asociadas son suprayectivas para
todo £. Por ejemplo, la curva 1001.cl en [83] con ecuacién de Weierstrass y2 +y =
2% — 22 — 158812 +778423. Por lo que podemos concluir, que de hecho, todos los grupos
GL3(F;) ocurren como grupo de Galois sobre Q. En este articulo, no consideraremos
mas las representaciones de Galois asociadas a variedades algebraicas pues, hasta
donde sabemos, éstas solo nos permiten realizar grupos de matrices con coeficientes

en campos con un nimero primo de elementos como grupos de Galois sobre Q.

Un resultado més interesante, sobre todo por la época en la que fue demostrado, es
el resultado original de Ribet concerniente al problema inverso de la teorfa de Galois.
De manera més precisa, sea p; ' la proyectivizacién de p; ), la cual se obtiene al
componer pgy con la proyecciéon natural GLg(Fy) — PGL2(Fy). Notemos que si k
es impar, Im(ﬁ?ﬁj) = PSLy(F,), mientras que si k es par, Im(ﬁ?fﬁj) = PSLy(F))
cuando [Fy,[F,] es par e Im(ﬁ?fﬁj) = PGLy(F)) cuando [Fy,F] es impar. En [61,
§8], Ribet construyé una forma modular f € Sos(1, ¢iv), con campo de coeficientes
Qf = Q(v144169), satisfaciendo su teorema. Luego, aplicando el teorema 1, tenemos
que para casi todo £ inerte en Oy (luego [Fy, Fo] = 2), Im(p}'y’) = P.SLQ(F€2)7 mientras
que para casi todo £ escindido en Oy (luego [Fy,F¢] = 1), Im(p}'}’) = PGLa(F). De
donde obtenemos el sigue resultado.

COROLARIO 3. El grupo PSLa(Fy2) ocurre como grupo de Galois sobre Q para casi
todo primo £ tal que 144169 no es un cuadrado mddulo £.

Notemos que, usando la forma modular construida por Ribet, también podemos
realizar al grupo PGLy(F,) como grupo de Galois sobre Q para casi todo ¢ tal que
144169 es un cuadrado moédulo £. Sin embargo, no incluimos este caso en el corolario
3 porque (como indicamos en la observacién 1) se sigue directamente del resultado de
Serre para curvas elipticas que es anterior al trabajo de Ribet. A pesar de esto, vale la
pena senalar que cada forma modular que satisface el teorema 1, nos permite realizar
algtin grupo de la forma PGLy(Fss) o PSLy(Fys), s € N, como grupo de Galois sobre
Q para casi todo . En vista de esta observacién, dada una forma propia normalizada
f, diremos que £ es un primo excepcional de f, si la imagen de p}'y’ no es un grupo
de la forma PGLy(Fys) o PSLy(Fys) para algin entero s > 0. En particular, cualquier
forma modular satisfaciendo el teorema de Ribet solo tiene un nimero finito de primos
excepcionales.

Finalmente, nos gustarfa mencionar que usando este método, Reverter y Vila [60]
demostraron en 1995 que PSLy(Fy2-) y PGLo(Fy2--1) ocurren como grupos de Galois
sobre Q para infinitos primos ¢, cuando 2 < r < 5.

4. TUSANDO REPRESENTACIONES DE (GALOIS EN EL SIGLO XXI

Como hemos vistos en los resultados de la seccién anterior, el método de Ribet para
realizar grupos finitos de matrices de la forma PGLy(Fys) y PSLo(FFys) como grupos
de Galois sobre Q depende de nuestra capacidad de construir formas modulares con
coeficientes de Fourier apropiados, por lo que a pesar de los enormes avances a nivel
computacional de los tltimos anos (que pueden observarse, por ejemplo, en la base de
datos LMFDB) el mayor obstaculo sigue siendo lograr cubrir los casos en los que s es
muy grande. Ademds, si nuestro objetivo es realizar grupos de matrices como grupos
de Galois para todo ¢, otro obstaculo que puede ser un dolor de cabeza al aplicar el
método de Ribet, es lidiar con el conjunto de primos excepcionales el cual nos gustaria
poder acotar con precisién. Sin embargo, como puede verse en [12] [58], esto no es una
tarea facil.
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En la conferencia “Modular forms on Schiermonnikoog”de 2006, Dieulefait y Wiese
[26] [79] observaron que, usando algunas técnicas desarrolladas por Khare y Win-
tenberger en su trabajo sobre la conjetura de modularidad de Serre [42], es posible
construir formas modulares sin primos excepcionales las cuales no dependen de ma-
nera directa del conocimiento de sus coeficientes de Fourier. De manera maés precisa,
sean p y ¢q dos primos racionales distintos y Qg2 la tinica extensién cuadratica no ra-
mificada de Q. Diremos que una representacién de Galois p, : Gg, — GL2(Q,) de
Go, = Gal(@q /Qq) es mansamente diedral de orden p, si existe un cardcter mansa-

mente ramificado x4 : Gg,, — @Z de Gg, = Gal(Q,/Q42), tal que su restriccién al
grupo de inercia I, < GQq2 es de orden p y

G
pq = InngZ2 (Xq)-

Diremos que una forma propia normalizada f es mansamente diedral de orden p en
el primo ¢, si para cada A que no divide ni a p ni a g, la representacion local py x|p,
(la restriccién de py x a un grupo de descomposicién D, = Gg, en q) es mansamente
diedral de orden p. Imponiendo ciertas condiciones de congruencia en los primos p y
q, se puede demostrar que, para cada A que no divide ni a p ni a ¢, la imagen de
Py 1o es soluble [42, Lemma 6.3.i]. Luego, por la clasificacién de subgrupos finitos
méximos de PGL2(F,) de Dickson [79, Proposition 2.1], para todo A que no divide
ni a p ni a ¢, la imagen de ﬁ?f;j es isomorfa a PSLa(Fys) 0 a PGLa(Fy:) para algiin
entero positivo s. Ademads, cabe senalar que usando el teorema de Dirichlet para
progresiones aritméticas, se puede demostrar que existen infinitas parejas de primos p
y q con las cuales podemos construir representaciones locales mansamente diedrales.
Luego, podemos elegir al primo p tan grande como queramos y hacer que la imagen de
nuestras representaciones sean tan grandes como deseemos. Por lo tanto, si logramos
construir formas propias normalizadas que sean mansamente diedrales en algtin primo,
obtendremos formas modulares con solo dos primos excepcionales y ademaés la imagen
de sus representaciones de Galois asociadas serd tan grande como queramos. Mejor
aun, en [27], Dieulefait y Wiese demostraron que los dos primos excepcionales de una
forma modular mansamente diedral pueden ser eliminados si logramos demostrar que
ésta es mansamente diedral en un segundo primo el cual debe estar relacionado de
manera apropiada con el primero via la ley de reciprocidad cuadratica.

Usando un resultado sobre levantamiento de nivel de formas modulares, debido a
Diamond y Taylor [24, Theorem A], Dieulefait y Wiese [27] han logrado construir
formas modulares con las caracteristicas antes mencionadas. Groso modo, un teorema
de levantamiento de nivel nos permite construir formas modulares de nivel N’ a partir
de formas modulares de nivel N, donde N|N’, respetando cierta compatibilidad entre
sus representaciones de Galois asociadas. Luego, la idea de la construccién de Dieulefait
y Wiese es la siguiente: Empezamos con una forma modular f € Sy(NV,¢iv) que
satisface las hipétesis del teorema de levantamiento de nivel de Diamond y Taylor.
Eligiendo un primo ¢ y aplicando el teorema de levantamiento de nivel obtenemos una
forma modular f' € So(Ng?,vuiy) que es mansamente diedral en ¢ y que también
satisface las hipdtesis del teorema de Diamond y Taylor. Por lo tanto, podemos elegir
un segundo primo v y aplicar nuevamente el teorema de levantamiento de nivel para
obtener una forma modular f” € Sa(Nq?u?,vt.y) la cual es mansamente diedral en ¢
y u como queriamos. Aplicando este proceso para infinitas parejas de primos se obtiene
el siguiente resultado [27, Theorem 6.2].

TEOREMA 4 (Dieulefait-Wiese). Existen familias infinitas { fn }nen de formas pro-
pias normalizadas de peso 2 y nebentypus trivial tales que, para toda n, el conjunto de
primos excepcionales de f, es vacid. Ademds, fijando un primo € y un ideal \,|¢, el
tamano de la imagen pg, es no acotado cuando n tiende a infinito.

n
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Como consecuencia de este resultado tenemos el siguiente corolario concerniente al
problema inverso de la teoria de Galois.

COROLARIO 5. Para cada primo £ al menos uno de los grupos: PSLg(Fys) o
PGLy(Fys) ocurre como grupo de Galois sobre Q para infinitos enteros s > 0.

Como podemos observar, este resultado se distingue de los obtenidos en el siglo XX,
porque éste no limita el tamano de s y al mismo tiempo cubre a todos los primos /.
En el resto de este trabajo, explicaremos cémo, en la ultima década, estas ideas se han
extendido a representaciones de Galois de dimensién arbitraria con el fin de realizar
nuevos grupos finitos de matrices como grupos de Galois sobre Q.

5. LA CORRESPONDENCIA DE LANGLANDS GLOBAL

Un hecho usual en la teorfa moderna de formas automorfas, es remplazar formas
modulares por representaciones automorfas de GLy(Ag). Groso modo, dado que el
semiplano superior H puede ser visto como un espacio simétrico para GLJ (R) actuando
por transformaciones de Mébius, una forma modular cuspidal f definida sobre H puede
levantarse (primero) a una funcién real en GLy(R) y luego a una funcién adélica en
GL2(Ag). Este levantamiento, nos permite asociar a cada forma propia normalizada f,
una representacién automorfa cuspidal 7y de GLa(Ag) y remplazar las herramientas
de variable compleja por potentes herramientas de andlisis armdnico no abeliano.
Invitamos al lector a consultar [19, Lecture 2] para més detalles sobre el tema.

A la luz de esta idea, el resultado de Shimura y Deligne [22] (mencionado en la
seccién 3) sugiere que (en general), a cada representacién automorfa cuspidal 7 de
GL,,(Ag), deberfamos ser capaces de asociarle un campo de numeros E, y, para cada
ideal maximo A de Op,_, una representacién de Galois py » : Gg — GL,(Ex.»), donde
E » denota la completacién de E en el ideal A. Desafortunadamente, es bien sabido
por los expertos que hay “mds” representaciones automorfas cuspidales de GL,,(Ag)
que representaciones de Galois de dimensién n. Incluso cuando n = 1, por teoria de
campos de clases global, lo que tenemos es una biyeccidn entre caracteres continuos
de Gg y caracteres de orden finito de Cy. Con el fin de tratar este problema en el
caso de dimensién 1 (es decir, para poder considerar a todos los caracteres de Cp)
Weil remplazé a Gg por el grupo de Weil Wy [77]. Sin embargo, se puede demostrar
que las representaciones del grupo de Weil no son suficientes cuando n > 2, por
lo que formular una correspondencia andloga a la del caso 1-dimensional continua
siendo muy complicada y misteriosa. A pesar de esto, existen varios enfoques para
tratar de formalizar una correspondencia de este tipo para n > 1. Por ejemplo,
podriamos insistir en trabajar con todas las representaciones automorfas cuspidales 7
de GL,(Ag), e intentar asociarle a todas ellas representaciones py ¢ : Lo — GL,(Qy)
del conjetural grupo de Langlands Lg. El lector puede consultar [5] para més detalles
acerca de esta formulacién. Alternativamente, Clozel [18], Buzzard y Gee [15] han
propuesto una formulacién de la (conjetural) correspondencia global de Langlands
para GL,, sobre Q como sigue: Para cada primo ¢ y para cada entero n > 1, existe
una correspondencia

Representaciones automorfas cuspidales Representaciones irre@cibles
L-algebraicas m de GL,,(Ag) pri: Gg = GL,(Qy)

Por supuesto, esta correspondencia debe satisfacer ciertas propiedades de compatibi-
lidad, por ejemplo, los parametros de Satake de m deben estar relacionados con los
valores propios de los elementos de Frobenius de p, .. Los detalles de este enfoque
pueden consultarse en [15].

Aunque la prueba de una correspondencia tan fuerte estd lejos de ser encontrada,
muchos resultados parciales han sido demostrados cuando uno empieza con una repre-
sentacién automorfa particular y trata de asociarle una familia de representaciones de
Galois. Por ejemplo, cuando II es una representacion automorfa cuspidal L-algebraica
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regular y esencialmente autodual de GL,,(Ag), Clozel, Kotwitz, Harris, Taylor y mu-
chos otros matemaéticos [11, § 2.1], demostraron que existe un campo de nimeros F,
y, para cada ideal maximo A de Op_, una representaciéon de Galois semisimple

prxGg — GLn(F‘n’,)\)

la cual solo se ramifica en un conjunto finito de primos, y tal que (por autodualidad)
su imagen estd contenida en un grupo ortogonal o simpléctico de dimension n. Se
espera que estas representaciones sean irreducibles, sin embargo este hecho solo es
conocido cuando n < 6 [37]. En particular, las representaciones automorfas asociadas
a formas propias normalizadas, son ejemplos de representaciones automorfas cuspidales
L-algebraicas regulares y esencialmente autoduales de GLa(Ag) [18, § 1.2]. Luego, este
resultado puede ser considerado como una generalizacion del resultado de Shimura
y Deligne [22] mencionado anteriormente. Un resultado mds general, en el cual la
condicion de autodualidad en 7 ya no es necesaria, fue demostrado en 2015 por Scholze
[67] usando sus famosos espacios perfectoides.

De acuerdo a Buzzard y Gee [15], se espera que (salvo ligeras modificaciones) su
formulacion de la correspondencia de Langlands global funcione para grupos reductivos
en general, remplazando a GL,, por un grupo reductivo conexo G definido sobre Q,
en el lado automorfo, y remplazando a GL, por el llamado L-grupo “G de G, en
el lado galoisiano. En particular, ellos han conjeturado que dada una representacién
automorfa cuspidal L-algebraica m de G(Ag) y un primo ¢, existe una representacién
de Galois semisimple

pri: Gog — "G(Qy)
que ramifica solo en un ntmero finito de primos. Recientemente, Kret y Shin [44]
[45] han demostrado esta conjetura (sujeta a ciertas restricciones técnicas) para
representaciones automorfas cuspidales L-algebraicas de GSp,,, (Ag) and GOgy, (Ag).
Cabe senialar que cuando G = GSp,, una versién sin restricciones del resultado de

Kret y Shin se conoce desde hace tiempo gracias al trabajo de Laumon [51], Taylor
[74] y Weissauer [78].

6. REPRESENTACIONES AUTOMORFAS SIN PRIMOS EXCEPCIONALES

Después de todos los resultados y conjeturas enunciados en la secciéon anterior,
podemos plantearnos como objetivo principal, tratar de extender el teorema 4 a
las representaciones de Galois asociadas a representaciones automorfas via los casos
conocidos de la correspondencia de Langlands global con el fin de poder realizar grupos
finitos de matrices de dimension n como grupos de Galois sobre Q. En esta seccién
explicaremos los avances y estrategias mas recientes en esta direccién.

Sea 7 una representacién automorfa cuspidal de GSp,(Ag) de peso cohomoldgico
(m1, mg) y componente local en infinito 7, perteneciente a las series discretas. Estas
condiciones técnicas aparecen de manera natural al levantar las formas modulares de
Siegel de género dos a funciones adélicas en GSp,(Ag) [8]. Las formas modulares de
Siegel de género n pueden pensarse como una generalizacién de formas modulares
clasicas donde estas tltimas ocurren como formas modulares de Siegel de género uno
[14].

Como senialamos al final de la seccién anterior, gracias al trabajo de Laumon, Taylor
y Weissauer, podemos asociar a m un campo de nimeros F y, para cada ideal maximo
A de Og,_, una representacién de Galois semisimple

pr : Go — GSping(Ex,») = GSpy(Er,»).-

Como en el caso 2-dimensional, denotaremos por p, , la representacién residual de
Pr.A Y DOT ﬁf:ij la proyectivizacién de p, . Por la clasificacién de subgrupos maximos
finitos de GSpAf(Fg) de Mitchel [54], diremos que ¢ es un primo excepcional de 7, si la
imagen de 97"}’ no es un grupo de la forma PSp,(F¢: ) 0 PGSp,(F¢:) para algtin entero

positivo s. Siguiendo la construccién de Dieuelefait y Wiese [27], en [29] demostramos
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el siguiente resultado (el cual puede considerarse como una generalizacién del teorema
4 para GSpy).

TEOREMA 6 (Dieulefait-Zenteno). Existen infinitas familias {mp}nen de represen-
taciones automorfas cuspidales de GSpy(Ag) sin primos excepcionales y tales que para
cada £ y cada \,|l, el tamano de la imagen de p, . es no acotado cuando n tiende
a infinito.

La prueba de este resultado consiste esencialmente de dos partes: Por un lado,
necesitamos encontrar condiciones en las representaciones de Galois residuales para
asegurar que su imagen sea grande (es decir, encontrar el andlogo a las representaciones
mansamente diedrales) y por otro lado, necesitamos mostrar la existencia de repre-
sentaciones automorfas que satisfagan las condiciones deseadas (es decir, encontrar el
andlogo al teorema de levantamiento de nivel de Diamond y Taylor).

6.1. Representaciones maximamente inducidas: en busca de la condicién
galoisiana. Sean n = 2m un entero par positivo y p,q > n dos primos distintos
tales que el orden de p mddulo g es n. Sea Q» la tnica extensién no ramificada de
Qg de grado n y recordemos que qun ~ pgn—1 X Uy x ¢, donde pgn_1 denota el
grupo de (¢"™ — 1)-ésimas raices del a unidad y U; denota el grupo de l-unidades.

Para cada primo ¢ distinto de p y ¢, un cardcter x, : qun — @Z de orden 2p puede
ser construido de modo que su restriccién a pgn_1 tenga orden p y x4(¢) = —1 (resp.
Xq(q) = 1). Por teoria de campos de clases local, podemos mirar a x, como un caracter
de Gg,. = Gal(Q,/Qq~) y construir una representacién de Galois irreducible

Go — G —
Indcﬁjn (Xq) = pq : G, — SP;n(Q0) (resp- Indaﬁjn (Xq) = pq : Gg, — SOzm(Qe))

A tales representaciones las llamaremos representaciones maximamente inducidas de
tipo S (resp. tipo O) y orden p. Diremos que una representacién de Galois simpléctica
pe + Gg — GSp,,,(Qy) (resp. ortogonal py : Gg — GO, (Qy)) es mdzimamente
inducida de tipo S (resp. tipo O) en ¢ de orden p, si su restriccién p¢|p, a un grupo
de descomposicién D, en ¢ es méximamente inducida de tipo S (resp. tipo O) y
orden p. Como en el caso 2-dimensional, dada una pareja apropiada de primos (p, q)
y una representacién de Galois py : Gg — GSps,,(Qy) (resp. pr : Go — GO2,,(Qy))
méaximamente inducida de tipo S (resp. tipo O) en ¢ de orden p, se puede demostrar
que p, es irreducible [3] [80]. Finalmente, cuando n = 4 y py es de tipo S, usando la
clasificacién de subgrupos finitos méaximos de GSp,(F;) de Mitchel, se puede demostrar
que la imagen de pb" es igual a PSp,(Fy:) o PGSp,(F,:) para algin entero s > 0
[29].

6.2. Correspondencia de Langlands local y funtorialidad Langlands. Como
se evidencia en [2] y [40], debido a la falta de un teorema de levantamiento de nivel
en altas dimensiones, la correspondencia de Langlands local y la funtorialidad de
Langlands juegan un papel central en la construccién de representaciones automorfas
con condiciones locales apropiadas.

Sean G un grupo reductivo conexo definido sobre una completacién Q, de Q (es
decir, Q, = R 0 Q, es un campo g¢-ddico Q,) y W), el grupo de Weil-Deligne de Q,
[23]. La correspondencia de Langlands local para G sobre Q,, predice la existencia de
un mapeo finito-a-uno

Representaciones irreducibles L-parametros
admisibles m, de G(Q,) ¢y W — L@

v

que preserva los invariantes naturales (y-factores, L-factores y e-factores) y es com-
patible con la correspondencia de Langlands global de acuerdo a la descomposicién
m = Q! m, de la representacién automorfa cuspidal 7 de G(Ag) en un producto ten-
sorial restringido de representaciones irreducible admisibles m, de G(Q,). Cuando
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G = GL,, la correspondencia de Langlands local es una biyeccion la cual fue esta-
blecida por Harris, Taylor [33], Henniart [34] y Scholze [66] para campos g-adicos y
por Langlands para Q, = R [49] (de hecho, en este articulo, Langlands demuestra
la correspondencia de Langlands local para todo grupo conexo reductivo sobre R).
Ademds, la correspondencia de Langlands local sobre campos g-adicos ha sido esta-
blecida para G = GSp, (por Gan y Takeda [30]); para G = SL,, y todas sus formas
interiores (por Hiraga y Saito [36]); para grupos cldsicos cuasi-escindidos (por Arthur
[6]); y para grupos unitarios (por Mok [55], Kaletha, Minguez, Shin, y White [39]).

Asumiendo la correspondencia de Langlands local para grupos reductivos conexos
sobre Q, no es dificil dar una formulacién precisa de la funtorialidad de Langlands
entre dos grupos reductivos conexos G y H. Para simplificar nuestra exposicion,
supongamos que G es alguno de los grupos clasicos escindidos SO2s,41, SO2m 0 Spy,,
y que H = GL,, donde n es elegido de modo que el mapeo analitico & : “G —
L GL, = GL,(C) sea el encaje natural de G en GL,(C). Recordemos que en estos
casos “SO02m11 = Spy,,(C), £SO2,, = SO2,(C) v £Spy,, = SO2,11(C). Por la
correspondencia de Langlands local para G sobre Q,, cada representacion irreducible
admisible 7, de G(Q,), es parametrizada por un L-pardmetro ¢, : W/ — LG. Luego,
si componemos ¢,, con £, obtenemos un L-pardmetro ¢! = £ o ¢, : W) — GL,(C), el
cual parametriza (por la correspondencia de Langlands local para GL,, sobre Q,) una
representacién admisible 11, de GL,(Q,). En este texto nos referiremos a II, como el
levantamiento funtorial local de .

Ahora, sean G un grupo clésico escindido sobre Q y ¢ : LG — GL,(C) el encaje
natural de “G en GL,,(C) como antes. La funtorialidad de Langlands global predice que
asociado a £ deberia existir un levantamiento natural de representaciones automorfas
de G(Ag) a representaciones automorfas de GL,(Ag). Una formulacién concreta de
este principio global puede ser enunciada usando la funtorialidad de Langlands local y
el principio local-global como sigue. Sean © = ®/ 7, una representacién automorfa de
G(Ag), IT = ®/II, una representacién automorfa de GL,,(Ag) y supongamos que la
correspondencia de Langlands local es cierta para cada componente m, de 7. Entonces,
IT es un levantamiento funtorial global de 7 si existe un conjunto finito de lugares S
de Q tal que II, es el levantamiento funtorial local de 7, para todo v ¢ S.

Estas versiones de la funtorialidad de Langlands local y global han sido establecidas
para representaciones genéricas de GG por Cogdell, Kim, Piatetski-Shapiro y Shahidi
[20] [21] y (recientemente) para representaciones no genéricas por Cai, Friedberg y
Kaplan [16] [17]. Otro caso conocido de la funtorialidad de Langlands, tanto local como
global, es cuando G es uno de los grupos reductivos escindidos GSpin,,,, o GSpin,,, |,
y H = GLapn,, el cual fue establecido por Asgari y Shahidi [9] en el caso genérico y por
Cai, Friedberg y Kaplan [16] [17] en el caso no genérico.

6.3. Existencia de representaciones automorfas con condiciones loca-
les prescritas. En [29], nuestra construccién de representaciones automorfas de
GSp4(Ag), se basa en la siguiente construccién de representaciones automorfas cus-
pidales L-algebraicas regulares y esencialmente autoduales de GLa,,(Ag) debida a
Khare, Larsen y Savin [40].

Sea n = 2m un entero positivo par y p,q dos primos distintos como arriba. Sea
pq : Go, = SPam (Qy) una representacién maximamente inducida de tipo S y orden p,
la, cual como vimos es irreducible. Es bien sabido por los expertos que asociado a pg,
existe un L-pardmetro irreducible ¢, : W@q — Spa,, (C). Luego, por la correspondencia
de Langlands local para representaciones genéricas de SOzp,+1(Qy), la cual fue probada
inicialmente por Jiang y Soudry en [38], podemos asociar a ¢, una representacién
automorfa supercuspidal 7, de SO2,+1(Qy).

Por otro lado, usando series de Poincaré, Khare, Larsen y Savin [40] demostraron
el siguiente resultado de globalizaciéon para grupos clasicos escindidos sobre Q.

TEOREMA 7 (Khare-Larsen-Savin). Sea G un grupo cldsico escindido sobre Q. Sean
S y D dos conjuntos finitos y ajenos de lugares de Q, tales que D contiene al lugar
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infinito y S es un conjunto de lugares finitos no vacio tal que G es no ramificado en
todos los lugares que estan afuera del conjunto D U S. Sea mo una representacion
genérica perteneciente a las series discretas de G(R) y mq una representacidn genérica
supercuspidal de G(Qq) para cada lugar finito ¢ € D. Entonces, existe una represen-
tacion automorfa cuspidal globalmente genérica m de G(Ag) que no se ramifica fuera
de DUS, y tal que el componente de m en el lugar infinito es 7 y los componentes
locales de  en cada g son m,.

Regresando a nuestra construccién, tenemos que el resultado de Khare, Larsen
y Savin implica la existencia de una representaciéon automorfa cuspidal globalmente
genérica 7 de SOgy,+1(Ag) tal que su componente local en ¢ es 7,. Luego, por la
funtorialidad de Langlands global de SOg,,+1 a GLa,,, existe una representacion
automorfa cuspidal L-algebraica regular y esencialmente autodual IT de GLg,, (Ag)
tal que las representaciones de Galois pr\ : Gg — GL2,(Qy) asociadas a II (para
cada A que no divide ni a p ni ¢) tienen imagen contenida en GSp,,,(Q,) y son tales
que pn,)\|Dq ~ pg. En particular, cuando m = 2, por el criterio galoisiano de § 6.1,
tenemos que la imagen de ﬁf{fij es igual a PSp,(Fys) 0 a PGSp, (Fys ) para algun entero
s > 0, para cada A que no divide ni a p ni ¢ [29].

Por otro lado, por un resultado de Jiang y Soudry [38, Theorem EJ, la representacién
I de GL2,,(Ag) construida antes, es tal que su funcién L parcial L(s, II, A%) tiene un
polo simple en s = 1. Luego, cuando II es una representacién automorfa cuspidal L-
algebraica regular y esencialmente autodual de GL4(Ag), por un resultado de Jacquet,
Piatetski-Shapiro y Shalika [43, Theorem 9.1] existe una representacién automorfa
cuspidal globalmente genérica m de GSp,(Ag) tal que II es el levantamiento funtorial
global de 7. Finalmente, como el teorema 7 funciona para un conjunto finito D de
lugares simultdneamente, podemos construir, para alguna pareja apropiada de primos
{¢,u} (como en el caso 2-dimensional) una representacién automorfa cuspidal L-
algebraica regular y esencialmente autodual II de GL4(Ag) la cual desciende a una
representacién automorfa cuspidal globalmente genérica m de GSp,(Ag) sin primos
excepcionales. Luego tenemos el siguiente resultado concerniente al problema inverso
de la teoria de Galois, que puede verse como una generalizacién del corolario 5.

COROLARIO 8. Para cada primo ¢, al menos uno de los grupos PSp,(Fes) o
PGSp,(Fes) ocurre como grupo de Galois sobre Q para infinitos enteros s > 0.

6.4. Algunas generalizaciones parciales. En [40], Khare, Larsen y Savin de-
mostraron en 2008 que, para cada entero positivo m y cada primo ¢, al menos uno de
los grupos PSp,,,, (Fes) 0 PGSp,,, (Fs) ocurren como grupos de Galois sobre Q para
infinitos enteros s > 0. A pesar de usar la nocién de representacién maximamente
inducida y el teorema de globalizacién 7, su método no proporciona representaciones
automorfas sin primos excepcionales. Esto es debido a que, en la parte galoisisana, en
lugar de usar la clasificacién completa de subgrupos finitos méximos de GSps,, (Fe)
(como en las pruebas de Dieulefait-Wiese y Dieulefait-Zenteno), ellos usan una ca-
racterizacién de los subgrupos finitos de GLay,(F,), debida a Larsen y Pink [50] la
cual depende del primo £. Luego, ellos solo pueden garantizar que las representaciones
automorfas producidas por su método tienen un primo no excepcional £. La principal
razén para no usar la clasificacién de los subgrupos finitos maximos de GSps,,, (F), la
cual se conoce y se le atribuye a Aschbacher [10], es que dicha clasificacién es mucho
mas intrincada cuando m > 2 por obvias razones de dimension.

Resultados andlogos al resultado de Khare, Larsen y Savin han sido demostrados
para grupos ortogonales por Khare, Larsen, Savin [41] y el autor de este articulo
[82]. De manera méds precisa tenemos el siguiente resultado que resume los casos del
problema inverso de la teoria de Galois que se han podido resolver siguiendo esta linea
de investigacién hasta el momento (noviembre de 2023).

TEOREMA 9. Para cada primo £, tenemos que:
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1. (Khare-Larsen-Savin, 2008) Al menos uno de los grupos:
PSpy,,, (Fes) 0 PGSpy,,, (Fes)

ocurre como grupo de Galois sobre Q para infinitos enteros s > 0.
2. (Khare-Larsen-Savin, 2010) Al menos uno de los grupos:

PQosy1(Fes) 0 PSOgqy1(Fps)

ocurre como grupo de Galois sobre Q para infinitos enteros s > 0.
3. (Zenteno, 2021) Al menos uno de los grupos:

PQZ, (Fe:), PSOL, (Fy:), POZL, (Fes) o PGOZ,, (Fee)
ocurre como grupo de Galois sobre Q para infinitos enteros s > 0.

Cabe senalar que aunque los métodos de prueba en cada caso son similares, cada
grupo pose obstrucciones particulares que hacen que las pruebas no sean un simple
ejercicio de copiar y pegar. Por ejemplo, en el caso de grupos ortogonales de dimensién
impar [41], no existen representaciones supercuspidales asociadas a representaciones
de Galois mansamente ramificadas, luego nuevos componentes locales con ramificacién
salvaje tienen que ser introducidas. Por otro lado, en el caso ortogonal de dimensién par
[82], aunque las representaciones méximamente inducidas (ahora de tipo O) funcionan,
el teorema 7 no es suficiente, pues solo funciona para grupos reductivos escindidos y en
este caso es necesario lidiar con grupos reductivos cuasi-escindidos. Luego, el teorema
7 tiene que ser remplazado por el trabajo de Arthur [6] acerca de la clasificacién
endoscépica de representaciones automorfas de grupos simplécticos y ortogonales, y
algunos resultados de Binder [13] y Shin [72] sobre equidistribuciones de componentes
locales en un primo fijo con respecto a una medida de Plancherel.

Finalmente, nos gustaria senalar que el estudio de la imagen de las representaciones
de Galois asociadas a representaciones automorfas cuspidales L-algebraicas regulares
no autoduales construidas por Scholze [67] continua siendo terreno no explorado y que
lograr demostrar un resultado similar al teorema 9 en este contexto serfa interesante
porque nos permitiria realizar grupos finitos lineales y unitarios como grupos de
Galois sobre Q. Hasta ahora, lo inico que sabemos es que el principal obstaculo para
demostrar tal resultado es que ni el teorema 7 ni el trabajo de Arthur [6] funcionan en
este caso, por lo que nuevas técnicas de globalizacion de representaciones automorfas
tendrian que ser descubiertas.

7. EL PROBLEMA INVERSO DE LA TEOR{A GALOIS EN OTROS CAMPOS

Como es bien sabido, la teoria de Galois puede ser formulada para extensiones
de campos arbitrarios y no solo para extensiones de Q. Guiados por esta idea, es
natural preguntarnos por el problema inverso de la teoria de Galois para cualquier
campo. De manera méas precisa, dado un grupo finito G y un campo F', podemos
preguntarnos si jexiste una extensiéon de Galois E/F tal que Gal(E/F) = G? En
esta ultima secciéon presentamos un breve resumen sobre los principales resultados
obtenidos en este contexto.

El primer caso que nos viene a la mente (por su simplicidad) es cuando F = Fy. En
este caso, el problema es falso, pues como se ve en un primer curso de teoria de Galois,
IF; solo tiene una extension de Galois de grado n (a saber Fyn) cuyo grupo de Galois es
el grupo ciclico Z/nZ. Luego, solo los grupos ciclicos ocurren como grupos de Galois
sobre [Fy. Un caso cldsico en el que se sabe que el problema inverso de la teoria de Galois
es verdadero, es cuando F es el campo de funciones racionales C(t) en una variable
con coeficientes en C. Este resultado, se sigue esencialmente del teorema de existencia
de Riemann y una prueba completa de éste puede leerse en [76]. Siguiendo esta misma
idea, en [31], Harbater resolvié el problema inverso de la teoria de Galois para campos
de funciones racionales Q,(t) en una variable con coeficientes en un campo ¢-adico Q.

Un caso muy interesante es cuando F' = Q. En este caso se sabe que el problema
inverso de la teoria de Galois es falso, pues el grupo de Galois de cualquier extensién
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finita de un campo ¢-adico es un grupo soluble, pero no se sabe cudles grupos solubles
ocurren como grupos de Galois sobre Q; y cudles no. Invitamos al lector a consultar
[64] para informarse de algunos de los avances mas recientes en este caso.

Es bien sabido por los expertos que muchos de los resultados descritos a través de
este articulo se extienden de manera casi automatica a cualquier campo de ntmeros,
pero en la mayoria de los casos, los resultados no pueden encontrarse de manera
explicita en la literatura y muchas veces su extension en realidad no es tan automaética.
En esta linea, podemos senalar que la formulacién de Buzard y Gee [15] de la
correspondencia de Langlands global, funciona para campos de nimeros en general y
los resultados de Scholze [67] Shin y Kret [44] [45], han sido demostrados para campos
de numeros totalmente reales en general. Sin embargo, un andlogo del teorema 9, no
ha sido escrito salvo en el caso 2-dimensional [28], pues su redaccién requiere resolver
problemas técnicos no triviales relacionados con el niimero de clase del campo de
nimeros en cuestion.

Por otro lado, en teoria de ntimeros, es bien conocido el paralelismo que hay entre
campos de numeros y campos de funciones sobre campos finitos. Guiados por este
paralelismo, es natural plantearse el problema inverso de la teoria de Galois para
campos de funciones sobre campos finitos e intentar usar los métodos descritos en
las secciones anteriores para tratar de resolverlo. Sobre todo, porque en este caso
la correspondencia de Langlands global para GL, es un teorema [46] y de hecho,
muchos avances se han obtenido recientemente para grupos reductivos en general por
V. Lafforgue [47]. Sin embargo, hasta donde sabemos, la falta de lugares arquimedianos
en los campos de funciones sobre campos finitos representa un fuerte obstaculo al
momento de intentar aplicar los métodos galoisianos desarrollados para campos de
nimeros. El mejor resultado conocido para campos de funciones sobre campos finitos,
de acuerdo a [32], es un resultado de Fried, Jarden, Pop y Volklein el cual afirma que
para cada grupo finito G existe un entero m tal que para todos los primos £ > m, el
grupo G ocurre como grupo de Galois sobre Fy(t).

Aunque una solucién completa del problema inverso de la teoria de Galois se ve
aun lejana. Los recientes avances en el programa de Langlands nos proporcionan una
poderosa herramienta que esperamos nos permita continuar avanzando rumbo a una
solucién de este problema al menos para grupos de matrices. Ademads, como senalamos
a través de todo el texto, muchas de las herramientas utilizadas son, por si mismas,
problemas de gran interés para la comunidad matematica. Dicho esto, creemos que
este tema es terreno fértil para muchas futuras lineas de investigacién y esperamos
que este articulo sirva como una pequena guia para el lector interesado.

AGRADECIMIENTOS. El autor expresa su gratitud a Pedro Luis del Angel por alentarlo
a escribir este articulo y al arbitro anénimo por sus sugerencias y observaciones las
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