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EL MOVIMIENTO BROWNIANO

DAVID MARQUEZ-CARRERAS

RESUMEN. El objetivo de este trabajo es introducir el movimiento Browniano a
estudiantes que han finalizado los estudios de matematicas, estadistica o ciertas
ingenierias. El motivo de estudiar el movimiento Browniano es porque es un
proceso muy importante dentro de las matemadticas, y del cédlculo estocéstico
en particular. El estudio abarca la definicién matemética del movimiento, su
construccién y sus propiedades méas importantes. Ademads, se daran algunas de
las aplicaciones méas comunes en las matematicas y también una aplicacién a la
fisica y otra a la economia.

El articulo consta en primer lugar de una introduccién histérica. Una segunda
seccién estd dedicada a introducir los conceptos fundamentales de la teoria de
la probabilidad necesarios para comprender el articulo. Las secciones siguientes
tratan sobre el propio movimiento Browniano, sus propiedades trayectoriales y
algunas aplicaciones.

A Josep Marquez Vanrell, un pare molt especial. Dedico este trabajo a mi padre,
por su bondad y generosidad, por su amor, por sus valores, por muchisimas otras razones
que siempre estardn en mi corazon, y una muy importante; por el interés que tenia en
aprender y que me transmitid.

1. INTRODUCCION HISTORICA

El movimiento Browniano es una herramienta muy importante para distintas
ciencias como la matemadtica, la fisica, la economia y la ingenieria, entre otras. En
este articulo me centraré en el punto de vista particular del célculo estocédstico y en
algunas aplicaciones que tiene el movimiento Browniano en este campo.

La historia empieza alrededor de 1820, cuando el médico, bidlogo y botanico
Robert Brown realizé una serie de observaciones con el microscopio del movimiento
de pequenas particulas contenidas en el polen de ciertas plantas cuando éstas estaban
en suspension en agua. Observéd que el movimiento era muy irregular y lo describié en
un articulo en 1828 [5]. Después de hacer muchas mds observaciones creyé haber
decubierto la presencia de moléculas activas en cuerpos organicos e inorganicos.
Muchos cientificos intentaron posteriormente interpretar este extrafio fenémeno. Se
establecié empiricamente que el movimento era més rapido si: las particulas eran més
pequenas, se aumentaba la temperatura o se disminuia la viscosidad del liquido. No
fue hasta finales del siglo XIX que se descubrié el verdadero motivo que causaba
este movimiento: el gran nimero de choques de las particulas en suspensién con las
moléculas del liquido.

Aunque otros cientificos han pasado a la posteridad como descubridores del mo-
vimiento Browniano, creo que es justo comentar a T.N. Thiele quien describi6 este
movimiento a finales del siglo XIX y, sobretodo, a Louis Bachelier quien en 1900 tam-
bién lo describe y lo aplica a las finanzas en su tesis doctoral Théorie de la Spéculation
[2].

De manera aparentemente independiente, Albert Einstein [9] en 1905 plasmé una
teoria y unos resultados cuantitativos sobre el movimiento Browniano. Aun dando un
marco matematico poco riguroso, Einstein resolvié basicamente el problema fisico del
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100 DAVID MARQUEZ-CARRERAS

movimiento. El marco fisico-matematico propuesto por Einstein es el siguiente. Sea
u(t,x), para x € R3, t > 0, la densidad de granos de polen por unidad de volumen en
el instante ¢t y en el punto . Entonces, u(t, 2) también podria interpretarse como la
probabilidad que una particula se encuentre en el punto x en el instante ¢t. Asumiendo
ciertas hipétesis, Einstein dedujo la ecuacién diferencial (aproximada) siguiente para
la funcién u:

@ = DAu, t >0,

ot
donde A es el operador de Laplace y D es una constante positiva llamada el coeficiente
de difusién. Esta ecuacién es precisamente la ecuacion del calor que satisface la
temperatura. Este resultado fue obtenido también por Bachelier pero su trabajo pasé
desapercibido en aquella época. Si suponemos que en el momento inicial la particula
se encuentra en un punto y € R3, es decir, u(-,0) = 4, la solucién de la ecuacién serd
la densidad de una ley Gaussiana

u(t,z) = _ ex My == 2||”
T JampE P 4Dt 7

Por otro lado, Einstein demostré mediante razonamientos fisicos que D = %, donde
R es una constante universal que depende del material donde esta suspendida la
particula, T es la temperatura absoluta, N es el nimero de Avogrado y F' el coeficiente
de viscosidad del liquido. Ello sirvié para solucionar el problema fisico que planteaba
la aparicién de este movimiento, e incluso para confirmar la existencia de moléculas y
atomos.

Seria injusto olvidarnos del cientifico Marian Von Smoluchowski que en el mismo
periodo de tiempo consiguié resultados similares a los de Einstein describiendo también
el movimiento Browniano (véase [29]), trabajando tanto desde el punto de vista tedrico
como experimental. Por esta razén a la modelacién del movimiento Browniano como
proceso se le llama modelo de Einstein-Smoluchowski. Poco después Jean Perrin lo
verificé y corroboré experimentalmente, utilizando esta formula, junto con una serie
de experimentos, para determinar una aproximacién del nimero de Avogadro.

No obstante, los trabajos de Einstein-Smoluchowski no proporcionan una teoria
dindmica del movimiento, solamente determinan la naturaleza del movimiento y el
valor del coeficiente de difusién, todo ello aceptando ciertas hipétesis fisicas no muy
rigurosas. Las primeras formulaciones dindmicas son debidas a los fisicos Paul Langerin
por un lado y a Leornard Ornstein y George Uhlenbeck por otro.

El marco tedrico adecuado y riguroso para describir un modelo matematico que
describa el movimento Browniano fue realizado por Norbert Wiener en los anios veinte
del siglo pasado. Wiener demostré la existencia de una probabilidad en el espacio
de las funciones continuas C([0,+00)) que correspondia a la ley de probabilidad del
movimiento Browniano. En las siguientes secciones presentaré estos conceptos del
proceso también llamado proceso de Wiener en honor a este filésofo y matemaético.
Posteriormente, Paul Lévy llevé a término un andlisis profundo y exhaustivo de las
propiedades de las trayectorias del movimento.

Entre esas propiedades, se muestra que el movimiento Browniano no es derivable
en ningun punto, por lo que parecia tarea complicada tratar de definir una integral
con respecto a este movimiento. Kiyosi Ito tiene el mérito de haberlo conseguido en
uno de los hitos mas importantes dentro del cédlculo estocastico, de ahi que también
sea conocido com el cdlculo de Itd (véase [11]).

2. PROBABILIDADES

Esta seccién pretende dar una introduccién a la teoria de la probabilidad para
entender este articulo. Si el lector tiene buenos conocimientos de esta teoria, puede
pasar directamente a la siguiente secciéon. En caso contrario aqui se expone un resumen
de lo necesario para seguir este articulo de divulgacién. No se da demostracion alguna
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porque no es el propésito de este trabajo. Si el lector esta interesado en mas informacién
puede consultar los libros [4], [7], [20] o [31], entre otros.

Un espacio de probabilidad es una terna (2, F, P) donde 2 es un conjunto no vacio,
F es una familia de subconjuntos de {2 con estructura de o-dlgebra y P una medida
de probabilidad sobre F. Para dos eventos A, B € F diremos que son independientes
si se cumple

P(ANB)=P(A)P(B).

Una aplicaciéon X : 2 — R™ es un vector aleatorio si es una aplicacion medible, es
decir, si X ~1(B) € F para todo B € B(R"), donde B(R") es el conjunto de Borelianos
de R™. Cuando n = 1, en lugar de vector se habla habitualmente de variable aleatoria.
Esta aplicacién medible entre (2, F) y (R™, B(R™)) induce una probabilidad sobre
(R™, B(R™)) denotada por

Px(B)= (PoX~")(B)=P(X"(B)), BeBR®").

A la probabilidad P o X! se le llama, en el andlisis matematico, medida imagen de
P para X y en la teoria de la probabilidad, ley del vector X. Cumple el resultado
siguiente:

PROPOSICION 2.1. (Teorema de la medida imagen) Sea f : R® — R wuna funcidn
medible. Entonces, f es integrable en el espacio de probabidad (R™, B(R™),Po X 1)
sty solo si f o X es integrable en (2, F, P), y en este caso

/(foX)dP: F(2)d(P o XV (da).
Q R®

La integral con respecto a una probabilidad puede ser construida con los mismos
pasos que se construye la integral de Lebesgue. La definiriamos incialmente para
funciones medibles elementales, la extenderiamos a funciones medibles positivas como
limite de elementales y terminariamos dando la integral de una funcién medible
integrable. Dos conceptos muy ligados a lo que acabamos de introducir son la funcién
de distribucién y la esperanza de un vector aleatorio. La funcion de distribucion de X
es la funcién de distribucion de su ley, es decir,

Fx(z) = Px((—o0,2]) = P(X < x), x € R™.

Si una variable aleatoria X es integrable con respecto a P definimos la esperanza
matemdtica de X como

E(X):/QXdP:/Rx(PoX_l)(dx).

Mas generalmente, si f : R — R es una funcién medible tal que f o X es integrable
con respecto a P, la esperanza de f(X) es

EU@N=Af@MP=Aﬂﬂ@oXﬂM@

Para cada natural k& > 1, la esperanza de E(XF) (si existe) se denomina momento de
orden k de la variable X. Si el momento de orden dos existe, definimos la varianza de
la variable X como

Var(X) = E [(X — E(X))?] = E(X?) - [E(X))°.

2.1. Convergencias. Consideremos una sucesién {A,,n > 1} de conjuntos de un
espacio medible (2, F). Definimos

limsup A,, = ﬁ fj Ay y liminf A,, = D ﬁ Ay

n——+oo
n—+oo n=1k=n n=1k=n

Los Lemas de Borel-Cantelli son dos resultados muy importantes dentro de la teoria
de la probabilidad. Para una sucesién de conjuntos {A4,,n > 1} de F:
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= Primer lema. Si ZP ) < 400, entonces P(limsup A4,,) = 0.

n—1 n—+o0o

» Segundo lema. Si ademas de ZP(An) = +00, la sucesion es de conjuntos
n=1
independientes, tenemos P(limsup A,) =1
n—-+o0o

A continuacién daremos distintos tipos de convergencia de sucesién de variables
aleatorias {X,,n > 1} a una variable X. La sucesién converge casi seguramente si
existe un conjunto N € F de probabilidad cero tal que

hm Xp(w)=X(w), Vw¢gN.

n—+

La sucesion de variables converge en probabilidad si para todo € > 0,

lim P(|X, — X|>¢)=0.

n—-+o0o

La sucesién converge en media de orden p si la sucesién y el limite pertenecen a
LP(Q, F, P)y
lim E(|X, - X|?)=0.

n—-4oo

Las convergencias casi segura y en media de orden p implican la convergencia en
probabilidad. En cambio si tenemos convergencia en probabilidad, existe una subsu-
cesiéon que converge casi seguramente pero no podemos asegurar la convergencia de
la sucesién. Finalmente, si la sucesién converge casi seguramente y |X,| < Y con
Y € LP(Q, F, P), entonces tenemos convergencia en media de orden p.

Uno de los resultados mas importantes de la teoria de la probabilidad es la ley
fuerte de los grandes numeros.

TEOREMA 2.2. Sea {X,,n > 1} una sucesion de variables aleatorias independientes
e idénticamente distribuidas.

(i) Si E(]X1]) < 400, entonces lim,, - X, = E(X1), casi seqguramente.

n n 1
(i) Si E(|X1]) = 400, entonces limsup, £ |37 | X,| = 400, casi seguramente.

Una sucesién de probabilidades {P,,,n > 1} converge débilmente hacia una proba-
bilidad P y escribiremos w — lim,, P, = P, si

lim fdP —/fdP,
R

n—00

para toda funcién continua y acotada f R — R.

TEOREMA 2.3. Una sucesion de probabilidades {P,,n > 1} converge débilmente
hacia una probabilidad P si y solo silim,, F,(x) = F(x) para todo punto de continuidad
de F', y donde F,, y F' son las funciones de distribucion de P, y P, respectivamente.

Si tenemos una sucesién de variables aleatorias {X,,,n > 1} definidas en un espacio
de probabilidad (€2, F, P). Diremos que esta sucesién converge en ley hacia una variable
X y lo escribiremos £ — lim,, X,, = X, si

w— lim PoX, L—poXx1,

n—-+oo

0 equivalentemente
m E[f(Xy)] = E[f(X)],

n—-+oo

para toda funcién continua y acotada f: R — R.

La convergencia en probabilidad implica la convergencia en ley y reciprocamente,
si la convergencia en ley es hacia una constante también implica la convergencia en
probabilidad.
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2.2. Funciones caracteristicas. Definimos la funcién caracteristica de una pro-
babilidad P en R™ como la aplicacién ¢p : R — C dada por

pp(t) = / b2 p(de) = / cos(t, ) P(dx) +i/ sen(t, ) P(dz),
R R R
donde (-, ) significa el producto interior de R™. La funcién estd bien definida porque
el seno y el coseno son funciones continuas y acotadas. Si X = (Xi,...,X,) es un
vector aleatorio en cierto espacio de probabilidad (92, F, P), la funcién caracteristica
de X es la funcién caracteristica de su ley, es decir,

ox(t) = / et Py (dz) = E (e“t’X)) .
R

Esta funcién tiene muchas propiedades muy ttiles y no muy complicadas de demostrar
(ver, por ejemplo, el libro de Nualart y Sanz [20] para la demostracién de estas
propiedades):

L o¢p(0) =1y |pp(t)| <1, Vt € R". Ademds, pp(—t) = pp(t).
2. Es una funcién uniformemente continua.
3. Si A es un matriz m x n 'y b € R™, entonces

paxso(t) = et oy (ATY),

donde AT significa la matriz transpuesta

4. Tiene la propiedad fundamental de inyectividad. Si tenemos dos medidas de
probabilidad P; y P, sobre R", satisfaciendo que ¢p, = ¢p,, entonces P; = P».
La implicacién contraria es trivial.

5. Sea X = (X1,...,X,) un vector aleatorio. Las variables aleatorias X1,..., X,
son independientes si y solo si

ox(t) = ox,(t1) x - px, (tn), siendo t = (t1,...,t,).

6. Si Xq,...,X, son independientes, entonces

PX14+Xn (t) = ¥x; (t) X Px, (t)7 teR.

Entre otros resultados existen teoremas que relacionan la funcién caracteristica con
la existencia de momentos de una probabilidad (o de una variable aleatoria) y la
derivavibilidad de la funcién caracteristica. Ademas, la funcién caracteristica se llama
asi porque caracteriza la ley de una variable aleatoria, ya que mediante las llamadas
formulas de inversién podemos conocer la funcién de distribuciéon asociada a una
probabilidad e incluso su densidad cuando la probabilidad es absolutamente continua
con respecto a la medida de Lebesgue.

Uno de los resultados mas importantes asociados a las funciones caracteristicas es
el llamado teorema de continuidad de Paul Lévy.

TEOREMA 2.4. Consideremos una sucesion {P,,n > 1} de probabilidades en R y
sean {@pn,n > 1} las funciones caracteristicas asociadas. Entonces,

= Si P, converge débilmente hacia una probabilidad P cuando n tiende a infinito,
entonces lim,, v, (t) = @p(t), para todo t € R.

v Silim, o (t) = ¢(t), donde ¢ es una funcién continua en el cero, entonces ¢
es la funcion caracteristica de una probabilidad P y tenemos w — lim,, P, = P.

2.3. Ley normal multidimensional. Antes de hablar del teorema central del
limite debemos conocer detalladamente la ley normal o Gaussiana. También es natural
estudiarla por la importancia que tiene en la definicién del movimiento Browniano.
Es sobradamente conocida cual es la densidad de una variable aleatoria Gaussiana
N(u,0?) para p € Ry o2 > 0:
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En cambio la ley de una Gaussiana multidimensional ya no lo es tanto, y menos el
caso mas general que se define mediante un teorema y cuya demostracién podemos
encontrar en [20] (ver también [4]).

TEOREMA 2.5. Sean p € R™ y A una matriz simétrica de orden n definida no
negativa. Entonces, existe una probabilidad en R™, que designaremos por N(u,A) y
denominaremos normal n-dimensional (o Gaussiana n-dimensional), que tiene por
funcion caracteristica

1
©(t) = exp (itTu - 2tTAt) , VteR",
donde tTp = {(t, ).

Las funciones caracteristicas de las variables Gaussianas unidimensionales X ~
N(u,0?) y Z ~ N(0,1) son, respectivamente:

o’t? t2
sax(t)=exp{itu—2} y wz(t)=eXp{—2}-
A continuacién daremos algunas de las propiedades més usuales de los vectores nor-
males multidimensionales (si el lector estd interesado en las demostraciones consultar,
por ejemplo, el libro de Nualart y Sanz [20] o también [4]).

1. Sea X un vector aleatorio con ley N(u,A). Si M es una matriz ortogonal tal
que A = MTDM, siendo D una matriz diagonal con sus elementos designados
por di,...,d,. Entonces el vector aleatorio Y = M (X — u) tiene todas las
componentes independientes con ley N(0,d;) si d; # 0 o bien cero si d; = 0.

2. Si X es un vector aleatorio con ley N(u,A), entonces 1 € R™ y A representan
el vector de medias y la matriz de varianzas y covarianzas, respectivamente.
Efectivamente,

E(X)=M"EQY)+u=p,
E(X )X - =EWMTYYTM)=MT"DM = A,

donde Y es el vector aleatorio del punto 1.

3. Si X es un vector aleatorio con ley N(u,A) y A una matriz de orden r X n,
el vector aleatorio AX tiene ley N(Au, ANAT). Ello implica que todo vector
aleatorio de la forma (X;,,...,X; ), con m < n, tiene ley normal, y toda
combinacién lineal )" | a;X; también. Reciprocamente, si (X1,...,X,) es un
vector aleatorio tal que toda combinacién lineal es normal, entonces X tiene ley
normal multidimensional (algunos autores utilizan este concepto para definir la
ley normal multidimensional).

4. Sea X = (Xy,...,X,) un vector aleatorio con ley N(u,A). La independencia
de las variables Xi,..., X, es equivalente a que la matriz A sea diagonal, es
decir, que las variables sean incorrelacionadas.

5. Si la matriz A es regular (det A > 0), decimos que la ley normal N(u,A) es no
degenerada, y en este caso la ley es absolutamente continua con densidad

1 1 T -1 }
r) = ———— exp{ —=(z — A (x - .
) = s e {—5e =) A w0
2.4. Teorema central del limite. En primer lugar daremos la versién unidimen-
sional del teorema central del limite, también llamado teorema central del limite de
Lévy-Lindeberg o teorema fundamental de la teoria de la probabilidad.

TEOREMA 2.6. Sea {X,,,n > 1} una sucesion de variables aleatorias independien-
tes, idénticamente distribuidas y cuadrado integrable, con media p y varianza o > 0.
Entonces, st S, = X; +--- + X,,, tenemos que

Sp—nu ¢

ov/n n—rtoo

N(0,1).
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La versién multidimensional del teorema es la siguiente.

TEOREMA 2.7. Sea {X,,n > 1} una sucesidn de vectores aleatorios k-dimensiona-
les independientes e idénticamente distribuidos. Supongamos que las componentes de
X1 son cuadrado integrable. Utilizando la notacion S, = X1 + -+ + X, E(X1) = 1
y E[(Xy — ) (X1 — u)T] = A, tenemos que

Sp—np ¢

\/ﬁ n—-+o0o

3. EL MOVIMIENTO BROWNIANO

N(0,A).

Un proceso estocdstico es una coleccién de variables aleatorias {X;,t € T'} definidas
en un espacio de probabilidad (€2, F, P), indexadas por un espacio de pardmetros T'y a
valores en un espacio medible (5, S). Este espacio medible (S,S) se denomina espacio
de estados del proceso y en general serd R 6 C o un conjunto finito o numerable. El
parametro t € T representa el tiempo y el conjunto 7' serd habitualmente N, Z, R 6
un intervalo de R.

Para todo conjunto v = {t; < --- < t,} C T podemos considerar la aplicacién
medible (X;,,...,X;, ) que induce una probabilidad P, = P o (Xy,,...,X;, )" en
el espacio producto (SY,8"). A la familia de probabilidades {P,,v C T,v finito} la
denominaremos distribucidn en dimensidn finita del proceso {X;,t € T'}.

Diremos que un proceso { Xy, t € T'} es un proceso estocdstico Gaussiano si todas sus
distribuciones en dimension finita son leyes Gaussianas multidimensionales, es decir,
si para cualquier conjunto de tiempos {t; < -+ < t,} C T, el vector (Xz,,...,Xt,)
tiene ley Gaussiana multidimensional.

Definicién 3.1. Un movimiento Browniano unidimensional {B;,¢ > 0} es un
proceso estocdstico Gaussiano con esperanza cero y funcién de covarianza dada por

E(B:B;s) =t A s =min(s,t).

3.1. Existencia de este movimiento y algunas propiedades. Una primera
pregunta que uno debe hacerse es si este objeto realmente existe. Para obtener una
respuesta afirmativa, en primer lugar, necesitamos un resultado que nos permita
extender una probabilidad sobre conjuntos finitos a conjuntos mas generales. Considero
este resultado de Kolmogorov una herramienta y su demostracion se escapa al objetivo
de este trabajo. Si el lector estd interesado puede consultar su demostracién en los
teoremas 3.5 y 3.7 del libro de Tudor [32] (mirar también [12]).

TEOREMA 3.2. (Teorema de consistencia de Kolmogorov) Sea T un conjunto ar-
bitrario y consideremos una familia de probabilidades {P,,v C T, v finito}, donde P,
estd definida sobre (RV, B(RY)) y la familia cumple la condicion siguiente de compati-
bilidad:

Siu C v son dos conjuntos finitos y 11, , : RV — R" es la proyeccion
canonica, entonces se cumple que

P, oI} =P,.

Bajo estas suposiciones, existe una tnica probabilidad Q en el espacio (RT, B(RT)) tal
que

Q © Hgl = Pm
para todo conjunto finito v.

Mediante este teorema de Kolmogorov podemos demostrar un resultado sobre la
existencia de procesos Gaussianos que nos ayudard a comprobar la existencia del
movimiento Browniano.

PROPOSICION 3.3. Sea K : TxT — R una funcién simétrica y definida no negativa.
Entonces, existe un proceso Gaussiano {X;,t € T} satisfaciendo E(X) =0, Vt € T,
y Cov(Xs, Xs) = K(s,t), Vs, t €T.
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Demostracion. Consideremos, para ti,...,t, € T,

Mty t, = (07 .- "0)’At17"~)tn = (K(ti’tj))lﬁi,jﬁm Yy Ptly-",t n " N(Mth rL7At17"')tn)7

es decir, P;, ..+, es una ley Gaussiana n-dimensional con esperanza cero y matriz de
covarianzas (K (t;,t;))1<i,j<n. Denotemos por (Xi,,..., Xy, ) un vector aleatorio con
ley Py, ... 4, Para cualquier subconjunto {t;,,...,¢;, } de {t1,...,¢,}, tenemos que

A(Xt17...,Xt") = (Xth"'"Xtim)’

con

5t1,ti1 T 5tnsti1
A= =

6t1,tim T 6tn7tim
donde d5; es la funcién delta de Kronecker. Utilizando que la transformacién lineal
de una ley Gaussiana sigue siendo Gaussiana obtenemos que el vector aleatorio
(Xt, 5, Xy, ) tiene una distribucién normal m-dimensional con esperanza cero y
matriz de covarianzas AAy, 4, AT = (K (ti,ti,))1<k.i<m- Asi, finalmente, aplicando
el teorema 3.2 obtenemos el resultado deseado. O

Esta proposicién nos asegurard la existencia de un proceso {By, ¢ > 0} satisfaciendo la
definicién del movimiento Browniano. En efecto, si escribimos K (s,t) = sAt, podemos

demostrar que, para cualesquiera t; > 0y z; € R, i =1,...,n, obtenemos
n
ZmKt“t Zxx]t Atj) waj/ 0,¢:](") Ljo,¢,) (r)dr
1,j=1 3,j=1 i,j=1

:/ (Z xi]l[oyti](r)> dr > 0,
0 i=1

en dondelljg,,(r) es la funcién cuyo valor es 0 sir >t 67 <0y 1si0 <7 <t
Por tanto, K(s,t) = s At es una funcién simétrica y definida no negativa y podemos
aplicar la proposicion 3.3.

Ahora daremos una definicién equivalente de movimiento Browniano.

PROPOSICION 3.4. Un proceso estocdstico {By,t > 0} es un movimiento Browniano
sty solo si By = 0 c.s., y para cualesquiera 0 < s < t, la variable aleatoria By — By
es independiente de B, 0 <r <'s, y By — By sigue una distribucion N(0,t — s).

Demostracion. Tenemos que demostrar las dos implicaciones.
=) Asumimos en primer lugar que {B;,t > 0} satisface la definicién de movimiento
Browniano (véase definicién 3.1). Como E(B2) = 0, tenemos que By = 0 c.s.
Sea 0 < r < s < t. Usando la covarianza del movimiento Browniano deducimos
que
E[B,(B; — By)|=(rAt)—(rAs)=r—r=0.
Por lo tanto, como B tiene esperanza cero, obtenemos
E[B,(B; — B;)] = E(B,)E(B; — By).

Ya que (B,, Bs, B;) es un vector aleatorio Gaussiano, esta igualdad implica la
independencia entre B, y B; — B;.

Gracias a que la combinacion lineal de variables aleatorias Gaussianas vuelve a
ser Gaussiana, B; — B es una normal que cumple E(B; — By) = 0 y utilizando
la covarianza del movimiento Browniano

E (B, — B,)’] =E(B}) —2E(B,B) +E(B) =t —2s+s=1t—s,

que prueba la ltima condicién.
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<) Si tomamos n > 1y 0 < t; < .- < t,, el siguiente vector (By,, By, —
By, ..., B, — By, _,) esta formado por componentes Gaussianas independien-

bn

tes. Entonces, existe una matriz A tal que
X = (Bt17' . "Btn) = A(BtuBm - Bt17 e '7Btn - Btn—1)7

y por lo tanto, X es Gaussiano. Como todas sus distribuciones en dimensién
finita son leyes Gaussianas, tenemos que {By,t > 0} es un proceso Gaussiano.
Finalmente, como B; — By ~ N(0,t), tenemos que

E(B:) = E(B; — Bo) = 0;
y, para 0 < s < ¢, usando la independencia
E(B,B,) = E[B,(B, — B, + B,)] = E[B,(B, — B,)] + E(B?)
=E(B,)E(B; — B;) + E(B?) =E(B?) =s = s At.
Lo que concluye la otra implicacién.
O

No resulta dificil demostrar la proposicion siguiente calculando la varianza de los
distintos procesos que aparecen en ella.

PROPOSICION 3.5. Sea {Bi,t > 0} un movimiento Browniano. Entonces, los
siguientes procesos también son movimientos Brownianos:
u {—Bt, t 2 0}
» {Biys — Bs,t > 0}, para cualquier s > 0.
= {ABy/2,t > 0}, para cualquier A > 0.
. {}/t = tBl/t7t > 0} y Yy =0.

3.2. Construccién del movimiento Browniano. En la seccién anterior hemos
comprobado que existe este movimiento pero no lo hemos descrito. Hay diversas
formas de construir un movimiento Browniano. Una opcion seria escribir cémo tienen
que ser las distribuciones marginales en dimensién finita y construir una medida de
probabilidad en un espacio medible adecuado para obtener estas marginales (teoremas
de Daniell-Kolmogorov y Kolmogorov-Centsov, ver por ejemplo [6]). Otra forma serfa
demostrar su existencia como limite de una secuencia de caminos o paseos aleatorios
(teorema de Donsker, ver por ejemplo [30]).

Aqui construiremos el movimiento Browniano utilizando una tercera via. Las ideas
que usaremos son la de la construccion de Paul Lévy en los anos 40 del siglo pasado
y la posterior simplificacién de Zbigniew Ciesielski en los anos 60 del mismo siglo.
Por este motivo la construccién que daremos es conocida como de Lévy-Cliesielsk:.
La construccion es larga y densa, solo se pretende dar un esquema amplio para
comprenderla ya que consideramos que es una herramienta importante dentro de
la investigacién del cdlculo estocéstico. Vamos a construirlo sobre el intervalo [0, 1],
como un elemento aleatorio del espacio de funciones C([0, 1]) para después extenderlo
a todo R, . La idea bésica es definirlo paso a paso en el conjunto finito de los puntos
diddicos para luego interpolar linealmente los valores obtenidos y demostrar que el
limite uniforme de estas funciones es justamente un movimiento Browniano. Para una
demostracién completa se puede consultar, por ejemplo, el teorema 1.12 en [32] o la
seccién 3.2 de [22].

Consideremos el espacio de Hilbert L?([0, 1]) de las funciones medibles f : [0,1] — R

tal que fol f(s)?%ds < oo, y dotado del producto escalar

(fs9) = (f,9)L2(j0,1)) =/0 f(s)g(s)ds.

Definimos las funciones de Haar como fo 1(t) = ljp,1j(t) y paran > 1,1 <k <27, k
impar,

Fae() =277 Wi 1y9-n gy (t) = 277 Lpo-n (pp1y2-m) (L)
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No resulta complicado demostrar que la familia {f, x,n > 0,1 < k < 2",k impar}
es una base ortonormal completa de L%([0,1]). De este modo, para cualquiera h €

L?([0,1]), tenemos que
=3 > (B fur) Fun(t),

n=0kel,
con I, = {k € {1,...,2"}, k impar}, y para g € L?([0,1]), obtenemos también la

identidad de Parseval
hg) =Y Y (b fak)(9: k)
n=0kel,

Con ello en mente definimos las funciones de Schauder como S 1 ( fo fo1(s)ds =t,
yparan > 1,1 <k <2" k impar,

t
= / fri(s)ds
0

n—1 k-1 k+1
=22 [(t ~om ) jk—1)2-n k2 (t) + < o T t) Djgo—n (ky1)2-m)(t)

que satisfacen

1
1 <—
(3.1) 0% [k (O] < s

y utilizando la identidad de Parseval para h =1y i y g =10 s} obtenemos

sSAt = h g Z Z h fnk 9, fnk Z Z Sn,k(s)sn,k(t)'

n=0kel, n=0kel,
Ahora estamos en condiciones de definir la sucesién que convergira a un movimiento
Browniano. Sea {&, k, k € I,,,n > 0} una coleccién de variables aleatorias Gaussianas
independientes N(0,1). Consideremos entonces las funciones {B,(¢),0 < t < 1}
definidas como

ZZ&M Smi(t), Vte[0,1],n >0,
m=0 keI,

que son procesos Gaussianos, centrados y con trayectorias continuas.
Utilizando (3.1) podemos obtener

1Bo(t) = Bu-1(t)lloo := sup |By(t) — Buoa(t)] < 27" max|&,l.
0<t<1 kel,

Asitomando A,, = {w € Q; || Bp(t)—Bn-1(t)|lec > V2771 In27}, podemos comprobar
ql:)lg 2220:1 P(A,) <2 +o0. En efecto, la cota de || B, (t) — Bp—1(t)|lcc y €l hecho que
J e 2dy < %ea /2 implican

27n71
P(A,) < P ( méx|é, >2\/nln2> <2“*1P( >2\/nln2> <
( n) = <k€In |£ L7k| = ‘§n71| = \/m
y esta cantidad es sumable. Entonces, si IV := limsup,, A4,, el lema de Borel-Cantelli
nos dice que la sucesién {B,(t,w),n > 0} es convergente en C([0,1]) si w ¢ N.

Definamos
lim B, (t,w), siw¢ N,
Bi(w) =

n—oo

0, siw € N.
El proceso {B;,0 <t < 1} tiene trayectorias continuas porque el limite uniforme de
funciones continuas es continuo. Ademads, es un proceso Gaussiano porque pertenece
a la envoltura lineal cerrada de la familia Gaussiana {&, x,k € I,,n > 0}. Por otro
lado, tenemos
(3.2) lim E[B,(t)] =0, Vit e [0,1],

n—oo
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y
(3.3) lim E[B,(t)B,(t)] = s At, Vs, te0,1].

n—oo

Usando las propiedades de la funcién cararacteristica, las propiedades (3.2) y (3.3)
implican que para todo ntumero finito de instantes tq,...,t; € [0,1] los vectores
aleatorios (By(t1),...,Bn(tx)) convergen en ley hacia una distribucién normal k-
dimensional, centrada y con matriz de covarianzas {(¢; A t;)}1<i j<k. Pero como esta
sucesion converge casi seguramente a (By,, ..., By, ) deducimos que {B;,0 <t < 1} es
un proceso Gaussiano y tiene esperanza cero y funcién de covarianza s A t, y por lo
tanto, es un movimiento Browniano.

Finalmente, para extenderlo a [0, 400), tomaremos una sucesién { B{", ¢ € [0, 1], m >
0} de movimientos Brownianos independientes con trayectorias continuas y definire-
mos

m—1
Bt:ZBf+Bt"1ml+1, site[m—1,m), m>1.
i=0

No es complicado comprobar que este nuevo proceso es un movimiento Browniano en
[0, 400).

4. PROPIEDADES TRAYECTORIALES DEL MOVIMIENTO BROWNIANO

En esta seccidon observaremos algunas de las propiedades méas importantes de sus
trayectorias.

4.1. Variacién cuadratica del movimiento. La nocién de variacién de orden j
nos indica el tipo de regularidad de cierta funcién y la existencia de diferentes érdenes
son importantes para las expansiones de Taylor y el desarrollo del calculo infinitesimal.
El movimiento Browniano tiene variacion cuadrética finita y variacién total infinita,
en todo intervalo finito, casi seguramente.

Fijemos un interval finito [0,7] y consideremos una sucesién de particiones II,, =
{tt =0 <t} <... <t} =T} de este intervalo cumpliendo [II,| = sup; [t7,; —
t;’\ — 0, cuando n tiende a infinito. Con estas premisas y utilizando la notacién
A;B = Bt;; - Bt;L_l, puede probarse

Tn

(4.1) S (4;B)? %“% T.
j=1

Veamoslo. Observemos que gracias a la definicién del movimiento Browniano tenemos
que AjB ~ N(0,t% —t% ) y las variables (A;B)* — (t} —t}_,), j = 1,...,7n, son
independientes y centradas. Entonces, utilizando ademéas los momentos de orden 2 y

4 de una Gaussiana, tenemos

E[(}T_’;(A]—Bﬁ 1) } - E[(imjw - t;-w]ﬂ

Tn

=3 n([am - - o))
- Zn (E[(AJ’B)4] —2(t) — t?,l)E[(AjB)Q] + t?1)2>

=23 — 7)< 271,
j=1

lo cual implica (4.1). Si a las hipdtesis le anadiéramos II,_; C II,, podriamos
demostrar (4.1) pero con la convergencia casi segura.
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Como consecuencia de (4.1), la variacién total de las trayectorias del Browniano es
infinita en cualquier intervalo [0, T]. Efectivamente,

Tn

Y (8B < sup |A;B]Y|A;Bl,

j=1 1<j<7n j=1

y teniendo en cuenta (4.1) y que sup; |A; B| — 0 casi seguramente cuando n tiende a
infinito, se obtiene que la variacion total debe ser infinita.

4.2. Continuidad en el sentido de Hélder. Recordemos que una funcién f :
R — R es localmente continua en el sentido de Hélder con exponente v € (0,1], si
para cualquier conjunto acotado A C R, el coeficiente de Holder

[fllcray :==  sup |f(@) = fy)l

T, yeA, x#y |$ - y|’Y

es finito. En el caso v =1 la funcién es localmente Lipschitz continua.

En el caso del movimento Browniano puede mostrarse que las trayectorias son
continuas en el sentido de Holder para cualquier exponente 7y € (0,1/2). Para probarlo
se utiliza el siguiente criterio (ver teorema 2.1 [25] para su demostracién):

TEOREMA 4.1. (Criterio de continuidad de Kolmogorov) Consideremos un proceso
estocdstico { X, t > 0} satisfaciendo que para cualquier conjunto acotado de subindices
A C [0,400), existen tres constantes estrictamente positivas o, C, e tal que

(4.2) E[|X; - X, <Ot —s|'Te, Vs, te€ A

Entonces, casi sequramente, las trayectorias del proceso X son continuas en el sentido
de Holder con exponente v € (0,e/a).

Ahora, si tomamos un movimiento Browniano {By,¢ > 0}, recordando que, para
cualesquiera 0 < s < t, By — By ~ N(0,t — s), y utilizando cudnto vale el momento de
orden n de una Gaussiana tenemos que

(2n)!

E[|B, — B,|""] = T (t—s)™.

Esto es vélido para cualquier n € N. Por lo tanto, mediante el criterio de continuidad de
Kolmogorov podemos concluir que el movimiento Browniano tiene, casi seguramente,
trayectorias continuas con exponente v € (O, "—_1) y haciendo tender n a infinito se

2n
obtiene el resultado.

4.3. No diferenciabilidad del movimiento Browniano. El teorema sobre la no
derivabilidad de las trayectorias del movimiento Browniano fue demostrado por Paley,
Wiener y Zigmund [21] en 1933 y actualmente se usa una adaptacién hecha en 1961
por Dvoretski, Erdés y Kakutani [8].

La demostracién se basa en demostrar que el conjunto

N = {w €Q,3t €01, M,k € N; tal que Vs € [t,t+%], |By(w) — By (w)] < M|s—t|}

tiene probabilidad cero (se puede encontrar una demostracién en la seccién 2.9 de
12)).

Esta demostracién no es muy complicada pero si algo larga y técnica. Sin embargo,
usando que la variacién cuadratica es finita casi seguramente puede probarse otro
resultado que implica la no diferenciabilidad del movimiento Browniano.

PROPOSICION 4.2. Las trayectorias del movimiento Browniano no son localmente
continuas en el sentido de Hélder cast sequramente en ningun punto para erponentes
v >1/2.
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Demostracion. Gracias a la seccién 4.1, existe un conjunto Qg C Q tal que P(Q) =1
y para cualesquiera p < ¢ racionales, existe una sucesion II,, de subparticiones de [p, q]
con [II,| -0y

z 2 —
(4.3) nEIfoo (Bt;zrl (W) = Bin(w))” = q—p,

trell,

para todo w € Q. Si suponemos que |Bi(w) — Bs(w)| < Clt — s|Y parap < s,t < qy
~v > 1/2, entonces

2 _
Z (Btgrl(w) — By (w))” < C*(q—p) sup [t7% — A

y ello contradice (4.3). O

Fijense que este resultado nos da la no diferenciabilidad en cualquier punto porque
para ser diferenciable necesitariamos que sea localmente continuo en el sentido de
Holder para un exponente de grado v = 1 y eso contradice la proposicién anterior.

Sabemos qué sucede para v € (0,1/2) y v > 1/2. Una pregunta interesante seria
qué ocurre con v = 1/2. Este problema lo resolvié Paul Lévy en 1937 con el llamado
teorema del modulo de continuidad. Puede encontrarse una versién de la demostracién
en [25] (teorema 2.7).

PROPOSICION 4.3. Sea {Bi,t > 0} un movimiento Browniano. Entonces,

su Biyn — B
P (h’msup Pose<in [Brin d = 1) =1

h—0 2k In k]

Consecuentemente, las trayectorias del movimiento Browniano no son continuas en
el sentido de Holder para v = 1/2. En efecto,

Vh \/2h[In h|

que tiende a infinito cuando A — 0.

SUPg<i<1—p | Beyn — Bl _ SUPg<t<i-h |Btn — By 2[In A

5. APLICACIONES O HERRAMIENTAS MATEMATICAS DEL MOVIMIENTO
BROWNIANO

El movimiento Browniano tiene muchisimas aplicaciones en distintas ramas de las
ciencias pero algunos conceptos son ya muy importantes para las propias matemaéticas.
En esta seccién comentaremos algunas de ellas como la integral estocéstica, la féormula
de It6 o las ecuaciones diferenciales estocasticas. Solo daremos unas pinceladas porque
cualquiera de estos conceptos daria por si solo para un articulo completo. Si el lector
esta interesado existe un articulo precioso de Ledn [14] donde pueden encontrar més
extensamente y de manera comprensible y accesible todos estos conceptos.

5.1. La integral de It6. El movimiento Browniano representa fendémenos que
cambian rapidamente en el tiempo y por este motivo no tiene trayectorias de variacion
acotada. Ello provoca un problema a la hora de definir una integral con respecto a
este movimiento.

En efecto, si para un proceso estocdstico con trayectorias continuas {u(t),t > 0}

queremos definir la integral fOT u(t)dB; trayectoria a trayectoria (w por w) como
una integral de Lebesgue-Stieltjes aparecen disitintos problemas. Concretemos estas
dificultades. Para cada w € §2, considerariamos la integral como el limite de las sumas

de Riemann-Stieltjes
n

Sn = Zu(gl)(Btl - Bti—1)7
i=1
con 0 =ty <t <--- <t, =T una particién de [0,7] y & un punto intermedio
entre t;_1 y t;. No resulta complicado comprobar que en general S,, no converge en
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probabilidad porque u(t) depende de los eventos que ocurren después de ¢ (ver la
observacién 3.2 [14]) y que incluso tomando el caso particular u(t) = B, el limite en
probabilidad depende del punto intermedio &; tomado (ver la observacién 3.4 [14]).

K. Ito6 resolvié este problema en los anos 40 construyendo la integral para una
clase particular de procesos (ver [11]). Definamos en primer lugar algunos conceptos
necesarios para entender sus ideas. Una familia de o-dlgebras {F;,¢ > 0} se llama
filtracion si Fy C F, t >0, y si s < t implica que F; C F;. Tomaremos una filtracién
satisfaciendo:

1. B es adaptado a {F;,t > 0}, ello significa, que para todo t > 0, B; es JFy-

medible.
2. Para cualesquieras 0 < s < ¢, la variable aleatoria B, — B, es independiente de
Fs.
Por ejemplo, si tomamos P = o{Bs,s € [0,t]}, la filtracién generadada por B,

cumple estas propiedades.

It6 construyé la integral para procesos adaptados a una filtracién resolviendo asi
los problemas que antes hemos mencionado. Consider6 procesos {u(t),¢ > 0} que son
adaptados a una filtracién {F;,t > 0}, que como funcién

u: [0,T]xQ — R
(t,w) — u(t,w)

son medibles con respecto a la o-dlgebra B([0,7]) ® F, y ademds cumplen
T
(5.4) E/ u(t)?dt < cc.
0

A estos procesos los llamaremos L? ;.. Entonces, siguiendo los pasos habituales en la
teorfa de la integracién, It6 definié la integral para procesos elementales de L2 .,

u(t) = Z uilly, gy (t),
=1

con 0 =ty <t; <---<t, =T, como la variable aleatoria centrada

T n
/ u(t)dBt = Zuj(Btj — Btj,l)-
0 j=1

Esta integral estocdstica cumple los requisitos de linealidad y una propiedad muy
importante que es la isometria

T 2 o
E (/0 u(t)dBt> =E (/0 u(t) dt) .

A partir de aqui puede demostrase que para cualquier u € LiT, existe una sucesién
{un(t),n > 0} de procesos simples tal que
T
lm [ E(un(t) —u(t))dt =0,
n—oo 0
y puede definirse la integral estocastica de It6 como
T T
/ u(t)dB; := lim U (t)dBy,
0

n—oo 0

donde el limite es en L?(Q). Incluso puede generalizarse a procesos adaptados y
conjuntamente medibles satisfaciendo

T
P / uldt < oo p = 1.
0

Mas adelante, se definieron otras integrales como la de Stratonovich, la de Skorohod,
etc. Si el lector esta interesado en una amplia exposicién de la integral de It6 puede
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consultar el articulo diddctico de Leén [14] o bien los libros de Arnold [1], Karatzas-
Shreve [12] o Revuz-Yor [25].

5.2. Ejemplo. Daremos un ejemplo donde aplicamos lo dicho en la seccién anterior
y que nos servira para introducir el siguiente apartado. Vamos a comprobar que

T 1
/ BidB; = —(B% - T),
O 2

en lugar de %B% que seria lo esperado con las reglas del cdlculo determinista.
Consideremos un proceso simple definido como sigue:

Un(t) S Z Btj_l ]l[tj_l,tj)(t)7
j=1

con t; = %, j=0,...,n. Es obvio que u™ € L? ;. y ficilmente tenemos
t

T 5 n tj 9 T n j T2
/ E (u,(t) — By) dt:Z/ E (B, , - B dtg—Z/ dt = —.
0 =1 . anl . n

t771 t]—l

Por tanto, {u™,n > 0} es una sucesién que aproxima al movimiento Browniano B
en la norma L2?(Q x [0,T]). Ahora, de acuerdo con la definicién de integral de Ito,
debemos calcular en L?((2)

T n
| Bds = lim S B, (B, - By ).
0 n o0 “
Jj=1

Fijando w € Q, podemos obtener

ZBtj—l(Btj —Bi,,) = 2 Z(Bt% - ij—l) D) Z(Btj - Bi,_,)’
i=1 ‘

n

1
— 53% -3 ;(Btj — By, )%,

donde en la primera igualdad hemos utilizado el desarrollo de (a —b)? y en la segunda
que la serie es telescépica. El resultado se obtiene usando la variacién cuadratica del
movimiento Browniano.

5.3. La férmula de It6. Esta formula la podriamos introducir de diversas ma-
neras, vamos a dar dos de ellas. En primer lugar podriamos introducirla como una
generalizacién del ejemplo anterior. Tenemos que

t
33:2/ B.dB, +t, t>0.
0

La férmula de It es una generalizacion de esta férmula para funciones mas generales
que f(z) = 2% y procesos también mds generales en el papel de integrando que el
movimiento Browniano. La otra posibilidad es decir que la férmula de It6 para la
integral estocéstica es la equivalente a la férmula de integracién por partes del célculo
determinista.

Sea un proceso estocastico definido como

t t
(5.5) X = Xy —|—/ hsdB, +/ gsds,
0 0

con X una variable aleatoria JFy-medible, g un proceso estocastico adaptado satisfa-

ciendo fOT |gs|ds < oo c.s., y h un proceso estocdstico adaptado, medible con respecto
a B([0,7]) ® F y cumpliendo que

T
P{/ h§d3<oo}:1.
0
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A este proceso lo denominaremos proceso de Ité. Entonces, para toda funcién f :
R — R que pertenece a C%(R) (funcién con segunda derivada continua), tenemos

F(X0) = F(Xo) + /f dX+/J” X,)?

F(Xo) /f gsds—i—/f hedBy + + /f” cs.

La idea de la demostracion no es muy complicada. Daremos un esquema de ella en un
caso particular. Tomando ¢ =0 y h = 1, eso significa X; = By, la férmula de Ito es:

F(By) = f(Bo) / #(By)dB, + = / (B cs.

Consideremos {0 = tg < t; < --- < t, = t} una particién de [0,t]. El desarrollo de
Taylor hasta orden dos implica

n

f(Bt) = f(BU) + Z f/(Bti—l)(Bti - Bti—l)

i=1
1 n
+ 5 Zl f//(Bti—l + )‘Z(th - Bti—l))(Bti - Bti—1)27
con A\; € (0,1),4=0,...,n. En el primer sumando aplicando la construccién de la

integral de It6 se puede demostrar que

n ‘
li)m Zf/(Bti—l)(Bti - Bti,l) - / fl(B dB
" ool':l 0

Para el segundo sumando, la clave es la siguiente descomposicién:

n

t
Zf//(Bti—l + Ai(Bti - Bti—l))(Bti - Bti—1)2 _/0 f//(B )dS

=1

< Z f//(Bti—l + )‘Z(Bt1 - Btl—l))(Bti - Bti—l)z - Zf//(Bti—l)(Bti - Bti—l)z‘
i=1 =1

+ Z f”(Bti—l) [(Btz - Bti—l)Q - (ti - ti—l)]‘
+;ﬂwmwrnn—AWBMs

El primer término podemos comprobar que tiende a cero por la continuidad de f”, el
tercer término converge por el clasico resultado de la aproximacién de la integral de
Riemann por las sumas de Riemann y en cuanto al segundo, se puede demostrar sin
mucha dificultad que tiende a cero en probabilidad.

Si el lector esta interesado en la demostracién o en versiones més generales de esta
férmula puede consultar los libros de Karatzas-Shreve [12], Protter [23] o Revuz-Yor
[25] o el articulo de Moret y Nualart [16].

5.4. Ecuaciones diferenciales estocéasticas. Ahora nuestro proposito es estudiar
la ecuacion diferencial estocéstica
(5.6) dX; = o(t,Xy)dB; + b(t, X;)dt, t € 10,7,
Xo = &
donde b y o son funciones B(]0,7]) ® B(R)-medibles y £ es una variable aleatoria

Fo-medible. Una solucién fuerte de (5.6) es un proceso {X;,t € [0,7T]} adaptado a la
filtracién {F,t € [0,T]} con trayectorias continuas tal que:

» P(Xo=¢)=1.
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» Los procesos {o(t,X:),t € [0,T]} y {b(t, X+),t € [0,T]} son conjuntamente
medibles, adaptados y cumplen fOT E(o(t,X;)?)dt < ooy fOT E(|b(t, X¢)|)dt <
00, respectivamente.

» Para cada t € [0,T], con probabilidad 1, se satisface

t t
Xt:§+/ b(s,Xs)ds+/ o(s, X,)dB,.
0 0

TEOREMA 5.4. Asumimos ademds de las condiciones de adaptabilidad y medibilidad
recién mencionadas las hipotesis:

1. Crecimiento lineal. Eziste una constante C > 0 tal que
|b(t, )| + |o(t,z)] < C(1+ |z|), vt e [0,T], Vx € R.
2. Condicion de Lipschitz. FExiste una constante C' > 0 tal que
[b(t,y) — b(t,z)| + |o(t,y) —o(t,z)] < Cly — x|, Vtel0,T], Vr,y € R.
Entonces, si € € L?(QQ), existe una tinica solucion fuerte a (5.6) en L*(Q x [0,T]).

Demostracion. Veamos primero la unicidad. Supongamos que tenemos dos soluciones
{X,t > 0} y {Y;,t > 0} satisfaciendo (5.6). Entonces, utilizando la condicién de
Lipschitz y la isometria de la integral estocastica, obtenemos

t
E[X, - V] < KOQ/ E(X, - Y.ds, te[0,T),
0

para cierta constante K > (0. Finalmente, mediante el lema de Gronwall, se tiene que
X =Y en L?(Q x [0,T)).

Estudiemos ahora la existencia. Resulta interesante hacer un resumen de la demos-
tracién porque recurre a un procedimiento muy utilizado tanto en el caso estocastico
como en el determinista. Definimos, para ¢ > 0, la siguiente iteraciéon llamada de
Picard:

XP o= ¢
t t

Xr = g+/ b(s,X:—l)ds+/ o(s, X" YdB,, n>1.
0 0

No es complicado ver que {X,;n > 0} es una sucesién convergente en L2(Q2 x [0,77])
cuyo limite es una solucién fuerte de (5.6). La existencia se divide en distintos pasos.
Paso 1. Se demuestra por induccién sobre n que:

w o(s,X") € Li’T y b(s, X)) € L*(Q x [0,T)).

» Para todo t € [0, 77,

E { sup |X§2] < 0.
0<s<t

Para este paso usamos basicamente la hipétesis de crecimento lineal y las desigualdades
de Hélder y Burkholder.
Paso 2. Se prueba también por induccién sobre n que existe una constante K > 0 tal
que para todo t € [0, 77,

n+1
E [ sup | X" — X:|2] < 7([“) i
0<s<t (n+1)!
En este punto se utiliza la hipdtesis de Lipschitz en lugar de la de crecimiento lineal.
Paso 3. No resulta dificil probar la existencia de una solucién fuerte en L?(Q x [0, T).
Si quisieramos la existencia trayectorial utilizariamos la desigualdad de Chevichev y
el lema de Borel-Cantelli para as{ tener que {X,,;n > 0} converge uniformemente en
[0,T] casi seguramente. O
Con estas mismas hipotesis también podemos demostrar la existencia de una unica
solucién trayectorial, es decir, si tenemos dos soluciones fuertes X y Y, éstas son
indistinguibles
P(X; =Y;, paratodot>0)=1.
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A partir de aqui podriamos estudiar ecuaciones con coeficientes mas generales
o, modificando las hipdtesis, encontrar otras propiedades de la solucién, como por
ejemplo, la existencia de momentos, o regularidad con respecto a la condicién inical o
al tiempo.

Fijémonos que la condicién de Lipschitz (al menos localmente) es necesaria para la
unicidad. Tomando el ejemplo de [14], si consideramos « € (0,1), la ecuacién

t
Zt:/ |Zs|%ds,
0

tiene las soluciones Z =0y Z; = (1 — a)ﬁ(t - s)ﬁ7 0 < s < t. En esta misma
referencia se observa cémo sin la hipotesis de crecimiento lineal podemos dar una
ecuacién sin solucién global.

Si el lector estd interesado en resultados més generales puede leerse los libros [12]
o [23].

6. APLICACIONES A OTROS CAMPOS CIENTIFICOS

Aparte de las matematicas, el movimiento Browniano tiene muchas aplicaciones a
otros campos de la ciencia, como por ejemplo, la ingenieria, la biologia, la geologia,
etc. Aqui introduciremos dos aplicaciones muy importantes, una dentro del campo de
la fisica y otra dentro de la economia.

6.1. Movimiento de particulas en un fluido. Existen numerosas referencias
donde el lector puede encontrar la presentacién del movimiento de particulas en un
fluido (ver, por ejemplo, [10], [15], [18], [22], [26], ¥ la bibliografia que contienen estas
referencias).

En el caso que estamos considerando lo méas habitual en fisica seria resolver la
ecuacion de Fokker-Planck que es una ecuacién estocastica con derivadas parciales.
No analizaremos esta ecuacién porque es demasiado compleja para estudiarla en
un articulo divulgativo. En cambio, si podemos analizar el proceso de Ornstein-
Uhlenbeck y aplicarlo al problema fisico de una particula en un fluido (de gran tamano
comparandola con las moléculas del fluido).

6.1.1. El proceso de Ornstein-Uhlenbeck. Sea un proceso estocdstico {6;,t > 0}
satisfaciendo la ecuacién diferencial

(67) d9t = A(M—et)dt—FO’dBt,

con p € Ry Ao € (0,400). Fijémonos que se trata de un proceso de Ito tal como lo
hemos definido en (5.5). Aplicando una versién de la férmula de It6 biparamétrica a
la funcién f(t,x) = re con condicién inicial 6y obtenemos

t t
f(t,0,) =60, =0, + / (006 + XN\ (u — 05)] ds +/ e*odB;
0 0

¢ t t
=0y + ,u)\/ eMds + 0/ eMdB, = 6y + ,u(eM -1+ a/ e dBy,
0 0 0

y aislando 6; encontramos:
t
(6.8) 0, = Ope ™ + pu(l —e M) + 0/ e Mt=94B,.
0

Sea II,, una particién del intervalo [0,¢], definida como II,, = {t§ =0 <t} < -.. <
tp =t} tal que |II,| — 0 cuando n tiende a infinito. Entonces, utilizando la integral
de It6 podemos escribir

t kn
/ e—A(t—s)dBS = lim Ze_k(t_tj_l)(Btj - Btj—1)7
0 j=1

n—roo .
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y ello es una distribucién Gaussiana porque es limite de la suma de variables aleatorias
independientes y con distribucién Gaussiana. Por lo tanto, el proceso 6, definido en
(6.8) tiene distribucién Gaussiana. Como la integral de It6 es centrada, el valor de su
media es

t
E(0;) = 6o + p(1 — ™) + oE {/ e‘A(t_s)st} =+ (0o — p)e ™
0

y su covarianza, por ejemplo para s < t,

Cov(0s,6,) = E[(6, — E(0,))(0; — E(6,))] = 0*E [ /O ) e Ms=mgB, /0 t eM”)dB,}

s 2 s t
( / e’\TdBT) +E[ / MdB, / e”dBrD,
0 0 s

donde hemos utilizado la particién de la integral sobre [0,¢] en [0, s] y [s,t]. Ahora, la
isometria de la integral estocastica nos permite dar su covarianza

_ 0_267)\(t+s) (E

s 2
Cov(0s,60,) = 0'267)\(t+8)/ eAAdr = ;—Ae*)‘(t“) [62)‘8 - 1]
0

2
_ T o Alt+s) [ezx(sm) _ 1} .

2\

2
6y ~ N (M+ (6 — u)e‘“, %\ (1 _ e—2At)> .

Los parametros de este proceso pueden ser interpretados de la forma siguiente: u es la
media asintGtica del proceso; A la tendencia de retornar a la media (propiedad mean-
reverting), es decir, la intensidad con que el proceso reacciona a las perturbaciones; y
o la intensidad del ruido, similar a la varianza de un movimiento Browniano.

Si observamos un movimiento Browniano B, como su varianza es t, cuando el
tiempo tiende a infinito su varianza también lo hard, en cambio con la del proceso de
Ornstein-Uhlenbeck no ocurre lo mismo. En este proceso con el paso del tiempo las
trayectorias tienden hacia la media y lo hacen mas rapido para valores de A mayores
(de aqui la importancia de la propiedad mean-reverting).

6.1.2. Aplicacion a la fisica de fluidos. FEcuacion de Langevin. Ahora consideraremos
el problema que dio lugar a la descripcién matematica del movimiento Browniano.
Supongamos que tenemos una particula de masa m inmersa en un fluido compuesto
de moléculas mucho mas pequenas. El movimiento es debido a las colisiones aleatorias
con las moléculas del fluido provocadas a la vez por las fluctuaciones de la densidad.
Einstein estudié este movimiento en [9] desde un punto de vista probabilistico,
obteniendo la ecuacién diferencial para la densidad de particulas p(¢, x):

op 1 _8%p

ot 27 9z
donde D es el coeficiente de difusién. Si en el momento incial la particula se encuentra
en y € R3, la solucién serd

p(t 1’) — 1 exp [ — ||l‘ B y||2
’ V2rDt 2Dt )’

que es la densidad de una Gaussiana. Einstein [9] y Smoluchowski [29] demostraron
que D = KpT/~, donde Kg es la constante de Boltzmann, T la temperatura y ~
el coeficiente de friccién, y por la ley de Stokes v = 6mnr, siendo 7 la viscosidad del
liquido y r el radio de la particula.

El problema de la teoria de Einstein es que no nos proporciona una teoria dindmi-
ca. Estas primeras formulaciones dindmicas son debidas a Langevin y Ornstein y

t>0,
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Uhlenbeck en los anos 30 del siglo pasado. La segunda ley de Newton implica que el
movimiento de la particula cumple la siguiente ecuacion:

du(t)

m— = F(t),
donde v(t) es la velocidad y F(t) es la fuerza instanténea ejercida sobre ella. Se observéd
experimentalmente que la fuerza puede describirse mediante dos contribuciones, una
dominada por la friccién que ejerce el fluido, —ywv(t), y otra que es un término
estocdstico debido a las fluctuaciones aleatorias, £(t). Por lo tanto, la ecuacién del
movimiento, llamada ecuacion de Langevin es:
W) —yoft) +(0).

Consideremos que la parte estocastica es un ruido blanco Gaussiano, es decir, que
&(t) es una distribucién Gaussiana con variables no correlacionadas (por esto se llama
blanco) con momentos:

EE®)]=0 v  E[(t1)(t2)] = Kd(t1 —t2),
donde K es una medida de la intensidad de la fuerza y
1, sit=0,
5(t)_{ 0, sit#0.
La delta de Dirac aparece porque no existe correlacién entre impactos en distintos
instantes de tiempo y ello es debido a que en un intervalo de tiempo pequeno respecto
a la escala caracteristica del proceso hay muchisimas colisiones y no puede haber

memoria entre ellas. Con todo ello podemos suponer que £(t)dt = dB; y entonces la
ecuacion de Langevin queda como

vy 1
= - — B .
dv(t) mv(t)dt + md +

Estamos en un espacio de dimensién 3 pero de hecho tenemos un sistema de tres
ecuaciones diferenciales estocédsticas unidimensionales desacopladas y podemos consi-
derar cada componente por separado. Asi, lo que tenemos es un proceso de Ornstein-
Uhlenbeck (6.7) con v(t) = 6, y p =0, A = X y ¢ = --. Finalmente utilizando lo
probado para el proceso de Ornstein-Uhlenbeck podemos dar su expresién (6.8),

_a(t—s)

1 t
v(t) = voe ™ 4 —/ e~ =™ dBs,
m Jo
con

E[v(t)] = voe /™ y Cov(v(s),v(t)) = < e m(tts) (62%(8/\0 - 1) .
2my

6.1.3. Teorema de fluctuacion-disipacion. En mecénica estadistica clésica, el teore-
ma de equiparticiéon de la energia relaciona la temperatura de un sistema con las
energias de las moléculas. En este caso particular, con un tnico grado de libertad en
una dimensién, el equilibrio se expresa como (E)e, = $m(v?)e, = £EL, y de esta
forma (v?)., = % De aqui podremos deducir la fuerza aleatoria £(¢) que actia
sobre la particula. Calculemos primero (v?(t)):

(02(1)) = B [o(t)?] = Bp(]? + Var(u() = de/" O (1 o723

2myy
(e O N,m, C
Y 2my 2my

Como consecuencia de que el equilibrio no depende del tiempo, el primer término debe
anularse y entonces por el teorema de equiparticiéon obtenemos

C  KgT

2 _
<v0>5q - Qm’}/ m
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Este resultado se conoce como teorema de fluctuacién-disipacion. Entonces,

(€(t1),&(t2)) = E[§(t1)€(t2)] = 2KTH0(t1 — t2),

y, por lo tanto,

KgT
v(t) ~ N (er_'yt/m, =B (1 - e_Q'Yt/m>> .
m
Si ahora se continuara con el célculo del desplazamiento cuadrético (una de las mag-
nitudes que mds se observa en los experimentos), hallarfamos entonces el coeficiente

de difusién tal como hicieron Einstein y Smoluchowski en [9] y [29], respectivamente.

6.2. Modelo de Black y Scholes. No resulta facil explicar este modelo si no
ampliamos un poco la introduccién de este articulo. El problema tratado por Black y
Scholes en [3] es la evaluacién y la cobertura de una opcién de tipo europeo sobre una
accién que no reparte dividendos. Para escribir esta aplicacion nos hemos basado en
el libro de Lamberton y Lapeyre [13] (lectura muy recomendable para introducirse en
las finanzas).

6.2.1. Descripcion del modelo. El modelo propuesto por Black y Scholes para descri-
bir la evoluciéon de los precios es un modelo a tiempo continuo con un activo de riesgo
(una accién de precio S; al instante t) y un activo sin riesgo (de precio SY al instante
t). Se asume que la evolucién de S} sigue la siguiente ecuacién diferencial:

dsp = rSpat, r>0.

Ello significa que la tasa de interés sobre el mercado de inversién sin riesgo es constante
e igual a r. Asumiremos también que SJ = 1. Entonces tenemos que S = e,
Vvt > 0. En cambio, la evolucién de Sy asumiremos que esta modelizada por la siguiente

ecuacion diferencial estocastica:
(6.9) dS; = S¢(udt + 0dBy),

siendo p y o dos constantes y {By,t > 0} un movimiento Browniano.

El modelo es estudiado en el intervalo [0,7] donde T es la fecha de vencimiento
de la opcién a tratar. Usando la férmula de It6, la ecuacién recién introducida puede
escribirse explicitamente como

2
(6.10) St:SOexp{,ut—JQt—i-UBt},

donde Sy es el precio observado en el instante 0. Tenemos que el proceso {S, ¢ > 0}
satisface la ecuacién (6.9) si y solo si el proceso {lnS;,t > 0} es un movimiento
Browniano. Entonces, el proceso {S;,t > 0} satisface las propiedades siguientes:

= Trayectorias continuas.

» Independencia de los incrementos relativos, es decir, (S; — Ss)/Ss, con s < ¢,
es independiente a la o-dlgebra o{S,,u < s}.

» Estacionaridad de los incrementos relativos, es decir, la ley de (S; — S)/Ss,
con s < t, es la misma que la de (S;—s — So)/So.

Una estrategia es definida por un proceso {¢y,t € [0,T]} con ¢, = (Hy, H;) a valores
en R? y adaptado a la filtracién natural del movimiento Browniano. Las componentes
H? y H; son las cantidades de activo sin riesgo y activo con riesgo, respectivamente,
que hay en cartera. El valor de la cartera en el instante ¢ serd

(6.11) Vi(¢) = Hy'S} + HyS;.
Diremos que una estrategia es autofinanciada si la pareja de procesos adaptados

{HY,t €[0,T]} y {H;,t € [0,T]} cumplen

T T
(6.12) / |HY|dt +/ H2dt < +o0, casi seguramente
0 0
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y, Vt € [0,T7,

¢ ¢
HYS? + H,S; = HJSY + HoSo +/ H%dS? +/ H,dS,, casiseguramente.
0 0

Utilizaremos la notacién S; = e "tS, para el precio actual del activo de riesgo. Un
resultado sencillo que podemos obtener en una estrategia autofinanciada es que el
valor de la cartera depende solamente de la cantidad de activo en riesgo que tenemos.
No daremos la demostracién de este resultado pero si el enunciado (si el lector estd
interesado en su demostracién miren la proposicién 1.2 del capitulo 4 en [13]).

PROPOSICION 6.5. Sea {gi)t,t € [0,T]} un proceso adaptado a valores en R? satis-
faciendo (6.12). Notemos Vi(¢) = e~ "'Vy(¢), con V definido en (6.11). Entonces, ¢
define una estrategia autofinanciada si y solo si

t
Vi(6) = Vo(d) + /0 HodSu, cs, Vie[0,T).

6.2.2. Algunos resultados de la teoria de la probabilidad. Para poder abordar la
aplicacion de nuestro problema necesitamos dar algunos conceptos avanzados de
probabilidades.

Sea (2, F, P) un espacio de probabilidad. Una probabilidad @ sobre (€, F) diremos

que es absolutamente continua con respecto a P si:
VAeF, PA)=0 = Q(A)=0.

El resultado que enunciaremos a continuacién es una versién del teorema de Radon-
Nikodym (ver, por ejemplo, una demostracién en la seccién 6.4 del libro de Quesada
y Pardo [24] o el teorema 27.3 de [17]).

TEOREMA 6.6. @ es absolutamente continua con respecto a P si y solamente si,
existe una variable aleatoria Y sobre (Q, F) y a valores en [0,400) cumpliendo que:

VAe F, Q(A) = / Y(w)dP(w).
A
Habitualmente decimos que Y es la densidad de @ con respecto a P y algunas veces
lo escribiremos como %.

Diremos que Py Q son equivalentes si cada una de ellas es absolutamente continua
con respecto a la otra. Fijémonos que si ) es absolutamente continua con respecto a
P, con densidad Y, entonces P y @ son equivalentes si y solamente si P(Y > 0) = 1.

Sea {Fi,t € [0,7]} una filtracién de un movimiento Browniano estdndard {B,t €
[0,7T7}. El resultado siguiente es conocido como teorema de Girsanov o teorema de
Cameron-Martin.

TEOREMA 6.7. Sea {us,t € [0,T]} un proceso adaptado cumpliendo que fOT uZdt <
+00 ¢.s. y tal que el proceso {L;,t € [0,T]} definido por

t 1 [t
L; =exp {—/ usdBg — 7/ ugds}
0 2.Jo
sea integrable con E(Ly) = 1, para todo t € [0,T). Entonces, el proceso
t
(613) Wt = Bt +/ U,st, te [O,T],
0

es un movimiento Browniano con respecto a la probabilidad @QQ definida por % = Lp.

Para el caso u = 1 se puede encontrar una demostracion en el teorema 4.7 de [27] y
para el caso general consultar el teorema 18.8 en [28].
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6.2.3. FEvaluacion y cobertura de una opcion de tipo europeo. Volvamos al modelo
introducido al inicio de la subsecciéon. En particular, vamos a ver que existe una
probabilidad equivalente a la inicial, bajo la cual, el precio actual S, = eS8, de
la accidn es integrable y tiene esperanza igual a 1.

Utilizando (6.9), tenemos que

(6.14) dS; = —re " Sydt + e dS; = S, ((u — r)dt + 0dBy)

E=Tt, obtenemos

dét = StJth.

Gracias al teorema de Girsanov (teorema 6.7 con u; = #=*) tenemos que existe una
probabilidad @, equivalente a P, bajo la cual, W es un movimiento Browniano.

y consecuentemente, si escribimos Wy = B; +

Evaluacion de la opcion. A continuacién evaluaremos opciones europeas. Una opcién
europea sera definida por una variable aleatoria Fp-medible y positiva. Habitualmente,
tomard la forma f(St), con f(x) = (x — K)4 para un call y f(z) = (K — )4 para
un put. Trataremos el caso del call (el caso del put es andlogo).

Definicién 6.8. Una estrategia ¢ = {(H?, H;),t € [0,T]} es admisible si es
autofinanciada y si el valor actual V;(¢) = HY + H;S; de la cartera es positivo para
todo ¢ y tal que sup,¢c(g 77 Vi es cuadrado integrable bajo Q.

Una opcién puede replicarse si es posible definir una estrategia de inversiéon admisi-
ble tal que su valor final coincide con el valor inicial, en el caso del call, para cualquier
posible evoluciéon del mercado. Necesitaremos que la variable aleatoria sea cuadrado
integrable bajo @) y en nuestro caso se cumple porque EQ(S%) < 400, y ello implica
que para un call se satisface.

El teorema que sigue nos da el precio de la opciéon y puede encontrarse una
demostracién muy detallada en [13] (ver teorema 3.2).

TEOREMA 6.9. Para el modelo de Black y Scholes, toda opcion definida por una
variable aleatoria h, positiva, Fr-medible y cuadrado integrable bajo la probabilidad Q,
es replicable y su valor en el instante t de toda cartera replicable es dado por

V, = Eq (e""(T_t)h|]-"t) .

Hemos usado en el enunciado el concepto de esperanza condicional, el cual es el
siguiente. Consideremos un espacio de probabilidad (Q, F, P) y una sub-o-édlgebra
A de F. Entonces, para toda variable aleatoria X integrable, existe c.s. una tnica
variable aleatoria Y integrable y medible con respecto a A tal que

VA € A, E(X14) =E(Y14).
A 'Y se la demonina esperanza condicional de X con respecto a A y se escribe como
E(X|A).
Veamos en un caso particular como este teorema nos permite dar explicitamente el
valor V; de la opcién en el instante ¢. Supongamos que la variable aleatoria h es de

la forma h = f(St). Asi, utilizando la expresién explicita (6.10) de St y la relacién
entre B y W dada por (6.13), tenemos que

V, = Eq (efr(Tft)f(ST)U:t) — Eq (efr(Tft)f (Ster(Tft)eU(Wwat)f%(T—t)) |]_-t) .

Ya que S; es una variable aleatoria F;-medible y, bajo @, W — W, es independiente
de F;, existe un resultado de esperanza condicional (ver, por ejemplo, la proposicién
2.5 en [13]) que nos permite escribir:

‘/;5 = G(ta St)a

con
G(t,z) = Eq (67T(Tft)f <Z.6r(Tft)ea(WT—Wt)fL22(Tft))) .
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En este caso general, W — W; es, bajo ), una variable aleatoria Gaussiana centrada
y de varianza T — t, y entonces

too g 2 42
G(t,z) = e*T(T*t)/ —f <x6(T*T)(T*t)+Uy) e 2D dy
oo V2T

2T

teo o2 22
—r(T—t) ( (PT)(T%HU\/*T%Z) -%4
=e ——— e e Z
/,oo \/27Tf

)

donde en la iltima igualdad hemos realizado el cambio de variable y = zv/T —t.
Consideremos ahora un call, es decir, f(z) = (z — K);. Entonces, repitiendo el
argumento para este caso particular, obtenemos que

G(t,x) = EQ (e_T(T_t) (Jj@(r_§)(T—t)+U(WT—Wt) _ K) )
+

=E [(xe”ﬁz_? - Ke_r)‘) ] ;
+
siendo Z ~ N(0,\) y A =T — t. Fijémonos que

() +(r— %
oV A
Sumando y restando v/ al dltimo término y usando la notacién
In(£) + (r+”§) A

0: 9:0_\/X,
1 U\[\ y 2 1—0

. )
ace"‘ﬂZ_TA —Ke ™ >0 = + Z > 0.

tenemos que
-2
G(t, :E) =E [(me”ﬁz_% — Ke_r)\> ]]‘{Z—"GQZO}}

—+oo
:/ <,ch"‘52_”27A —Ke_M) L e_édz
02 V2T

02
:/ <ace_"\ﬁz_g27A —Ke_m) L e_édz
o V2

02 o221 22 21
:x/ e*UﬁZ*TA—e*sz—Ke*”\/ e 2dz
_ V

(eS) 2 —00 21
o1 1 2 b2 q L2
:x/ eindy—Kefr)‘/ e 2dz,
oo V2T oo V2T

donde en la ultima igualdad para la primera integral hemos realizado el cambio de
variable y = z 4+ oV/\.

Cobertura de la opcion. A continuacién vamos a mostrar de manera breve y resumida
que también puede darse explicitamente el valor de la cartera de cobertura. Asumamos
que h = f(Sr), entonces una cartera replicable debe tener a cada instante ¢ un valor
actual igual a

‘7t = GirtG(t, St),

donde G estd definida en el apartado anterior y hemos utilizado ademaés la proposicién
6.5. Asumiendo cierta regularidad sobre f, que se satisfara en el caso de un call,
tenemos que

G(t,x) = e "G (t, ze™) = Vi =G(t,S),

donde S. estd definida en (6.14). Aplicando la férmula de 1t6 para t < Ty realizando
algunos calculos podemos obtener
. YOG, 4 s LOG 4 e

G(t,S)) = G(0,80) + | o=—(u,S8,)S,dW, = G(0,50) + [ ——(u,S.)dS,,.
0 ax 0 31‘
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El candidato natural como proceso de cobertura H; seria

oG, - 9G
H, = %(t,St) = %(t,St).

Asumiendo H? = G(t,S,) — H,S;, entonces la cartera (H?, H,) es autofinanciada y su
valor actual en el instante ¢ es V; = G(¢,S¢). En el caso particular de un call tenemos
que

oG 1 /91 2
—(t,x) = — e 2dx,
ox ( ) V2T J_so

lo que nos permite finalmente dar explicitamente la cobertura.
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