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Recibido 28-06-2023. Aceptado 27-02-2024.

www.doi.org/10.24275/uami/dcbi/mix/v15n1/osgaga

UNA VERSIÓN DEL MÉTODO DE KUDRYASHOV PARA LA

SOLUCIÓN DE ALGUNAS EDPS NO LINEALES QUE SURGEN EN

LA FÍSICA MATEMÁTICA.

OSWALDO GONZÁLEZ-GAXIOLA

Resumen. Introduciremos una función que en la literatura se conoce como la
función R de Kudryashov, expondremos las propiedades básicas de esta función

y basados en ella, estableceremos un algoritmo para encontrar soluciones exac-

tas en forma de onda solitaria para ecuaciones diferenciales parciales no lineales.
Finalmente, mostraremos mediante ejemplos la aplicación del método para encon-

trar soluciones exactas tipo solitones altamente dispersivos de algunas ecuaciones
diferenciales que provienen de las aplicaciones de las matemáticas a la f́ısica.

1. Introducción

Las ecuaciones diferenciales parciales no lineales (EDPNL) proporcionan modelos
matemáticos utilizados en muchas áreas de la ciencia y la ingenieŕıa para explicar
fenómenos complejos de muchos y muy diversos problemas, por ejemplo, en teoŕıa
de ondas electromagnéticas, f́ısica de plasma, mecánica de fluidos, teoŕıa de campos,
óptica no lineal, cinética qúımica, dinámica estructural, evolución estelar, dinámica
de poblaciones, evolución de flujos financieros, teoŕıa del control, etc. Encontrar
soluciones exactas para EDPNL se ha convertido en un desaf́ıo para investigadores
en el área de matemáticas y sus aplicaciones debido a que una solución exacta
proporciona información esencial que ayudará a describir el comportamiento de los
fenómenos modelados por la EDPNL. Hasta donde sabemos, no existe un método
clásico que funcione para encontrar soluciones exactas a cualquier tipo de EDPNL.
Por ello, la comunidad cient́ıfica valora mucho la investigación e implementación de
nuevas metodoloǵıas que aporten soluciones exactas a dichos problemas [1, 2, 3].
En el estudio de fenómenos f́ısicos no lineales, encontrar soluciones exactas tipo
ondas viajeras de algunas EDPNL juega un papel muy importante. Por lo tanto,
encontrar soluciones exactas e investigar el comportamiento de tales soluciones es
un tema básico de investigación en muchas áreas de las ciencias naturales. Es de
destacar que la aparición de soluciones tipo solitones de algunas EDPNL también ha
mostrado una enorme impacto debido a la implementación en varias áreas cient́ıficas.
Recientemente en [4], el autor desarrolló un nuevo método para resolver EDPNL,
denominado por la comunidad, método de Kudryashov, y ha sido muy útil para resolver
una gran diversidad de EDPNL tanto de orden entero como fraccionario que surgen de
aplicaciones de las matemáticas a otras disciplinas [5, 6, 7]. En [8] el autor demostró
la aplicabilidad de la función loǵıstica para encontrar soluciones exactas de ecuaciones
diferenciales no lineales. Con el mismo esṕıritu, Kudryashov introdujo recientemente
una nueva función R que ha demostrado ser muy eficaz para encontrar soluciones tipo
solitones para EDPNL con términos de alta dispersión. Nos referiremos a esta nueva
función como la función R de Kudryashov, y la usaremos para encontrar las soluciones
tipo onda viajera de ciertas EDPNL estudiadas ampliamente en la f́ısica-matemática.
La organización del art́ıculo es la siguiente: En la Sección 2 estableceremos la función R
de Kudryashov y describimos las caracteŕısticas esenciales de la función. En la Sección
3 describiremos brevemente el algoritmo del método R de Kudryashov para resolver
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EDPNL. En la Sección 3 consideramos algunos ejemplos para ilustrar el empleo del
método.

2. La función R de Kudryashov

Recientemente en [9] A. N. Kudryashov introdujo una nueva función R definida como

(1) R(z) =
1

cez + de−z
,

donde c y d son parámetros. Se puede verificar que la función R es solución de la
siguiente ecuación diferencial:

(2) (R′)2 = R2(1− χR2), χ = 4cd.

En el plano complejo, la función (1) tiene un polo de primer orden y su perfil representa
una onda solitaria con

ĺım
z→±∞

R(z) = 0.

El máximo de R es (c+ d)−1 y lo alcanza en z = 0.
La caracteŕıstica principal de la función R es que sus derivadas de orden par pueden
expresarse como polinomios de R, mientras que sus derivadas de orden impar son
polinomios de R y Rz.
A continuación escribiremos el resultado de calcular algunas de las derivadas de orden
superior de R, las cuales son sencillas de verificar:

(3) Rzz = R− 2χR3,

(4) Rzzz = Rz − 6χR2Rz,

(5) Rzzzz = R− 20χR3 + 24χ2R5,

(6) Rzzzzz = Rz − 60χR2Rz + 120χ2R4Rz,

(7) Rzzzzzz = R− 182χR3 + 840χ2R5 − 720χ4R7.

Finalmente, si consideramos un polinomio de grado n en R, i.e, si

(8) y(z) =

n∑
k=0

akR
k(z),

entonces, considerando las ecuaciones (3)-(7), tenemos:

(9) yz =

n∑
k=1

akkR
k−1Rz,

(10) yzz =

n∑
k=1

ak
(
k2Rk − k2χRk+2 − kχRk+2

)
,

(11) yzzz =

n∑
k=1

ak
(
k3Rk−1 − χk2(k + 2)Rk+1 − k(k + 2)χRk+1

)
Rz,

(12) yzzzz =

n∑
k=1

kakR
k
[
k3 + (k3 + 6k2 + 11k + 6)χ2R4 − (2k3 + 6k2 + 8k + 4)χR2

]
.

De manera similar podemos calcular las siguientes derivadas para y con respecto a
z haciendo uso de algún sofware adecuado para el cálculo simbólico, por ejemplo,
utilizando Mathematica.
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3. Una Breve Descripción del Método: R-Kudryashov

El método de Kudryashov originalmente establecido en [4] y actualizado reciente-
mente en [9] proporciona un algoritmo muy útil para encontrar soluciones exactas
de EDPNL. A continuación haremos una breve descripción de los pasos a seguir pa-
ra la implementación del método actualizado y conocido como método R-Kudryashov.

En general, consideremos la EDPNL dada en forma polinomial en las variables
u = u(x, t) y algunas de sus derivadas parciales ut, ux, uxt, uxx, uxxx,...,

G(u, ut, ux, uxt, uxx, uxxx, . . .) = 0.(13)

Usando el siguiente cambio de variable u(x, t) = u(z) con z = x − ωt, de la ecuación
(13) obtenemos la ecuación diferencial ordinaria (EDO) no lineal

F (u,−ωuz, uz,−ωuzz, uzz, uzzz, . . .) = 0.(14)

Ahora mostramos cómo podemos obtener la solución exacta de la ecuación (14) usan-
do el enfoque del método R-Kudryashov propuesto en [9].
La implementación del método consta de los siguientes pasos:

Paso 1: Supondremos que la solución de la ecuación (14) es de la forma

u(z) =

N∑
i=0

aiR
i(z) = a0 + a1R(z) + · · ·+ aNRN (z)(15)

donde cada ai es una constante que se determinará más adelante y aN ̸= 0. R(z) es
la función R definida en (1).
La diferencia del presente método con el método tradicional de Kudryashov es la fun-
ción R, en el método tradicional la función R es una solución de la ecuación diferencial
de Riccati Rz = R2−R. Mayores detalles acerca del método tradicional de Kudryashov
pueden hallarse en [5].

Paso 2: Para determinar el número natural N que aparece en la ecuación (15), con-
sideraremos el equilibrio homogéneo entre la derivada de mayor orden y el término
algebraico no lineal de mayor orden en la ecuación (14).

Paso 3: Consideremos u(z) dada en (15) y las primeras derivadas parciales necesarias
uz, uzz, uzzz,..., para reemplazarlas en (14), y aśı obtendremos la ecuación polinomial:

P [R(z)] = 0.(16)

Paso 4: En este paso, igualamos a cero las expresiones algebraicas en las mismas
potencias de R. Aśı obtendremos un sistema no lineal de ecuaciones algebraicas que
involucran los parámetros necesarios para obtener u(z) y por lo tanto de u(x, t).

Paso 5: Este paso final consiste en encontrar una o varias familias de soluciones
para el sistema de ecuaciones algebraicas obtenido en el paso anterior para los coefi-
cientes ai y ω con el fin de encontrar soluciones de la ecuación (14), y por lo tanto del
EDPNL (13).

4. Aplicación del método R-Kudryashov

En esta sección, aplicamos el método R-Kudryashov para encontrar soluciones exac-
tas de algunas EDPNL que modelan fenómenos que surgen de diversas áreas de la
f́ısica-matemática.

Ejemplo 1: La ecuación de Triki-Biswas
La ecuación de Schrödinger no lineal (ESNL) es uno de los modelos más importantes
de la f́ısica matemática que describe no solo el mundo cuántico, sino también muchos
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fenómenos en campos tan diversos como la óptica no lineal, la f́ısica de plasmas, la
oceanograf́ıa, la bioloǵıa, entre muchos otros. En el contexto de la óptica no lineal, la
ESNL es una ecuación fundamental para describir la propagación de pulsos ópticos a
través de una fibra óptica.
Recientemente, H. Triki y A. Biswas en [10] han hecho una generalización de la ESNL y
cuya utilidad es para describir la propagación de pulsos ultracortos, esta generalización
se conoce en la literatura como la ecuación de Triki-Biswas (ETB) y ha sido estudiada
en diferentes contextos por varios autores [11, 12, 13].
La forma adimensional de ETB es dada para n natural por

(17) iqt + aqxx + ib(|q|2nq)x = 0,

donde q(x, t) gobierna la evolución de una onda no lineal, x es una variable longitudinal
y t es el tiempo y i =

√
−1. Esta ecuación se conoce como modelo de Kaup-Newell si

n = 1. Para n = 2, los términos de no linealidad tipo Kerr juegan un papel importante
en la propagación de pulsos muy cortos de ancho alrededor de sub-10 fs en fibras ópticas
con comportamientos altamente no lineales [14].
Consideremos la Ec. (17) con el cambio de variable q(x, t) = Q(z)ei(η(z)−νt) donde
z = x− ωt, del cual obtenemos

qx =
[
Q′(z) + iQ(z)η′(z)

]
ei(η(z)−νt),(18)

qxx =
[
Q′′(z) + 2iQ′(z)η′(z) + iQ(z)η′′(z)−Q(z)(η′(z))2

]
ei(η(z)−νt),(19)

qt =
[
(−ωQ′(z)− iQ(z))(ωη′(z) + ν)

]
ei(η(z)−νt),(20)

(|q|2nq)x =
[
(2n+ 1)Q2n(z)Q′(z) + iQ2n+1(z)η′(z)

]
ei(η(z)−νt).(21)

Sustituyendo las Ecs. (18)-(21) en la Ec. (17) y al descomponer en partes real e
imaginaria, obtenemos:

ωQ′(z) + a(Q(z)η′′(z) + 2Q′(z)η′(z))− (2n+ 1)bQ2n(z)Q′(z) = 0,(22)

y

ηQ(z) + ωQ(z)η′(z)− bQ2n+1(z)η′(z) + aQ(z)(η′(z))2 − aQ′′(z) = 0.(23)

Multiplicando la Ec. (22) por Q e integrando con respecto a z y tomando la constante
de integración nula, obtenemos

ω

2
Q2(z) + aQ2(z)η′(z)− (2n+ 1)b

2n+ 2
Q2n+2(z) = 0,(24)

de donde obtenemos,

η′(z) =
(2n+ 1)b

(2n+ 2)a
Q2n(z)− ω

2a
.(25)

Substituyendo (25) en (23) obtenemos la ecuación diferencial

Q′′(z)−
(4aν − ω2

2a2

)
Q(z)− bω

2a2
Q2n+1(z) +

b2(2n+ 1)

4a2(n+ 1)2
Q4n+1(z) = 0(26)

o, bien

Q′′(z) + c1Q
4n+1(z) + c2Q

2n+1(z) + c3Q(z) = 0,(27)

donde

c1 =
b2(2n+ 1)

4a2(n+ 1)2
, c2 = − bω

2a2
, c3 =

ω2 − 4aν

2a2
.

Balanceando Q′′ con Q4n+1 obtenemos

N + 2 = (4n+ 1)N ⇒ N =
1

2n
.
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Puesto que N no es entero, usaremos el cambio

(28) Q(z) = 2n
√
U(z)

Bajo esta nueva transformación, la Ec. (27) resulta ser

2nUU ′′ + (1− 2n)(U ′)2 + 4n2[c1U
4 + c2U

3 + c3U
2] = 0.(29)

Balanceando UU ′′ y el término U4 obtenemos N = 1. Aśı, para aplicar el método
propuesto, consideremos

U(z) = a0 + a1R(z).(30)

Además, como R2
z = R2(1−χR2), sustituyendo en (29) obtenemos el siguiente sistema

de ecuaciones algebraicas no lineales:

4c1a
4
0n

2 + 4c2a
3
0n

2 + 4c3a
2
0n

2 = 0

16a1c1a
3
0n

2 + 12a1c2a
2
0n

2 + 8c3a0a1n
2 + 2na0a1 = 0

24c1a
2
0a

2
1n

2 + 12a0c2a
2
1n

2 + 4c3a
2
1n

2 + a21 = 0

16a0c1a
3
1n

2 + 4c2a
3
1n

2 − 4a0a1nχ = 0

4c1a
4
1n

2 − 2nχa21 − χa21 = 0

Resolviéndolo simultáneamente, obtenemos los siguientes conjuntos de soluciones y
las correspondientes familias de solitones:
Conjunto 1:

a0 =

√
9c22 − 24c1c3 − 24c1 − c2

4c1
, a1 = a1, χ =

4n2a21c1
1 + 2n

,

con c1 ̸= 0; y c3 =
3c22 − 9c1

9c1
,

de donde, considerando (28) y (30), la familia de soluciones asociada es
(31)

q1(x, t) =

[√
9c22 − 24c1c3 − 24c1 − c2

4c1
+

a1
ce(x−ω1t) + de−(x−ω1t)

] 1
2n

× ei(η(x−ω1t)−νt).

En particular, si c = d, obtenemos

(32) q1,1(x, t) =

[√
9c22 − 24c1c3 − 24c1 − c2

4c1
+

a1
2c

sech(x−ω1t)

] 1
2n

×ei(η(x−ω1t)−νt),

y si c = −d, obtenemos

(33) q1,2(x, t) =

[√
9c22 − 24c1c3 − 24c1 − c2

4c1
+

a1
2c

csch(x−ω1t)

] 1
2n

×ei(η(x−ω1t)−νt),

con

ω1 = ±

√
2a2c22 − 6a2c1 + 12ac1ν

3c1
.

Conjunto 2:

a0 =

√
9c22 − 24c1c3 − 24c1 − c2

4c1
, a1 = a1, χ =

4n2a21c1
1 + 2n

,

con c1 ̸= 0; y c3 =
9c22 − 8c1

32c1
,
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de donde, considerando (28) and (30), la familia de soluciones asociada es
(34)

q2(x, t) =

[√
9c22 − 24c1c3 − 24c1 − c2

4c1
+

a1
ce(x−ω2t) + de−(x−ω2t)

] 1
2n

× ei(η(x−ω2t)−νt).

En particular, si c = d, tenemos

(35) q2,1(x, t) =

[√
9c22 − 24c1c3 − 24c1 − c2

4c1
+

a1
2c

sech(x−ω2t)

] 1
2n

×ei(η(x−ω2t)−νt),

y si c = −d, obtenemos

(36) q2,2(x, t) =

[√
9c22 − 24c1c3 − 24c1 − c2

4c1
+

a1
2c

csch(x−ω2t)

] 1
2n

×ei(η(x−ω2t)−νt),

con

ω2 = ±1

4

√
9a2c22 − 8a2c1 + 64ac1ν

c1
.

Conjunto 3:

a0 =

√
8n2c1c3 − 2c1

4
√
3c1n

, a1 = a1, χ = −4n2a21c1
1 + 2n

,

con c1 ̸= 0; y c3 =
n2 − 2n− 1

4n4 + 8n3 + 4
,

de donde, considerando (28) y (30), la familia de soluciones asociada es

(37) q3(x, t) =

[√
8n2c1c3 − 2c1

4
√
3c1n

+
a1

ce(x−ω3t) + de−(x−ω3t)

] 1
2n

× ei(η(x−ω3t)−νt).

En particular, si c = d, obtenemos

(38) q3,1(x, t) =

[√
8n2c1c3 − 2c1

4
√
3c1n

+
a1
2c

sech(x− ω3t)

] 1
2n

× ei(η(x−ω3t)−νt),

y si c = −d, obtenemos

(39) q3,2(x, t) =

[√
8n2c1c3 − 2c1

4
√
3c1n

+
a1
2c

csch(x− ω3t)

] 1
2n

× ei(η(x−ω3t)−νt),

con

ω3 = ±
√

a2n2 − 2a2n− a2 + 8an4ν + 16an3ν + 8aν

2n4 + 4n3 + 2
.

Conjunto 4:

a0 = 0, a1 = a1, χ =
4n2a21c1
1 + 2n

, con c1 ̸= 0; y c3 =
2n− 1

4n2
,

de donde, considerando (28) y (30), la familia de soluciones asociada es

(40) q4(x, t) =

[
a1

ce(x−ω4t) + de−(x−ω4t)

] 1
2n

× ei(η(x−ω4t)−νt)

En particular, si c = d, obtenemos

(41) q4,1(x, t) =

[
a1
2c

sech(x− ω4t)

] 1
2n

× ei(η(x−ω4t)−νt),

y si c = −d, obtenemos

(42) q4,2(x, t) =

[
a1
2c

csch(x− ω4t)

] 1
2n

× ei(η(x−ω4t)−νt),
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con

ω4 = ±
√

a2(2n+ 1) + 8an2ν

2n2
.

En todos los casos, la función η se obtiene de la Ec. (25).
La figura 1 muestra un solitón brillante que se obtiene de la familia q2,1 eligiendo
ciertos parámetros para los coeficientes y el ı́ndice de no linealidad en Ec. (17).

Figura 1. Evolución de un solitón brillante para la Ec. (17) con
a = 4, b = 3 y n = 5 (izquierda). Evolución de la solución en 2D para
t = 0.0, t = 0.5, t = 0.9 y t = 1.5 (derecha).

Ejemplo 2: La ecuación de Fokas-Lenells (EFL) perturbada
La forma adimensional de la EFL perturbada es dada por

(43) iqt + a1qxx + a2qxt + |q|2(bq + iσqx) = i[αqx + λ(|q|2q)x + µ(|q|2)xq].
Esta ecuación fue estudiada por primera vez en [15, 16, 17, 18] y surge en óptica
al considerar los efectos ópticos lineales y no lineales de orden superior aśı como los
efectos dispersivos espacio-temporales. La EFL perturbada se ha derivado como un
modelo para describir la propagación de pulsos con duración de femtosegundos a través
de fibras óptica monomodales de silicio. En la Ec. (43), q(x, t) es una función complejo-
valuada que representa la evolución de una onda no lineal, x y t son variables espaciales
y temporales, respectivamente. El coeficiente a1 es la velocidad de dispersión y a2
representa la dispersión espacio-temporal, el coeficiente b representa la modulación de
auto-fase, además σ considera la dispersión no lineal. En el término de perturbación
del lado derecho de la Ec. (43), el primer término representa la dispersión intermodal,
el segundo término es el efecto de auto-atenuación y, finalmente, el último término
representa la rapidez de la dispersión no lineal.
Consideremos la Ec. (43) con el cambio de variable q(x, t) = y(z)ei(kx−ωt) donde
z = x− νt, del cual obtenemos, descomponiendo en parte real e imaginaria

(44) ωy + a1(yzz − k2y)− a2(νyzz − ωky) + y2(by − σky) = −(αky + λky3),

(45) (2ka1 − ν)yz − a2(ω + kν)yz + σy2yz = αyz + 3λy2yz + 2µy2yz,

respectivamente.
Integrando una vez la Ec. (45) y tomando al constante de integración nula, obtenemos

(46) [−ν + 2a1k − a2(ω + kν)− α]y + (σ − 3λ− 2µ)
y3

3
= 0.
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Ahora, elegimos los parámetros de la Ec. (46) tales que los coeficientes de y y y3 sean
cero, aśı obtenemos

(47) σ = 3λ+ 2µ, ν =
2a1k − a2ω − α

1 + a2k
.

Considerando esto, podemos escribir la parte real (44) en una forma más simple, esto
es

(48) yzz + b1y + b3y
3 = 0,

donde b1 y b3 son constantes dadas por

(49) b1 =
ω − a1k

2 + a2ωk + αk

a1 − a2ν
, b3 =

b− σk + λk

a1 − a2ν
, a1 ̸= a2ν.

Haciendo el balance entre yzz y y3 obtenemos N = 1. Entonces por el método R-
Kudryashov, la solución tipo onda solitaria estará dada por

(50) y(z) = A0 +A1R(z).

Sustituyendo esta forma de la solución en (48) y al usar las derivadas de la función de
R de Kudryashov, obtenemos

(51) A1(R− 2χR3) + b1(A0 +A1R) + b3(A0 +A1R)3 = 0.

Igualando los coeficientes de las potencias de R a cero, tenemos:

(52) A1 =

√
2χ

b3
, A0 = 0, b1 = −1.

Usando el valor obtenido de b1 en (49) y considerando el valor de ν de (47) , obtenemos

(53) ω =
a1a2k

3 + (a1 + αa2)k
2 + (α+ a1a2)k − (a1 + αa2)

a22k
2 + 2a2k + a22 + 1

y además

(54) ν =
a1a2 + (3a1a

2
2 + 2a1 − αa2)k + (3a1a2 − 2αa22)k

2 + a2a
2
2k

3

a22(1 + a2k) + (1 + a2k)3
.

Finalmente, combinando (47), (49), (53) y (54), obtenemos

(55) k =
−2a1a2 ±

√
4a21a

2
2 + 4αa2(αa1a2 − a1 − 2αa2)

2(αa1a2 − a1 − 2αa2)
.

Considerando todo lo anterior, tenemos que las soluciones de la EFL perturbada son
dadas por:

(56) q(x, t) = ±
√

2χ

b3

[
4a

4a2e(x−νt) + χe−(x−νt)

]
ei(kx−ωt).

Recientemente, en [19, 20] se ha estudiado un modelo similar al proporcionado por la
Ec. (43) utilizando el método R Kudryashov.

Ejemplo 5: La ecuación de Kawahara (EK)
La ecuación de Kawahara es dada por [21]

(57) ut + uux + puxxx + quxxxx = 0.

En (57), p y q denotan constantes reales. Este ecuación no lineal dispersiva fue
propuesta por Kawahara en al año 1972 en [21] como un modelo matemático que
considera la evolución de olas en aguas poco profundas. En [5, 22] se abordaron
versiones modificadas de esta ecuación. La EK representa un ejemplo de un sistema
altamente dispersivo y su estudio aqúı es puramente ilustrativo, proporcionando un
caso para tratar con otra EDPNL con dispersión de orden superior.
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Consideremos la Ec. (57) con el cambio de variable u(x, t) = y(z) donde z = x − νt,
del cual obtenemos,

(58) qyzzzz + pyzz +
y2

2
− νy = 0.

Tenga en cuenta que hemos tomado la constante de integración como cero. Haciendo
el balance entre yzzzz y y2 obtenemos N = 4. Entonces por el método R-Kudryashov,
la solución tipo onda solitaria de la Ec. (58) estará dada por

(59) y(z) = A0 +A1R+A2R
2 +A3R

3 +A4R
4.

Sustituyendo en (58) obtenemos directamente A1 = A3 = 0 y el siguiente sistema de
ecuaciones algebraicas no lineales:

A4 + 1680qχ2 = 0

96qχA2 − (p+ 52q)A4 = 0

(256q − ν)A4 − (6p+ 24q)χA2 +A0A4 +A2
2 = 0

(16q + 4p+A0 − ν)A2 = 0

(A0 − 2ν)A0 = 0

De donde se obtienen los siguientes conjuntos de soluciones:
Conjunto 1:

A0 = 0, A2 = 0, A4 = −1680χ2q, ν = 256q, p = −52q.

Conjunto 2:

A0 = −512q, A2 = 0, A4 = −1680χ2q, ν = −256q, p = −52q.

Conjunto 3:

A0 = 0, A2 = −1120

59
(−3χ2q +

√
2487χq), A4 = −1680χ2q,

ν =
64

59
(−189q + 4

√
2487q), p =

4

59
(−815q + 16

√
2487q).

Conjunto 4:

A0 = −128

59
(−189q + 4

√
2487q), A2 = −1120

59
(−3χ2q +

√
2487χq),

A4 = −1680χ2q, ν = −64

59
(−189q + 4

√
2487q), p =

4

59
(−815q + 16

√
2487q).

Conjunto 5:

A0 = 0, A2 =
1120

59
(3χ2q +

√
2487χq), A4 = −1680χ2q,

ν = −64

59
(189q + 4

√
2487q), p = − 4

59
(815q + 16

√
2487q).

Conjunto 6:

A0 =
128

59
(189q + 4

√
2487q), A2 =

1120

59
(3χ2q +

√
2487χq),

A4 = −1680χ2q, ν =
64

59
(189q + 4

√
2487q), p = − 4

59
(815q + 16

√
2487q).

Por ejemplo, para el conjunto 5 obtenemos la familia de soluciones para la Ec. (57)

uv(x, t) =
1120

59
(3χ2q +

√
2487χq)

[
4c

4c2e(x−νt) + χe−(x−νt)

]2
− 1680χ2q

[
4c

4c2e(x−νt) + χe−(x−νt)

]4(60)
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siendo ν = − 64
59 (189q + 4

√
2487q), χ = 4cd, además p = − 4

59 (815q + 16
√
2487q) es

la relación entre los coeficientes p y q para que esta función uv sea solución de (57).
La figura 2 muestra un solitón oscuro que se obtiene de la familia uv eligiendo ciertos
parámetros de la Ec. (57).

Figura 2. Evolución de un solitón oscuro para la Ec. (57) con c = 1,
d = 1, χ = 4, α = 1 y q = 0.01 (izquierda). Gráfica de la densidad
del solitón para −6 ≤ x ≤ 6 y 0 ≤ t ≤ 1 (derecha).

Ejemplo 4: La ecuación Korteweg-de Vries (KdV) modificada
La ecuación de KdV modificada es dada por:

(61) ut + α
√
uux + βuxxx = 0.

En el contexto de la f́ısica del plasma, en [23] los autores obtuvierón la ecuación
anterior estudiando las propiedades de la propagación de ondas acústicas solitarias en
un plasma homogéneo y pulverizado, sin magnetizar y sin colisiones electrónicas con
iones no térmicos.
Para encontrar soluciones exactas para la EDPNL (61), primero introducimos el
siguiente cambio de variable, u = w2 y con él, escribimos la ecuación (61) como:

(62) wwt + αw2wx + 3βwxwxx + βwwxxx = 0.

Ahora, suponiendo una solución tipo onda viajera de la forma, w = y(z) con z = x−νt,
obtenemos la EDO no lineal

(63) βyyzzz + 3βyzyzz − νyyz + αy2yz = 0.

Considerando equilibrio homogéneo, obtenemos N = 2. Por lo tanto, las soluciones,
de acuerdo con (15), serán de la forma

(64) y(z) = a0 + a1y(z) + a2y
2(z).

Sustituyendo la forma anterior de la solución en la ecuación (63) y usando las
expresiones algebraicas para yz ,yzz, obtenemos un polinomio de quinto grado en
R. Igualando los coeficientes de cada grado algebraico de R a cero, obtenemos

(65) a2 =
30βχ

α
, a1 = 0, a0 = −20β

α
, ν = −16β.

por lo tanto, después de hacer cambios inversos de variables, obtenemos las familias
paramétricas de soluciones para la ecuación KdV modificada dadas por

(66) u(x, t) =
[
− 20β

α
+

30βχ

α

( 4c

4c2e(x+16βt) + χe−(x+16βt)

)]2
.
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donde, α y β son parámetros propios de la ecuación KdV modificada, α ̸= 0 y tanto
c como χ son parámetros reales abiertos que definen a la función R de Kudryashov.
La figura 3 muestra un solitón brillante en forma de W que se obtiene de la Ec. (66)
con los valores de los parámetros que se indican en la misma figura.

Figura 3. Evolución de un solitón brillante con forma de W para la
Ec. (66) con c = 1, d = 1, χ = 4, α = 1 y β = 1 (izquierda). Evolución
del contorno en 2D para −6 ≤ x ≤ 6 y 0 ≤ t ≤ 0.5 (derecha).

5. Conclusiones

En este art́ıculo hemos empleado el métodoR de Kudryashov para encontrar soluciones
tipo ondas solitarias de algunas EDPNL que surgen con frecuencia en algunas ramas de
la f́ısica. El algoritmo para deducir tales soluciones está claramente marcado por una
gran simplificación debido a las propiedades intŕınsecas de la función R de Kudryashov.
El método que hemos expuesto es particularmente efectivo para encontrar soluciones
exactas para EDPNL dispersivas de orden superior, y tiene ventajas significativas
sobre otros enfoques de este tipo. Una ventaja es el hecho de que en los cálculos no
usamos la forma de una función espećıfica y otra es que resulta fácil de implementar
simbólicamente como lo ilustramos a través de algunos ejemplos. El método que hemos
descrito y empleado en este art́ıculo puede aplicarse a una amplia variedad de EDPNL
que surgen en otras ramas de las ciencias aplicadas para explorar anaĺıticamente
diferentes sistemas complejos no lineales.
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